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ÖZET

İstatistiksel yakınsaklık, toplanabilme teorisi ve fonksiyonel analizde önemli bir yere

sahiptir. Son yıllarda, istatistiksel yakınsaklık çeşitli şekillerde tanımlanmı̧s ve birçok

matematikçi tarafından keyfi zaman skalası üzerinde çalı̧sılmı̧stır. Bu çalı̧smada keyfi

zaman skalası üzerinde − istatistiksel yakınsaklık verilecek ve − Cesàro toplan-

abilme ile  dereceden −istatistiksel yakınsaklık arasındaki ili̧ski ifade edilecektir.
Bu kısımlar verilmeden önce ise, zaman skalası ile ilgili kavram ve teoremler ifade edile-

cek ve istatistiksel yakınsaklık klasik anlamda anlatılacaktır. Son olarak keyfi zaman

skalası üzerinde . dereceden −istatistiksel sınırlılık kavramı verilecek ve kapsama
bağıntıları ispatlanacaktır.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalası, İstatistiksel yakınsaklık, Cesàro toplan-

abilme.
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SUMMARY

− Statistical Convergence on Time Scales

Statistical convergence has an important place in summability theory and functional

analysis. In recent years, statistical convergence has been defined in various forms and

has been studied by many mathematicians on an arbitrary time scale. In this study,

− statistical convergence will be given on an arbitrary time scale and the relation
between − Cesàro summability and  grade −statistical convergence will be ex-
pressed on that time scale. Before these parts are given, concepts and theorems related

to the time scale will be expressed and the statistical convergence will be explained

in the classical sense. Finally,  grade − statistical boundedness will be given and
inclusion relations will be proved.

Keywords: Time scales, Statistical convergence, Cesàro summability.
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SEMBOLLER LİSTESİ

Bu çalı̧smada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

N : Doğal sayılar kümesi

R : Reel sayılar kümesi

Z : Tam sayılar kümesi

Q : Rasyonel sayılar kümesi

C : Kompleks sayılar kümesi

T : Keyfi zaman skalası

 : İleri sıçrama operatörü

 : Geri sıçrama operatörü

 : Graininess fonksiyonu

∆ : İleri fark operatörü

∆ : Hilger türevi

∆∆ : İkinci mertebeden Hilger türevi

∞ : Kompleks terimli sınırlı diziler uzayı

∞ (T) : T zaman skalası üzerinde sınırlı diziler uzayı

 : İstatistiksel yakınsak diziler uzayı

0 : İstatistiksel yakınsak sıfır dizileri uzayı

 () :  kümesinin doğal yoğunluğu

 : Hemen hemen her  için

T : T zaman skalası üzerinde istatistiksel yakınsak diziler uzayı

∆−  : ∆−hemen hemen her  için
 : − istatistiksel yakınsak diziler uzayı
T : T zaman skalası üzerinde −istatistiksel yakınsak diziler uzayı

s
()

T :
T zaman skalası üzerinde dereceden −istatistiksel yakınsak
diziler uzayı

s
()

T () :
T zaman skalası üzerinde dereceden −istatistiksel sınırlı
diziler uzayı

[  ]T :
T zaman skalası üzerinde  dereceden kuvvetli − Cesàro
toplanabilir diziler uzayı
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1. GİRİŞ

İstatistiksel yakınsaklık, ilk olarak Zygmund [1] tarafından "hemen hemen yakın-

saklık" terimi adı altında 1935 deki "Trigonometrik Seriler" kitabının ilk baskısında

Fourier serilerinin istatistiksel yakınsaklığıyla ili̧skili teorem ispatlarında kullanıldı.

Bu kavram Steinhaus [2] tarafından Polonya’da Wroclaw Üniversitesinde düzenle-

nen bir konferansta tanıtılmı̧stır. Daha sonra Fast [3] reel ve kompleks terimli diziler

için istatistiksel yakınsaklık tanımını vermi̧stir. Schoenberg [4] istatistiksel yakınsak-

lık kavramının bazı temel özellikleri ile regüler toplanabilme kavramını inceledi. Daha

sonra bu kavram Šalàt [5], Fridy [6], Connor [7] gibi bir çok matematikçi tarafından

çalı̧sılmı̧stır. Fridy ve Orhan [8] tarafından istatistiksel sınırlılık kavramı tanımlan-

mı̧stır. Bhardwaj ve Gupta [9], Et, Mohiuddine ve Şengül [10] tarafından bu kavram

yakınsaklık modellerine uygulanmı̧stır. İlk olarak Gadjiev ve Orhan [11] tarafından is-

tatistiksel yakınsaklık için derece kavramı verilmi̧stir. Daha sonra Çolak [12] ,

0   ≤ 1 olmak üzere istatistiksel yakınsaklık kavramını genelleştirip reel sayı dizileri
için  dereceden doğal yoğunluk, istatistiksel yakınsaklık ve   0 için  derece-

den kuvvetli − Cesàro yakınsaklık tanımlarını vermi̧s ve bazı kapsama teoremlerini
incelemi̧stir. 1965 yılında Leindler [13] tarafından de la Vallée-Poussin toplanabilme

metodu verildi. Bu toplanabilme metodundan yararlanarak 2000 yılında Mursaleen

[14] tarafından − istatistiksel yakınsaklık kavramı verildi. − istatistiksel yakınsak-
lığın derecelendirilmi̧s metotudu ise Çolak ve Bektaş [15] tarafında verilmi̧stir. Daha

sonra Çolak [16] Λ−sınıfına ait çeşitli  = () dizileri için bazı kapsama bağıntılarını
vermi̧stir.

İstatistiksel yakınsaklık konusunda ölçü kavramı 1990 yılında ilk defa Connor [17]

tarafından verildi. Daha sonra Móricz [18] tarafından ölçülebilir fonksiyonların ista-

tistiksel yakınsaklığı ve kuvvetli −Cesàro toplanabilirlik tanımları verilmi̧stir. Ayrıca
ölçülebilir bir fonksiyonun kuvvetli −Cesàro toplanabilirliği ile ölçülebilir fonksiyon-
ların istatistiksel yakınsaklığı arasındaki ili̧skilerde incelemi̧stir. Son zamanlarda Nuray

[19] tarafından reel değerli ölçülebilir fonksiyonların − istatistiksel yakınsaklığı ince-
lendi. Srivastava ve Et [20] tarafından reel değerli ölçülebilir fonksiyonların lacunary

istatistiksel yakınsaklık kavramı çalı̧sılmı̧stır.

Zaman skalası 1987-1988 yıllarında alman matematikçi Stephan Hilger [21] tarafın-



dan ortaya konmuştur. Stephan Hilger’in amacı sürekli ve ayrık analizi aynı çatı altında

toplayan bir teori oluşturmaktı. Bunun içinde her ikisini kapsayan bir küme alınmı̧s ve

bu kümeye daha sonraki dönemlerde zaman skalası adı verilmi̧stir. Zaman skalası pek

çok yazar tarafından çalı̧sılmı̧stır ([22],[23],[24]). Zaman skalası reel sayılar kümesinin

keyfi, kapalı ve boş olmayan bir alt kümesidir.

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde zaman skalası üzerine yapılan çalı̧smalar

önemli bir yer tutmaktadır.

Batit [25] zaman skalası üzerinde  : T→ R sürekli fonksiyon olmak üzere ∞ (T) 

 (T) ve 0 (T) fonksiyon uzaylarını tanımladı.

Zaman skalaları üzerinde istatistiksel yakınsaklık tanımı ilk defa 2012 yılında Seyyit

Seyyidoglu ve Özkan Tan [26] tarafından verilmi̧stir. Turan ve Duman [27], zaman

skalası üzerinde istatistiksel yakınsaklık ve Cesàro toplanabilirlik arasındaki ili̧skileri in-

celemi̧stir. Ayrıca Yilmaz, Altin ve Koyunbakan [28] zaman skalası üzerinde

−istatistiksel yakınsaklık ve − toplanabilirlik arasındaki ili̧skileri incelemi̧stir. Daha
sonra Altin [29] Λ−sınıfına ait çeşitli  = () dizileri için zaman skalası üzerinde bazı
kapsama bağıntılarını incelemi̧stir. Seyyidoglu ve Tan [30] tarafından zaman skalası

üzerinde istatistiksel sınırlılık kavramı tanımlanmı̧stır.

Bu çalı̧smada zaman skalası üzerinde ölçülebilir fonksiyonların . dereceden istatis-

tiksel yakınsaklık ve −istatistiksel kavramları ve bu kavramlar arasındaki kapsama il-
i̧skileri ortaya konulmuştur. Ayrıca zaman skalası üzerinde ölçülebilir fonksiyonların .

dereceden istatistiksel sınırlı ve . dereceden −istatistiksel sınırlı kavramları tanım-
lanıp bu iki kavram arasındaki ili̧ski incelenmi̧stir.
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2. GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak zaman skalası tanımı verildi. Daha sonra ise zaman skalasında

delta türev, ölçü ve Lebesgue integrali kavramları ifade edildi. Buna ilaveten istatistik-

sel yakınsaklık kavramı hakkında kısa bilgiler ve örnekler verildi. Son olarak ölçülebilir

fonksiyonların zaman skalasında istatistiksel yakınsaklık kavramı incelenip, bazı kap-

sama teoremleri verildi.

2.1. Zaman Skalasında Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1.1. Reel sayılar kümesinin keyfi, kapalı ve boş olmayan bir alt kümesine

zaman skalası denir. Böylece

RZN [0 1]

ile gösterilen, reel sayılar kümesi, tam sayılar kümesi, doğal sayılar kümesi ve [0 1]

kapalı aralığı birer zaman skalasıdır. Fakat

QR \QC (0 1)

ile gösterilen rasyonel sayılar kümesi, irrasyonel sayılar kümesi, karmaşık sayılar kümesi

ve (0 1) açık aralığı birer zaman skalası değildir. Zaman skalası genellikle T sembolü

ile ifade edilir [21].

Tanım 2.1.2. T bir zaman skalası olsun.  ∈ T için zaman skalası üzerinde tanımlanan
 : T→T ileri sıçrama operatörü

() = inf{ ∈ T:   }

şeklinde tanımlanır [21].

Tanım 2.1.3. T bir zaman skalası olsun.  ∈ T için zaman skalası üzerinde tanımlanan
 : T→T geri sıçrama operatörü

() = sup{ ∈ T:   }

şeklinde tanımlanır.

T bir zaman skalası ve ∅ boş küme olmak üzere;

inf ∅ = supT

inf T = sup ∅



olarak kabul edilir [21].

Tanım 2.1.4. T bir zaman skalası olsun.  ∈ T için  : T → [0+∞) olarak tanım-
lanan,

() = ()− 

fonksiyonuna graininess fonksiyonu denir [21].

Tanım 2.1.5. T bir zaman skalası,  : T→T ileri sıçrama operatörü ve  : T→T geri
sıçrama operatörü olsun.

Eğer ()   ise,  ∈ T noktasına sağdan saçılmı̧s nokta, ()   ise  ∈ T
noktasına soldan saçılmı̧s nokta denir. ()    () ise,  ∈ T noktasına ayrık nokta
denir. Ayrıca,   supT ve () =  ise  ∈ T noktasına sağda yoğun nokta,   inf T
ve () =  ise  ∈ T noktasına solda yoğun nokta denir. () =  = () ise,  ∈ T
noktasına yoğun nokta denir [21].

Zaman skalasında noktaların sınıflandırılması Tablo 1.1 de gösterilmi̧stir. Nokta-

ların şematik gösterimi Tablo 1.2 de verilmi̧stir.

Tablo 1.1 Zaman skalasında noktaların sınıflandırılması

 sağdan saçılımlı   ()

 sağdan yoğun  = ()

 soldan saçılımlı ()  

 soldan yoğun () = 

 ayrık nokta ()    ()

 yoğun nokta () =  = ()

4



Tablo 1.2 Zaman skalasında noktaların şematik olarak gösterimi

Örnek 2.1.6. T = R ve T = Z için nokta sınıflandırılması ve graininess fonksiyonları

aşağıdaki şekildedir.

T = R için

() = inf { ∈ R :   } = 

() = sup { ∈ R :   } = 

() = ()−  = −  = 0

olup () =  = () olduğundan her nokta yoğun noktadır.

T = Z için

() = inf { ∈ Z :   } = inf{+ 1 + 2 } = + 1

() = sup { ∈ Z :   } = sup{− 1 − 2 } = − 1
() = ()−  = + 1−  = 1

olup ()    () olduğundan her nokta ayrık noktadır.

Tanım 2.1.7. T bir zaman skalası olsun. T zaman skalasından türetilmi̧s olan T

kümesi

T =

⎧⎨⎩ T− [( (supT) , supT] , sup(T) ∞
T, sup(T) =∞

5



biçiminde tanımlanır [21].

Örnek 2.1.8. T = [0 1] ∪ {3 5} ∪ [6 7] ∪ {8} şeklinde verilen zaman skalası için T

kümesi, supT =8 ∞ olup, Tanım 2.1.7 gereğince T = T− {8} = [0 1]∪{3 5}∪ [6 7]
şeklinde olur.

Tanım 2.1.9. T bir zaman skalası   ∈ T ve    olsun.

[ ] = { ∈ T :  ≤  ≤ }
( ) = { ∈ T :     }
( ] = { ∈ T :    ≤ }
[ ) = { ∈ T :  ≤   }

kümelerine sırası ile T zaman skalası üzerinde kapalı, açık ve yarı açık aralıklar denir

[21].

Tanım 2.1.10. T bir zaman skalası,  : T→ R bir fonksiyon ve  ∈ T olsun. ∀  0
için   0 olmak üzere  ∈ T noktasının öyle bir  = ( −   + ) ∩ T komşuluğu
vardır ki, ∀ ∈  için

¯̄
[ ( ())−  ()]− ∆() [ ()− ]

¯̄
≤  | ()− |

olur. Bu eşitsizlik | ()− | ile bölünürse;¯̄̄̄
 ( ())−  ()

 ()− 
− ∆()

¯̄̄̄
≤ 

veya

lim
→

 ( ())−  ()

 ()− 
= ∆() (2.1.1)

elde edilir. Burada ∆ : T → R fonksiyonuna,  fonksiyonunun  ∈ T noktasındaki
Hilger(delta) türevi denir. ∆ fonksiyonu tüm  ∈ T noktaları için mevcut ise, 
fonksiyonuna T üzerinde Hilger(delta) türeve sahiptir denir. Dikkat edilirse (2.1.1)

eşitliğinde;

T = R alındığında  () =  olmak üzere

lim
→

 ( ())−  ()

 ()− 
= lim

→

()− ()

− 
= 

0
()
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elde edilir. Bu adi anlamda türevdir. T = Z alındığında  () = + 1 olduğundan

lim
→

 ( ())−  ()

 ()− 
= lim

→

(+ 1)− ()

+ 1− 
= (+ 1)− () = ∆()

elde edilir. Bu ise ileri fark operatörüdür [21].

Örnek 2.1.11. T keyfi bir zaman skalası olmak üzere  : T→ R fonksiyonu için

() = 2 olsun. Buna göre ∆ Hilger türevi aşağıdaki şekilde bulunur. ∀ ∈ T için

∆() = lim
→

 ( ())−  ()

 ()− 
= lim

→

2 ()− 2

 ()− 
= lim

→
 () +  =  () + 

olur. Buradan yola çıkılarak verilen fonksiyon için Hilger türevi R ve Z için verebiliriz.

T = R olsun. ∀ ∈ R için  () =  olduğundan,

∆() = 
0
() =  () + ⇒ ∆() = +  = 2

elde edilir.

T = Z olsun. ∀ ∈ Z için  () = + 1 olduğundan,

∆() = ∆() =  () + ⇒ ∆() = + 1 +  = 2+ 1

elde edilir [21].

Teorem 2.1.12. T bir zaman skalası ve   : T→ R fonksiyonları  ∈ T noktasında
Hilger türevlenebilir olsun. Buna göre

)  +  : T→ R fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilirdir ve

( + )
∆
() = ∆ () + ∆ ()

dir.

)Herhangi bir  sabiti için,  : T→ R fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilirdir

ve

()
∆
() = ∆ ()

dir.

)   : T→ R fonksiyonları  noktasında Hilger türevlenebilirdir ve

()
∆
() = ∆ ()  () +  ( ()) ∆ () =  () ∆ () + ∆ ()  ( ())
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dir.

)  ()  ( ()) 6= 0 olmak üzere, 1

fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilirdir

ve µ
1



¶∆

() = − ∆

 ()  ( ())

dir.

)  ()  ( ()) 6= 0 olmak üzere, 

fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilirdir

ve µ




¶∆

() =
∆ ()  ()− ∆ ()  ()

 ()  ( ())

dir [21].

Örnek 2.1.13. T bir zaman skalası,   ve  fonksiyonları bir  ∈ T noktasında
türevlenebilir olmak üzere

()
∆
= ∆ + ∆ + ∆

şeklindedir. Gerçekten

Eğer  =  olarak alınırsa

()
∆
= ()

∆
= ∆ + ∆ = ∆ () +  ()

∆
(2.1.2)

elde edilir. Burada ()
∆
nin Hilger türevi hesaplanıp (212) de yerine yazılırsa

()
∆
= ∆ + 

©
∆ + ∆

ª
= ∆ + ∆ + ∆

elde edilir.

Teorem 2.1.14. T bir zaman skalası,  : T→ R bir fonksiyon ve  ∈ T olsun.
)  fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilir ise bu noktada süreklidir.

)  fonksiyonu  noktasında sürekli ve  noktası sağ saçılmı̧s bir nokta ise, 

fonksiyonu bu noktada Hilger türevlenebilirdir ve

∆ () =
 ( ())−  ()

 ()

eşitliği sağlanır.

)  fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilir ve  noktası sağ yoğun bir nokta

ise

∆ () = lim
→

 ()−  ()

− 
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şeklindedir.

)  fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilir ise

 ( ()) =  () +  () ∆ ()

şeklindedir [21].

İspat. )  fonksiyonu  noktasında Hilger türevli ve  ∈ (0 1) olsun. Hilger türevi
tanımından

¯̄
[ ( ())−  ()]− ∆ () [ ()− ]

¯̄
 ∗ | ()− |  ∗ ∈ (0 1)  ∀ ∈ 

olacak şekilde  noktasının bir  = (− ∗ + ∗) komşuluğu vardır. Böylece ∀ ∈ 

için

| ()−  ()| =
¯̄̄̄
¯̄

©
 ( ())−  ()− ∆ () [ ()− ]

ª
−© ( ())−  ()−  () ∆ ()

ª
+ (− ) ∆ ()

¯̄̄̄
¯̄

 ∗ | ()− |+ ∗ () + |− |
¯̄
∆ ()

¯̄
 ∗

£
 () + |− |+  () +

¯̄
∆ ()

¯̄¤
 ∗

£
1 +

¯̄
∆ ()

¯̄
+ 2 ()

¤
olup ∗

£
1 +

¯̄
∆ ()

¯̄
+ 2 ()

¤
=  olarak alınırsa, ∗ ∈ (0 1) ve

 ()−  ()  

olur. Bu  fonksiyonunun  noktasında sürekli olduğunu gösterir.

)  fonksiyonu  noktasında sürekli ve  noktası sağ saçılmı̧s ( ()  ) bir nokta

olsun. Süreklilik tanımından

lim
→

 ( ())−  ()

 ()− 
=

 ( ())−  ()

 ()− 
=

 ( ())−  ()

 ()


olur. Limit tanımından   0 için¯̄̄̄
 ( ())−  ()

 ()− 
−  ( ())−  ()

 ()

¯̄̄̄
≤ 

olur.  nin öyle bir  komşuluğu vardır ki, ∀ ∈  için¯̄̄̄
 ( ())−  ()−  ( ())−  ()

 ()
[ ()− ]

¯̄̄̄
≤  | ()− |
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olur. Böylece  fonksiyonu  ∈ T noktasında Hilger türevlidir ve

∆ () =
 ( ())−  ()

 ()

eşitliği sağlanır.

)  fonksiyonu  noktasında Hilger türevlenebilir ve  noktası sağ yoğun bir nokta

( () = ) olsun.  fonksiyonu  noktasında Hilger türevli olduğundan, ∀  0 için 

nin öyle bir  komşuluğu vardır ki, ∀ ∈  için

¯̄
[ ( ())−  ()]− ∆ () [ ()− ]

¯̄
≤  | ()− | 

olup  () =  olduğundan

¯̄
[ ()−  ()]− ∆ () [− ]

¯̄
≤  |− |   ∈ 

ve ¯̄̄̄
 ()−  ()

− 
− ∆ ()

¯̄̄̄
≤ 

olur. Böylece ∀ ∈   6=  için

∆ () = lim
→

 ()−  ()

− 

olur.

)  () =  ise  () = 0 ve

 ( ()) =  () +  () ∆ ()

eşitliği sağlanır.  ()   yani t noktası sağ saçılmı̧s bir nokta ise

 ( ()) =  () +  ()
 ( ())−  ()

 ()
=  () +  () ∆ ()

olup ispat tamamlanır.

Tanım 2.1.15. T bir zaman skalası olsun.  : T→ R fonksiyonu için T
2

= (T)

kümesi üzerinde, ∆ fonksiyonunun Hilger türevi olan

∆∆ =
¡
∆
¢∆
: T

2 → R

10



fonksiyonuna,  fonksiyonunun ikinci mertebeden Hilger türevi denir. Benzer olarak 

fonksiyonunun . mertebeden Hilger türevi

∆


: T
 → R

şeklindedir [21].

Örnek 2.1.16.  () = 2 fonksiyonunun ikinci mertebeden Hilger türevi aşağıdaki şek-

ilde hesaplanır. İlk olarak  fonksiyonunun birinci mertebeden Hilger türevini bulalım:

∆ () = lim
→

2 ()− 2

 ()− 
= lim

→
 () +  =  () + 

olur. Buradan  nin ikinci mertebeden Hilger türevi:

∆∆ () = lim
→

( ( ()) +  ())− ( () + )

 ()− 

= lim
→

 ( ()) +  ()−  ()− 

 ()− 

=
 ( ()) +  ()−  ()− 

 ()− 

=
 ( ())− 

 ()− 

bulunur.

2.2. Zaman Skalası Üzerinde Ölçü ve Lebesgue İntegrali

Bu kısımda zaman skalası üzerinde ölçülebilir fonksiyon ve Lebesgue integrali ince-

lenecektir.

T keyfi bir zaman skalası olmak üzere  ileri sıçrama operatörü ve  geri sıçrama

operatörü olsun.

[ )T = { ∈ T :  ≤   }

şeklinde tanımlanan tüm aralıkların ailesini =1 ile gösterelim. Burada [ )T aralığı
boş küme olarak alınacaktır.

1 : =1 → [0∞]
[ )T → 1 ([ )T) = − 
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şeklinde tanımlanan 1 küme fonksiyonu =1 ailesi üzerinde sayılabilir toplamsal bir
ölçüdür. 1 küme fonksiyonun Caratheodary geni̧slemesi ∆ ile gösterilir ve T üzerinde

Lebesque − ∆ ölçüsü olarak adlandırılır [23].

Teorem 2.2.1. 0 ∈ T\ {maxT} olsun. Bu durumda {0} kümesi ∆− ölçülebilirdir ve

∆ ({0}) =  (0)− 0 =  (0)

dır [23].

Lebesgue teorisinde tek nokta kümelerinin Lebesgue ölçüsü sıfırdır. Fakat zaman

skalası üzerinde ∆ ({0}) =  (0) olup,  (0) sayısı her zaman sıfıra eşit olmak zorunda

değildir.

Teorem 2.2.2.   ∈ T ve  ≤  olsun.

) ∆ ([ )T) = − 

) ∆ (( )T) = −  () dır.

Eğer 0 ∈ T\ {maxT} ve  ≤  ise

) ∆ (( ]T) =  ()−  ()

) ∆ ([ ]T) =  ()−  şeklindedir [23].

Tanım 2.2.3.  : T → [−∞∞] bir fonksiyon olsun. Her  ∈ R için

−1 ([−∞ )) = { ∈ T:  ()  }

kümesi ∆− ölçülebilir ise  fonksiyonu T üzerinde ∆− ölçülebilirdir denir [23].

Tanım 2.2.4.  : T → R bir fonksiyon olsun.  = 1 2   için  ler bir-

birinden farklı olmak üzere  = { ∈ T :  () = } kümeleri tanımlansın.  =P

=1  olacak şekilde yazılabiliyorsa  fonksiyonuna basit fonksiyon denir. Bu-

rada  fonksiyonu  kümelerinin karakteristik fonksiyonudur, yani

 () =

⎧⎨⎩ 1  ∈ 

0  ∈ 

şeklinde tanımlanır [24].

Tanım 2.2.5.  T nin ∆−ölçülebilir bir alt kümesi ve  : T→ R bir basit fonksiyon

olsun. Yani  fonksiyonu Tanım 2.2.4 de ifade edilen  kümeleri ve  sayıları ile
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aşağıdaki biçimde yazılsın

 =

X
=1



Bu durumda  fonksiyonunun  üzerinden Lebesgue ∆−integraliZ


 ()∆ =

X
=1

∆ ( ∩)

biçiminde tanımlanır [24].

Sonuç 2.2.6.  () =   ∈ R olacak şekilde  sabit fonksiyonu verilsin. Bu durumda
 fonksiyonunun T nin ∆−ölçülebilir bir Ω kümesi üzerinden integraliZ

Ω

 ()∆ =

Z
Ω

∆ = ∆ (Ω)

dir.

Tanım 2.2.7.  T nin∆−ölçülebilir bir alt kümesi ve  : T→ [0+∞], ∆−ölçülebilir
bir fonksiyon olsun.  fonksiyonunun  kümesi üzerindeki Lebesgue ∆−integraliZ



 ()∆ = sup

½Z


 ()∆ : 0 ≤  ≤  ve  basit fonksiyon

¾
şeklinde tanımlanır [24].
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3. İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK , CESÀRO TOPLANABİLME VE

İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK

3.1. İstatistiksel Yakınsaklık ilgili Temel Tanım ve Teoremler

Bu kısımda doğal yoğunluk ve istatistiksel yakınsaklık ile ilgili temel tanım ve teo-

remler verilecektir.

Tanım 3.1.1.  ⊂ N olmak üzere bir  kümesinin doğal (asimptotik ) yoğunluğu

 () = lim
→∞

1


|{ ≤  :  ∈ }|

şeklinde tanımlanır. Burada |{ ≤  :  ∈ }| ifadesi  kümesinin  den büyük ol-

mayan elemanlarının sayısını göstermektedir.

Eğer  () = 0 ise  kümesine sıfır yoğunluklu küme denir [6].

Tanım 3.1.2. Herhangi bir  = () dizisinin terimleri bir  özelliğini sıfır yoğunluklu

bir küme hariç bütün  lar için sağlıyorsa, () dizisi hemen hemen her  için  özelliğini

sağlıyor denir ve “” şeklinde gösterilir [6].

Doğal yoğunluk kavramından yararlanılarak istatistiksel yakınsaklık kavramı aşağı-

daki şekilde verilir.

Tanım 3.1.3.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her   0 için

lim
→∞

1


|{ ≤  : | − | ≥ }| = 0

veya  için | − |   olacak şekilde bir  sayısı varsa  = () dizisi  sayısına

istatistiksel yakınsaktır denir ve − lim =  şeklinde gösterilir.

İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı  ile gösterilir. Özel olarak  = 0 olarak

alınırsa  = () dizisine istatistiksel yakınsak sıfır dizisi denir. İstatistiksel yakınsak

sıfır dizilerinin kümesi 0 ile gösterilir [6].

Teorem 3.1.4. Yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. Yani lim =  ise  −
lim =  dir[33].

İspat. Kabul edelim ki lim =  olsun. ∀  0 için ve  ≥  için | − | ≤  olacak

şekilde  ≥ 1 sayısı vardır.  ( ()) = 0 olduğundan  − lim =  olur. Burada

 () = { ≤  : | − | ≥ } dır.



Fakat bu teoremin tersi doğru değildir, yani istatistiksel yakınsak her dizi yakınsak

değildir. Gerçekten

 =

⎧⎨⎩ 1  = 2 ise ( = 1 2 )

0  6= 2 ise

şeklinde tanımlanmı̧s  = () dizisini göz önüne alalım. Her   0 için

|{ ≤  : || ≥ }| ≤ |{ ≤  :  6= 0}| ≤
√


olduğundan

lim


1


|{ ≤  :  6= 0}| ≤ lim



√



= 0

elde edilir. Bu − lim = 0 olduğu anlamına gelir. Ancak  = () yakınsak değildir.

Bununla birlikte yukarıda tanımlanan  = () dizisi istatistiksel yakınsak bir dizi

olduğu halde sınırlı da değildir.

Diğer taraftan,  = (1 0 1 0 ) dizisi sınırlıdır. Ancak istatistiksel yakınsak

değildir. Yani ∞ ve  uzayları birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanları vardır.

Teorem 3.1.5. Bir dizi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir. Yani  −
lim = 1 ve − lim = 2 ise 1 = 2 dir [33].

Teorem 3.1.6. − lim = 1 − lim  = 2 ve  bir reel sayı olsun. Bu taktirde

) − lim  = 1

) − lim ( + ) = 1 + 2 dir [33].

Bu teoreme göre istatistiksel yakınsak dizilerin uzayının bir lineer uzay olduğu an-

laşılır.

Tanım 3.1.7. Bir  = () kompleks terimli dizisini göz önüne alalım.   0 verilsin.

Eğer  için | −  |   olacak şekilde bir  =  () doğal sayısı varsa yani;

lim
→∞

1


|{ ≤  : | −  | ≥ }| = 0

ise  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [6].

Teorem 3.1.8. Bir  = () dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olması için gerek ve

yeter şart istatistiksel yakınsak olmasıdır [33].
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Tanım 3.1.9.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere,

lim
→∞

1



X
=1

 = 

olacak şekilde bir  sayısı varsa  = () dizisi  sayısına Cesàro yakınsaktır denir.

Cesàro yakınsak dizilerin cümlesi

[ 1] =

(
 = () : lim

→∞
1



X
=1

( − ) = 0 en az bir  için

)


ile gösterilir [31].

Tanım 3.1.10.  = () dizisi  ye yakınsak ise () dizisi − Cesàro yakınsaktır
[31].

Tanım 3.1.11.  = () kompleks terimli bir dizi ve   0 reel bir sayı olsun. Eğer

lim
→∞

1



X
=1

| − | = 0

olacak şekilde bir  sayısı varsa  = () dizisi  sayısına kuvvetli −Cesàro yakınsaktır
denir. Kuvvetli −Cesàro yakınsak dizilerin cümlesi

[ 1 ] =

(
 = () : lim

→∞
1



X
=1

| − | = 0 en az bir  için
)


ile gösterilir [32].

 = () pozitif sayıların azalmayan, ∞ a giden ve

+1 ≤  + 1 1 = 1

şartlarına sahip bir dizisi olsun. Bu şekilde tanımlanan tüm  = () dizilerinin kümesi

Λ ile gösterilecektir.

Tanım 3.1.12.  ⊂ N olsun ve ’nin −yoğunluğu

 () = lim
→∞

1


|{ ∈  :  ∈ }|

olarak tanımlansın.  ()  −yoğunluğu  =  durumunda  () doğal yoğunluğuna

indirgenir [14].
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Tanım 3.1.13. Her   0 için,  = [−  + 1 ] olmak üzere

lim
→∞

1


|{ ∈  : | − | ≥ }| = 0

ise  = () dizisi ’ ye −istatistiksel yakınsaktır denir. Tüm -istatistiksel yakınsak

dizilerin kümesi  ile gösterilir.  =  durumunda  nın ’e denk olduğu açıktır

[14].

Genelleştirilmi̧s de la Vallée-Poussin ortalaması,  = [−  + 1 ] olmak üzere

 () =
1



X
∈



ile tanımlanır [13].

Bir  = () dizisine, →∞ iken  ()→  ise  sayısına ( )−toplanabilirdir
denir. Her  ∈ N için  =  ise ( )−toplanabilirlik ( 1)−toplanabilirliğe in-
dirgenir. Sırasıyla ’ye kuvvetli Cesàro toplanabilir ve kuvvetli ( )−toplanabilir,
yani  →  [ 1] ve  →  [ ] olan  = () dizilerinin kümesi için

[ 1] =

(
 = () : lim

→∞
1



X
=1

| − | = 0 en az bir  için
)


[ ] =

(
 = () : lim

→∞
1



X
∈

| − | = 0 en az bir  için
)

yazılır.

Tanım 3.1.14.  ⊂ N olmak üzere bir  kümesinin dereceden yoğunluğu

 () = lim
→∞

1


|{ ≤  :  ∈ }|

şeklinde tanımlanır. Burada |{ ≤  :  ∈ }| ifadesi  kümesinin  den büyük ol-

mayan elemanlarının sayısını göstermektedir [12].

Eğer  () = 0 ise  kümesine sıfır − yoğunluklu küme denir.

Tanım 3.1.15.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, ∀  0 için

lim
→∞

1


|{ ≤  : | − | ≥ }| = 0

olacak şekilde bir  sayısı varsa,  = () dizisi  sayısına  dereceden istatistiksel

yakınsaktır denir ve  − lim =  şeklinde gösterilir [12].
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 = ()   ya göre sıfır yoğunluklu bir küme hariç diğer bütün  lar için bir  ()

özelliğini sağlıyorsa, o zaman bu dizi  ya göre hemen hemen her  için  özelliğini

sağlıyor denir ve  () şeklinde gösterilir.

N nin sonlu her alt kümesinin −yoğunluğu sıfırdır ve  () = 1−  () eşitliği

0    1 için genelde doğru değildir. Bu eşitlik sadece  = 1 için sağlanır [12].

Tanım 3.1.16.   0 ve  ∈ R+ olsun. Eğer,

lim
→∞

1



X
=1

| − | = 0

olacak şekilde bir  kompleks sayısı varsa,  = () dizisi  dereceden − kuvvetli
Cesàro yakınsaktır denir.  dereceden − kuvvetli Cesàro yakınsak dizilerin kümesi
[ 1  ] ile gösterilir. Yani;

[ 1  ] =

(
 = () : lim

→∞
1



X
=1

| − | = 0 en az bir  için
)

dir [12].

Tanım 3.1.17.  ∈ Λ ve  ∈ (0 1] olsun.  = [−  + 1 ] ve   nin .

kuvveti yani  = (

) = (


1  


2  


3   


 ) olmak üzere her   0 için,

lim
→∞

1


|{ ∈  : | − | ≥ }| = 0

ise  = () dizisi  ye  dereceden − istatistiksel yakınsaktır veya  ye  yakın-
saktır denir [15]. Bu durumda  − lim =  veya  →  () yazılır.  =  özel

halinde  ile 
 uzayları birbirine denk olur.

Teorem 3.1.18. 0   ≤ 1 ve  = ()   = () birer kompleks sayı dizileri olsunlar.
)  − lim = 0 ve  ∈ C ise  − lim  = 0

)  − lim = 0 ve 

 − lim  = 0 ise 


 − lim( + ) = 0 + 0 dır [15].

Tanım 3.1.19.   0 ve  ∈ R+ olsun.

lim
→∞

1



X
∈

| − | = 0

olacak şekilde bir  kompleks sayısı varsa, o zaman  = () dizisi  dereceden −
kuvvetli ( ) yakınsaktır denir.  dereceden − kuvvetli ( ) yakınsak dizilerin
kümesini [   ] ile gösterilir. Yani;
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[   ] =

(
 = () : lim

→∞
1



X
∈

| − | = 0 en az bir  için
)

dir [15].

Tanım 3.1.20.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere,

lim
→∞

1


|{ ≤  : || ≥}| = 0

olacak şekilde bir   0 sayısı varsa  = () dizisine istatistiksel sınırlıdır denir.

İstatistiksel sınırlı dizilerinin kümesi  () ile gösterilir [8].

Bhardwaj ve Gupta [9] tarafından istatistiksel sınırlılık kavramından yararlanılarak

aşağıdaki tanım genelleştirilmi̧stir.

Tanım 3.1.21.  = () kompleks terimli bir dizi ve  = [−  + 1 ] olmak üzere

lim
→∞

1


|{ ∈  : || ≥}| = 0

olacak şekilde bir   0 sayısı varsa  = () dizisine  dereceden −istatistiksel
sınırlıdır denir. Tüm  dereceden −istatistiksel sınırlı dizilerin kümesi  () ile
gösterilir.  =  durumunda  () nın  ()’e denk olduğu açıktır [9].

3.2. Ölçülebilir Fonksiyonların İstatistiksel Limiti ve Kuvvetli Cesàro

Toplanabilirlik

Bu kısımda Móricz [18] tarafından ortaya konulan ölçülebilir fonksiyonların ista-

tistiksel yakınsaklığı ve kuvvetli −Cesàro toplanabilirliği tanımları ifade edilmi̧stir.
Ayrıca ölçülebilir bir fonksiyonun kuvvetli −Cesàro toplanabilirliği ile ölçülebilir fonksiy-
onların istatistiksel yakınsaklığı arasındaki ili̧skiler incelemi̧stir.

Tanım 3.2.1.  ≥ 0 olmak üzere, bir (∞) aralığında Lebesgue anlamında ölçülebilir
olan reel veya kompleks değerli fonksiyonları göz önüne alalım.

Eğer her   0 için,

lim
→∞

1

− 
|{     : | ()− | ≥ }| = 0
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olacak şekilde bir  ∈ C sayısımevcutsa  fonksiyonu  sayısına istatistiksel yakınsaktır
denir. Burada |{}| ile {} kümesinin Lebesgue ölçüsü gösterilmi̧stir. Bu durumda

− lim
→∞

 () = 

yazılır [18].

Teorem 3.2.2. Bir  fonksiyonu istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir.

Yani − lim
→∞

 () = 1 ve − lim
→∞

 () = 2 ise 1 = 2 dir [18].

Teorem 3.2.3. − lim
→∞

 () = 1  − lim
→∞

 () = 2 ve  bir reel sayı olsun. Bu

taktirde

) − lim
→∞

 () = 1

) − lim
→∞

( () +  ()) = 1 + 2 dir [18].

Tanım 3.2.4.  ≥ 0 olmak üzere  fonksiyonu bir (∞) aralığı üzerinde ölçülebilir
bir fonksiyon olsun.

lim
→∞

1

− 

Z 



| ()− |  = 0

olacak şekilde bir  ∈ C sayısı varsa  fonksiyonu kuvvetli −Cesàro toplanabilirdir
denir [18].

Teorem 3.2.5. ) 0    ∞ için  fonksiyonu  ∈ C sayısına kuvvetli −Cesàro
toplanabilir ise  nin istatistiksel limiti mevcuttur ve aynı  sayısına eşittir.

)  fonksiyonunun istatistiksel limiti mevcut ve  sınırlıysa  fonksiyonu  ye

kuvvetli −Cesàro toplanabilirdir [18].
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4. ZAMAN SKALASI ÜZERİNDE İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK

4.1. Zaman Skalası Üzerinde Doğal Yoğunluk, İstatistiksel Yakınsaklık ve

Cesáro Toplanabilme

Bu kısımda Seyyidoglu ve Tan [26] tarafından verilen zaman skalası üzerinde, doğal

yoğunluk ve istatistiksel yakınsaklık kavramı incelenmi̧stir. Ayrıca Turan ve Duman

[27] tarafından zaman skalası üzerinde tanımlanan kuvvetli −Cesáro toplanabilirlik
ile istatistiksel yakınsaklık arasındaki ili̧skiler verilmi̧stir.

Teorem 4.1.1.  kümesi, T nin bir ∆− ölçülebilir alt kümesi ve  = minT olsun. T
deki  kümesinin ∆− yoğunluğu

∆ () = lim
→∞

∆ ( ())

 ()− 

ile tanımlanır. Burada

 () = { ∈  :  ≤ }

ve  ∈ T dir [26].  () = ∩[ ] özdeşliğinden nın ölçülebilirliği () nin ölçülebilir-
liğini gerektirir.

Eğer  : T→ R fonksiyonu, sıfır ∆− yoğunluğa sahip bir küme hariç tüm  ler için

 özelliğini sağlayan bir  () fonksiyonu ise bu taktirde ∆− hemen hemen her  için
 (),  yi sağlar denir ve bu durumda ‘∆− ’ yazılır.

 : = { ∈ T : ∆−yoğunluğu T de mevcuttur}
0

 : = { ∈ T : ∆ () = 0}

şeklinde gösterilir [26].

Lemma 4.1.2. )  ∈ ve  ⊂  ise ∆ () ⊂ ∆ () dir.

)  ∈ ise 0 ≤ ∆ () ≤ 1 dir.
) T ∈ ve ∆ (T) = 1 dir.

)  ∈ ise 
 ∈ ve ∆ () + ∆ (

) = 1 dir.

)  ∈ ve  ⊂  ise  − ∈ ve ∆ ( −) = ∆ ()− ∆ () dir.

)  bir ölçülebilir küme ve  ⊂  olmak üzere  ∈0
 ise  ∈0

 dir.

) 1 2   
0
 den ise ∪=1 ∩=1 ∈0

 dir.



) T nin her sınırlı ölçülebilir alt kümesi 0
 a aittir.

)  ∈0
 ve  ∈ ise ∆ ( ∪) = ∆ () dir [26].

Örnek 4.1.3. T = N olsun. N deki  = {2 4 6 } kümesinin ∆−yoğunluğu

∆ () = lim
→∞

∆ ( ())

 ()− 
= lim

→∞
[|2|]


=
1

2

ile verilir [26].

Tanım 4.1.4. (T − yakınsaklık) : Eğer her bir   0 için ∆ () = 1 ve

| ()− |   eşitsizliği her  ∈  için sağlanacak şekilde ⊂ Tmevcutsa  : T→ R

fonksiyonu  ye T−yakınsaktır denir. Bu durumda T − lim
→∞

 () =  yazılır [26].

Önerme 4.1.5.  : T→ R bir ölçülebilir fonksiyon olsun. T − lim
→∞

 () =  ⇔
herbir   0 için ∆ ({ ∈ T: | ()− | ≥ }) = 0 dır [26].
İspat. T − lim

→∞
 () =  olsun ve   0 verilsin. Bu durumda ∆ () = 1 ve

| ()− |   eşitsizliği her  ∈  için sağlanacak şekilde bir  ⊂ T alt kümesi

mevcuttur.  ⊂ { ∈ T : | ()− |  }  olduğundan ∆ ({ ∈ T: | ()− |  }) =
1 elde edilir. Böylece ∆ ({ ∈ T : | ()− | ≥ }) = 0 bulunur.

Teorem 4.1.6. T bir zaman skalası  : T→ R, ∆−ölçülebilir bir fonksiyon olsun.
Eğer T − lim

→∞
 () mevcutsa, bu istatistiksel limit tektir [26].

İspat. T − lim
→∞

 () = 1 ve T − lim
→∞

 () = 2 olsun. Verilen   0 sayısı için 

ve  kümelerini aşağıdaki gibi tanımlayalım

 =
n
 : | ()− 1| ≥



2

o
ve  =

n
 : | ()− 2| ≥



2

o
Zaman skalası üzerinde istatistiksel limit tanımını göz önüne alarak,

T − lim
→∞

 () = 1 ⇐⇒ ∀  0 T () = 0
T − lim

→∞
 () = 2 ⇐⇒ ∀  0 T () = 0

yazılabilir. Şimdi 1 = 2 olduğunu gösterelim. Bunun için

∀  0 için 0 ≤ |1 − 2|  
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olduğu gösterilmelidir. Aksini kabul edelim, ∃  0 için |1 − 2| ≥  olsun. Buradan

 ≤ |1 − 2|
= |1 −  () +  ()− 2|
≤ | ()− 1|+ | ()− 2|

olmak zorundadır. Eğer  ∈ ∪ ise, | ()− 1| 


2
ve | ()− 2| 



2
dir. O halde

 ∈  ∪ için

 ≤ |1 −  ()|+ | ()− 2| 


2
+



2

olur ve bu çeli̧ski ispatı tamamlar.

Teorem 4.1.7.   : T→ R, ∆−ölçülebilir fonksiyonlar ve  ∈ R olsun.

T − lim
→∞

 () = 1 ve T − lim
→∞

 () = 2 olsun. Bu durumda

) T − lim
→∞

( () +  ()) = 1 + 2

) T − lim
→∞

( ()) = 1 olur [26].

İspat. ) Verilen   0 sayısı için  =
n
 : | ()− 1| ≥



2

o
ve

 =
n
 : | ()− 2| ≥



2

o
olsun. Bu durumda

T − lim
→∞

 () = 1 ⇐⇒ ∀  0 T () = 0
T − lim

→∞
 () = 2 ⇐⇒ ∀  0 T () = 0

olur. Şimdi  = { : | () +  ()− 1 − 2| ≥ } kümesini tanımlayalım. T () = 0
olduğunu göstermeliyiz. Bunun için

 ⊂  ∪

olduğunu iddia ediyoruz. Aksini kabul edelim, yani  * ∪ olsun. Bu durumda en

az bir 0 ∈  vardır öyle ki 0 ∈  ∪ gerçeklenir. Üstelik

0 ∈  ∪ =⇒ 0 ∈  ve 0 ∈ 

dir. 0 ∈  ise, | (0)− 1| 


2
ve 0 ∈  ise, | (0)− 2| 



2
olur. Böylece

| (0)− 1|+ | (0)− 2|  

elde edilir. Ayrıca

| (0) +  (0)− 1 − 2| ≤ | (0)− 1|+ | (0)− 2|   (4.1.1)
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olup, (411) ten 0 ∈  elde edilir. Bu bir çeli̧skidir, dolayısıyla  ⊂  ∪ olmalıdır.

Lemma 4.1.2. yardımıyla

0 ≤ T () ≤ T ( ∪) ≤ T () + T () = 0

elde edilir. Bu son eşitsizlik ise

T − lim
→∞

( () +  ()) = 1 + 2

demektir.

)  = 0 ise durum açıktır. Şimdi  6= 0 olmak üzere  =

½
 : | ()− 1| ≥



||
¾

diyelim.

T − lim
→∞

 () = 1 ⇐⇒ ∀  0 için, T () = 0 (4.1.2)

olacağından her  ∈  için,

| ()− 1| ≥


|| =⇒ | ()− 1| ≥ 

yazılabilir. Bu ise (412) uyarınca

T − lim
→∞

( ()) = 1

olmasına denktir.

Tanım 4.1.8.  : T→ R, ∆−ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Her   0 için en az bir
1  0 sayısı vardır öyle ki

lim
→∞

∆ ({ ∈ [0 ]T : | ()−  (1)| ≥ })
∆ ([0 ]T)

= 0

ise,  fonksiyonuna “T üzerinde istatistiksel Cauchy’dir” denir [26].

Teorem 4.1.9.  : T→ R, ∆−ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki
önermeler denktir.

)  fonksiyonu T üzerinde istatistiksel yakınsaktır.

)  fonksiyonu T üzerinde istatistiksel Cauchy’dir.

)  fonksiyonu ∆−ölçülebilir  ve  fonksiyonlarının toplamı olarak yazılabilir,
öyle ki

lim
→∞

 () = T − lim
→∞

 ()
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ve

T ({ :  () 6= 0}) = 0

olur. Ayrıca,  fonksiyonu sınırlı ise,  ve  fonksiyonları da sınırlıdır [26].

Lemma 4.1.10.  : T→ R, ∆− ölçülebilir bir fonksiyon olsun. T − lim
→∞

 () = 

ve  bir  sayısı ile üstten sınırlı ise,

lim
→∞

1

∆ ([0 ]T)

Z
[0]T

( ()− )∆ = 0

olur. Burada zaman skalası üzerindeki Lebesgue ∆−integrali kullanılmaktadır [27].

Tanım 4.1.11.  : T→ R, ∆−ölçülebilir bir fonksiyon ve 0   ∞ olsun.

lim
→∞

1

∆ ([0 ]T)

Z
[0]T

| ()− |∆ = 0

olacak şekilde bir  ∈ R varsa, bu durumda  fonksiyonu “T zaman skalası üzerinde

kuvvetli −Cesáro toplanabilirdir” denir [27].

Lemma 4.1.12. (Zaman skalası üzerinde Markov eşitsizliği)  : T→ R,∆−ölçülebilir
bir fonksiyon ve   0 için Ω () := { ∈ [0 ]T : | ()− | ≥ } şeklinde tanımlansın.
Bu durumda

∆ (Ω ()) ≤
1



Z
Ω()

| ()− |∆ ≤ 1


Z
[0]T

| ()− |∆

dir [27].

İspat. Her  ∈ [0 ]T ve   0 için

0 ≤ Ω() () ≤ | ()− |Ω() () ≤ | ()− |

yazılabilir ve buradan



Z
Ω()

∆ ≤
Z

Ω()

| ()− |∆ ≤
Z
[0]T

| ()− |∆

sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla,

∆ (Ω ()) ≤
Z

Ω()

| ()− |∆ ≤
Z

[0]T

| ()− |∆
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olup ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.13.  : T→ R, ∆− ölçülebilir bir fonksiyon,  ∈ R ve 0   ∞ olsun.

Bu durumda,

)  fonksiyonu  sayısına kuvvetli −Cesáro toplanabilir ise, T − lim
→∞

 () = 

dir.

) T − lim
→∞

 () =  ve  sınırlı bir fonksiyon ise, bu durumda  fonksiyonu 

sayısına kuvvetli −Cesáro toplanabilirdir [27].
İspat. )  fonksiyonu  sayısına kuvvetli −Cesáro toplanabilir olsun. Verilen bir
  0 için Ω () := { ∈ [0 ]T : | ()− | ≥ } diyelim. Lemma 4.1.12 den

∆ (Ω ()) ≤
Z

[0]T

| ()− |∆

olur. Son eşitsizliğin her iki tarafını ∆ ([0 ]T) sayısına bölüp →∞ için limit alırsak,

lim
→∞

∆ (Ω ())

∆ ([0 ]T)
≤ 1


lim
→∞

1

∆ ([0 ]T)

Z
[0]T

| ()− |∆ = 0

elde edilir. Bu sonuç, T − lim
→∞

 () =  olması demektir.

)  fonksiyonu sınırlı ve T üzerinde  sayısına istatistiksel yakınsak olsun. Bu

durumda pozitif bir  sayısı vardır öyle ki her  ∈ T için, | ()| ≤ dir. Ayrıca,

lim
→∞

∆ (Ω ())

∆ ([0 ]T)
= 0 (4.1.3)

olur. Buradaki Ω () kümesi, ) şıkkındaki gibidir. Böylece,Z
[0]T

| ()− |∆ =

Z
Ω()

| ()− |∆+

Z
[0]T\Ω()

| ()− |∆

≤ ( + ||)
Z

Ω()

∆+ 
Z

[0]T

∆

= ( + ||)∆ (Ω ()) + ∆ ([0 ]T)

olur. Yine eşitsizliğin her iki tarafını ∆ ([0 ]T) ile bölüp →∞ için limit alırsak,

lim
→∞

1

∆ ([0 ]T)

Z
[0]T

| ()− |∆ ≤ ( + ||) lim
→∞

∆ ()

∆ ([0 ]T)
+  (4.1.4)

elde edilir.  keyfi olduğundan (413) ve (414) den ispat tamamlanır.
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5. ZAMAN SKALASI ÜZERİNDE  DERECEDEN − İSTATİSTİKSEL
YAKINSAKLIK VE İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK

5.1. Zaman Skalası Üzerinde  Dereceden − İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda ölçülebilir fonksiyonların zaman skalası üzerinde  ∈ (0 1] olmak üzere
− istatistiksel yakınsaklık kavramı tanımı verilecek ve zaman skalası üzerinde istatis-
tiksel yakınsaklık kavramı arasındaki ili̧skiler incenecektir. Ayrıca  dereceden kuvvetli

− Cesàro toplanabilirlik ile  dereceden − istatistiksel yakınsaklık arasındaki

ili̧skiler verilecektir.

Tanım 5.1.1.  : T→ R , ∆− ölçülebilir fonksiyon ve  ∈ (0 1] olsun. Eğer her
  0

lim
→∞

∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)

= 0

olacak şekilde bir  sayısı varsa zaman skalası üzerinde  fonksiyonu  sayısına 

dereceden − istatistiksel yakınsaktır. Zaman skalası üzerinde tüm  dereceden

− istatistiksel yakınsak fonksiyonların kümesi s()T ile gösterilecektir. Bu durumda

s
()

T − lim
→∞

( ()) =  yazılır.

Teorem 5.1.2.   : T→ R, ∆− ölçülebilir fonksiyonlar ve  ∈ (0 1] olsun.
) s

()

T − lim
→∞

 () = 1 ve s
()

T − lim
→∞

 () = 2 ise s
()

T − lim
→∞

( () +  ()) =

1 + 2 dir.

) s
()

T − lim
→∞

 () =  ve  ∈ R ise s()T − lim
→∞

( ()) =  dir.

Teorem 5.1.3. 0   ≤ 1 olacak şekilde sT ⊆ s()T olması için gerek ve yeter şart

lim
→∞

inf
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([0 ]T)

 0 (5.1.1)

dır.

İspat. Verilen   0 için,  ()→  (sT) olsun. Bu durumda

∆ ( ∈ [0 ]T : | ()− | ≥ ) ⊃ ∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

elde edilir. Buradan

∆ ( ∈ [0 ]T : | ()− | ≥ )

∆ ([0 ]T)
≥

∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆ ([0 ]T)

=
∆

([−  + 0 ]T)

∆ ([0 ]T)

1

∆
([−  + 0 ]T)

∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )



dır. Böylece (511) eşitsizliğini kullanarak ve  → ∞ için limit alınırsa  () →

³
s
()

T

´
elde edilir.

Tanım 5.1.4.  : T→ R, ∆− ölçülebilir bir fonksiyon,  ∈ Λ ,   0 ve 0   ∞
olsun.

lim
→∞

1

∆
([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆ = 0

olacak şekilde  ∈ R varsa,  fonksiyonu T zaman skalası üzerinde  dereceden kuvvetli
− Cesàro toplanabilirdir denir ve bu uzay [  ]T ile gösterilir. Eğer  = 1

seçilirse [ ]T uzayını elde ederiz.

Lemma 5.1.5.  : T→ R, ∆− ölçülebilir bir fonksiyon   0 için Ω ( ) =

{ ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ } şeklinde tanımlansın. Bu durumda

∆
(Ω ( )) ≤ 1



Z
Ω()

| ()− |∆ ≤ 1


Z
[−+0]T

| ()− |∆

dir.

İspat.  ∈ [−  + 0 ]T ve   0 için

0 ≤ Ω()() ≤  ()Ω()() ≤ | ()− |

yazılabilir ve buradan



Z
Ω()

∆ ≤
Z

Ω()

| ()− |∆ ≤
Z

[−+0]T

| ()− |∆

sonucu elde edilir. Dolayısıyla,

∆
(Ω ( )) ≤

Z
Ω()

| ()− |∆ ≤
Z

[−+0]T

| ()− |∆

olup ispat tamamlanır.

Teorem 5.1.6.  : T→ R, ∆− ölçülebilir bir fonksiyon,  ∈ R ,  ∈ (0 1] ve
0   ∞ olsun.

)  fonksiyonu  sayısına  dereceden kuvvetli − Cesàro toplanabilir ise,

s
()

T − lim
→∞

( ()) =  dir.
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) s
()

T − lim
→∞

( ()) =  ve  sınırlı bir fonksiyon ise, bu durumda  fonksiyonu

 sayısına  dereceden kuvvetli − Cesàro toplanabilirdir.

İspat. )  fonksiyonu  sayısına  dereceden kuvvetli − Cesàro toplanabilir olsun
Verilen bir   0 için Ω ( ) = { ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ } diyelim. Lemma
5.1.5 den

Ω ( ) = { ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ }

∆
(Ω ( )) ≤

Z
[−+0]T

| ()− |∆

olur. Son eşitsizliğin her iki tarafını ∆
([−  + 0 ]T) sayısına bölüp  → ∞ için

limit alırsak,

lim
→∞

∆
(Ω ( ))

∆
([−  + 0 ]T)

≤ 1


lim
→∞

1

∆
([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆ = 0

elde edilir. Bu sonuç s
()

T − lim
→∞

( ()) =  olması demektir.

)  fonksiyonu sınırlı ve T üzerinde  sayısına  dereceden istatistiksel yakınsak

olsun. Bu durumda pozitif bir  sayısı vardır öyle ki her  ∈ T için, | ()| ≤  dir.

Ayrıca

lim
→∞

∆
(Ω ( ))

∆
([−  + 0 ]T)

= 0 (5.1.2)

olur. Ω ( ) = { ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ } olsun. Böylece,Z
[−+0]T

| ()− |∆ =

Z
Ω()

| ()− |∆+

Z
[−+0]TΩ()

| ()− |∆

≤ ( + ||)
Z

Ω()

∆+ 
Z

[−+0]T

∆

= ( + ||) ∆
(Ω ( )) + ∆

([−  + 0 ]T) 

olur. Eşitsizliğin her iki tarafını ∆
([−  + 0 ]T) sayısına bölüp →∞ için limit

alırsak

lim
→∞

1

∆
([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆

≤ ( + ||) lim
→∞

∆
(Ω ( ))

∆
([−  + 0 ]T)

+  (5.1.3)

elde edililir.  keyfi olduğından (512) ve (513) den ispat tamamlanır.
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Teorem 5.1.7. ∆()
ve ∆()

, Λ da her  ∈ T için ∆()
≤ ∆()

olacak şekilde iki

dizi ve 0   ≤  ≤ 1 olsun.
)

lim
→∞

inf
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

 0 (5.1.4)

ise s
()

T ⊆ s()T 

)

lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1 ve lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1 (5.1.5)

ise s
()

T = s
()

T olur.

İspat. ) Her  ∈ T için ∆()
≤ ∆()

olmak üzere (5.1.4) in sağlandığını varsayalım.

Bu durumda  ⊂  olduğundan   0 olmak üzere

∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ ) ≥ ∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

yazabiliriz. Böylece her  ∈ T için
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)

≥
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

1

∆
([−  + 0 ]T)

× ∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ ) 

elde ederiz, burada  = [−  + 0 ] dir.

Son eşitsizlikte  → ∞ için limit alınarak ve (514) kullanılarak s
()

T ⊆ s
()

T

kapsama bağıntısı elde edilir.

)  : T→ R , ∆− ölçülebilir fonksiyon, s()T −lim  () = , ve (515) sağlansın.

 ⊂  ve   0 olmak üzere her  ∈ T için
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)

=
∆

(−  + 0 ≤  ≤  : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)

+
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)

≤ ∆
( ∈ [−  + 0 ]T)− ∆

( ∈ [−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

+
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)

≤
Ã
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

− ∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

!

+
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()− | ≥ )

∆
([−  + 0 ]T)
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yazabiliriz. Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terim (515) den dolayı

lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1 ve lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1

olduğundan ve ikinci terim  () ∈ s()T olduğundan  → ∞ iken 0 a gider. Böylece

bu  () → 
³
s
()

T

´
=⇒  () → 

³
s
()

T

´
olduğu anlamına gelir. Bu nedenle s

()

T

= s
()

T elde ederiz.

Teorem 5.1.7 den, aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 5.1.8. ∆()
≤ ∆()

olacak şekilde iki dizi ve 0   ≤  ≤ 1 olsun. (512)
sağlanıyorsa s

()

T = s
()

T dir.

Teorem 5.1.9. ∆()
ve ∆()

, Λ da her  ∈ T için ∆()
≤ ∆()

olacak şekilde iki

dizi ve 0   ≤  ≤ 1 olsun.
) (5.1.4) sağlanırsa [ ]T ⊆ [ ]T,

) (5.1.5) sağlanırsa ∞ (T) ∩ [ ]T ⊆ [ ]Tdır.µ
Burada ∞ (T) =

½
 : T→ R sup

∈T
| ()| ∞

¾
dır [25].

¶
İspat. ) Her  ∈ T için ∆()

≤ ∆()
olsun. Bu durumda  ⊂  olduğundan

1

∆

([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆

≥ 1

∆

([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆

yazabiliriz. Buradan

1

∆

([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆

≥ ∆
([−  + 0 ]T)

∆

([−  + 0 ]T)

1

∆

([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆

eşitsizliği elde edilir. Bu durumda son eşitsizlikte →∞ için limit alınarak ve (5.1.4)

kullanarak [ ]T ⊆ [ ]T elde ederiz.

)  ∈ ∞ (T) ∩ [ ]T olsun ve kabul edelim ki (5.1.5) sağlansın.  ∈
∞ (T) olduğunda her  ∈ T için | ()− | ≤  olacak şekilde   0 vardır.

Şimdi ∆()
≤ ∆()

ve böylece 1
∆()

≤ 1
∆()

olduğundan her  ∈ T için  ⊂ 
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olup

1

∆

([−  + 0 ]T)

Z
[−+0]T

| ()− |∆

≥ 1

∆

([−  + 0 ]T)

Z


| ()− |∆

+
1

∆

([−  + 0 ]T)

Z


| ()− |∆

≤
Ã
∆

([−  + 0 ]T)− ∆
([−  + 0 ]T)

∆

([−  + 0 ]T)

!


+
1

∆

([−  + 0 ]T)

Z


| ()− |∆

yazabiliriz. Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terim (515) gereğince

lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆

([−  + 0 ]T)

= 1

olduğundan ve ikinci terim  ∈ [ ]T olması nedeniyle  → ∞ için sıfıra gider.

Böylece ∞ (T) ∩ [ ]T ⊆ [ ]T elde ederiz.

5.2. Zaman Skalası Üzerinde  Dereceden − İstatistiksel Sınırlılık

Bu kısımda zaman skalası üzerinde  dereceden − istatistiksel sınırlılık kavramı
verilecek ve bazı kapsama bağıntıları incelenecektir.

Tanım 5.2.1.  : T→ R, ∆-ölçülebilir bir fonksiyon olsun.  fonksiyonunun ∆−
Cauchy olması için gerek ve yeter şart her bir   0 için

T {( ∈ T : | ()−  (0)| ≥ )} = 0

olacak şekilde bir 0 ∈ T var olmasıdır [30].

Tanım 5.2.2.  : T→ R , ∆− ölçülebilir fonksiyon olsun.

lim
→∞

∆ ( ∈ [0 ]T : | ()| ≥)

∆ ([0 ]T)
= 0

olacak şekilde bir sayısı varsa  fonksiyonuna zaman skalası üzerinde∆− istatistiksel
sınırlıdır denir ve tüm ∆−istatistiksel sınırlı fonksiyonların kümesi sT () ile gösterilir
[30].
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Örnek 5.2.3.  () =
1


 tüm  ∈ [0 1] için T = [0 1] aralığında bir fonksiyon olsun.

[01] {( ∈ T : | ()|  1)} = 0

olduğundan  , [0 1] aralığında ∆−sınırlıdır.

Teorem 5.2.4.  : T→ R, ∆−ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Her ∆−istatistiksel
yakınsak fonksiyon ∆−istatistiksel sınırlıdır.

İspat.  (),  ye ∆−istatistiksel yakınsak olsun. Buradan her bir   0 için

T {( ∈ T : | ()− |  )} = 0

bulunur.

{( ∈ T : | ()|  | |+ )} ⊂ {( ∈ T : | ()− |  )} 

olduğundan | ()| ≤ | |+   elde edilir. Böylece teorem ispatlanır.

Teorem 5.2.5. Her ∆−istatistiksel Cauchy dizisi ∆−istatistiksel sınırlıdır. Fakat
tersi doğru değildir.

İspat.  , ∆−istatistiksel Cauchy fonksiyonu olsun. O zaman herbir   0 için

| ()−  (0)|    olacak şekilde bir  () sayısı vardır.  =  + | (0)|
olmak üzere | ()|    olmasını gerektirir.

Örnek 5.2.6.  () = (−1)   ∈ T = N olsun.  () istatistiksel sınırlıdır. Fakat

∆−istatistiksel Cauchy dizisi değildir.

Tanım 5.2.7.  : T→ R , ∆− ölçülebilir fonksiyon ve  ∈ (0 1] olsun.

lim
→∞

∆
( ∈ [0 ]T : | ()| ≥)

∆ ([0 ]T)
= 0

olacak şekilde bir  sayısı varsa,  fonksiyonuna zaman skalası üzerinde  dereceden

∆− istatistiksel sınırlıdır denir ve tüm  dereceden ∆−istatistiksel sınırlı fonksiyon-
ların kümesi s

()

T () ile gösterilir.

Tanım 5.2.8.  : T→ R , ∆− ölçülebilir fonksiyon ve  ∈ (0 1] olsun.

lim
→∞

∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)

= 0
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olacak şekilde bir  sayısı varsa,  fonksiyonuna zaman skalası üzerinde  dereceden

∆− istatistiksel sınırlıdır denir ve tüm  dereceden ∆−istatistiksel sınırlı fonksiy-
onların kümesi s

()

T () ile gösterilir.  = 1 olması durumunda  fonksiyonu zaman

skalası üzerinde − istatistiksel sınırlıdır denir ve tüm ∆−istatistiksel sınırlı fonksiy-
onların kümesi de s

()

T () ile gösterilir.

Teorem 5.2.9. ∆()
ve ∆()

, Λ da her  ∈ T için ∆()
≤ ∆()

olacak şekilde iki

dizi ve 0   ≤  ≤ 1 olsun.
)

lim
→∞

inf
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

 0 (5.2.1)

ise s
()

T () ⊆ s()T () 

)

lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1 ve lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1 (5.2.2)

ise s
()

T () = s
()

T () olur.

İspat. ) Her  ∈ T için ∆()
≤ ∆()

olduğundan ve (5.2.1) in sağlandığını varsay-

alım. Bu durumda  ⊂  olduğundan   0 olmak üzere

∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥) ≥ ∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

yazabiliriz ve her  ∈ T için
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)

≥
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

1

∆
([−  + 0 ]T)

× ∆
( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥) 

elde ederiz, burada  = [−  + 0 ] dir.

Son eşitsizlikte →∞ için limit alınarak ve (5.2.1) eşitsizliğini kullanarak s
()

T ()

⊆ s()T () olduğunu buluruz.

)  : T→ R , ∆− ölçülebilir fonksiyon ve , s()T − lim  () =  olsun. (5.2.2)

sağlansın  ⊂  ve   0 olmak üzere her  ∈ T için
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)

=
∆

(−  + 0 ≤  ≤  : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)

+
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)
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≤ ∆
( ∈ [−  + 0 ]T)− ∆

( ∈ [−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

+
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)

≤
Ã
∆

([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

− ∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

!

+
∆

( ∈ [−  + 0 ]T : | ()| ≥)

∆
([−  + 0 ]T)

yazabiliriz. Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terim (5.2.2) den dolayı

lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1 ve lim
→∞

∆
([−  + 0 ]T)

∆
([−  + 0 ]T)

= 1

olduğundan ve ikinci terim  () ∈ s()T () olduğundan →∞ iken 0 a gider. Böylece

 () → 
³
s
()

T ()
´
=⇒  () → 

³
s
()

T ()
´
olduğu anlamına gelir. Bu nedenle

s
()

T () = s
()

T () elde ederiz.

Sonuç 5.2.10. ∆()
Λ da her  ∈ T için bir dizi ve 0   ≤ 1 olsun.

)

lim
→∞

inf
∆()

([−  + 0 ]T)

∆ ([0 ]T)
 0

olduğundan sT () ⊂ s()T () dir.

)

lim
→∞

∆()
([−  + 0 ]T)

∆ ([0 ]T)
= 1,

olduğundan sT () ⊂ sT () olur ve buradan sT () = sT () elde edilir.

35



6. TARTIŞMA ve SONUÇLAR

Bu tezde, daha önce sayı dizileri için Çolak ve Bektaş [15] tarafından verilen

 ∈ (0 1] olmak üzere − istatistiksel yakınsaklık kavramından ve Móricz [18] tarafın-
dan verilen ölçülebilir fonksiyonların istatistiksel yakınsaklığı ve kuvvetli −Cesàro
toplanabilirlik tanımlarından yararlanarak ölçülebilir fonksiyonların zaman skalası üz-

erinde  ∈ (0 1] olmak üzere − istatistiksel yakınsaklık kavramı tanımlanmı̧s ve

zaman skalası üzerinde istatistiksel yakınsaklık kavramı ile arasındaki ili̧skiler ver-

ilmi̧stir. Ölçülebilir fonksiyonların  dereceden kuvvetli − Cesàro toplanabilirlik

ile ölçülebilir fonksiyonların  dereceden − İstatistiksel yakınsaklık arasındaki ili̧sk-
iler verilmi̧stir.

Seyyidoglu ve Tan [30] tarafından zaman skalası üzerinde istatistiksel sınırlılık

kavramından ve Çolak [16] tarafından verilen Λ−sınıfına ait çeşitli  = () dizileri

için bazı kapsama bağıntılarından yararlanarak bu çalı̧smada zaman skalası üzerinde

ölçülebilir fonksiyonların  dereceden − istatistiksel sınırlılık kavramı verilmi̧stir ve
bazı kapsama teoremleri elde edilmi̧stir.
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