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OZET

Istatistiksel yakinsaklik, toplanabilme teorisi ve fonksiyonel analizde énemli bir yere
sahiptir. Son yillarda, istatistiksel yakinsaklik cesitli gsekillerde tanimlanmig ve birgok
matematikc¢i tarafindan keyfi zaman skalasi tizerinde ¢aligilmigtir. Bu ¢alismada keyfi
zaman skalasi tizerinde A\— istatistiksel yakinsaklik verilecek ve Ap— Cesaro toplan-
abilme ile a. dereceden A—istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki ifade edilecektir.
Bu kisimlar verilmeden 6nce ise, zaman skalasi ile ilgili kavram ve teoremler ifade edile-
cek ve istatistiksel yakinsaklik klasik anlamda anlatilacaktir. Son olarak keyfi zaman
skalas1 tizerinde a. dereceden A—istatistiksel sinirlilik kavrami verilecek ve kapsama

bagintilar ispatlanacaktir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, Istatistiksel yakinsaklik, Cesaro toplan-

abilme.
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SUMMARY

A— Statistical Convergence on Time Scales

Statistical convergence has an important place in summability theory and functional
analysis. In recent years, statistical convergence has been defined in various forms and
has been studied by many mathematicians on an arbitrary time scale. In this study,
A— statistical convergence will be given on an arbitrary time scale and the relation
between A\p— Cesaro summability and «. grade A—statistical convergence will be ex-
pressed on that time scale. Before these parts are given, concepts and theorems related
to the time scale will be expressed and the statistical convergence will be explained
in the classical sense. Finally, a. grade A\— statistical boundedness will be given and

inclusion relations will be proved.

Keywords: Time scales, Statistical convergence, Cesaro summability.



SEMBOLLER LiSTESi
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik, ilk olarak Zygmund [1] tarafindan "hemen hemen yakin-
saklik" terimi adi altinda 1935 deki "Trigonometrik Seriler" kitabinin ilk baskisinda
Fourier serilerinin istatistiksel yakinsakligiyla iligkili teorem ispatlarinda kullanildi.

Bu kavram Steinhaus [2] tarafindan Polonya’da Wroclaw Universitesinde diizenle-
nen bir konferansta tamitilmigtir. Daha sonra Fast [3] reel ve kompleks terimli diziler
i¢in istatistiksel yakimsaklik tanimini vermistir. Schoenberg [4] istatistiksel yakinsak-
ik kavraminin bazi temel ozellikleri ile regiiler toplanabilme kavramini inceledi. Daha
sonra bu kavram Salat [5], Fridy [6], Connor [7] gibi bir ¢ok matematikgi tarafindan
cahigilmigtir. Fridy ve Orhan [8] tarafindan istatistiksel sinirhilik kavrami tanimlan-
mugtir. Bhardwaj ve Gupta [9], Et, Mohiuddine ve Sengiil [10] tarafindan bu kavram
yakimsaklik modellerine uygulanmistir. 1k olarak Gadjiev ve Orhan [11] tarafindan is-
tatistiksel yakinsaklik igin derece kavrami verilmigtir. Daha sonra Colak [12]
0 < a < 1 olmak tizere istatistiksel yakinsaklik kavramini genellestirip reel say1 dizileri
icin . dereceden dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik ve p > 0 i¢in «. derece-
den kuvvetli p— Cesaro yakinsaklik tanimlarini vermis ve bazi kapsama teoremlerini
incelemigtir. 1965 yilinda Leindler [13] tarafindan de la Vallée-Poussin toplanabilme
metodu verildi. Bu toplanabilme metodundan yararlanarak 2000 yilinda Mursaleen
[14] tarafindan A— istatistiksel yakinsaklik kavrami verildi. A\— istatistiksel yakinsak-
ligin derecelendirilmis metotudu ise Colak ve Bektag [15] tarafinda verilmigtir. Daha
sonra Colak [16] A—smifina ait ¢esitli A = (\,,) dizileri i¢in baz1 kapsama bagmtilarim
vermigtir.

Istatistiksel yakimsaklik konusunda 6l¢ii kavrami 1990 yilinda ilk defa Connor [17]
tarafindan verildi. Daha sonra Méricz [18] tarafindan olgiilebilir fonksiyonlarin ista-
tistiksel yakinsaklig1 ve kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik tanimlar1 verilmigtir. Ayrica
olciilebilir bir fonksiyonun kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligi ile ¢lgiilebilir fonksiyon-
larin istatistiksel yakinsakligi arasindaki iligkilerde incelemigtir. Son zamanlarda Nuray
[19] tarafindan reel degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin A\— istatistiksel yakimsakligi ince-
lendi. Srivastava ve Et [20] tarafindan reel degerli lgiilebilir fonksiyonlarin lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavrami caligilmigtir.

Zaman skalas1 1987-1988 yillarinda alman matematikgi Stephan Hilger [21] tarafin-



dan ortaya konmustur. Stephan Hilger’in amaci siirekli ve ayrik analizi ayni ¢ati altinda
toplayan bir teori olugturmakti. Bunun icinde her ikisini kapsayan bir kiime alinmig ve
bu kiimeye daha sonraki donemlerde zaman skalas1 adi1 verilmigtir. Zaman skalas1 pek
cok yazar tarafindan galisilmugtir ([22],[23],[24]). Zaman skalas: reel sayilar kiimesinin
keyfi, kapali ve bos olmayan bir alt kiimesidir.

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde zaman skalasi iizerine yapilan caligmalar
onemli bir yer tutmaktadir.

Batit [25] zaman skalas1 tizerinde f : T — R siirekli fonksiyon olmak iizere /o, (T),
¢ (T) ve ¢q (T) fonksiyon uzaylarimi tanimladi.

Zaman skalalar iizerinde istatistiksel yakinsaklik tanimi ilk defa 2012 yilinda Seyyit
Seyyidoglu ve Ozkan Tan [26] tarafindan verilmistir. Turan ve Duman [27], zaman
skalas tizerinde istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkileri in-
celemigtir.  Ayrica Yilmaz, Altin ve Koyunbakan [28] zaman skalasi iizerinde
A—istatistiksel yakinsaklik ve A— toplanabilirlik arasindaki iligkileri incelemistir. Daha
sonra Altin [29] A—simifina ait cesitli A = (\,,) dizileri igin zaman skalasi iizerinde baz
kapsama bagmtilarin incelemigtir. Seyyidoglu ve Tan [30] tarafindan zaman skalasi
tizerinde istatistiksel simirhilik kavrami tanimlanmigtir.

Bu ¢aligmada zaman skalasi iizerinde olgiilebilir fonksiyonlarin «. dereceden istatis-
tiksel yakinsaklik ve A—istatistiksel kavramlar: ve bu kavramlar arasindaki kapsama il-
iskileri ortaya konulmustur. Ayrica zaman skalasi iizerinde 6l¢iilebilir fonksiyonlarin a.
dereceden istatistiksel sinirh ve «. dereceden A—istatistiksel sinirli kavramlar: tanim-

lanip bu iki kavram arasindaki iligki incelenmistir.



2. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak zaman skalasi tanimi verildi. Daha sonra ise zaman skalasinda
delta tiirev, olgii ve Lebesgue integrali kavramlar: ifade edildi. Buna ilaveten istatistik-
sel yakinsaklik kavrami hakkinda kisa bilgiler ve drnekler verildi. Son olarak olgiilebilir
fonksiyonlarin zaman skalasinda istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenip, bazi kap-

sama teoremleri verildi.
2.1. Zaman Skalasinda Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. Reel sayilar kiimesinin keyfi, kapali ve bog olmayan bir alt kiimesine

zaman skalasi denir. Boylece

R,Z,N, [0, 1]

ile gosterilen, reel sayilar kiimesi, tam sayilar kiimesi, dogal sayilar kiimesi ve [0, 1]

kapali araligi birer zaman skalasidir. Fakat

Q,R\Q,C,(0,1)

ile gosterilen rasyonel sayilar kiimesi, irrasyonel sayilar kiimesi, karmagik sayilar kiimesi
ve (0,1) agik araligi birer zaman skalas1 degildir. Zaman skalasi genellikle T sembolii

ile ifade edilir [21].

Tanmim 2.1.2. T bir zaman skalasi olsun. ¢ € T i¢in zaman skalasi {izerinde tanimlanan

o : T—T ileri sicrama operatorii
o(t) =inf{s € T: s > t}
seklinde tanimlamir [21].

Tanmim 2.1.3. T bir zaman skalasi olsun. ¢ € T i¢in zaman skalasi {izerinde tanimlanan

p: T—T geri sigrama operatorii
p(t) =sup{s € T: s < t}

seklinde tanimlanir.

T bir zaman skalasi ve () bog kiime olmak iizere;

inf) = supT

infT = supf



olarak kabul edilir [21].

Tanim 2.1.4. T bir zaman skalasi olsun. ¢ € T icin o : T — [0, +00) olarak tanim-

lanan,

fonksiyonuna graininess fonksiyonu denir [21].

Tanim 2.1.5. T bir zaman skalasi, o : T—T ileri sicrama operatorii ve p : T—T geri
sicrama, operatorii olsun.

Eger o(t) > t ise, t € T noktasina sagdan sagilmig nokta, p(t) < ¢t ise t € T
noktasina soldan sagilmig nokta denir. p(t) <t < o(t) ise, t € T noktasina ayrik nokta
denir. Ayrica, t < supT ve o(t) =t ise t € T noktasina sagda yogun nokta, ¢ > inf T
ve p(t) = t ise t € T noktasma solda yogun nokta denir. p(t) =t = o(t) ise, t € T
noktasina yogun nokta denir [21].

Zaman skalasinda noktalarin siniflandirilmasi Tablo 1.1 de gosterilmistir. Nokta-

larin gematik gosterimi Tablo 1.2 de verilmistir.

Tablo 1.1 Zaman skalasinda noktalarin siniflandirilmas:

t sagdan sagihmh | ¢ < o(t)

t sagdan yogun t=o(t)

t soldan sagilimhi | p(t) <t
t soldan yogun p(t) =t
t ayrik nokta p(t) <t <o(t)
t yogun nokta p(t) =t =o(t)




Tablo 1.2 Zaman skalasinda noktalarin sematik olarak gésterimi

5
9,
1

Sol yogun ve sag yogun (yogun)

—0 O
Sol yoéuLn ve sag sacilmis
O O
Tz
Sol sacilmis sag yogun
O @ O
Ty

Sol sacilmis ve sag sacilmis (ayrik)

Ornek 2.1.6. T =R ve T = Z icin nokta simflandirilmas: ve graininess fonksiyonlari
agagidaki sekildedir.
T =R igin

o(t) = inf{seR:s>t}=t1
p(t) = sup{seR:s<t}=t
pt) = oft)—t=t—t=0

olup p(t) =t = o(t) oldugundan her nokta yogun noktadir.
T = Z icin

o(t) = inf{se€Z:s>t}=inf{t+1,t+2, ..} =t+1
p(t) = sup{s€Z:s<t}=sup{t—1,t—-2,..}=t—-1

pt) = ot)—t=t+1—-t=1
olup p(t) <t < o(t) oldugundan her nokta ayrik noktadir.

Tanim 2.1.7. T bir zaman skalas1 olsun. T zaman skalasindan tiiretilmis olan T*

kiimesi

T—[(p(supT),supT], sup(T) <
T, sup(T)

T — (0. 9]
o



bigiminde tanimlanir [21].

Ornek 2.1.8. T =[0,1] U {3,5} U [6,7] U {8} seklinde verilen zaman skalas: i¢in T*
kiimesi, sup T =8 < oo olup, Tamim 2.1.7 geregince T* = T— {8} = [0, 1]U{3,5} U6, 7]

seklinde olur.
Tanim 2.1.9. T bir zaman skalas1 a,b € T ve a < b olsun.

[a,b] = {teT:a<t<b}
(a,b) = {teT:a<t<b}
(a,b) = {teT:a<t<b}
[a,b) = {teT:a<t<b}

kiimelerine sirasi ile T zaman skalasi tizerinde kapali, agik ve yar1 acik araliklar denir

[21].

Tanim 2.1.10. T bir zaman skalasi, f : T — R bir fonksiyon ve t € T" olsun. Ve > 0
icin § > 0 olmak iizere t € T" noktasinin 6yle bir U = (¢t — 6, + §) N T komsgulugu
vardir ki, Vs € U igin

[f (0 () = f ()] = f2() [0 (t) = s]| <elo(t) s

olur. Bu esitsizlik |o (¢) — s| ile boliiniirse;

veya
o L) = 1)

s—t o(t)—s

= 2t (2.1.1)

elde edilir. Burada f2 : T* — R fonksiyonuna, f fonksiyonunun ¢t € T* noktasmdaki
Hilger(delta) tiirevi denir. f2 fonksiyonu tiim ¢t € T* noktalar1 icin mevcut ise, f
fonksiyonuna T* iizerinde Hilger(delta) tiireve sahiptir denir. Dikkat edilirse (2.1.1)
esitliginde;
T = R alindiginda o (t) = ¢ olmak iizere
iy L) =119

S o)

f(t> — f(S) _ f’(t>

= lim
s—t t—s




elde edilir. Bu adi anlamda tiirevdir. T = Z alindiginda o (t) = ¢t + 1 oldugundan
fla®)=f(s) . fE+1) = f(s)
t)—s

P

—tim DT 1) - ) = A

elde edilir. Bu ise ileri fark operatoriidiir [21].

Ornek 2.1.11. T keyfi bir zaman skalasi olmak iizere f : T — R fonksiyonu icin
f(t) = t? olsun. Buna gore f* Hilger tiirevi agagidaki sekilde bulunur. V¢ € T* icin

FA(1) =£13}f<00(2;:§(8) zlg% =limo () +5 =0 (t) +1

olur. Buradan yola ¢ikilarak verilen fonksiyon i¢in Hilger tiirevi R ve Z icin verebiliriz.

T =R olsun. V¢ € R igin o (t) = ¢ oldugundan,

!

A =f () =0c(t)+t= f2t)=t+t=2t

elde edilir.
T = Z olsun. Vt € Z igin o (t) =t + 1 oldugundan,

A =Aft) =) +t=fAt)=t+14+t=2t+1
elde edilir [21].

Teorem 2.1.12. T bir zaman skalasi ve f,g: T — R fonksiyonlar1 ¢ € T* noktasinda
Hilger tiirevlenebilir olsun. Buna gore

i) f+¢: T — R fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilirdir ve

(f+9)% ()= F2 () +¢° (1)

dir.
i1) Herhangi bir a sabiti i¢in, af : T — R fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilirdir

ve
(af)™ (1) = af* (t)
dir.
iii) f,g: T — R fonksiyonlar1 ¢t noktasinda Hilger tiirevlenebilirdir ve
(f9)2 (1) = 2 () g (D) + f (0 (1)) g* (t) = £ (£) g™ (&) + f* (£) g (o (1))

7



dir.
1
iv) f(t) f (o (t)) # 0 olmak iizere, 7 fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilirdir

ve

G)A )= m

v) g (t) g (o (t)) # 0 olmak iizere, g fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilirdir

dir.

ve

f P S OV IO PG
(g) (t) = g(t)g(o(t))
dir [21).

Ornek 2.1.13. T bir zaman skalasi, z,y ve z fonksiyonlar: bir ¢ € T* noktasinda

tiirevlenebilir olmak iizere

(zyz)® = z8yz + 2%y 2 + 27y 20

seklindedir. Gergekten

Eger yz = f olarak alinirsa
(0y2) = (2f)® = 22 +27 15 = 2 (y2) + 27 (y2)° (2.1.2)

elde edilir. Burada (yz)® nin Hilger tiirevi hesaplanip (2.1.2) de yerine yazilhirsa

(IyZ)A :JIAyZ+ZL’G {yAZ—|—yUZA} — IAyZ—i-JIUyAZ—’—IUyUZA

elde edilir.

Teorem 2.1.14. T bir zaman skalasi, f : T — R bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun.

i) f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilir ise bu noktada siireklidir.

1) f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ noktasi sag sacilmig bir nokta ise, f
fonksiyonu bu noktada Hilger tiirevlenebilirdir ve

fle®) = f@)

0= p(t)

esitligi saglanir.
i1i) f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilir ve ¢ noktas: sag yogun bir nokta
ise
00 i D=1 )

s—t t—s



seklindedir.

iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilir ise

Flo@®)=f)+p)f> @)
seklindedir [21].

Ispat. i) f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevli ve e € (0,1) olsun. Hilger tiirevi

tanimindan

[f@@®) = F(s)] =20 o) —s]| <elo(t)—s], e €(0,1), Vs €U
olacak gekilde ¢ noktasmm bir U = (¢ — £*,t + ¢*) komgulugu vardir. Boylece Vs € U
i¢cin

{fle®)—f(s) = f2(O)[o(t) —s]}
—{fle®) = fO) —pu@) 2 @)} +(t—s) 2 ()
< e lo(t) —s|+ep(t)+ |t —s|[f2 (1)

ft)=fs)] =

< [+t —sl+p )+ |2 @)]

< e [T+ |f2 )|+ 21 )]
olup e [1 + |f4 (t)] + 21 (t)] = € olarak almrsa, e* € (0,1) ve

ft)—=f(s)<e
olur. Bu f fonksiyonunun ¢ noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

i1) f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ noktas: sag sagilmus (o (¢) > t) bir nokta
olsun. Stireklilik tanimindan

L Fe®) -~ () _ o
st o(t)—s

olur. Limit tanimindan ¢ > 0 i¢in
'f(cf(t)) —f(s) floe®)—-f @)
o(t)—s (1)

olur. ¢ nin dyle bir U komsulugu vardir ki, Vs € U i¢in

o (t) — ]

<elo(t) — s




olur. Boylece f fonksiyonu ¢ € T* noktasinda Hilger tiirevlidir ve

esitligi saglanir.

i11) f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevlenebilir ve ¢ noktasi sag yogun bir nokta
(o (t) =t) olsun. f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevli oldugundan, Ve > 0 igin ¢

nin oyle bir U komgulugu vardir ki, Vs € U igin

[f (e () = f ()] = 2O o) =] <elo(t) -],

olup o (t) = t oldugundan

[f @) = f&)] - 2Ot =5l <elt—sl,s€U

f(t) = [ (s)

L0 pa )| <e

olur. Boylece Vs € U, s # t igin

olur.
iv) o(t)=tise pu(t) =0 ve
flo®)=FfO+p@) >
esitligi saglanir. o (t) > t, yani t noktasi sag sacilmig bir nokta ise

fo(®) = Ft)+pd) =f () +p) 2 (1)

olup ispat tamamlanir.

Tanim 2.1.15. T bir zaman skalasi olsun. f : T — R fonksiyonu icin T# = (T%)"

kiimesi iizerinde, f* fonksiyonunun Hilger tiirevi olan

fAA: (fA)A:P]IWZ_)R
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fonksiyonuna, f fonksiyonunun ikinci mertebeden Hilger tiirevi denir. Benzer olarak f

fonksiyonunun n. mertebeden Hilger tiirevi
A" T SR
seklindedir [21].

Ornek 2.1.16. f (t) = t* fonksiyonunun ikinci mertebeden Hilger tiirevi agagidaki sek-

ilde hesaplanir. Ilk olarak f fonksiyonunun birinci mertebeden Hilger tiirevini bulalim:

lim = =5 :lsliga(t)+s:a(t)+t

olur. Buradan f nin ikinci mertebeden Hilger tiirevi:

aa gy o (0@(@))+0(#) = (a(s) +9)
o2 () = lim >

s—1

( s
(t)—o(s)—s

= lim
s—t t S
> o(o(t)+o(t)—o(t)—t
o(t)—t
_ o(t)—t
o(t)—t

bulunur.
2.2. Zaman Skalas1 Uzerinde Olcii ve Lebesgue Integrali

Bu kisimda zaman skalasi iizerinde 6lciilebilir fonksiyon ve Lebesgue integrali ince-

lenecektir.

T keyfi bir zaman skalas1 olmak iizere o ileri sicrama operatorii ve p geri sicrama

operatorii olsun.

la,b)y ={teT:a<t<b}

seklinde tammlanan tiim araliklarm ailesini 3y ile gosterelim. Burada [a, a); araligl

bos kiime olarak alinacaktir.

my Sy — [0, 0]

[av b)’JI‘ — my ([av b)?l‘) =b—a

11



seklinde tanmimlanan m; kiime fonksiyonu 7 ailesi iizerinde sayilabilir toplamsal bir
olgiidiir. m; kiime fonksiyonun Caratheodary genislemesi 1, ile gosterilir ve T iizerinde

Lebesque — A 6lgiisii olarak adlandirilir [23].

Teorem 2.2.1. ¢y € T\ {max T} olsun. Bu durumda {#,} kiimesi A— 6lgiilebilirdir ve

pa ({to}) = o (to) —to = (o)

dir [23].
Lebesgue teorisinde tek nokta kiimelerinin Lebesgue 6l¢iisii sifirdir. Fakat zaman

skalasi tizerinde pp ({to}) = p (to) olup, p (to) sayist her zaman sifira esit olmak zorunda

degildir.

Teorem 2.2.2. a,b € T ve a < b olsun.
i) 1ia ([0 b)) = b—a

i1) pia ((a, b)) = b — 0 (a) dir.
Eger tg € T\ {max T} ve a < b ise

iti) pia ((a;blp) = o (b) — o (a)
iv) pa ([a,bly) = o (b) — a seklindedir [23].

Tamm 2.2.3. f: T — [—o00, 00| bir fonksiyon olsun. Her o € R igin

fH([~o0.@)) ={t€T: f(t) <a}
kiimesi A— olgiilebilir ise f fonksiyonu T iizerinde A— olgiilebilirdir denir [23].

Tanim 2.2.4. S : T — R bir fonksiyon olsun. j = 1,2,...,n ic¢in «; ler bir-
birinden farkll olmak iizere A; = {t € T:S5(t) = a;} kiimeleri tanmimlansm. S =
Z?Zl a;XA; olacak sekilde yazilabiliyorsa S fonksiyonuna basit fonksiyon denir. Bu-

rada xA; fonksiyonu A; kiimelerinin karakteristik fonksiyonudur, yani

1, teA;

XA; (t) =
’ 0, te A

seklinde tanimlanir [24].

Tanim 2.2.5. F, T nin A—olgiilebilir bir alt kiimesi ve S : T — R bir basit fonksiyon

olsun. Yani S fonksiyonu Tamm 2.2.4 de ifade edilen A; kiimeleri ve «; sayilar ile

12



asagidaki bicimde yazilsin
S =) a;x4;
j=1

Bu durumda S fonksiyonunun FE iizerinden Lebesgue A—integrali
[ $@at =3 am(a;0E)
E =

bigiminde tanimlanr [24].

Sonug 2.2.6. f(s) = a, a € R olacak sekilde f sabit fonksiyonu verilsin. Bu durumda

f fonksiyonunun T nin A—olgiilebilir bir €2 kiimesi iizerinden integrali
/ f(s)As = / als = app ()
Q Q
dir.

Tanim 2.2.7. E, T nin A—olgiilebilir bir alt kiimesi ve f : T — [0, +o0], A—6lgiilebilir

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun F kiimesi iizerindeki Lebesgue A—integrali

/ f(s) As = sup {/ S(s)As:0< S < fve S basit fonksiyon}
E E

seklinde tanimlanir [24].
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3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK , CESARO TOPLANABILME VE
ISTATISTIKSEL SINIRLILIK

3.1. Istatistiksel Yakinsaklik ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda dogal yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik ile ilgili temel tanim ve teo-

remler verilecektir.

Tanim 3.1.1. S C N olmak iizere bir S kiimesinin dogal (asimptotik ) yogunlugu

5(S) = lim S [{k<n:ke S}

n—oo 1
seklinde tammlanmir. Burada [{k <n:k € S}| ifadesi S kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlarinin sayisini gostermektedir.

Eger 0 (S) = 0 ise S kiimesine sifir yogunluklu kiime denir [6].

Tanim 3.1.2. Herhangi bir # = () dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu
bir kiime harig biitiin & lar igin saghyorsa, (xx) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini
sagliyor denir ve “h.h.k” geklinde gosterilir [6].

Dogal yogunluk kavramindan yararlanilarak istatistiksel yakinsaklik kavrami agagi-

daki sekilde verilir.

Tanim 3.1.3. = = () kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her € > 0 igin

1
lim —{k<n:|zy—7] >} =0

n—oo 1
veya h.h.k igin |z — v| < € olacak sekilde bir v sayisi varsa x = (zy) dizisi v sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve st — lim x = ~ seklinde gosterilir.
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 st ile gosterilir. Ozel olarak v = 0 olarak
alinirsa * = (1) dizisine istatistiksel yakinsak sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak

sifir dizilerinin kiimesi sty ile gosterilir [6].

Teorem 3.1.4. Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, = 7 ise st —

lim z, = v dir[33].

Ispat. Kabul edelim ki lim z;, = 7 olsun. Ve > 0 icin ve k > N icin |z, — | < ¢ olacak
sekilde N > 1 sayis1 vardir. § (A (e)) = 0 oldugundan st — limx = 7 olur. Burada
Ae)={k<n:|z—~| > e} dir.



Fakat bu teoremin tersi dogru degildir, yani istatistiksel yakinsak her dizi yakinsak

degildir. Gergekten

1, k=m?ise (m=1,2,..)

0, k+#m?ise

T =

seklinde tamimlanmig x = (xy) dizisini goz oniine alalim. Her & > 0 igin
Hk<n:log| >l <k <n:z #0} < Vn

oldugundan

NG

1
lim—{k<n:zp #0} <lim-—=0
n n non

elde edilir. Bu st —limz = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak x = (z},) yakinsak degildir.
Bununla birlikte yukarida tammlanan x = (z;) dizisi istatistiksel yakinsak bir dizi
oldugu halde siirh da degildir.

Diger taraftan, x = (1,0,1,0,...) dizisi simirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak

degildir. Yani /., ve st uzaylar1 birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir.

Teorem 3.1.5. Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir. Yani st —

limz = v, ve st — limx = 7, ise 7, = 7, dir [33].

Teorem 3.1.6. st —limxz = 7, st — limy = 7, ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde
i) st —limcxy = ¢y,
i) st — lim (zg + yx) = 71 + 7, dir [33].
Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin uzayinin bir lineer uzay oldugu an-

lagilir.

Tanim 3.1.7. Bir = (z;) kompleks terimli dizisini goz niine alalim. ¢ > 0 verilsin.

Eger h.h.k i¢in |z — x| < € olacak sekilde bir N = N (&) dogal sayis1 varsa yani;

1
lim —{k<n:|og—an| >} =0

n—oo M,

ise x = (x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [6].

Teorem 3.1.8. Bir z = (x) dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasi icin gerek ve

yeter sart istatistiksel yakinsak olmasidir [33].

15



Tanim 3.1.9. = = (x}) kompleks terimli bir dizi olmak iizere,

1 n
lim — E Tk ="
n—oo M
k=1

olacak gekilde bir ~ sayis1 varsa x = (xy) dizisi v sayisina Cesaro yakinsaktir denir.

Cesaro yakinsak dizilerin ciimlesi

1 n
C, 1] = {x = (x): lim — E (x —y) = 0,en az bir igin} ,
n—oo M,
k=1
ile gosterilir [31].

Tanim 3.1.10. z = (xy) dizisi 7 ye yakinsak ise (xy) dizisi y— Cesaro yakinsaktir

31].

Tanim 3.1.11. 2 = () kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

1 n
lim — E |zr, —v|° =0,
n—oo M
k=1

olacak sekilde bir «y sayisi varsa x = () dizisi v sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir

denir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi

1 n
Clpl={a=(z): lim— [ox—f =0 bir 7 ii
[C, 1, p {x (k) I - |z — ] ,en az bir 1@111} ,

k=1
ile gosterilir [32].
A = (\,) pozitif sayilarin azalmayan, co a giden ve

)\n+1§)\n+1a)\1:1

sartlarina sahip bir dizisi olsun. Bu gekilde tanimlanan tiim A = (),,) dizilerinin kiimesi

A ile gosterilecektir.

Tanim 3.1.12. S C N olsun ve S’nin A—yogunlugu

55 (S) = 1im)\i|{keln:k:65}|

n—oo

olarak tammlansin. d, (S), A—yogunlugu A,, = n durumunda ¢ (S) dogal yogunluguna

indirgenir [14].
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Tanim 3.1.13. Her ¢ > 0 i¢in, [,, = [n — A, + 1, n] olmak iizere
.1
lim )\—|{k€In: |z, — ] > e} =0

ise x = (zy,) dizisi 7’ ye A—istatistiksel yakinsaktir denir. Tiim A-istatistiksel yakisak
dizilerin kiimesi st ile gosterilir. A\, = n durumunda st nin st’e denk oldugu agiktir
[14].

Genellestirilmig de la Vallée-Poussin ortalamasi, I,, = [n — A, + 1, n] olmak iizere

tn(x):)\ink

" keln
ile tanimlanir [13].
Bir z = (x) dizisine, n — oo iken ¢, (x) — = ise 7 saysina (V, \) —toplanabilirdir
denir. Her n € N i¢in A, = n ise (V, \) —toplanabilirlik (C, 1) —toplanabilirlige in-
dirgenir. Sirasiyla v’ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli (V, \) —toplanabilir,

yani x — v [C, 1] ve z, — v[V, A] olan = = (x) dizilerinin kiimesi igin

1 n
C, 1] = {a: = (x): lim — E |z, — | = 0, en az bir v igin} :
n—oo M,
k=1

.1 L
V. = {x:(xk): JL%OA—Z]:L‘k—7|:0,enazb1r71g1n}

" keT,

yazilir.
Tamim 3.1.14. S C N olmak {izere bir S kiimesinin «.dereceden yogunlugu

5(S) = lim%HkSn:keSH

n—oo

seklinde tammlanir. Burada [{k <n:k € S}| ifadesi S kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlarinin sayisim gostermektedir [12].

Eger 0 (S) = 0 ise S kiimesine sifir a— yogunluklu kiime denir.
Tanim 3.1.15. = = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, Ve > 0 i¢in

1
lim —{k<n:jzy—7] >} =0

n—oo N

olacak gekilde bir 7 sayis1 varsa, © = (xy) dizisi v sayisina «. dereceden istatistiksel

yakinsaktir denir ve st* — limz = +y seklinde gosterilir [12].

17



x = (xy), a ya gore sifir yogunluklu bir kiime harig diger biitiin % lar i¢in bir P (k)
ozelligini sagliyorsa, o zaman bu dizi a ya goére hemen hemen her £ icin P 6zelligini

sagliyor denir ve h.h.k («) seklinde gosterilir.

N nin sonlu her alt kiimesinin a—yogunlugu sifirdir ve 6, (E¢) =1 — §, (F) esitligi
0 < a < 1 i¢in genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece o = 1 igin saglamr [12].

Tamim 3.1.16. o« > 0 ve p € R" olsun. Eger,

olacak gekilde bir v kompleks sayis1 varsa, x = () dizisi a. dereceden p— kuvvetli
Cesaro yakinsaktir denir. «. dereceden p— kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi
[C, 1, p, a] ile gosterilir. Yani;

1 n
[C,1,p,a] = {:U = (x}) : lim — E |z, — " =0, en az bir igin}
n—oo N
k=1

dir [12].

Tanim 3.1.17. A € A ve o € (0,1] olsun. [, = [n— A\, + 1,n] ve A;,, A\, nin a.

kuvveti yani A, = (A7) = (AT, A3, A5, ..., Ay, ...) olmak iizere her € > 0 i¢in,

1
lim F|{k€—7n3|$k—7|25}|:0

ise © = (xy) dizisi v ye . dereceden A\— istatistiksel yakimsaktir veya v ye st§ yakin-
saktir denir [15]. Bu durumda st§ — limz = v veya x, — 7y (stg) yazilir. \, = n 6zel

halinde st$ ile st* uzaylar1 birbirine denk olur.

Teorem 3.1.18. 0 < a < 1vex = (xx),y = (yx) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.
i) st§ — limxy, = x¢ ve ¢ € C ise st§ — lim cxy, = cxy,

i1) st§ —limxy, = x ve st§ — limyy, = yo ise st§ — Iim(zy + yx) = o + Yo dur [15].

Tamim 3.1.19. a > 0 ve p € R olsun.

olacak sekilde bir v kompleks sayis1 varsa, o zaman x = (zj) dizisi . dereceden p—
kuvvetli (V,\) yakimsaktir denir. «. dereceden p— kuvvetli (V,\) yakinsak dizilerin

kiimesini [V, A, p, a] ile gosterilir. Yani;

18



V., \,p,a] = {x = (xy) : r}l—{roloﬁ Z |z, — " =0, en az bir v 1(;111}

n kel

dir [15].
Tanim 3.1.20. = = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak iizere,

lim —]{k<n |zk| > M} =0

n—oo 1

olacak sekilde bir M > 0 sayws1 varsa ¢ = (x;) dizisine istatistiksel sinirhidir denir.

Istatistiksel simirh dizilerinin kiimesi st (b) ile gosterilir [8].

Bhardwaj ve Gupta [9] tarafindan istatistiksel simirhlik kavramindan yararlanilarak

agagidaki tanim genellestirilmigtir.
Tamm 3.1.21. z = (x;) kompleks terimli bir dizi ve I,, = [n — A, + 1, n] olmak iizere
hm —|{k: €l,:|zg] > M} =0

olacak gekilde bir M > 0 sayist varsa x = (xy) dizisine . dereceden \—istatistiksel
simirhdir denir. Tiim «. dereceden A—istatistiksel sinirhi dizilerin kiimesi st (b) ile

gosterilir. A\, = n durumunda st§ (b) min st® (b)’e denk oldugu aciktir [9].

3.2. Olgiilebilir Fonksiyonlarmn Istatistiksel Limiti ve Kuvvetli Cesaro

Toplanabilirlik

Bu kisimda Moricz [18] tarafindan ortaya konulan ¢lgiilebilir fonksiyonlarin ista-
tistiksel yakinsaklhigr ve kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligi tanimlar ifade edilmistir.
Ayrica dlgiilebilir bir fonksiyonun kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligi ile 6l¢iilebilir fonksiy-

onlarm istatistiksel yakinsaklig1 arasindaki iligkiler incelemigtir.

Tanim 3.2.1. a > 0 olmak iizere, bir (a, 00) araliginda Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir
olan reel veya kompleks degerli fonksiyonlar: géz 6niine alalim.

Eger her ¢ > 0 icin,

{o <o <b:|f(x) =9 =e}[ =0,

lim
b—oo b —a
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olacak sekilde bir v € C sayis1 mevcutsa f fonksiyonu v sayisina istatistiksel yakinsaktir

denir. Burada [{.}| ile {.} kiimesinin Lebesgue 6l¢iisii gosterilmistir. Bu durumda

st— lim f(x) =~

r—00

yazilir [18].

Teorem 3.2.2. Bir f fonksiyonu istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir.

Yani st — lim f(x) =, ve st — lim f(x) =, ise y; = 7, dir [18].

Teorem 3.2.3. st — lim f (z) = 7,,st — lim g (x) = 7y, ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu
r—00 T—00
taktirde
i) st — lim cf (x) = ¢y,

it) st = lim (f(z) + g (x)) =71 + 7, dir [18].

Tanim 3.2.4. a > 0 olmak iizere f fonksiyonu bir (a,cc) aralig: iizerinde 6l¢iilebilir

bir fonksiyon olsun.

ARY 4 »
blggob_a/a |f (x) —~[" dz = 0.

olacak sekilde bir v € C sayis1 varsa f fonksiyonu kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir

denir [18].

Teorem 3.2.5. i) 0 < p < oo i¢in f fonksiyonu v € C sayisina kuvvetli p—Cesaro
toplanabilir ise f nin istatistiksel limiti mevcuttur ve ayni v sayisina esittir.
i1) f fonksiyonunun istatistiksel limiti mevcut ve f smurhysa f fonksiyonu v ye

kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir [18].
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4. ZAMAN SKALASI UZERINDE iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

4.1. Zaman Skalas1 Uzerinde Dogal Yogunluk, Istatistiksel Yakinsakhk ve

Cesaro Toplanabilme

Bu kisimda Seyyidoglu ve Tan [26] tarafindan verilen zaman skalasi iizerinde, dogal
yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenmistir. Ayrica Turan ve Duman
[27] tarafindan zaman skalas: tizerinde tamimlanan kuvvetli p—Cesdro toplanabilirlik

ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiler verilmistir.

Teorem 4.1.1. A kiimesi, T nin bir A— 6lciilebilir alt kiimesi ve ¢ = min T olsun. T

deki A kiimesinin A— yogunlugu

ile tanimlanir. Burada

At)y={seA:s<t}

vea € T dir [26]. A(t) = AN|a, t] 6zdesliginden A nin dlgiilebilirligi A (¢) nin slgiilebilir-
ligini gerektirir.

Eger f : T — R fonksiyonu, sifir A— yogunluga sahip bir kiime hari¢ tiim ¢ ler icin
P 6zelligini saglayan bir f (¢) fonksiyonu ise bu taktirde A— hemen hemen her ¢ igin

f(t), P yi saglar denir ve bu durumda ‘A — h.h.t’ yazilr.

My : ={AeT: A—yogunlugu T de mevcuttur}
M) : ={AcT: dr(A) =0}

seklinde gosterilir [26].

Lemma 4.1.2. i) A,B € My ve AC Bise 0a (A) C da (B) dir.
i1) A€ Myise 0 < oa(A) <1 dir.
i) T €My ve 6a (T) = 1 dir.
iv) A€ Myise A° € My ve 0a (A) + 04 (A°) =1 dir.
W) A, B Myve AC Bise B— A€ M,ve da(B— A) =6 (B) — 64 (A) dir.
vi) A bir olgiilebilir kiime ve A C B olmak tizere B € M ise A € MY dir.
vii) Ay, Ag, ..., Ap, MQ den ise UP_ Ay, NR_, Ay € MY dir.



viit) T nin her simirh 6lgiilebilir alt kiimesi M7 a aittir.

ir) A€ M? ve B € Mg ise da (AU B) = 0 (B) dir [26].

Ornek 4.1.3. T =N olsun. N deki A = {2,4,6,...} kiimesinin A—yogunlugu

5A<A)=limmzhmw 1
t

t—oo O (t) —Qa t—oo - 5

ile verilir [26].

Tanmim 4.1.4. (st — yakinsaklik) : Eger her bir ¢ > 0 icin 05 (K.) = 1 ve
|f (t) — &| < e egitsizligi her t € K. i¢in saglanacak gekilde K. C T mevcutsa f : T — R
fonksiyonu « ye str—yakinsaktir denir. Bu durumda stt — tlim f (t) =~ yazilir [26].

Onerme 4.1.5. f : T — R bir &lciilebilir fonksiyon olsun. sty — tli)nolo fit)=~v<
herbir € > 0 i¢in da ({t € T: |f (t) — | > ¢}) = 0 dur [26].

Ispat. str — tlg& f(t) = v olsun ve ¢ > 0 verilsin. Bu durumda 6a (K.) = 1 ve
|f (t) — ] < € esitsizligi her ¢t € K. icin saglanacak sekilde bir K. C T alt kiimesi
mevcuttur. K. C {t € T: |f (t) — 7| < e}, oldugundan dx ({t € T: |f (t) — | <e}) =
1 elde edilir. Boylece oo ({t € T: |f(t) — 7| > e}) = 0 bulunur.

Teorem 4.1.6. T bir zaman skalas1 f : T — R, A—dlgciilebilir bir fonksiyon olsun.
Eger str — tlim f (t) mevcutsa, bu istatistiksel limit tektir [26].
Ispat. str — tlim f(t) =, ve sty — tlim f (t) = 75 olsun. Verilen € > 0 sayisi igin A

ve B kiimelerini agagidaki gibi tamimlayalim

€ €
a={ip@ -zt veB={r 150 -l > 5}
Zaman skalasi tizerinde istatistiksel limit tanimini goz 6niine alarak,

St’[[‘—thmf(t) = 7<= Ve>0, 07(A) =0

stqr—tlimf(t) = qy<=Ve>0, or(B)=0
yazilabilir. Simdi v; = 7, oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

Ve>0icin 0 < |y; — 5] <&
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oldugu gosterilmelidir. Aksini kabul edelim, 3¢ > 0 igin |y; — 75| > £ olsun. Buradan
e < =l

= Im—=f@®+fQ1) -7
|f (@) =7l + | () — 72

IN

olmak zorundadir. Eger t ¢ AU B ise, |f (t) — 74| < % ve |f(t) — vy < % dir. O halde

t¢ AU B i¢in
5

<= FOI+1F Bl < 5+

olur ve bu c¢eligki ispati1 tamamlar.

Teorem 4.1.7. f,g : T — R, A-olgiilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.
st — tlim f(t) =, ve sty — tlim g (t) = 75 olsun. Bu durumda

i) stz — i (7 () + 9(8)) = 71 + 15
i1) sty — tlirglo (ef (t)) = ¢y, olur [26].

Ispat. i) Verilen ¢ > 0 sayist igin A = {t @) =] > %} ve
B = {t g () — 9| > %} olsun. Bu durumda

stqy—tlimf(t) = 7, <=VVe>0, 07(A) =0

—00

stqy—tlimg(t) = 4y <= Ve >0,07(B)=0

olur. Simdi C' = {t: |f (t) + ¢ () — 71 — 72| > €} kiimesini tanmimlayalim. dr (C') =0

oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin
CCAUB

oldugunu iddia ediyoruz. Aksini kabul edelim, yani C'¢ AU B olsun. Bu durumda en
az bir ty € C vardir 6yle ki g ¢ A U B gerceklenir. Ustelik

tog AUB=1ty ¢ Avety¢ B
dir. to ¢ Aise, |f (to) — 71| < g ve to ¢ B ise, |g(to) — 75| < g olur. Boylece
|f (o) =71l + 19 (to) — 72| < e
elde edilir. Ayrica

|f (to) + g (t) =71 — Yol 1S (to) =71l +1g(to) — 72l <¢ (4.1.1)
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olup, (4.1.1) ten o ¢ C elde edilir. Bu bir geligkidir, dolaysiyla C' C A U B olmahdur.
Lemma 4.1.2. yardimiyla

0 <dr (C) <1 (AUB) <61 (A) + 61 (B) =0
elde edilir. Bu son egitsizlik ise

sty — tlgilo (f(E)+g(t) =7+

demektir.
i1) ¢ = 0 ise durum aciktir. Simdi ¢ # 0 olmak tizere £ = {t S f (@) =] > %'}
diyelim.
st, — tlirglof (t) =7, <= Ve > 0igin, o7 (E) =0 (4.1.2)

olacagindan her t € F igin,

3

[f ) =mnl=

|C| = ’Cjﬁ(t)_C,Yl' 25

yazilabilir. Bu ise (4.1.2) uyarinca

st, = Jim (cf (1) = o

—00

olmasina denktir.

Tanim 4.1.8. f: T — R, A—olgciilebilir bir fonksiyon olsun. Her € > 0 igin en az bir
t1 > to sayist vardir oyle ki

o 18 (05 € [t th 1 () = f (8] > &)

i ia ([t 1) =0

ise, f fonksiyonuna “T iizerinde istatistiksel Cauchy’dir” denir [26].

Teorem 4.1.9. f: T — R, A—olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki
onermeler denktir.

i) f fonksiyonu T {izerinde istatistiksel yakinsaktir.

i1) f fonksiyonu T iizerinde istatistiksel Cauchy’dir.

iii) f fonksiyonu A—olgiilebilir g ve h fonksiyonlarimin toplami olarak yazilabilir,

oyle ki

lim g (t) = sty — tlim f@)

t—o00
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or ({t: h(t) #0}) =0

olur. Ayrica, f fonksiyonu sinirh ise, g ve h fonksiyonlar: da simirhdir [26].

Lemma 4.1.10. [ : T — R, A— olgiilebilir bir fonksiyon olsun. st — tlim ft) =~

ve f bir M sayisi ile iistten sinirh ise,

1

thj& fia ([to, tlg) 40,% (f(5) =7) As =0

olur. Burada zaman skalas: iizerindeki Lebesgue A—integrali kullanilmaktadir [27].

Tanim 4.1.11. f: T — R, A—olgiilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < 0o olsun.

1
m — —~PAs =
Loomto,ﬂqr)/ 7(5) =" As =0

[t07t]’ﬂ‘
olacak gekilde bir v € R varsa, bu durumda f fonksiyonu “T zaman skalasi iizerinde

kuvvetli p—Ceséro toplanabilirdir” denir [27].

Lemma 4.1.12. (Zaman skalasi iizerinde Markov egitsizligi) f : T — R, A—oélgiilebilir
bir fonksiyon ve ¢ > 0 igin Q (t) := {s € [to,t] : | f (s) — 7| > ¢} seklinde tammlansin.

Bu durumda
1 1
1 (1)) < —/ F(s) =] As < —/ £ (s) =] As
€ € [to’t}’ﬂ‘
Q)
dir [27].

Ispat. Her s € [to, t]; ve £ > 0 icin

0 <exap (8) < |f(s) =Y xaw (8) < [f(s) =]

yazilabilir ve buradan
S [as< [1r©=slas< [ 176 -alas
[tOvt]T
Q(t) Q(t)
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla,
s @) < [ 176 =alas< [ IF()-rlas
Q(t) [t()vt]']l‘
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olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.13. f: T — R, A— olgiilebilir bir fonksiyon, v € R ve 0 < p < oo olsun.
Bu durumda,

i) f fonksiyonu v sayisina kuvvetli p—Ceséro toplanabilir ise, st — 11)1})10 f@t) =~
dir.

i) sty — tlir(r)lo f(t) =~ ve f smrh bir fonksiyon ise, bu durumda f fonksiyonu ~
sayisina kuvvetli p—Cesédro toplanabilirdir [27].
Ispat. i) f fonksiyonu ¢ sayisia kuvvetli p—Cesdro toplanabilir olsun. Verilen bir

e > 0icin Q(t) :={s € [to, t] : |f (s) — | > €} diyelim. Lemma 4.1.12 den

éwAKNﬂ)S(/If@)—WVAS

[to,t]T
olur. Son esitsizligin her iki tarafini pn ([to, t|y) sayisina boliip ¢ — oo icin limit alirsak,

1m1ﬂgﬁdﬁlg_£h
t—oo tup ([to, t]y) ~ &P t—oo

= [ @ =P s

to t]’JI‘

th

elde edilir. Bu sonug, sty — tlim f (t) =~ olmas:1 demektir.
i1) f fonksiyonu smrh ve T iizerinde v sayisina istatistiksel yakinsak olsun. Bu

durumda pozitif bir M sayisi vardir Syle ki her s € T igin, |f (s)| < M dir. Ayrica,

A (S2(t
—A( (*)) =0 (4.1.3)
olur. Buradaki € (¢) kiimesi, i) sikkindaki gibidir. Boylece,

[s@=aras = [ir@-arase [ 17 -aras

[tot]y Q(t) [to,t]p\Q(?)
< (M+|’y\p)/As+5p/As
Q(t) [tost]y

= (M + y[") pa (2(2)) + €”paa ([to, )

olur. Yine esitsizligin her iki tarafini pn ([to, t]y) ile boliip ¢ — oo icin limit alirsak,

fia (4)

lim ——— / f(s) =~ As < (M + |y|°) im ——=———~— 4¢P 414

t=00 fip ( to? t L | | ( g )HOO tia ([to, ly) (414
O

elde edilir. € keyfi oldugundan (4.1.3) ve (4.1.4) den ispat tamamlanir.
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5. ZAMAN SKALASI UZERINDE o. DERECEDEN )\— iISTATISTIiKSEL
YAKINSAKLIK VE iISTATIiSTIKSEL SINIRLILIK

5.1. Zaman Skalasi1 Uzerinde . Dereceden )\— istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda ¢lgiilebilir fonksiyonlarin zaman skalasi iizerinde « € (0, 1] olmak {izere
A— istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimi verilecek ve zaman skalasi {izerinde istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiler incenecektir. Ayrica a. dereceden kuvvetli
Ap— Cesaro toplanabilirlik ile «. dereceden A\— istatistiksel yakinsaklik arasindaki

iligkiler verilecektir.

Tanim 5.1.1. f: T — R, Ay— olgiilebilir fonksiyon ve o € (0, 1] olsun. Eger her

e >0,
i P (seft—A+to,tlp:|f(s)—v>¢e)
=00 PA, ([t = A +to, tlp)

olacak sekilde bir v sayis1 varsa zaman skalasi iizerinde f fonksiyonu v sayisina a.

=0,

dereceden \— istatistiksel yakinsaktir. Zaman skalasi iizerinde tiim «. dereceden

(A,

A— istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi s “ile gosterilecektir. Bu durumda

sq(lf\’a) - tlgloﬂo (f (t)) =~ yazlr.

Teorem 5.1.2. f,g: T — R, Ay— olgiilebilir fonksiyonlar ve a € (0, 1] olsun.

i) s — Tim f (1) = 7y, ve s — Tim g (t) = v, ise s$ — lim (f (t) + g () =
t—o0 t—o00 t—o00
Y1 + Yo dir.
i) s — lim f (t) =7 ve c € Rise s{" — Jim (ef (t)) = ey dir.

Teorem 5.1.3. 0 < a <1 olacak sekilde sy C sq(?’a) olmasi icin gerek ve yeter sart

1A, ([t = A+ to, )
lim inf
t—o0 A, ([tO’ t]']l‘)

>0 (5.1.1)

dir.

Ispat. Verilen £ > 0 icin, f(s) — v (sr) olsun. Bu durumda

pa (s € [to,tlp = |f () = =€) D pa, (s €[t = M+ to, tlp : [f () =7 =€)

elde edilir. Buradan

pa(s € ltotly: 1f ()=l 2e)  pa,(SEU—Attotlp:]f(s)—l=¢)
pia ([to, ) - pa ([to; t]7)

X t_)\t t ,t 1
= ([[LA ([tg,—t?T;) . us (=N +t07t]T>Mm (seft—N+to,tlp:|f(s) =] >¢)




dir. Boylece (5.1.1) egitsizligini kullanarak ve ¢ — oo, i¢in limit almirsa f(s) —

ol (s?"”) elde edilir.

Tanmim 5.1.4. f: T — R, Ay— olgiilebilir bir fonksiyon, A€ A ;> 0ve 0 < p < 00

olsun.

1
li — P As =
tir?o ILLX)\ ({t — )\t + to, t]T) / |f (S) ’Y‘ ° 0
[t—At+to,t)p

olacak gekilde v € R varsa, f fonksiyonu T zaman skalasi tizerinde «v. dereceden kuvvetli
Ap— Cesaro toplanabilirdir denir ve bu uzay [W, A, p,al; ile gosterilir. Eger p = 1

secilirse [W, A, a]p uzayin elde ederiz.

Lemma 5.1.5. f : T — R, A,— olgiilebilir bir fonksiyon ¢ > 0 i¢in Q(¢,\) =
{seft—X+to,tlp:|f(s) — 7] > e} seklinde tanimlansin. Bu durumda

i @EN <2 [ @ -alas<z [ s -alas

Q) [t—Ns oty
dir.
Ispat. s €[t — \ +to, t]g ve e > 0 igin

0 < e, (8) < F(5) Xag(5) < | () =1

yazilabilir ve buradan
[ ass [rw-aass [ Irm-alas
Q(t,\) Q(t,\) [t—Ae+to,t]
sonucu elde edilir. Dolayisiyla,
NI N O RPN O EETN
Q(t,\) [t—)xt-‘rto,th-

olup ispat tamamlanir.

Teorem 5.1.6. [ : T — R, A,— olciilebilir bir fonksiyon, v € R, a € (0,1] ve
0 < p < oo olsun.

i) f fonksiyonu 7 sayisina «. dereceden kuvvetli Ap— Cesaro toplanabilir ise,

s = lim (f (1)) =y dir
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i7) sq(r’\’a) — tlim (f(t)) =~ ve f siirh bir fonksiyon ise, bu durumda f fonksiyonu

~ sayisina «. dereceden kuvvetli Ap— Cesaro toplanabilirdir.

Ispat. i) f fonksiyonu 7 sayisina «. dereceden kuvvetli Ap— Cesaro toplanabilir olsun.
Verilen bir ¢ > 0 icin Q (t,\) ={s € [t = A +to,t|p : | (s) — | > €} diyelim. Lemma
5.1.5 den
QN ={selt=M+totlp:[f(s) =l =¢e}
s, @A [ £ = As
[t=Ae+to,t]y

olur. Son esitsizligin her iki tarafini pi, ([t — A +to, t]) sayisma boliip ¢ — oo igin

limit alirsak,

QA 1 1
lim a'uAA( (¢, 2) < — lim — / If (s) —~" As =0,
t=oo X ([t = A¢ +to, t]p) — el t—oo uX ([t — At +to, t]p)
[t=Ae+to,t]p
elde edilir. Bu sonug sq(;"a) - tlim (f (t)) = v olmasi demektir.

i1) f fonksiyonu simirh ve T {izerinde ~ sayisina «v. dereceden istatistiksel yakinsak
olsun. Bu durumda pozitif bir M sayis1 vardir 6yle ki her s € T icin, |f (s)| < M dir.

Ayrica
im
t—00 LA ([t = A + o, tlp)

olur. Q(t,\) ={s e [t— N\ +to,t];:|f(s) —~| > e} olsun. Boylece,

-0, (5.1.2)

[f () =9I"As = | (s) =1 As + | (s) =1" As
)

[tf)\t‘i’tOyt]T Q(t7)‘ [t*)\t+t07t}'ﬂ‘/9(t7)‘)
< (M) / As 4 / As
Q(t,)\) [tf/\t+t0,t]vﬂ-

= (M4 1)" pa, () + Pz, ([ = Ae+to, ),

olur. Esitsizligin her iki tarafim p} ([t — A + to,t];) sayisma boliip ¢ — oo igin limit

alirsak
I . / £ (s) =P A
11m S) — S
imo0 1% ([F— M + fo, tJ) K
[tf)\ri»to,t]jr
Q(t,\
< (M + |y])? lim ta, ({6 V) e? (5.1.3)

t—00 UA ([t = A + o, )

elde edililir. ¢ keyfi oldugindan (5.1.2) ve (5.1.3) den ispat tamamlanir.
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Teorem 5.1.7. Ay Ve Ay A da her ¢t € T igin N < Hag () olacak sekilde iki
dizi ve 0 < o < 0 < 1 olsun.

i)

A, (I8 = Ac + Lo, t)g)

A = B tonth) (514
ise sq(rﬁ e sq(r’\’a).
i)
lim MZ* (It = A + to, ty) =1ve lim Ha, (It ~ B+ to, lo) =1 (5.1.5)
t—00 ,UA ([t = B, + to, t]y) t—o0 MeAﬁ ([t = B, + to, t] )
ise st = s olur.

Ispat. i) Her ¢t € T icin [y < Hag(r olmak tizere (5.1.4) in saglandigim varsayalim.

Bu durumda [; C J; oldugundan € > 0 olmak tizere

pa, (s €[t =B +lo,tlp:[f(s) = =€) > pa, (s €[t =X+l tlp:[f(s) =] =€)

yazabiliriz. Boylece her ¢t € T igin
Hay(SELE—gettothp:[f(s) vl 2e)  pd, ([t = +io,tly) 1
UZ@ ([t = By + to, t]y) y NQAB ([t = By + to, tly) pa, ([t = A + to, tly)

X pia, (8 €[t =X +to t]p [ f(s) =] >¢).

elde ederiz, burada J; = [t — 3, + to, t] dir.

(B0 )

Son egitsizlikte ¢ — oo igin limit alinarak ve (5.1.4) kullamlarak 3 T

kapsama bagintisi elde edilir.

ii) f: T — R, Ay— olgiilebilir fonksiyon, 31(1‘ —lim f (s) = 7, ve (5.1.5) saglansin.

I, C J; ve € > 0 olmak tizere her t € T icin
oy (S €t =Bttt [f(8) =7l >e)  pa, (=Bt <s<t:[f(s) —2l>¢)
,UQAB ([t = By + to, t]y) MeAﬁ ([t = B, + to, ty)
NS SN ORSTED
,UQAB ([t = B, + to, tlp)
fa, (s € [t =By +to,tlp) — pa, (s € [t = A+ to, )

= WA (=B, + to )
G Elt =Dttty 1f () =1l > <)
MGA,; ([t = B¢ + to, tlr)
<

tay ([t =By +totln)  pX, ([t — M +to, t]y)
(uiﬁ([t—ﬁﬁto,t] ) A, ([t = 5t+to,th>)
+uAA<86[t—At+to,] Hf(s) =l =¢)

A, ([t = A+ o, tg)
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yazabiliriz. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki birinci terim (5.1.5) den dolay1

px, ([t = As +to, t] ) KAy ([t = B, +to, tlp)

lim =1 ve lim —
t=oo pfy ([t — By +to, tlp) i=oo i ([t — By + to, tly)
oldugundan ve ikinci terim f (s) € S%A’a)oldugundan t — oo iken 0 a gider. Boylece

bu f(s) — ~ (sq(r’\’a)> = f(s) =~ (sq(rﬂ’e)> oldugu anlamina gelir. Bu nedenle {29

(Aa)

=8 elde ederiz.

Teorem 5.1.7 den, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.1.8. fipn < fin,, olacak sekilde iki dizi ve 0 < o < 0 < 1 olsun. (5.1.2)

saglaniyorsa s = s dir.

Teorem 5.1.9. Ay Ve Mg A dahert e T igin Hayg S Hagg olacak sekilde iki
dizi ve 0 < aw < 0 < 1 olsun.

i) (5.1.4) saglanirsa [W, A, o] C [W, 3, 0],

i) (5.1.5) saglamirsa £ (T) N [W, A, aly C [W, 3, 6] pdur.

(Burada ls (T) = {f/f T — R,i$¥|f(t)| < oo} dir [25].)

Ispat. i) Her ¢t € T icin p Ay < Mg, olsun. Bu durumda [; C J; oldugundan

1
s) — | As
MA% ([t - 515 + to,thﬂ / |f< ) ry|
[t—B;+to,tly
1
s) — | As
> ey ] e

[tf)\t +t0 7t}11‘

yazabiliriz. Buradan

5 /
f(s)—~|As
bing (= B, + 1o, 117) e} =
[t*rBtJFtOvt]'ﬂ‘
px, ([t = X +to, tlp) 1

[ e -alas

- MA% ([t - Bt + to, t]’IF) IUAQ ([t - )‘t + to, t]']l‘)
[t—Ai+to,t)p

esitsizligi elde edilir. Bu durumda son esitsizlikte ¢ — oo igin limit alinarak ve (5.1.4)
kullanarak [W, A, aly C [W, 3, 6], elde ederiz.

it) f € lo(T) N [W,\ afp olsun ve kabul edelim ki (5.1.5) saglansin. f €
lso (T) oldugunda her s € T igin |f (s) —7| < M olacak sekilde M > 0 vardir.

. . ” 1 1 o ..
Simdi NS < Mg, Ve boylece v < o oldugundan her ¢t € T icin I; C J;
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olup

1
M%Q##%+mﬁ) / Jls) =l

[t—B¢+to,t]p

A
UA%([t_ﬁt+t07 / F(s) =] As

Jt/It

1
MAZ <[t — B +t07t]’[[‘) It/ 7(s) =l As

Hag ([t — By + to, t]T) 2NN ([t — A + to, t]T) M
biag (=B, + to, 1)

1
—~|A
+Mq<w—xf+m¢m>/Wf“> 7l 8

yazabiliriz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki birinci terim (5.1.5) geregince

+

i HAy ([t — At + lo, t]T) -
im =
t—oo fing ([t = B +to, tlp)

oldugundan ve ikinci terim f € [W,\, o] olmas: nedeniyle ¢ — oo i¢in sifira gider.

Boylece U (T) N [W, A, o] C [W, B, 0]; elde ederiz.
5.2. Zaman Skalasi1 Uzerinde . Dereceden \— Istatistiksel Simirlilik

Bu kisimda zaman skalas: iizerinde «. dereceden \— istatistiksel sinirhilik kavramu

verilecek ve bazi kapsama bagintilar: incelenecektir.

Tanmim 5.2.1. f : T — R, A-olgiilebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A—

Cauchy olmas i¢in gerek ve yeter sart her bir € > 0 i¢in

or{(s € T:|f(s) = f(s0)| =€)} =0.

olacak gekilde bir sy € T var olmasidir [30].

Tanmim 5.2.2. f: T — R, A— 6lciilebilir fonksiyon olsun.

iy Ha (5 € [to thy £ ()] > M)
e pia ([tos tly)

olacak gekilde bir M sayisi1 varsa f fonksiyonuna zaman skalasi iizerinde A— istatistiksel

=0,

siirhdir denir ve tiim A—istatistiksel sinirh fonksiyonlarin kiimesi sp (b) ile gosterilir

[30].
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. 1
Ornek 5.2.3. f(s) = o tiim ¢ € [0,1] i¢cin T = [0, 1] araliginda bir fonksiyon olsun.

Sp{(s €T:|f(s)| > 1)} =0,
oldugundan f, [0,1] araliginda A—simrhdur.

Teorem 5.2.4. f : T — R, A—olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Her A—istatistiksel

yakinsak fonksiyon A—istatistiksel sinirhdir.
Ispat. f (s), M ye A—istatistiksel yakinsak olsun. Buradan her bir ¢ > 0 igin
or{(s €T:[f(s) = M|>e)} =0
bulunur.
{(seT:|f(s)] >IM[+e)} C{(seT:|f(s) = M[>e)},

oldugundan |f (s)| < |M| + € h.h.s. elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

Teorem 5.2.5. Her A—istatistiksel Cauchy dizisi A—istatistiksel simirhdir. Fakat

tersi dogru degildir.

Ispat. f, A—istatistiksel Cauchy fonksiyonu olsun. O zaman herbir ¢ > 0 icin
|f (s) — f(so)| < € h.h.s. olacak sekilde bir N (¢) sayis1 vardir. M = e + |f (so)]

olmak iizere |f (s)| < M h.h.s. olmasim gerektirir.

Ornek 5.2.6. f(s) = (—1)°, s € T =N olsun. f(s) istatistiksel sirhdir. Fakat
A—istatistiksel Cauchy dizisi degildir.

Tanmim 5.2.7. f: T — R, A— olgiilebilir fonksiyon ve o € (0, 1] olsun.

iy (5 E Mot IF () 2 M)

o0 V“C& ([t()? t]’]l‘)

olacak gekilde bir M sayisi1 varsa, f fonksiyonuna zaman skalasi iizerinde «. dereceden

A— istatistiksel sinirhidir denir ve tiim «. dereceden A—istatistiksel sinirli fonksiyon-

larin kiimesi sq(ra) (b) ile gosterilir.

Tanmim 5.2.8. f: T — R, A,— olgiilebilir fonksiyon ve a € (0, 1] olsun.

s (el =Nttt F ()2 M)
t—o00 /jfi)\ ([t — )\t —+ to, t]'[[‘) ’
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olacak gekilde bir M sayisi1 varsa, f fonksiyonuna zaman skalasi iizerinde «. dereceden
A\ — istatistiksel simirhidir denir ve tiim «. dereceden A)—istatistiksel sinirli fonksiy-
onlarin kiimesi S%A’a) (b) ile gosterilir. a = 1 olmasi durumunda f fonksiyonu zaman
skalasi {izerinde \— istatistiksel sinirhdir denir ve tiim A, —istatistiksel sinirh fonksiy-

onlarin kiimesi de Sq(r)\) (b) ile gosterilir.

Teorem 5.2.9. Ay Ve Ay A da her t € T i¢in Hay g < Hag( olacak sekilde iki
dizi ve 0 < o < 0 < 1 olsun.

)

:uaAA ([t — A+ to, t]’ﬂ‘)

lim inf 5.2.1
SRR = B+l ) (5:2.1)
ise s8 (b) C 88 (b) .
i)
lim P =Xt lotly) ve lim 222 (It =Bt to, le) _ 1 (5.2.2)
=00 IMGAB ([t_ﬁt+t0’t]T) t=00 MeAﬁ ([t_ﬁt'f_t()?t]’]l‘)

ise s (b) = s (b) olur.

Ispat. i) Her ¢t € T icin p Ay S Hagy s oldugundan ve (5.2.1) in saglandigim varsay-

alim. Bu durumda I; C J; oldugundan € > 0 olmak iizere
fia, (S €L =By+totlp [f ()| = M) > pa, (s €[t = +to,tlp: |f(s)] = M)

yazabiliriz ve her ¢ € T igin

ta, (8 € [t — e+ to, tlp 2 [f (s)] = M) - pa, ([E = A +to, t]p) 1
NQAB ([t = B; +to, tly) N HeAﬂ ([t = By + to. tlp) pa, ([t — A + o, )

X i, (3 € (6= N+t tly: | ()] > M)

elde ederiz, burada J; = [t — 3, + to, t] dir.

Son egitsizlikte ¢ — oo i¢in limit alimarak ve (5.2.1) esitsizligini kullanarak S%ﬂ 2 (b)
C sq(f\’a) (b) oldugunu buluruz.

ii) f: T— R, Ay— olgiilebilir fonksiyon ve , sq(r)"a) —lim f (s) = v olsun. (5.2.2)
saglansm [; C J; ve € > 0 olmak {izere her ¢t € T igin

pag (8 €[t =BiFlotlp: [f () 2 M) pp, (E =B +lo<s<t:|f(s)| > M)
pa, ([t = By + to, ) a pa, ([t = B +to, 1)
pay (s €=M+ to, Uy - [f (5)] = M)
N9A5 ([t = B¢ + to, tly)
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fia, (s € [t = By +to,tp) — pa, (s € [t = M+ to, ty)
NOAB ([t = By + to, 1)
pay (8 €[t =N +to, ]y | [ (s)| = M)
MGAB ([t = B, +to, tlp)
pag ([ =B+t ) pd, ([t =N + o, tr)
M%B([t_ﬁt+t0at] ) MQA ([t = B, + to, ty)
pay (s € [t = A+ to, Uy < [ (s)| = M)
HA, ([t = Ae + to, tlp)

yazabiliriz. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki birinci terim (5.2.2) den dolay1

: 'uaAA ([t_)‘t—’_tU?t]T) . :uAﬂ ([t_ﬁt+tﬂat]'ﬂ*)
lim =1 ve lim —

t=oo piy ([t = By +to, t]y) i=oo iy ([t = B, + to, t])

oldugundan ve ikinci terim f (s) € sq(r’\’a) (b) oldugundan t — oo iken 0 a gider. Boylece

f(s) =~ <s¥‘ ) (b)) = f(s) =~ (31(148’0) (b)) oldugu anlamina gelir. Bu nedenle
s (5) = s0 (b) elde ederiz.

Sonug 5.2.10. 7N A da her t € T i¢in bir dizi ve 0 < o < 1 olsun.

i)
fip e S
oldugundan sy (b) C s (b) dir.
i)
o Faa (It =Mt to,tly) X

Y

t=oc0 pa ([tos t]y)
oldugundan sy (b) C st (b) olur ve buradan s (b) = st (b) elde edilir.
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6. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tezde, daha once say1 dizileri i¢in Colak ve Bektas [15] tarafindan verilen
a € (0, 1] olmak tizere \— istatistiksel yakinsaklik kavramindan ve Méricz [18] tarafin-
dan verilen 6lgiilebilir fonksiyonlarin istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p—Cesaro
toplanabilirlik tanimlarindan yararlanarak olciilebilir fonksiyonlarin zaman skalasi iiz-
erinde a € (0,1] olmak iizere A— istatistiksel yakinsaklik kavrami tammlanmig ve
zaman skalasi iizerinde istatistiksel yakinsaklik kavrami ile arasindaki iligkiler ver-
ilmistir. Olciilebilir fonksiyonlarm a. dereceden kuvvetli A\p— Cesaro toplanabilirlik
ile olciilebilir fonksiyonlarin «.. dereceden A— Istatistiksel yakmsaklhk arasindaki iligk-
iler verilmistir.

Seyyidoglu ve Tan [30] tarafindan zaman skalasi iizerinde istatistiksel sinirlilik
kavramindan ve Colak [16] tarafindan verilen A—smifina ait gesitli A = ()\,) dizileri
icin baz1 kapsama bagintilarindan yararlanarak bu ¢aligmada zaman skalasi iizerinde
oOlciilebilir fonksiyonlarin «. dereceden A— istatistiksel sinirlilik kavrami verilmistir ve

bazi kapsama teoremleri elde edilmistir.
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