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SIMGELER LISTESI

E" : n-boyutlu Oklid Uzay

Heis® : 3-boyutlu Heisenberg grup

(U, 1) : Koordinat komgulugu

Ty (P) : M manifoldu iizerinde tanjant vektorlerin uzay:
X(M) : M manifoldu iizerinde vektor alanlar uzay1

g(,) : 3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde tanimlanan Riemann i¢ garpima.
R : Egrilik tensor alam

p : Ricci egrilik tensorii

[,] : Lie operatorii

D : Riemann koneksiyonu

dv : Hacim elementi

V : Levi-Civita koneksiyonu



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

H3? HEISENBERG GRUBUNDA EGRILIKLER

Talat KORPINAR

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
2009, Sayfa:40

Bu c¢alisma iki boliim halinde diizenlenmistir.

Birinci boliim; ¢caligmamiza temel olusturan tanim ve teoremleri icermek-
tedir.

Ikinci boliim calismamizin orijinal kismidir.Bu boliimde 6nce Heisenberg
grubu ve ozellikleri verilmistir. Sonra Heisenberg grubunda biharmonik egriler
i¢in karakterizasyon yapilmigtir. Ayrica Heisenberg grubunda non-geodezik
biharmonik egrilerin helis oldugu ispatlanmigtir. Daha sonra biharmonik
egriler i¢in parametrik denklemler elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Heisenberg Grup, Biharmonik Egri, Helis



ABSTRACT

Masters Thesis

CURVATURES IN HEISENBERG GROUP H?

Talat KORPINAR

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Science and Technology
Department of Mathematics
2009, page: 40

This thesis consist of two chapters.

In the first chapter; fundamental definitions and theorems are given.

The second chapter is original part of our study. In this chapter, firstly it
is given that Heisenberg group and its properties. After, characterization is
done for biharmonic curves in Heisenberg group. Also, it is proved that non
geodesic biharmonic curves are helis. Finally, it is obtain that parametric
equations for biharmonic curves.

Keywords: Heisenberg Group, Biharmonic Curve, Helix.



1. BOLUM

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1

X bog olmayan bir ciimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet ciimlesinin herhangi
bir alt ciimlesi olsun. Eger 7 C P(X) asagidaki ozellikleri saglarsa, 7 ya X
iizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir.

() X,oer
(ii) 7 da alinan her sayida elemanlarin birlegimi 7 ya aittir; yani, I her-
hangi bir indis ctimlesi olmak tizere V{A;}:c; € T igin, UI A, € 7 dir.
1€

(iii) 7 da alinan her sonlu sayida elemanlarimin kesigimi 7 ya aittir; yani,
J sonlu indis ciimlesi olmak iizere V{A,;};c; € 7 igin ﬂJAi € 7 dir, [9].
1€

Tanim 1.1.2

X bir topolojik uzay olsun ve farkl iki p, ¢ € X noktalarinin X deki acik
komsguluklari, sirasiyla, U ve V olsun. Eger U ve V yi U NV = @ olacak
sekilde segilebiliyorsa X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay: denir, [9].

Tanim 1.1.3
X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f : X — Y fonksiyonu igin,

(i) f stirekl,

(ii) f~! mevcut,

(iii) f~! siirekli ise f fonksiyonuna X ’den Y ’ye bir homeomorfizm
denir,[9].

Tanim 1.1.4

M bir Hausdorff uzay olsun. M igin asagidaki énermeler dogru ise M ye
n-boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir.

(i) M bir Hausdorff uzayidir.



(ii) M nin herbir acik alt ciimlesi E” Oklid uzaymin bir agik ciimlesine
veya E"™ homeomorftur.
(iii) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir, [10].

Tanim 1.1.5

M bir topolojik n—manifold olsun. Bir p € M noktasinin M de ki bir
U acik komgulugu, ¥ homeomorfizmi sayesinde E" nin bir V agik altciim-
lesine homeomorfik ise (U, V) ikilisine M nin p noktasindaki bir koordinat
komsulugu (harita) denir, [10].

Tanim 1.1.6

M, n-boyutlu topolojik bir manifold ve V,, C M acik alt ciimlelerinin
{V,} ailesi de M nin bir értiisii olsun. Bu durumda herbir V,, agigmin E™
deki bir U, acik altciimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. A bir indeks
ciimlesini gostermek tizere, elde edilen (U,, ¥, ) koordinat komsuluklarmin

S ={(Ua,¥,) :a € A}
ailesine M nin bir atlas: denir, [10].

Tanim 1.1.7

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlasi
S={(U,,V,):ae€ A}

olsun. Eger
\Ija(Ua> N \IJB(UB) 7é 9

olacak sekildeki V(c, 5) € A x A i¢in V' o Uy ve \Ifgl o ¥, fonksiyonlari,
r > 0 olmak iizere, C" simifindan diferensiyellenebilir ise S ye C" sinifindan
atlas denir, [10].

Tanim 1.1.8

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun C”—simifindan bir atlasi var ise
M ye C"—smifindan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrica Vr € N i¢in



S diferensiyellenebilir ise, o zaman M ye C'*° smifindan diferensiyellenebilir
manifold denir, [10].

Tanim 1.1.9

E™ ’nin iki alt ctimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu igin;

(i) ¥ e C* (U V),

(ii) v71:V — U, ¥t € Ck(V,U), dnermeleri saglaniyorsa ¥ ye C*
smifindan diffeomorfizm denir, [10].

Tanim 1.1.10
I , R nin acik bir araligi olmak iizere, diferensiyellenebilen bir
a:l — E"

fonksiyonuna E™ de bir egri denir.
Bir ¢ € I degerine kargilik egrinin, elde edilen a(t) noktast;

a(t) = (aq(t), ..., an(t))

seklindedir.Buradaki «; fonksiyonlar1 / — R diferensiyellenebilir fonksiyon-
lardir. E™ nin koordinat fonksiyonlar {zq,x,...,2,} ise,

o = T; 0
bigimindedir, [22].
Tanim 1.1.11

a: I — E™ bir egri olsun. V¢ € I igin o nin «(t) noktasimdaki,

o(t) = 2, = (), Doy

vektoriine egrinin hiz vektori denir ve («(t),a/(t)) ikilisi bir tanjant vek-
tordiir, bu vektor kisaca o/ (t) seklinde gosterilir, [10].

Tanim 1.1.12

a: I — E™ bir egri olsun. V¢ € I i¢in a min «(t) noktasindaki hiz vektorii
sifirdan farkli ise, a egrisine regiiler egri denir, [10].



Tanim 1.1.13
v,: C*°(M,R) — R

f = v[f]

déniigiimii Vp € M, Vf € C*(M,R) igin
(i) UP[)‘f + MQ] = )‘Up[f] + /“}P[g] ) vfag € Coo(Ma R)a )‘7,” €eR
(i1) v,[fg] = gp)us[f]+ f(p)vylg].

aksiyomlarini sagliyorsa, bu doniisiime M nin p noktasinda bir tanjant

vektor denir, [10].
M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi

Ty(p) = {vp|vp : C°(M,R) — R}

ile gosterilir. Bu ciimle iizerinde, i¢ ve dig islem, sirasiyla, asagidaki gibi
tanimlanirsa Ty, (p) bir reel vektor uzayr olur. Ty (p) vektodr uzayina, M nin
p noktasindaki tanjant uzay: denir.

®: Tulp) x Tulp) — Tu(p)
(vp ) up)  —— v DU

(vp ® wp)[f] = vplf] + uplf] , Vf € CF(M,R)

©: R x Tylp) — Tulp)
(A , upy)  — AQu,
(A ©vp)[f] = Aplf],Vf € C(M,R)
Tanim 1.1.14

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bir

X:M = Tu(p)

orten
peEM

olarak tamimlanan, X fonksiyonuna M iizerinde vektér alani denir.
M tistiinde tanmimlanan vektor alanlarimin ciimlesi x (M) ile gosterilir.

&: x(M) x x(M) — x(M)
X , Y) — Xav
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©: R x x(M) —  x(M)
A, X)) — Aox(M)

Bu ciimle toplama ve skalerle carpma iglemlerine gore bir reel vektor
uzayidir. Bu y (M) vektor uzayma M iizerinde vektor alanlart uzay: denir,

[9].

Tanim 1.1.15

V bir K cismi iizerinde vektor uzay: ve

L]:VXxV -V

doniistimiide

(i) 2-lineer

(ii) Alterne (VX,Y € V i¢in [ X, Y] = —[Y, X])

(iii) Jakobi 6zdesligini saglar. Yani VXY, Z € V igin

(X, Y, Z]|+ Y, [Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0

olarak verilsin. [,] doniigiimiine, V' {istiinde bir Lie operatéri denir. (Bu
takdirde V' vektor uzayma bir Lie cebiri denir.) ,[12].

Tanim 1.1.16
M bir C*° -manifold olsun. Vx,y € M , Va € R igin g metrigi
glaz, ay) = ag(z,y)
ozelligini saglarsa g ye sol invaryant metrik denir, [9].
Tanim 1.1.17

Bir C'* -manifold M ve M iistiindeki vektor alanlarinin uzay: x (M) , C*
fonksiyonlarin cebiride C*° (M, R) olmak iizere,

<, >: x(M) x x(M) — C*(M,R)

11



doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa, bu doniigsiime M iizerinde Riemann
metrigi yada metrik tensér denir.

(i) <,> doniigiimii 2-lineerdir,
(ii) <, > doniigiimii simetriktir,
(iii) < X, X >>0, < X, X >=0 X =0,X € x(M) .

Uzerinde Riemann metrigi tanimlanmis olan C° —manifolda , Riemann
manifoldu denir, [12].

Tanim 1.1.18

M bir C*° -manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarinin uzayr x (M) ve
C fonksiyonlarin cebiride C*° (M, R) olmak iizere;

<, >: x(M) x x(M) — C*(M,R)

operatorii agagidaki ozellikleri saglarsa M ye bir yari-Riemann manifoldu
denir.

(i) <,> doniigiimii 2-lineerdir,
(ii) <, > doniigiimii simetriktir,
(iii) VY € x(M) i¢in < X, Y >=0= X =0 ,[12].

Tanim 1.1.19

Bir C*° -manifold M ve M iistiindeki vektor alanlarimin uzay: x (M) olsun.

D xX(M) x x(M) — x(M)
(X , Y) — DyY

operatorii

() Dx(Y + Z) =DxY +DxZ X,Y,Z € x(M)
(i) Dix4v)Z = DxZ + Dy Z

(iii) Dy;xY = fDxY , f € C®(M,R)

(iv) DxfY = fDxY + X[f]Y

ozellikleri sagliyor ise D ye M iizerinde bir afin koneksiyon ve Dx e de
X vektor alani yoniinde kovaryant tirev denir, [10].
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Tanmim 1.1.20
Eger bir av : I — E™ egrisi {izerinde Y bir C* vektor alani ve « iizerinde
DrY =0

ise Y vektor alanina « egrisi iizerinde bir paralel vektor alanidir denir. Eger
bir « egrisi iizerinde
DT =0

ise « egrisine bir geodezik egri adi verilir, [10].
Tanim 1.1.21

M bir yari-Riemann manifoldu ve M tizerindeki afin koneksiyonu D olmak
lzere,

(i) [X7Y] = DXY_DYX ) X7Y S X(M>
(i) X[<Y,Z >] =< DyY,Z > + < Y,DxZ > , Z € x(M)

ozellikleri saglaniyor ise D ye Riemann koneksiyonu denir, [12].
Tanim 1.1.22

M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. X, Y € T),(p) olmak iizere

R Ty(p) x Tulp) x Tulp) x Tulp) — R
(Xp ) Y, ) Zy ) Wp) - R(Xpa Yy, Zp, Wp)
R(XmY;?? Zp> Wp) =< Xpa R(Zp> WP)YZD >

seklinde tanmimli 4. mertebeden kovaryant tensor alanina Riemann egrilik
tensor alany ve bunun bir p € M noktasindaki degerine de Riemann egrilig:
denir ve

K(p) =< X,R(X,Y)Y >
bi¢iminde gosterilir, [12].
Tanim 1.1.23

G bostan farkh bir ctimle olsun.

G x @ — d

(z , y) — z-y

13



ikili iglemi agagidaki ozellikleri saglarsa (G, -) ikilisine bir grup denir.

() Vz,y,z€Gigin (z-y)-z=x-(y-2),

(ii) Vo € G i¢in e- 2 = = - e = x olacak sekilde G de bir tek e birim
eleman vardir.

(iii) V2 € G i¢in = - 2’ = 2’ - © = e olacak sekilde G de bir tek 2’ inversi
vardir.

Eger G grubu " - " iglemine gore degisimli ise, yani V z,y € G ic¢in

x -y =y -z saglamyorsa, G ye degigimli grup denir, [6].
Tanim 1.1.24
G bir grup olsun. (G,G,) C Gpy1,n=0,1,...,s — 1 olmak iizere
G=Gy> G >..>Gs={e}

bi¢ciminde G nin normal alt gruplariin bir serisi varsa G ye nilpotent grup
denir.

Tanim 1.1.25

Bir (G,-) grubu ve bir (X, 7) topolojik uzay: verilsin. Eger agagidaki
aksiyomlar saglanirsa (G, X, 7) tigliisiine bir topolojik grup denir.

(i) X in noktalarmm ciimlesi ile G nin elemanlarimin ctimlesi aynidir.
(i)
X x X — X

(@ , b) — a-b!

iglemi stireklidir. Burada G ye topolojik uzayin temel grubu ve X e de
topolojik uzaym temel uzay: denir, [9].

Tanim 1.1.26
G bir topolojik grup ve a € G olsun.

L(a): G — G

r — ax

14



doniigiimiine sol dondigiim,
R(a): G — G

T — za
doniigiimiine de sag dénigim denir, [9].
Tanim 1.1.27

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun. Eger
asagidaki ozellikler saglanirsa (M, G) ikilisine bir Lie grubu denir.

(i) M nin noktalar1 G nin elemanlar ile ¢akigir.
(ii)
(6 7el G x G — G
(@ , b)) — ab™?
doniigtimii diferensiyellenebilirdir, [9].

Tanim 1.1.28

(V,®, F,+,-,®) olmak iizere V' ciimlesi F' cismi iizerinde bir vektor uzay1
olsun ve ® islemi
®: V. x V — V
(a ’ ﬁ) — a® 6

olmak tizere

() VapeVveVacFign(a®a)®f=a0 (a®f)

() Va,B,yeVign (a®p)®@y=(a®7) & (B®7)

(iii) V o, 8,7y € Vicin a® (B®7) = (a® ) ® (a®7) ozellikleri
saglaniyorsa (V, @, F,+,-,®, ®) cebirsel yapisina cebir denir.

Eger V a, B, v € V i¢in

() a® (@) = (a® B) @~ saglaniyorsa V' ye birlesimli cebir,
(ii) y® B = f ® v saglaniyorsa V' ye degigimli cebir,

(iii) y® e = e ® v =« saglamyorsa V' ye birimli cebir denir, [6].

Tanim 1.1.29

K bir cisim olsun. m1lg = O olacak sekilde m > 0 tamsayis1 varsa boyle
m lerin en kiigiigiine K cisminin karakteristigi denir, [6].

15



Tanim 1.1.30

Karakteristigi sifir olan bir K cismi tizerinde Lie operatorii ile tanimlanan
lineer bir uzaya Lie cebiri denir, [6].

Tanim 1.1.31
(M, g) ve (N, h) iki Riemann manifoldu ve
5 (M.g) — (N,
bir doniistim olsun.
Bi(f) = | b dpyi (1.1.1)
integraline f in Q C M kompakt bolgesi tizerindeki enerjisi denir, [1].
Tanim 1.1.32
(M, g) ve (N, h) iki Riemann manifoldu olsun.
f1(M,g) — (N, h)

doniigiimii (1.1.1) enerjisinin kritik noktasi ise f e harmonik dondisim denir,

[2].
Tanim 1.1.33
(M, g) ve (N, h) iki Riemann manifoldu ve
f:(M,g) — (N, h)
bir doniigiim olsun. f in gerilim alana
7(f) =izVdf

bigiminde tanimlanir, [2].
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Tanim 1.1.34
(M, g) ve (N, h) iki Riemann manifoldu ve
[ (M,g) — (N, h)

bir doniistim olsun. 7 (f) , f in gerilim alam ve dv, de M in hacim elementi
olmak {izere,

Ealf) = [ e ()7 (1), (112
integraline f in Q C M kompakt bolgesi tizerindeki bienerjisi denir, [1].
Tanim 1.1.35
(M, g) ve (N, h) iki Riemann manifoldu olsun.
f(M,g) — (N, h)

donitigiimii (1.1.2) bienerjisinin kritik noktasi ise f e biharmonik donigim
denir, [2].

Teorem 1.1.36

M bir Riemann manifoldu ve v : I — M biharmonik egri olsun. Bu
takdirde ~y egrisi
VA + R(Y, V) =0
denklemini saglar, [4].
Tanim 1.1.37
M bir manifold v : I — M bir egri olsun. w 1-formu igin
w(y) =0

bigiminde ise v egrisine horizontal egri denir, [5].
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2. BOLUM

2. Heis? HEISENBERG GRUBUNDA BiHARMONIK EGRILER

2.1 Heis® Heisenberg Grubunun Genel Yapisi

1 t
Heis® = {w=w(x,y,t)=| 0 y | :x,y,t € IR
0 1

o~ 8

olmak tizere
Heis? =C xR ={(z,t): 2 € C,t € R}

Heis?® ciimlesi iizerinde

~ ~ - ~ 1. 1.

carpim islemi tamimlansm. O zaman Heis® ciimlesi bu islemle birlikte bir
gruptur.

Heis® grubunun birim elemam 0 = (0,0,0) ve herhangi bir (z,t) ele-
maninin tersi (z,¢) "' = (—z, —t) seklindedir.

Herhangi a,b € Heis? elemanlarinin komiitatorii

[a,b] = aba'b!

seklinde tanimlanir.
Kabul edelimki

a=(z1,y1.t1), b= (22,90, t2), ¢ = (x3,ys,t3) € Heis’
olsun. Buna gore;

la, b] 21, Y1, 1) (T2, Yo, ta) (1, Y1, t1) (T, Yo, t2)
r1, Y1, t1) (@2, Yo, t2) (=21, —y1, —t1) (=22, —Y2, —t2)
T4+ T — 21— To, Y1 + Y2 — Y1 — Yo, t1 Hto — 1 — ta + @)

0,0, )

(
(
(
(

18



Burada o = z1ys — x2y; bigimindedir. Buradan [a,b] # 0 dir. Bu nedenle
Heis?® grubu degisimli degildir. Diger taraftan a,b,c € Heis® elemanlarinin
¢ift komiitatorii;

Ha7 b] 70] = (0,0,04),(x3,y3,t3)]

[

(07 07 OZ) (:E3a Ys, t3)(07 Oa —Oé)(—l‘g, —Ys, _t3)
= (3 —x3,y3 — Y3, + 13— —t3)

(

dir. Dolayisiyla Heis® grubu, 2-adim nilpotent Lie grubudur. Heis® grubu
i¢in g metrigi;
1 1
g = dz® + dy? + (dt + §yda: — §a:dy)2 (2.1.2)

seklinde tamimlanir, [1]. Heis® grubunun Lie cebiri heis® olmak iizere

o 1 0 o 1 0 0

e = a—x — §y§, €y = a—y + 511&, €3 = E (213)

ortonormal bir baz ve duali de
1 2 3 1 1
0" =dx, 60°=dy, 0 :dt+§ydx—§xdy
olsun. Burada ey, e9, e3 vektor alanlar: i¢in bracket operatorii,
[617 62] = €3, [637 61] = 07 [627 63] = 0

seklinde tanimhdir. Gergekten,

[61762] = €162 — €261
1 1 1 1
= (1,0,—=9)(0,1,=2) — (0,1, =2)(1,0, —=
(1,0.=59)(0.1, 52) — (0.1, 52)(1,0. =)
_(111 1+1) (111 1 1)
- Wt Te¥ Ty bt T YTy
(0,0,1)
= €3,
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[63,61] = €361 — €163

1 1
= <0a071)(1a0a_§y) - (17(),_59)(0,0,1)

1 1
= (1,0,1—=y)—(1,0,1—=

(7 ) 2y) (7 ) 2y)
= (0,0,0),

[62763] = €263 — €362

1 1
= (0,1, 51:)(0,0, 1) —(0,0,1)(0,1, 51:)

1 1
= (0,0,0)

dir. Yani
[61, 62] = €3, [63, 61] = 0, [62, 63] =0. (214)

Onerme 2.1.1
2 2 1 1 2
g =dz” + dy* + (dt + §yd:v - §xdy)

metrigin Riemann koneksiyonunun kovaryant tiirevlerine ait matris;

Velel Vel ()] Vel €3 0 €3 —E€9
V= v62€1 V62€2 V62€3 = 5 —€3 0 €1 (215)
ve3€1 Ve3 ()] Ve3 €3 —€y €1 0

seklindedir. Burada matrisin (4, j) — yinci elemam V.e; (1 <i,j < 3) dir.
ispat:

X, Y, Z vektor alanlar1 i¢in Coshul formiilii

1
<VxY,Z >= §{< X Y], Z>—-<[Y,Z],X >+ < [Z,X],Y >}

20



bigimde tanimlanir. Burada ey, ey, e vektor alanlar1 kullanilarak,
1
< Ve er,e3 >= §{< er,e1],e3 > — <[er, e3],e1 > + < [e3, e1],e1 >}

1
< Ve,e€1,€3 >= §{< 0,e3 > — < 0,61 >+ <0,e; >}

< Vge,e3>=0

elde edilir. (2.1.3) den e3 # 0 oldugundan
V.1 =0 (2.1.6)

dir. Benzer hesaplamalarla,

< Ve, e9,63 >= %{< le1, 2], e3 > — < [ea, e3],e1 > + < [es, e1], €2 >}

< Ve 69,63 >= %{< es, e3> — < 0,61 >+ < 0,69 >}

< Veq,e3 >= %
elde edilir. Buradan

1 1
< Ve €2,€3 >= ) —> 2V, 63 = €3 = V63 = 563

dir. Diger kovaryant tiirevlerde benzer hesaplamalar sonucu,

1
Velel =0, v6162 = 563 s V€1€3 = 562
1 1
Vaer= =3¢, Ve =0, Vaes = e
1
Veser = _562 s Vegea = 561 y Vege3 =10
elde edilir.
Tanim 1.1.22 den
Rape = R(eav eb)ec ) Rapea = R(@a, €p, Ec, ed) (217)

yazilir. X,Y, Z € x(M) olmak iizere,
R(X, Y)Z - —VXVYZ —|- VYVXZ —|— V[X,Y]Z
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den Ri9; = R(ey, €2)e; hesaplanirsa,

R(ei,ez)er = =V, Ve,er + Ve, Veer + Vi e1€1
= Ve (—5e0) + Varl0) + Veer
1 1
= —162 - 562
B 3
= 10

olur. Ry, Ro3s ve Ris12 de benzer sekilde

3 1 3

Ry = —162 , Riz1 = 1_163’ Rigg = 161
1 1
Raso = 163 , Ris3 = —161
3 1
R =— R =R = -
1212 1’ 1313 2323 1

elde edilir.
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2.2 Heis® de Biharmonik Egriler

v : I — Heis® yay uzunlugu ile parametrize edilen diferensiyellenebilir
ve diizlemsel olmayan bir egri olsun. {7, N, B} ise Heis® de v boyunca
ortonormal cat1 alani olsun. ~ egrisinin; 7" teget, N normal ve B binormal
vektor alani olup {7, N, B} ye Frenet ¢atisi denir. O zaman k = |VT| # 0
ve T ya, sirasiyla, v min egriligi ve torsiyonu adi verilir. Buna gore Frenet
denklemleri,

VT = kN
VN = —kT —7B (2.2.1)
VTB = 7N

seklinde yazilir, [3]. Ayrica
T = Ties +They + Tzes
N = N1€1 + N2€2 —+ N3€3 (222)
B = B1€1 + 3262 + B3€3

olarak ifade edelim. (2.2.1) denklemlerinden ;

VAT + R(T,kN)T =0 (2.2.3)
esitligini hesaplayalim. Ilk olarak;
VAT = V2(VeT)
— VA(kN)
= Vr(V7EkN)
= Vq(K'N + k(—kT — 7B))
= K'N+ kK (—kT — 7B) — 2kk'T — k*(kN) — k'tB — 7'kB — k7(TN)
= (=3kK"T + (K" — k* — k7*)N + (—2k't — 7'k)B
dir. Bu ifadeyi, (2.2.3) de yerine yazilirsa
(=3kKNT + (K" — k* — k7®)N + (=2k't — 7k)B + kR(T,N)T =0
elde edilir. Yukaridaki esitlik, sirasiyla, T, N, B ile i¢ carpima tabi tutulursa
—3kk" = 0
K'—k* —kr* + kR(T,N,T,N) = 0 (2.2.4)
—2k't — 7'k + kR(T,N,T,B) = 0
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sistemi elde edilir. Egrilik tensoriiniin her bilesene gore lineer olmasi ve
(2.2.2) esitlikleri,

3
R(T,N,T,N)= Y T,N,T;N;Ry;
4,5,l,p=1

denkleminde gtz 6niine alinirsa,

R(T,N,T,N) = TiNoTiNyRi212 + T1 NoTo Ny Rig21 + ToN1To Ny Ry0:
+ToN1T1 NoRo112 + T1 N3T1 N3 Ry313 + T1 N3 T3 N1 Ry33:1
+T3N1T3N1 R3131 + T3N1T1 N3 R3113 + ToN3To N3 Ragos
+T3N3T3 N2 Rozsa + T3NoT3Na R3asa + T3N2T2 N3 Ragos

bulunur. (2.1.9) dan

3 3 3 3
R(T,N,T,N) = —-TIN] + ~TyN,ToN; — ~Ty N} + ~To N, Ty N,

4 4 4 4
+1T2N2—3TNTN +1T2N2—1TNTN
4134133143143113
Yrenz _ Yoo, 4+ trene L
+4 2-'3 4 24V3+43 2"’4 3N2 4T3N2T2N3
yada
3 1
R(T,N,T,N) = _1<T1N2 —ToNy)? + Z(TIN3 —T5N;)?  (2.2.5)
1
+Z(T2N3 - TsN2)2
elde edilir.
€1 €9 €3
B = TxN= T1 T2 T3
Ny Ny N

= Blel + Bgeg —+ B3€3
oldugundan

By = T3N3 —13N,
BQ - T3N1 - T1N3
By = TiN; —TolN,
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olur. Bu degerler (2.2.5) de yerine yazilirsa

3 1 1

elde edilir. Burada B = Bie; + Bses + Bses birim uzunluklu oldugundan,

B +B;+B; =1
dir. Bu deger son esitlikte goz oniine alinirsa,

1
RLN.TN) = ~5B?+ (1~ B))

1
R(T,N,T,N) = Z—Bg (2.2.6)

olur. Benzer sekilde R(T, N, T, B) hesaplanirsa

3
R(T,N,T,B) = Z TiN,T; Bj Ripij,

i7j7l7p:]-

R(T,N,T,B) = TiNyT1ByRin1s + T1NoTy By Rigoy + ToN1To By Royon
+T5N1T1 BaRoy12 + T1N3T1 B3 Ryzi13 + 11 N3T3B1 Ri33:1
+13N113B1R3131 + T3N111 B3 R3113 + 12 N3T2 B3 Ra3a3
+15N313B3 Ras3z + T3NoT3 By R3aza + T3 NoT2 B3 R3o3,

3 3 3 3

= -3 2Ny By + Zle\f2T2B1 — ZTleBl + ZTleTlBa
—i—szNng - iT1N3TsBl + £T§N1B1 - iTiﬂNlTlBi%
+}l 5 N3 By — iTzN:’,T:sBz + iT??NZB2 + %lT3N2T2B3‘
Gerekli diizenlemeler yapilirsa
R(T,N,T,B) = —2(TlBg — ToBy)(T1 Ny — ToNy)
(TN, — TN (T3 By — TyBy)
1

+Z<T2N3 - T3N2)<T233 — T3B2)
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bulunur. B =T x N oldugu yukaridaki ifadede goz 6niine alinirsa,

1 1
R(T, N, T, B) - ZNng - ZNQBQ - ZNlBl (227)
olur. Ayrica (2.2.2) den,
NlBl -+ NQBQ + Nng - O (228)

yazilir. Buradan N3B3 = —N1 By —

Oniine alinirsa,

N3 By bulunur. Bu deger (2.2.7) de goz

3 1
R(T,N,T,B) = Z_LNBBB’ + Z(_N2BQ — N1 By)
3 1
— INyBy+ {NiBy
R(T,N,T,B) = NyBy (2.2.9)

olur. (2.2.6) ve (2.2.9) ifadeleri (2.2.4) de yerine yazilirsa,

—3kk' = 0

1
KN — K — kr? + k:(;l —B}) = 0 (2.2.10)
—leT - le + kNng =0

elde edilir.
Teorem 2.2.1:

v : I — Heis® yay uzunlugu

ile parametrize edilmis bir diferensiyel-

lenebilir egri olsun. O zaman 7 egrisinin non-geodezik biharmonik egri olmasi

icin gerek ve yeter sart

k
k% + 72

!/
T

dir. Burada k ve T egrinin, sirasiyla,
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

= - - B (2.2.11)

egrilik ve burulmasi; N3, Bs ise C'*°—simifindan
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ispat:

(=) Kabul edelimki v yay uzunlugu ile parametrize edilmig non-geodezik
biharmonik egri olsun. Biharmonik egri tanimindan dolayi (2.2.3) sart1 saglanir.
(2.2.10) sisteminin ilk denklemden k = sbt # 0 oldugu goriiliir. Ayrica bu
deger (2.2.10) sisteminin ikinci ve {igiincii denklemlerinde yerine yazilirsa

ki
K~k + 7 —kB} = 0

—T,/'C + k’Nng =0

bulunur. Bu esitliklerin her iki tarafi £ # 0 sabiti ile boliiniirse,

1
N 1 B} (2.2.12)

7'/ = Nng

elde edilir.

(«<:) Kabul edelimki (2.2.11) sistemi saglansimn. (2.2.11), (2.2.10) da
gozoniine alinirsa (2.2.3) denkleminin saglandigi goriiliir. O halde « bihar-
monik egridir. Bu da ispati tamamlar.ll

Teorem 2.2.2:

v : I — Heis® yay uzunlugu ile parametrize edilen non-geodezik egri ve
k = sabit # 0 olsun. Eger N3Bs # 0 ise o zaman v biharmonik egri degildir.
Burada k, 7 egrisinin egriligi ve N3, B3 ler C*°—simifindan diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir.

ispat:

Ispat1 olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelimki N3Bs # 0 ve
~ bir biharmonik egri olsun. Gosterelimki v bir biharmonik egri degildir.
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Gergekten; VT kovaryant tiirevi igin (2.1.5) kullanilirsa

VT = Ve imhestTies (Ther + Toeo + Taes)
= Ti{V. (Tiers + Tres + Tse3)} + To{ Ve, (The1 + Tres + Tse3)}
+T3{Ve3 (T161 + T2€2 + T363)}

1 1
= Tl{(VelTl)el + (V61T2)62 —+ §T2€3 + (Veng)eg — §T3€2}
1 1
+T2{(V€2T1)el — §T1€3 + (VEZTg)eg + (v82T3)63 + §T361}
1 1
+T3{(VE3T1)61 — §T1€2 + <ve3T2)€2 + §T2€1 + (ve3T3)€3}

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

= [Ti(Ve,Th) + T5(Ve, 1) 4 T5(Ve, Th) + T5T5)eq
+[T1(V61T2) -+ T2<V62T2> -+ Tg(VesTg) — T1T3]€2
+[Tl(velT3) + T2<V€2T3) + T3(V€3T3>]63

bulunur. Ayrica T = Tie; + Thes + Tze3 oldugu VT de goz oniine alinirsa

Vrly = VT131+T252+T3e3 (Tl)
VTTl — Tl(VelTl) —|— TQ(VBQTI) + Tg(ve3T1) - TI/

bulunur. Benzer islemler V75 ve V1T5 igin yapilirsa

ViTy = Ti(V,Th) + To(Ve,Th) + T5(Ve,1h) = Tll
ViTy = Ti(Ve,Ts) + To(Ve,Tn) + T3(Ve,To) = Ty (2.2.13)
ViTs = Ti(VeTs) + To(Ve,T3) + T5(Ve, T3) = Ty

elde edilir. Bu degerler son esitlikte yerine yazilirsa;
VT = (T + ThyT)er + (T — ThT3)es + Thes (2.2.14)

olur. Diger taraftan, (2.2.1) in ilk esitliginde, normal vektor alani1 N nin,(2.2.2)
deki degeri yerine yazilirsa

VTT = kNlel + kNQ@Q + ]ﬂNgEg (2215)
bulunur. (2.2.15) ile (2.2.14) kargilagtirilirsa
(Tll + T2T3)€1 + (TQI - T1T3)€2 + Té€3 = k:Nlel + k,’Ngez -+ ]’CN3€3 (2216)
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yazilir. Buradan
kN3 =Ty (2.2.17)

elde edilir. F(s), reel degerli bir fonksiyon olmak iizere kabul edelimki,
T5(s) = kF(s), f(s)=F'(s), k=sabit #0 (2.2.18)
olsun. (2.2.18) sistemi (2.2.17) ile birlikte diisiiniiliirse
Ns(s) = f(s) (2.2.19)

olur.
T = T1€1 + T2€2 + T363 (2220)

birim teget vektor alanmi oldugundan,
TP =T+ T3 + T3 = 1
dir. Burada (2.2.18) deki T3(s) ifadesi yerine yazilirsa,
TP+ 15 + (kF(s))? = 1
TP+ T3 = 1—(kF(s))?
olur. Son ifade trigonometrik olarak parametrize edilirse
71 = 1—(kF(s))?cosf(s) (2.2.21)
T, = /1—(kF(s))?sinf(s)
seklinde yazilir. (2.2.18) ve (2.2.21) egitlikleri (2.2.20) de goz oniine alinirsa,
T = /1—(kF(s))?cosf(s)er ++/1— (kF(s))?sin((s)ez(2.2.22)
+EkF(s)es

elde edilir. Diger taraftan, (2.2.18) den 7% iin, (2.2.21) den 77 ve T3 nin
tiirevleri hesaplanir. Hesaplanan degerler ile (2.2.18) ve (2.2.21) birlikte,
(2.2.14) de gvz 6niine ahmirsa,

VT = (VT RFEEE — B()sinBls) — ——— L cos f(s))ex

1—(kF(s))
, K*Ff .
- — (EF(8))2(kF — (B'(s)) cos B(s) — sin 3(s))esy
(V= REGIP(F = #s) cosis) = ot sin ()
+kfes (2.2.23)

29



elde edilir. Ayrica (2.2.1) den
k= |VT)? (2.2.24)

yazilir. (2.2.23), (2.2.24) de goz 6niine alinirsa,
K= (1= (kF(s))*)(kF — ('(s))?sin’ 5(s) + 1= (hF(5)?

K2Ff ,

i i) s )
L Y
[ Ger(y o )

+24/1 — (kF(s))2(kF — B'(s)) : _]{:2(5]‘];(5))2 sin B(s) cos B(s) + k* f?

—2y/1 = (kF(s))*(kF = B'(s))

+(1 = (kF(s))*)(kF — 3'(s))* cos® B(s) +

= (1= ) EF = 516050 5(5) + o o 36
+(1 — (kF(s)})(kF — B'(s))? cos® B(s) + % sin? 5(s)) + k* f2

bulunur. Bu esitlik k% ye gore diizenlenirse

(1=K = (1= (kF()*)(kF — 5'(5))*(sin® B(s) + cos® 5(s))

]{34F2f2 . 9 9
+W(sm B(s) + cos® (s)).

olur. Gerekli diizenleme yapilirsa

(1= (RF)PEF = 50 + 1=y + (1= PR = .
veya 1 f2 kQFZ
(F = ) = = G
ya da

RE — B/(s) = +k \/11_—<J; 2};(;;;5 ’ (2.2.25)
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elde edilir. (2.2.25), (2.2.23) de kullanilir ve V7T = kN esitligi goz oniine
alinirsa

(i\/l—f2—k2F2 .

N — P sin B(s) — Ny cos B(s))er (2.2.26)
JI— 2 iR KFf
+(£ N TABIE cos 3(s) — Ny sin 3(s))es

+fes
bulunur. Diger taraftan B =T x N oldugundan,

€1 (&) €3
B = TxN= T1 T2 T3
N, N; Nj

= (TyN3 —T3N3)e; + (T5Ny — T1N3)eg + (T1Ny — ToNy es

olur. Burada (2.2.2) den B nin degeri gtz tniine alinirsa,
Blel + Bgeg + 3363 = (T2N3 — T3N2)€1 + (T3N1 — T1N3)62 + (T]_NQ — T2N1)63

yazilir. Buradan da
B3 - T1N2 - T2N1 (2227)

elde edilir. (2.2.21) ve (2.2.26) dan, sirasiyla 77,75 ve Ny, Ny nin degerleri
(2.2.27) de yerine yazilirsa

Bs = V1 —Ek?F2cosf3(s \/1 it cos B(s) — ﬂsmﬁ(s)]

V1—Ek2F? V1 —Kk2F?
— 2 _ j2f2
—V1—k2F?sin 3(s \/1\/1f_7k2;2F sin 3(s) — \/1]{:%152172 cos 3(s)]
= +/1 — f2— k2F2cos® §(s) — kF f sin 3(s) cos B(s) (2.2.28)

++/1 — f2 — k2F2sin® B(s) + kF f sin 3(s) cos 3(s)
= +4/1— f2 — k2F2(sin? 8 4 cos? B(s))

= +/1— f2 — k2F? (2.2.29)
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olur. (2.2.1) denkleminde ikincisi ej ile i¢ carpima tabi tutulursa,
< VrN,e3 >=< —kT — TB,e3 >= —kT5 — 7Bs (2230)

bulunur. Simdi V7N yi hesaplayalim. Bunun igin (2.2.2) den 7' ve N nin
degeri g6z Oniine alinarak,

VN = Ve +ThestTses (N1€1 + Noea + Nses)
= Ti(Ve, (Nieg + Noes + Nsez)) + To(Ve, (N1eg + Noes + Nies))
+T3(V63 (N1€1 + NQGQ + Ng@g))
1

1
= Ti[(Ve,Ni)er + (Ve Nodeg + (Ve N3)es + §N2€3 — §N3€2]

1 1
+T2[(V62N1)61 + (v62N2)€2 + (V62N3)€3 — §N1€3 + §N3€1]

1 1
+T3[(V63N1)61 + (V63N2>€2 + (Ve3N3)€3 - §N162 + §N2€1]

1
= [11(Ve,N1) +T2(Vey N1) + T3(Vey N1) + §(N3T2 + T3Ng)]eq
1
+[T1(Ve, No) + T5(Vey No) + T5(Vey No) — §(N1T3 + T1N3)(252.31)
1
+[T1(velN3> + T2<V82N3) -+ T3(V63N3) —+ §(N2T1 — TgNl)]eg

elde edilir. Ayrica T = Tieq + Tses + Tze3 oldugu Vo N; de goz 6niine alinirsa

VrN;y = VT161+T2€2+T363(N1>
ViNi = Ti(Ve,Ni) + To(Ve, Ni) + T5(Vey Ni) = Nj

bulunur. Benzer iglemler V, Ny ve VN3 icin yapilirsa

VeNi = Ti(Ve Ny) + To(Ve,N)) + Ta(Ve, Ny) = NI (2.2.32)
VrNy = Ti(Ve,No) + To(Ve,No) + T3(Ve, No) = N
VN = T1(VeNs) +T5(Ve,N3) + T5(Ve, N3) = Né

elde edilir. (2.2.32),(2.2.31) de yerine yazilirsa,
1
VN = [N+ 5 (NsTz + TsNs)]es (2.2.33)

1 1
+[NG = 5 (N Ts + TiNg)Jea + [N + o (NoT1 — Toli)]es
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bulunur. Bu ifade e3 ile i¢ carpima tabi tutulursa,
, 1
< VTN, €3 >= Ng + §(N2T1 — TgNl) (2234)
elde edilir. (2.2.34) de (2.2.30) g6z 6niine alinirsa,

1
< VTN, €3 >= Né + 533 (2235)

yazilir. (2.2.30) ve (2.2.35) denklemleri karsilagtirilirsa,
, 1
NS + 533 = —kTg - TB3 (2236)

olur. (2.2.18) den T3, (2.2.19) dan N3 ve (2.2.29) den Bs degerleri, (2.2.36)
da yerine yazilirsa,

1— f2 _ p2f2
f@t‘/ f2 = —k’F £71— f2 — k2F?
ya da
f +kF
T =
\/1—f2—k2F2

elde edilir. Kabuliimiizden ~ biharmonik egri oldugundan (2.2.11) sisteminin
tigtincii denkleminden,

1 B, 1
—-=28_ 2.2.
2 N; 2 (2:2.37)

7_/

"B
yazilir. (2.2.38) degeri, (2.2.37) de goz 6niine alinirsa

N; (2.2.38)

By 1 BB, 1

TTN, 27 T/ T3

olur. Buradan
277 = 2B3By — 7'

() = (B3~
=Bl —T+c (2.2.39)
elde edilir. Burada ¢ keyfi sabittir. Diger taraftan (2.2.11) den

1
Bgzz—k?—# (2.2.40)
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yazilir. (2.2.11) den k = sabit # 0 oldugu ile (2.2.40) degeri (2.2.39) da
yerine yazilirsa
27 + 7 =c, c = sabit

elde edilir. Bu durumda 7 sabittir. Bu ise 7/ = N3Bs # 0 varsayim ile
celisir. O halde ~ biharmonik egri degildir. Ispat tamamlanir.l
Buradan agagidaki sonug verilebilir:

Sonug 2.2.3:

v : I — Heis® yay uzunlugu ile parametrize edilen non-geodezik egri
olsun. O zaman ~ egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

= sabit #0
= sabit (2.2.41)
Nng - 0
1
]f2 + 7'2 = Z — B§

olmasidir. Burada k ve 7, sirasiyla, egrinin egrilik ve burulmas: ve N3, B3 de
C*>*—smifindan diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
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2.3 Heis® Heisenberg Grubunda Biharmonik Helisler
Teorem 2.3.1:

v : I — Heis® yay uzunlugu ile parametrize edilen non-geodezik egri

olsun. Bz = 0 ise 72 = i dir. Bu takdirde v biharmonik egri degildir.

Burada 7 egrinin burulmasi, N3, Bs ise C*°—smifindan diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir.
ispat:

Kabul edelimki B; = 0 olsun. Ilk olarak 72 = % oldugunu gosterelim. o =

a(s) ve f = [(s) olmak iizere (2.2.22) denkleminde kF = cosa olarak
alimirsa, T birim vektor alani;

T = sin a cos ey + sin asin Seg + cos aes (2.3.1)
seklinde yazilir. (2.2.20) ve (2.3.1) egitlikleri birlikte diisiiniiliirse
Ty =sinacos 3, Ty =sinasinf, T3 = cosa (2.3.2)

elde edilir. Bu degerler (2.2.14) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

VT = (o’ cosacosB — (8" — cosa)sinasin f)e;
+(a’ cosasin B+ (8" — cos a) sin o cos ) ey (2.3.3)
—a/ sin cves

elde edilir. Diger taraftan (2.2.2), (2.2.1) de goz oniine alinirsa
VTT = kNlel + k‘N2€2 + kNgeg (234)
olur. (2.3.3) ile (2.3.4) birlikte diisiiniiliirse

kNiey + kNaey + kNzes = (o’ cosacos S — (8 — cosa)sinasin 3)e;
+(a’ cosarsin B + (8" — cos @) sin v cos ) ey

—a/ sin aves

35



yazilir. Iki fonksiyonun esitligi tanimindan

1
N, = E(O/ cosacos 3 — (3" — cos a) sin asin 3)
1
Ny = %(o/ cosasin B + (' — cos ) sin a cos 3) (2.3.5)
1
Ny = —EO/ sin o

elde edilir.
€1 €9 €3
B=TxN = T1 T2 T3
N1 Ny Nj

B = (T2N3 - T3N2)€1 + <N1T3 — N3T1)€2 + (TlNQ - T2N1)€3 (236)

olur. (2.2.2) den B nin degeri goz 6niine alimrsa

3161 + Bgeg + 3363 = <T2N3 — T3N2)€1 + (Nng — N3T1)€2
—|—(T1N2 - T2N1)€3 (237)

yazilir. Buradan
Bg - T1N2 - T2N1 (238)

elde edilir. (2.3.3) den T ve T3, (2.3.5) den N; ve Ny degerleri (2.3.8) de
yerine konursa

By = % sin acos Bla’ cos acsin 8 + (8 — cos a) sin a cos 3]
1
~Z sin arsin S’ cos asin B + (8" — cos ) sin av cos ]

ya da
B, — sin? Q<5;€_ Cos o) (2.3.9)

bulunur. (2.3.9) da kabul edelim ki Bs = 0 olsun. Bu durumda sina = 0
veya [3' — cosa = 0 olmahdir. Buna gore;
(i) Eger sina = 0 ise (2.3.3) den T' = e3 olacagindan 7 bir geodezik egri
olur. Dolayisiyla v non-geodezik bir egri oldugundan sin o # 0 olmalidir.
(ii) Eger

f —cosa=0 (2.3.10)
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ise (2.3.10) esitligi (2.3.3) de goz Oniine alinirsa
V1T = a/(cos acos fey + cos asin ey — sin aes) (2.3.11)

bulunur. o' > 0 alinmasi1 genelligi bozmaz. O zaman (2.2.1) ve (2.3.11)
birlikte goz oniine alinirsa,

N = cosacosffe; + cos asin ey — sin aes (2.3.12)
B = —sinfe; + cos fesy

yazilabilir. Diger taraftan (2.3.5) den Ny, N}, N} hesaplanir. Hesaplanan bu
degerler ile (2.3.5) ve (2.3.1) degerleri (2.2.33) de yerine yazilirsa,

1 1
VrN = (—ad'sinacosf — 5 sin 8)e; + (—a’sinasin 3 + 5 cos B)es
—a’ cos aes (2.3.13)

elde edilir. (2.3.13), (2.3.12) daki B ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

1
< VrN,B >= 3 (2.3.14)
bulunur. Ayrica (2.2.1) sisteminin {igiincii denklemi ile B i¢ ¢arpima tabi
tutulursa,

—7=<VrN,B > (2315)
olur. (2.3.14) ve (2.3.15) birlikte diigiiniiliirse,

1
=3 (2.3.16)
ya da
1
2 —_ -
T

elde edilir. Simdi v egrisinin biharmonik olmadigin gosterelim. (2.2.11) in
ikinci denkleminde (2.3.16) kullanilirsa,
1 1
E+-=--D?2
1T

olur. Hipotezden B2 = 0 oldugu burada gz 6niine ahmirsa k = 0 elde edilir.
Bu ise (2.2.11) in birinci denklemi ile geligir. O halde v biharmonik egri
degildir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.ll
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Sonug 2.3.2

v : I — Heis® yay uzunlugu ile parametrize edilen non-geodezik bihar-
monik helis olsun. O takdirde,

By = sabit #0

Ny = 0 (2.3.17)
1
k2 + 7'2 = Z — Bg

esitlikleri gegerli olur.
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2.4 Heis® de Non-Geodezik Biharmonik Egriler icin Parametrik

Denklemler

Yardimci Teorem 2.4.1:

v : I — Heis® yay uzunlugu ile parametrize edilen non-geodezik bir egri

olsun. Eger N3 = 0 ise
a = sabit

dir.
ispat:
~ yay uzunluklu bir egri oldugundan
v =T =Tie; + They + Taes

ve
Tl =1

dir. (2.2.1) ve (2.2.13) birlikte diistiniiliirse
(T} + ToT3)ey + (Ty — ThT3)eq + Thes = kNyeq + kNaeg + kN3es
yazilir. Iki fonksiyonun esitligi tanimi kavrami tanimi geregince
Ty =kN3, k#0
olur.hipotezden N3 = 0 oldugundan,
T3=0 & T3 = sabit
elde edilir. O halde (2.3.1) den
Ts = cos o = sabit

olur. Boylece ispat tamamlanir.ll
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Teorem 2.4.2

Heis? de biitiin non-geodezik biharmonik egrilerin parametrik denklem-
leri

z(s) = % sinasin(As +a) + b

1
y(s) = 1 sina cos(As +a) + ¢

sin? o b .
2(s) = (cosa+ 54 )s — ﬁsmacos(As +a)
b
——sinasin(As+a) +d

2A

bi¢imindedir. Burada z(s),y(s), z(s) verilen egrinin koordinat fonksiyon-
laridir.

ispat .

Kabul edelimki ~ : I — Heis® non-geodezik biharmonik egri olsun.
Yardimcr Teorem 2.4.1 den a = sabit oldugundan o/ = 0 elde edilir. Bu
ifade (2.3.3) denkleminde yazilirsa;

V1T = sin a(cosa — ') (sin ey — cos fes)

olur. Ayrica yukaridaki ifade ve (2.2.1) birlikte diigiiniiliirse,

N = sin fe; — cos fes (2.4.5)
ve
k =sina(cosa — ') (2.4.6)
elde edilir. (2.3.1) ve (2.4.5) den yararlanilirsa
€1 €9 €3
B = TxN=|sinacosf sinasinf cosa«a
sin 3 —cos 8 0
B = cosfcosae; + sin [ cos aey — sin aes (2.4.7)

bulunur. Ayrica (2.3.1) den 7; ve (2.4.5) den N; (i = 1,2, 3) degerleri (2.2.33)
de yerine yazilirsa

VrN = (8 — % cosa) cos Be; + (B — % cosa)sin fey  (2.4.8)

1.
——sin aes
2
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elde edilir. Simdi 3’ niin sabit oldugunu gosterelim. (2.4.8) denklemi B ile
i¢ carpima tabi tutulur ve (2.2.1) sistemi goz oniine alinirsa

1
—7 =< V7N,B >= (cosa)f' + 3~ (cos)? (2.4.9)

bulunur. ~ birim hizli non-geodezik biharmonik egri oldugundan Teorem
2.2.1 kullanilirsa,

B = sabit
B # cosa (2.4.10)
1
kf2 + 7—2 = Z_l - Bg

elde edilir. Simdi ise (2.4.6),(2.4.7),(2.4.9) ve (2.4.10) birlikte diisiiniiliirse
B; = —sina (2.4.11)

elde edilir. Ayrica (2.4.6), (2.4.9) ve (2.4.11) ifadeleri (2.4.10) sisteminin
tigiincii denkleminde yazilirsa,

1 1
sin® a(cosa — ') + ((cos @) 3’ + 5 (cosa)?)? = 1 sin® o

sin® a(cosa — )% + cos® a(cosa — ')?

! 2 1 1 : 2
= —fcosa+cos‘’a— -+ - —sin“«

4 4

Eger bu egitlik diizenlenirse
(B)?* — B cosa +sin*a = 0
veya
(8) =B cosa+1—rcos’*a=0

ya da
(8')? = (cosa)B' + 1 — (cosa)* =0 (2.4.12)

olarak elde edilir. (2.4.12) denkleminin ¢oziimii,

B cosa £ vHcosta —4
N 2

I = A = sabit
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dir. Burada cos® o > % olmak iizere,

24/5 245
a € (0, arccos %—} U [arccos T\/_,Tf) , a,b,c,d e€R

dir. Eger
F(s) = A
esitligi integrallenirse
B(s) = As+a,a € R (2.4.15)
olur.
v(s) = (x(s),y(s), 2(s))
oldugundan (2.1.3) ve (2.3.1) birlikte diisiiniiliirse

L dx dy dz
= (ds’ ds’ ds)
. g 1 0 L 0o 1
= smacosﬁ(a—w — §y£) + smasmﬁ(a—y + 5:6%) + cos s

. 0 ) .0
= smozcosﬁ% + smasmﬁa—y

1 1
+(§£C(8) sin asin 5 — 53/(5) sin a cos 3)e3

elde edilir.

(d:c dy dz

—,—,—) = (sinacos/f,sin «sin
ds’ds’ds) ( b, &

(%x(s) sin asin § — %y(s) sin acos 3))

dir. (2.4.13) den dolayn,

% = sinacos(As+ a)

% = sinasin(As + a)

dz L. .

7, — cosa + 5 sin a(z(s)sin(As 4+ a) — y(s) cos(As + a))
s
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olarak bulunur. Eger bu denklem sistemi integrallenirse,

1
x(s) = 1 sinasin(As 4+ a) + b

1
y(s) = I sin v cos(As + a) + ¢
sin? o .
z(s) = (cosa+ 54 )s — ﬂsmacos(As +a)
—% sinasin(As + a) +d

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.ll
Teorem 2.4.3
Heis® de non-geodezik biharmonik horizontal egri bulunamaz.
ispat.

v : I — Heis® non-geodezik biharmonik egri olsun. (2.2.13), (2.2.34) ve
(2.2.33) denklemleri tekrar burada gz oniine alahm. Buna gore

VT = (T] + ToyTs)ey + (Ty — TiTs)es + Tyes,

1 1
VTN = [N{ =+ §(N3T2 + T3N2)]€1 + [Né — §(N1T3 + T1N3>]€2

1
+[N;>/, + §(N2T1 — TyNy))es,

VrB = [B}+ %(B&:Tz + T3Bs)]er + [By — %(Bng + T1Bs)les
+[Bj + %(Bng — T3 By)]es.
Bu sistemin her iki tarafi es ile i¢ carpima tabi tutulursa,
(VrT,e3) = Ty
(VrN,e3) = Nj+ %(NQTl —T5oNy) (2.4.14)

1
<VTB, €3> = Bé + §(B2T1 — T2B1>
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elde edilir. Benzer gekilde (2.2.1) denklem sistemi igin de yazilirsa,

<VTT, 83> = kN3
<VTN, €3> = —kTg - TBg (2415)
<VTB, €3> = TN3

olur. (2.4.14) ve (2.4.15) egitlikleri birlikte diistiniiliirse

kNg - Té

1

1
TN3 = Bé -+ §N3

esitlikleri elde edilir. v : I — Heis® egrisi non-geodezik biharmonik horizon-
tal egri olarak kabul edildiginden, sirasiyla, (2.4.15) ve ( 2.4.16) goz oniine
alimrsa N3 = 0, T3 = 0 dir. Bu degerler (2.4.16) iin ikinci egitliginde goz
oniine alinirsa

1
—TB3 = §B3
elde edilir.y biharmonik egri oldugundan B3 # 0 dir. O halde

1
T=—= (2.4.17)

olur. (2.2.40) de
il
dir. (2.4.17), (2.4.11) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa
k*+ B3 = 0.
elde edilir. Bu esitligin sifir olmasi igin

k=0, By=0

olmalidir ki bu da egrinin biharmonik olmasiyla celisir. Dolayisiyla Heis® de
non-geodezik biharmonik egri olmadigini gosterir. Boylece ispat tamamlanir.ll
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