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DANIŞMAN
Yrd.Doç.Dr. Essin TURHAN

ELAZI¼G-2009

1



·IÇ·INDEK·ILER ........................................................................... 2
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S·IMGELER L·ISTES·I

En : n-boyutlu Öklid Uzay
Heis3 : 3-boyutlu Heisenberg grup
(U;  ) : Koordinat komşulu¼gu
TM(P ) : M manifoldu üzerinde tanjant vektörlerin uzay¬
�(M) : M manifoldu üzerinde vektör alanlar¬uzay¬
g(; ) : 3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde tan¬mlanan Riemann iç çarp¬m¬.
R : E¼grilik tensör alan¬
� : Ricci e¼grilik tensorü
[; ] : Lie operatörü
D : Riemann koneksiyonu
dv : Hacim elementi
r : Levi-Civita koneksiyonu
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

H3 HE·ISENBERG GRUBUNDA E¼GR·IL·IKLER

Talat KÖRPINAR

F¬rat Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

2009, Sayfa:40

Bu çal¬̧sma iki bölüm halinde düzenlenmi̧stir.

Birinci bölüm; çal¬̧smam¬za temel oluşturan tan¬m ve teoremleri içermek-
tedir.

·Ikinci bölüm çal¬̧smam¬z¬n orijinal k¬sm¬d¬r.Bu bölümde önce Heisenberg
grubu ve özellikleri verilmi̧stir. Sonra Heisenberg grubunda biharmonik e¼griler
için karakterizasyon yap¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Heisenberg grubunda non-geodezik
biharmonik e¼grilerin helis oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Daha sonra biharmonik
e¼griler için parametrik denklemler elde edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Heisenberg Grup, Biharmonik E¼gri, Helis
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ABSTRACT

Masters Thesis

CURVATURES IN HEISENBERG GROUP H3

Talat KÖRPINAR

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Science and Technology

Department of Mathematics
2009, page: 40

This thesis consist of two chapters.

In the �rst chapter; fundamental de�nitions and theorems are given.
The second chapter is original part of our study. In this chapter, �rstly it

is given that Heisenberg group and its properties. After, characterization is
done for biharmonic curves in Heisenberg group. Also, it is proved that non
geodesic biharmonic curves are helis. Finally, it is obtain that parametric
equations for biharmonic curves.

Keywords: Heisenberg Group, Biharmonic Curve, Helix.
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1. BÖLÜM

1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 1.1.1

X boş olmayan bir cümle ve � ailesi de P (X) kuvvet cümlesinin herhangi
bir alt cümlesi olsun. E¼ger � � P (X) aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa, � ya X
üzerinde bir topoloji, (X; �) ikilisine bir topolojik uzay denir.

(i) X;? 2 �
(ii) � da al¬nan her say¬da elemanlar¬n birleşimi � ya aittir; yani, I her-

hangi bir indis cümlesi olmak üzere 8fAigi2I 2 � için, U
i2I
Ai 2 � d¬r.

(iii) � da al¬nan her sonlu say¬da elemanlar¬n¬n kesi̧simi � ya aittir; yani,
J sonlu indis cümlesi olmak üzere 8fAigi2J 2 � için \

i2J
Ai 2 � d¬r, [9].

Tan¬m 1.1.2

X bir topolojik uzay olsun ve farkl¬iki p; q 2 X noktalar¬n¬n X deki aç¬k
komşuluklar¬, s¬ras¬yla, U ve V olsun. E¼ger U ve V yi U \ V = ? olacak
şekilde seçilebiliyorsa X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay¬denir, [9].

Tan¬m 1.1.3

X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f : X �! Y fonksiyonu için,

(i) f sürekli,
(ii) f�1 mevcut,
(iii) f�1 sürekli ise f fonksiyonuna X �den Y �ye bir homeomor�zm

denir,[9].

Tan¬m 1.1.4

M bir Hausdor¤ uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru ise M ye
n-boyutlu topolojik manifold (veya k¬saca topolojik n-manifold) denir.

(i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.
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(ii) M nin herbir aç¬k alt cümlesi En Öklid uzay¬n¬n bir aç¬k cümlesine
veya En homeomorftur.
(iii) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir, [10].

Tan¬m 1.1.5

M bir topolojik n�manifold olsun. Bir p 2 M noktas¬n¬n M de ki bir
U aç¬k komşulu¼gu, 	 homeomor�zmi sayesinde En nin bir V aç¬k altcüm-
lesine homeomor�k ise (U;	) ikilisine M nin p noktas¬ndaki bir koordinat
komşulu¼gu (harita) denir, [10].

Tan¬m 1.1.6

M , n-boyutlu topolojik bir manifold ve V� � M aç¬k alt cümlelerinin
fV�g ailesi de M nin bir örtüsü olsun. Bu durumda herbir V� aç¬¼g¬n¬n En

deki bir U� aç¬k altcümlesine homeomorf oldu¼gunu kabul edelim. A bir indeks
cümlesini göstermek üzere, elde edilen (U�;	�) koordinat komşuluklar¬n¬n

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

ailesine M nin bir atlas¬denir, [10].

Tan¬m 1.1.7

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlas¬

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

olsun. E¼ger
	�(U�) \	�(U�) 6= ?

olacak şekildeki 8(�; �) 2 A � A için 	�1� � 	� ve 	�1� � 	� fonksiyonlar¬,
r > 0 olmak üzere, Cr s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir ise S ye Cr s¬n¬f¬ndan
atlas denir, [10].

Tan¬m 1.1.8

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun Cr�s¬n¬f¬ndan bir atlas¬var ise
M ye Cr�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayr¬ca 8r 2 N için
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S diferensiyellenebilir ise, o zaman M ye C1 s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir
manifold denir, [10].

Tan¬m 1.1.9

En �nin iki alt cümlesi U ve V olsun. Bir 	 : U �! V fonksiyonu için;
(i) 	 2 Ck (U; V ),
(ii) 	�1 : V �! U , 	�1 2 Ck (V; U), önermeleri sa¼glan¬yorsa 	 ye Ck

s¬n¬f¬ndan di¤eomor�zm denir, [10].

Tan¬m 1.1.10

I , R nin aç¬k bir aral¬¼g¬olmak üzere, diferensiyellenebilen bir

� : I ! En

fonksiyonuna En de bir e¼gri denir.
Bir t 2 I de¼gerine kaŗs¬l¬k e¼grinin, elde edilen �(t) noktas¬;

�(t) = (�1(t); :::; �n(t))

şeklindedir.Buradaki �i fonksiyonlar¬I ! R diferensiyellenebilir fonksiyon-
lard¬r. En nin koordinat fonksiyonlar¬ fx1; x2; :::; xng ise,

�i = xi � �

biçimindedir, [22].

Tan¬m 1.1.11

� : I ! En bir e¼gri olsun. 8t 2 I için � n¬n �(t) noktas¬ndaki,

�0(t) =
d�

dt
jt = (

d�1
dt
(t); :::;

d�n
dt
(t))

vektörüne e¼grinin h¬z vektörü denir ve (�(t); �0(t)) ikilisi bir tanjant vek-
tördür, bu vektör k¬saca �0(t) şeklinde gösterilir, [10].

Tan¬m 1.1.12

� : I ! En bir e¼gri olsun. 8t 2 I için � n¬n �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü
s¬f¬rdan farkl¬ise, � e¼grisine regüler e¼gri denir, [10].
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Tan¬m 1.1.13
vp : C

1(M;R)
f

!
!

R
vp[f ]

dönüşümü 8p 2M; 8f 2 C1(M;R) için
(i) vp[�f + �g] = �vp[f ] + �vp[g] , 8f; g 2 C1(M;R); �; � 2 R
(ii) vp[fg] = g(p)vp[f ] + f(p)vp[g]:

aksiyomlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu dönüşüme M nin p noktas¬nda bir tanjant
vektör denir, [10].
M manifoldunun bir p 2M noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi

TM(p) = fvpjvp : C1(M;R)! Rg

ile gösterilir. Bu cümle üzerinde, iç ve d¬̧s i̧slem, s¬ras¬yla, aşa¼g¬daki gibi
tan¬mlan¬rsa TM(p) bir reel vektör uzay¬olur. TM(p) vektör uzay¬na, M nin
p noktas¬ndaki tanjant uzay¬denir.

� : TM(p)
(vp

�
;

TM(p)

up)

�!
�!

TM(p)

vp � up

(vp � up)[f ] = vp[f ] + up[f ] , 8f 2 C1(M;R)

� : R
(�

�
;

TM(p)

up)

�!
�!

TM(p)

�� up

(�� vp)[f ] = �vp[f ];8f 2 C1(M;R)

Tan¬m 1.1.14

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bir

X :M
1:1!
�orten

[
p2M

TM(p)

olarak tan¬mlanan, X fonksiyonuna M üzerinde vektör alan¬denir.
M üstünde tan¬mlanan vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) ile gösterilir.

� : �(M)
(X

�
;

�(M)

Y )

�!
�!

�(M)

X � Y
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� : R
(�

�
;

�(M)

X)

�!
�!

�(M)

�� �(M)

Bu cümle toplama ve skalerle çarpma i̧slemlerine göre bir reel vektör
uzay¬d¬r. Bu �(M) vektör uzay¬na M üzerinde vektör alanlar¬uzay¬ denir,
[9].

Tan¬m 1.1.15

V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ve

[; ] : V � V ! V

dönüşümüde

(i) 2-lineer
(ii) Alterne ( 8X; Y 2 V için [X; Y ] = �[Y;X] )
(iii) Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar. Yani 8X; Y; Z 2 V için

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü denir. (Bu
takdirde V vektör uzay¬na bir Lie cebiri denir.) ,[12].

Tan¬m 1.1.16

M bir C1 -manifold olsun. 8x; y 2M , 8a 2 R için g metri¼gi

g(ax; ay) = ag(x; y)

özelli¼gini sa¼glarsa g ye sol invaryant metrik denir, [9].

Tan¬m 1.1.17

Bir C1 -manifold M ve M üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) , C1

fonksiyonlar¬n cebiride C1(M;R) olmak üzere,

<;>: �(M)� �(M)! C1(M;R)
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dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glarsa, bu dönüşüme M üzerinde Riemann
metri¼gi yada metrik tensör denir.

(i) <;> dönüşümü 2-lineerdir,
(ii) <;> dönüşümü simetriktir,
(iii) < X;X >> 0; < X;X >= 0, X = 0; X 2 �(M) .

Üzerinde Riemann metri¼gi tan¬mlanm¬̧s olan C1 �manifolda , Riemann
manifoldu denir, [12].

Tan¬m 1.1.18

M bir C1 -manifold olsun. M üstünde vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve
C1 fonksiyonlar¬n cebiride C1(M;R) olmak üzere;

<;>: �(M)� �(M)! C1(M;R)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa M ye bir yar¬-Riemann manifoldu
denir.

(i) <;> dönüşümü 2-lineerdir,
(ii) <;> dönüşümü simetriktir,
(iii) 8Y 2 �(M) için < X; Y >= 0) X = 0 ,[12].

Tan¬m 1.1.19

Bir C1 -manifoldM veM üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) olsun.

D : �(M)

(X

�
;

�(M)

Y )

�!
�!

�(M)

DXY

operatörü

(i) DX(Y + Z) = DXY +DXZ X; Y; Z 2 �(M)
(ii) D(X+Y )Z = DXZ +DYZ
(iii) DfXY = fDXY , f 2 C1(M;R)
(iv) DXfY = fDXY +X[f ]Y

özellikleri sa¼gl¬yor ise D ye M üzerinde bir a�n koneksiyon ve DX e de
X vektör alan¬yönünde kovaryant türev denir, [10].
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Tan¬m 1.1.20

E¼ger bir � : I ! En e¼grisi üzerinde Y bir C1 vektör alan¬ve � üzerinde

DTY = 0

ise Y vektör alan¬na � e¼grisi üzerinde bir paralel vektör alan¬d¬r denir. E¼ger
bir � e¼grisi üzerinde

DTT = 0

ise � e¼grisine bir geodezik e¼gri ad¬verilir, [10].

Tan¬m 1.1.21

M bir yar¬-Riemann manifoldu veM üzerindeki a�n koneksiyonuD olmak
üzere,

(i) [X; Y ] = DXY �DYX , X; Y 2 �(M)
(ii) X[< Y;Z >] =< DXY; Z > + < Y;DXZ > , Z 2 �(M)

özellikleri sa¼glan¬yor ise D ye Riemann koneksiyonu denir, [12].

Tan¬m 1.1.22

M , n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. X;Y 2 TM(p) olmak üzere

R : TM(p)

(Xp

�
;

TM(p)

Yp

�
;

TM(p)

Zp

�
;

TM(p)

Wp)

�!
�!

R
R(Xp; Yp; Zp;Wp)

R(Xp; Yp; Zp;Wp) =< Xp; R(Zp;Wp)Yp >

şeklinde tan¬ml¬ 4. mertebeden kovaryant tensör alan¬na Riemann e¼grilik
tensör alan¬ve bunun bir p 2 M noktas¬ndaki de¼gerine de Riemann e¼grili¼gi
denir ve

K(p) =< X;R(X; Y )Y >

biçiminde gösterilir, [12].

Tan¬m 1.1.23

G boştan farkl¬bir cümle olsun.

� : G

(x

�
;

G

y)

�!
�!

G

x � y
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ikili i̧slemi aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa (G; �) ikilisine bir grup denir.

(i) 8 x; y; z 2 G için (x � y) � z = x � (y � z),
(ii) 8 x 2 G için e � x = x � e = x olacak şekilde G de bir tek e birim

eleman¬vard¬r.
(iii) 8x 2 G için x � x0 = x0 � x = e olacak şekilde G de bir tek x0 inversi

vard¬r.

E¼ger G grubu " � " i̧slemine göre de¼gi̧simli ise, yani 8 x; y 2 G için
x � y = y � x sa¼glan¬yorsa, G ye de¼gişimli grup denir, [6].

Tan¬m 1.1.24

G bir grup olsun. (G;Gn) � Gn+1 , n = 0; 1; :::; s� 1 olmak üzere

G = G0 B G1 B ::: B Gs = feg

biçiminde G nin normal alt gruplar¬n¬n bir serisi varsa G ye nilpotent grup
denir.

Tan¬m 1.1.25

Bir (G; �) grubu ve bir (X; �) topolojik uzay¬ verilsin. E¼ger aşa¼g¬daki
aksiyomlar sa¼glan¬rsa (G;X; �) üçlüsüne bir topolojik grup denir.

(i) X in noktalar¬n¬n cümlesi ile G nin elemanlar¬n¬n cümlesi ayn¬d¬r.
(ii)

� : X
(a

�
;

X

b)

�!
�!

X

a � b�1

i̧slemi süreklidir. Burada G ye topolojik uzay¬n temel grubu ve X e de
topolojik uzay¬n temel uzay¬denir, [9].

Tan¬m 1.1.26

G bir topolojik grup ve a 2 G olsun.

L(a) : G

x

!
!

G

ax
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dönüşümüne sol dönüşüm,

R(a) : G

x

!
!

G

xa

dönüşümüne de sa¼g dönüşüm denir, [9].

Tan¬m 1.1.27

BirM diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmi̧s olsun. E¼ger
aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬rsa (M;G) ikilisine bir Lie grubu denir.

(i) M nin noktalar¬G nin elemanlar¬ile çak¬̧s¬r.
(ii)

�G : G

(a

�
;

G

b)

�!
�!

G

ab�1

dönüşümü diferensiyellenebilirdir, [9].

Tan¬m 1.1.28

(V;�; F;+; �;�) olmak üzere V cümlesi F cismi üzerinde bir vektör uzay¬
olsun ve ~ i̧slemi

~ : V

(�

�
;

V

�)

�!
�!

V

�~ �

olmak üzere

(i) 8 �; � 2 V ve 8 a 2 F için (a� �)~ � = a� (�~ �)
(ii) 8 �; �; 
 2 V için (�� �)~ 
 = (�~ 
)� (� ~ 
)
(iii) 8 �; �; 
 2 V için � ~ (� � 
) = (�~ �) � (�~ 
) özellikleri

sa¼glan¬yorsa (V;�; F;+; �;�;~) cebirsel yap¬s¬na cebir denir.

E¼ger 8 �; �; 
 2 V için
(i) �~ (� ~ 
) = (�~ �)~ 
 sa¼glan¬yorsa V ye birleşimli cebir,
(ii) 
 ~ � = � ~ 
 sa¼glan¬yorsa V ye de¼gişimli cebir,
(iii) 
 ~ e = e~ 
 = 
 sa¼glan¬yorsa V ye birimli cebir denir, [6].

Tan¬m 1.1.29

K bir cisim olsun. m1K = 0K olacak şekilde m > 0 tamsay¬s¬varsa böyle
m lerin en küçü¼güne K cisminin karakteristi¼gi denir, [6].
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Tan¬m 1.1.30

Karakteristi¼gi s¬f¬r olan birK cismi üzerinde Lie operatörü ile tan¬mlanan
lineer bir uzaya Lie cebiri denir, [6].

Tan¬m 1.1.31

(M; g) ve (N; h) iki Riemann manifoldu ve

f : (M; g) �! (N; h)

bir dönüşüm olsun.

E1(f) =

Z



h(df; df)dvg (1.1.1)

integraline f in 
 �M kompakt bölgesi üzerindeki enerjisi denir, [1].

Tan¬m 1.1.32

(M; g) ve (N; h) iki Riemann manifoldu olsun.

f : (M; g) �! (N; h)

dönüşümü (1.1.1) enerjisinin kritik noktas¬ise f e harmonik dönüşüm denir,
[2].

Tan¬m 1.1.33

(M; g) ve (N; h) iki Riemann manifoldu ve

f : (M; g) �! (N; h)

bir dönüşüm olsun. f in gerilim alan¬

� (f) = izrdf

biçiminde tan¬mlan¬r, [2].
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Tan¬m 1.1.34

(M; g) ve (N; h) iki Riemann manifoldu ve

f : (M; g) �! (N; h)

bir dönüşüm olsun. � (f) , f in gerilim alan¬ve dvg de M in hacim elementi
olmak üzere,

E2(f) =

Z



h(� (f) ; � (f))dvg (1.1.2)

integraline f in 
 �M kompakt bölgesi üzerindeki bienerjisi denir, [1].

Tan¬m 1.1.35

(M; g) ve (N; h) iki Riemann manifoldu olsun.

f : (M; g) �! (N; h)

dönüşümü (1.1.2) bienerjisinin kritik noktas¬ ise f e biharmonik dönüşüm
denir, [2].

Teorem 1.1.36

M bir Riemann manifoldu ve 
 : I ! M biharmonik e¼gri olsun. Bu
takdirde 
 e¼grisi

r3

0


0 +R(
0;r
0

0)
0 = 0

denklemini sa¼glar, [4].

Tan¬m 1.1.37

M bir manifold 
 : I �!M bir e¼gri olsun. w 1-formu için

w (
0) = 0

biçiminde ise 
 e¼grisine horizontal e¼gri denir, [5].
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2. BÖLÜM

2. Heis3 HE·ISENBERGGRUBUNDAB·IHARMON·IK E¼GR·ILER

2.1 Heis3 Heisenberg Grubunun Genel Yap¬s¬

Heis3 =

8<:w = w (x; y; t) =

24 1 x t
0 1 y
0 0 1

35 : x; y; t 2 IR
9=;

olmak üzere
Heis3 = C� R = f(z; t) : z 2 C; t 2 Rg

Heis3 cümlesi üzerinde

(ex; ey;et)(x; y; t) = (ex+ x; ey + y;et+ t+
1

2
exy � 1

2
eyx) (2.1.1)

çarp¬m i̧slemi tan¬mlans¬n. O zaman Heis3 cümlesi bu i̧slemle birlikte bir
gruptur.

Heis3 grubunun birim eleman¬0 = (0; 0; 0) ve herhangi bir (z; t) ele-
man¬n¬n tersi (z; t)�1 = (�z;�t) şeklindedir.
Herhangi a; b 2 Heis3 elemanlar¬n¬n komütatörü

[a; b] = aba�1b�1

şeklinde tan¬mlan¬r.
Kabul edelimki

a = (x1; y1; t1); b = (x2; y2; t2); c = (x3; y3; t3) 2 Heis3

olsun. Buna göre;

[a; b] = (x1; y1; t1)(x2; y2; t2)(x1; y1; t1)
�1(x2; y2; t2)

�1

= (x1; y1; t1)(x2; y2; t2)(�x1;�y1;�t1)(�x2;�y2;�t2)
= (x1 + x2 � x1 � x2; y1 + y2 � y1 � y2; t1 + t2 � t1 � t2 + �)

= (0; 0; �)
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Burada � = x1y2 � x2y1 biçimindedir. Buradan [a; b] 6= 0 d¬r. Bu nedenle
Heis3 grubu de¼gi̧simli de¼gildir. Di¼ger taraftan a; b; c 2 Heis3 elemanlar¬n¬n
çift komütatörü;

[[a; b] ; c] = [(0; 0; �); (x3; y3; t3)]

= (0; 0; �)(x3; y3; t3)(0; 0;��)(�x3;�y3;�t3)
= (x3 � x3; y3 � y3; �+ t3 � �� t3)

= (0; 0; 0)

dir. Dolay¬s¬yla Heis3 grubu, 2-ad¬m nilpotent Lie grubudur. Heis3 grubu
için g metri¼gi;

g = dx2 + dy2 + (dt+
1

2
ydx� 1

2
xdy)2 (2.1.2)

şeklinde tan¬mlan¬r, [1]. Heis3 grubunun Lie cebiri heis3 olmak üzere

e1 =
@

@x
� 1
2
y
@

@t
; e2 =

@

@y
+
1

2
x
@

@t
; e3 =

@

@t
(2.1.3)

ortonormal bir baz ve duali de

�1 = dx; �2 = dy; �3 = dt+
1

2
ydx� 1

2
xdy

olsun. Burada e1; e2; e3 vektör alanlar¬için bracket operatörü,

[e1; e2] = e3; [e3; e1] = 0; [e2; e3] = 0

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Gerçekten,

[e1; e2] = e1e2 � e2e1

= (1; 0;�1
2
y)(0; 1;

1

2
x)� (0; 1; 1

2
x)(1; 0;�1

2
y)

= (1; 1;
1

2
x� 1

2
y +

1

2
)� (1; 1; 1

2
x� 1

2
y � 1

2
)

= (0; 0; 1)

= e3;
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[e3; e1] = e3e1 � e1e3

= (0; 0; 1)(1; 0;�1
2
y)� (1; 0;�1

2
y)(0; 0; 1)

= (1; 0; 1� 1
2
y)� (1; 0; 1� 1

2
y)

= (0; 0; 0);

[e2; e3] = e2e3 � e3e2

= (0; 1;
1

2
x)(0; 0; 1)� (0; 0; 1)(0; 1; 1

2
x)

= (0; 1; 1 +
1

2
x)� (0; 1; 1 + 1

2
x)

= (0; 0; 0)

dir. Yani
[e1; e2] = e3; [e3; e1] = 0; [e2; e3] = 0 . (2.1.4)

Önerme 2.1.1

g = dx2 + dy2 + (dt+
1

2
ydx� 1

2
xdy)2

metri¼gin Riemann koneksiyonunun kovaryant türevlerine ait matris;

r =

0@ re1e1 re1e2 re1e3
re2e1 re2e2 re2e3
re3e1 re3e2 re3e3

1A =
1

2

0@ 0 e3 �e2
�e3 0 e1
�e2 e1 0

1A (2.1.5)

şeklindedir. Burada matrisin (i; j)� yinci eleman¬ reiej (1 � i; j � 3) dir.

·Ispat:

X; Y; Z vektör alanlar¬için Coshul formülü

< rXY; Z >=
1

2
f< [X; Y ]; Z > � < [Y; Z]; X > + < [Z;X]; Y >g
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biçimde tan¬mlan¬r. Burada e1; e2; e3 vektör alanlar¬kullan¬larak,

< re1e1; e3 >=
1

2
f< [e1; e1]; e3 > � < [e1; e3]; e1 > + < [e3; e1]; e1 >g

< re1e1; e3 >=
1

2
f< 0; e3 > � < 0; e1 > + < 0; e1 >g

< re1e1; e3 >= 0

elde edilir. (2:1:3) den e3 6= 0 oldu¼gundan

re1e1 = 0 (2.1.6)

d¬r. Benzer hesaplamalarla,

< re1e2; e3 >=
1

2
f< [e1; e2]; e3 > � < [e2; e3]; e1 > + < [e3; e1]; e2 >g

< re1e2; e3 >=
1

2
f< e3; e3 > � < 0; e1 > + < 0; e2 >g

< re1e2; e3 >=
1

2

elde edilir. Buradan

< re1e2; e3 >=
1

2
=) 2re1e2 = e3 =) re1e2 =

1

2
e3

d¬r. Di¼ger kovaryant türevlerde benzer hesaplamalar sonucu,

re1e1 = 0 ; re1e2 =
1

2
e3 , re1e3 =

1

2
e2

re2e1 = �
1

2
e3 ; re2e2 = 0 , re2e3 =

1

2
e1

re3e1 = �
1

2
e2 ; re3e2 =

1

2
e1 , re3e3 = 0

elde edilir.

Tan¬m 1.1.22 den

Rabc = R(ea; eb)ec , Rabcd = R(ea; eb; ec; ed) (2.1.7)

yaz¬l¬r. X; Y; Z 2 �(M) olmak üzere,

R(X; Y )Z = �rXrYZ +rYrXZ +r[X;Y ]Z
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den R121 = R(e1; e2)e1 hesaplan¬rsa,

R(e1; e2)e1 = �re1re2e1 +re2re1e1 +r[e1;e2]e1

= �re1(�
1

2
e3) +re2(0) +re3e1

= �1
4
e2 �

1

2
e2

= �3
4
e2

olur. R121; R232 ve R1212 de benzer şekilde

R121 = �3
4
e2 ; R131 =

1

4
e3; R122 =

3

4
e1 (2.1.8)

R232 =
1

4
e3 , R133 = �

1

4
e1

R1212 = �
3

4
; R1313 = R2323 =

1

4
(2.1.9)

elde edilir.
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2.2 Heis3 de Biharmonik E¼griler


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen diferensiyellenebilir
ve düzlemsel olmayan bir e¼gri olsun. fT;N;Bg ise Heis3 de 
 boyunca
ortonormal çat¬alan¬olsun. 
 e¼grisinin; T te¼get, N normal ve B binormal
vektör alan¬olup fT;N;Bg ye Frenet çat¬s¬denir. O zaman k = jrTT j 6= 0
ve � ya; s¬ras¬yla, 
 n¬n e¼grili¼gi ve torsiyonu ad¬verilir. Buna göre Frenet
denklemleri,

rTT = kN

rTN = �kT � �B (2.2.1)

rTB = �N

şeklinde yaz¬l¬r, [3]. Ayr¬ca

T = T1e1 + T2e2 + T3e3

N = N1e1 +N2e2 +N3e3 (2.2.2)

B = B1e1 +B2e2 +B3e3

olarak ifade edelim. (2.2.1) denklemlerinden ;

r3
TT +R(T; kN)T = 0 (2.2.3)

eşitli¼gini hesaplayal¬m. ·Ilk olarak;

r3
TT = r2

T (rTT )

= r2
T (kN)

= rT (rTkN)

= rT (k
0N + k(�kT � �B))

= k00N + k0(�kT � �B)� 2kk0T � k2(kN)� k0�B � � 0kB � k�(�N)

= (�3kk0)T + (k00 � k3 � k� 2)N + (�2k0� � � 0k)B

dir. Bu ifadeyi, (2.2.3) de yerine yaz¬l¬rsa

(�3kk0)T + (k00 � k3 � k� 2)N + (�2k0� � � 0k)B + kR(T;N)T = 0

elde edilir. Yukar¬daki eşitlik, s¬ras¬yla, T;N;B ile iç çarp¬ma tabi tutulursa

�3kk0 = 0

k00 � k3 � k� 2 + kR(T;N; T;N) = 0 (2.2.4)

�2k0� � � 0k + kR(T;N; T;B) = 0
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sistemi elde edilir. E¼grilik tensörünün her bileşene göre lineer olmas¬ ve
(2.2.2) eşitlikleri,

R(T;N; T;N) =

3X
i;j;l;p=1

TlNpTiNjRlpij

denkleminde göz önüne al¬n¬rsa,

R(T;N; T;N) = T1N2T1N2R1212 + T1N2T2N1R1221 + T2N1T2N1R2121

+T2N1T1N2R2112 + T1N3T1N3R1313 + T1N3T3N1R1331

+T3N1T3N1R3131 + T3N1T1N3R3113 + T2N3T2N3R2323

+T2N3T3N2R2332 + T3N2T3N2R3232 + T3N2T2N3R3223

bulunur. (2.1.9) dan

R(T;N; T;N) = �3
4
T 21N

2
2 +

3

4
T1N2T2N1 �

3

4
T 22N

2
1 +

3

4
T2N1T1N2

+
1

4
T 21N

2
3 �

1

4
T1N3T3N1 +

1

4
T 23N

2
1 �

1

4
T3N1T1N3

+
1

4
T 22N

2
3 �

1

4
T2N3T3N2 +

1

4
T 23N

2
2 �

1

4
T3N2T2N3

yada

R(T;N; T;N) = �3
4
(T1N2 � T2N1)

2 +
1

4
(T1N3 � T3N1)

2 (2.2.5)

+
1

4
(T2N3 � T3N2)

2

elde edilir.

B = T �N =

������
e1 e2 e3
T1 T2 T3
N1 N2 N3

������
= B1e1 +B2e2 +B3e3

oldu¼gundan

B1 = T2N3 � T3N2

B2 = T3N1 � T1N3

B3 = T1N2 � T2N1
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olur. Bu de¼gerler (2.2.5) de yerine yaz¬l¬rsa

R(T;N; T;N) = �3
4
B3

2 +
1

4
B2
2 +

1

4
B2
1

elde edilir. Burada B = B1e1 +B2e2 +B3e3 birim uzunluklu oldu¼gundan,

B2
1 +B2

2 +B2
3 = 1

dir. Bu de¼ger son eşitlikte göz önüne al¬n¬rsa,

R(T;N; T;N) = �3
4
B3

2 +
1

4
(1�B2

3)

R(T;N; T;N) =
1

4
�B2

3 (2.2.6)

olur. Benzer şekilde R(T;N; T;B) hesaplan¬rsa

R(T;N; T;B) =
3X

i;j;l;p=1

TlNpTiBjRlpij;

R(T;N; T;B) = T1N2T1B2R1212 + T1N2T2B1R1221 + T2N1T2B1R2121

+T2N1T1B2R2112 + T1N3T1B3R1313 + T1N3T3B1R1331

+T3N1T3B1R3131 + T3N1T1B3R3113 + T2N3T2B3R2323

+T2N3T3B2R2332 + T3N2T3B2R3232 + T3N2T2B3R3223;

= �3
4
T 21N2B2 +

3

4
T1N2T2B1 �

3

4
T 22N1B1 +

3

4
T2N1T1B2

+
3

4
T 21N3B3 �

1

4
T1N3T3B1 +

1

4
T 23N1B1 �

1

4
T3N1T1B3

+
1

4
T 22N3B3 �

1

4
T2N3T3B2 +

1

4
T 23N2B2 +

1

4
T3N2T2B3:

Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

R(T;N; T;B) = �3
4
(T1B2 � T2B1)(T1N2 � T2N1)

+
1

4
(T1N3 � T3N1)(T1B3 � T3B1)

+
1

4
(T2N3 � T3N2)(T2B3 � T3B2)
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bulunur. B = T �N oldu¼gu yukar¬daki ifadede göz önüne al¬n¬rsa,

R(T;N; T;B) =
3

4
N3B3 �

1

4
N2B2 �

1

4
N1B1 (2.2.7)

olur. Ayr¬ca (2.2.2) den,

N1B1 +N2B2 +N3B3 = 0 (2.2.8)

yaz¬l¬r. Buradan N3B3 = �N1B1 � N2B2 bulunur. Bu de¼ger (2.2.7) de göz
önüne al¬n¬rsa,

R(T;N; T;B) =
3

4
N3B3 +

1

4
(�N2B2 �N1B1)

=
3

4
N3B3 +

1

4
N3B3

R(T;N; T;B) = N3B3 (2.2.9)

olur. (2.2.6) ve (2.2.9) ifadeleri (2.2.4) de yerine yaz¬l¬rsa,

�3kk0 = 0

k00 � k3 � k� 2 + k(
1

4
�B2

3) = 0 (2.2.10)

�2k0� � � 0k + kN3B3 = 0

elde edilir.

Teorem 2.2.1:


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s bir diferensiyel-
lenebilir e¼gri olsun. O zaman 
 e¼grisinin non-geodezik biharmonik e¼gri olmas¬
için gerek ve yeter şart

k = sabit 6= 0

k2 + � 2 =
1

4
�B2

3 (2.2.11)

� 0 = N3B3

dir. Burada k ve � e¼grinin, s¬ras¬yla, e¼grilik ve burulmas¬; N3; B3 iseC1�s¬n¬f¬ndan
diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.
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·Ispat:

(=):)Kabul edelimki 
 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s non-geodezik
biharmonik e¼gri olsun. Biharmonik e¼gri tan¬m¬ndan dolay¬(2.2.3) şart¬sa¼glan¬r.
(2.2.10) sisteminin ilk denklemden k = sbt 6= 0 oldu¼gu görülür. Ayr¬ca bu
de¼ger (2.2.10) sisteminin ikinci ve üçüncü denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa

�k3 � k� 2 +
k

4
� kB2

3 = 0

�� 0k + kN3B3 = 0

bulunur. Bu eşitliklerin her iki taraf¬k 6= 0 sabiti ile bölünürse,

k2 + � 2 =
1

4
�B2

3 (2.2.12)

� 0 = N3B3

elde edilir.
((=:) Kabul edelimki (2.2.11) sistemi sa¼glans¬n. (2.2.11), (2.2.10) da

gözönüne al¬n¬rsa (2.2.3) denkleminin sa¼gland¬¼g¬görülür. O halde 
 bihar-
monik e¼gridir. Bu da ispat¬tamamlar.�

Teorem 2.2.2:


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen non-geodezik e¼gri ve
k = sabit 6= 0 olsun. E¼ger N3B3 6= 0 ise o zaman 
 biharmonik e¼gri de¼gildir.
Burada k; 
 e¼grisinin e¼grili¼gi veN3, B3 ler C1�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir
fonksiyonlard¬r.

·Ispat:

·Ispat¬olmayana ergi yöntemiyle yapal¬m. Kabul edelimki N3B3 6= 0 ve

 bir biharmonik e¼gri olsun. Gösterelimki 
 bir biharmonik e¼gri de¼gildir.
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Gerçekten; rTT kovaryant türevi için (2.1.5) kullan¬l¬rsa

rTT = rT1e1+T2e2+T3e3(T1e1 + T2e2 + T3e3)

= T1fre1(T1e1 + T2e2 + T3e3)g+ T2fre2(T1e1 + T2e2 + T3e3)g
+T3fre3(T1e1 + T2e2 + T3e3)g

= T1f(re1T1)e1 + (re1T2)e2 +
1

2
T2e3 + (re1T3)e3 �

1

2
T3e2g

+T2f(re2T1)e1 �
1

2
T1e3 + (re2T2)e2 + (re2T3)e3 +

1

2
T3e1g

+T3f(re3T1)e1 �
1

2
T1e2 + (re3T2)e2 +

1

2
T2e1 + (re3T3)e3g

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

= [T1(re1T1) + T2(re2T1) + T3(re3T1) + T3T2]e1

+[T1(re1T2) + T2(re2T2) + T3(re3T2)� T1T3]e2

+[T1(re1T3) + T2(re2T3) + T3(re3T3)]e3

bulunur. Ayr¬ca T = T1e1 + T2e2 + T3e3 oldu¼gu rTT1 de göz önüne al¬n¬rsa

rTT1 = rT1e1+T2e2+T3e3(T1)

rTT1 = T1(re1T1) + T2(re2T1) + T3(re3T1) = T 01

bulunur. Benzer i̧slemler rTT2 ve rTT3 için yap¬l¬rsa

rTT1 = T1(re1T1) + T2(re2T1) + T3(re3T1) = T 01
rTT2 = T1(re1T2) + T2(re2T2) + T3(re3T2) = T 02 (2.2.13)

rTT3 = T1(re1T3) + T2(re2T3) + T3(re3T3) = T 03

elde edilir. Bu de¼gerler son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa;

rTT = (T
0
1 + T2T3)e1 + (T

0
2 � T1T3)e2 + T 03e3 (2.2.14)

olur. Di¼ger taraftan, (2.2.1) in ilk eşitli¼ginde, normal vektör alan¬N nin,(2.2.2)
deki de¼geri yerine yaz¬l¬rsa

rTT = kN1e1 + kN2e2 + kN3e3 (2.2.15)

bulunur. (2.2.15) ile (2.2.14) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa

(T 01 + T2T3)e1 + (T
0
2 � T1T3)e2 + T 03e3 = kN1e1 + kN2e2 + kN3e3 (2.2.16)
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yaz¬l¬r. Buradan
kN3 = T 03 (2.2.17)

elde edilir. F (s); reel de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere kabul edelimki,

T3(s) = kF (s); f(s) = F 0(s); k = sabit 6= 0 (2.2.18)

olsun. (2.2.18) sistemi (2.2.17) ile birlikte düşünülürse

N3(s) = f(s) (2.2.19)

olur.
T = T1e1 + T2e2 + T3e3 (2.2.20)

birim te¼get vektör alan¬oldu¼gundan,

jjT jj2 = T 21 + T 22 + T 23 = 1

dir. Burada (2.2.18) deki T3(s) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa,

T 21 + T 22 + (kF (s))
2 = 1

T 21 + T 22 = 1� (kF (s))2

olur. Son ifade trigonometrik olarak parametrize edilirse

T1 =
p
1� (kF (s))2 cos �(s) (2.2.21)

T2 =
p
1� (kF (s))2 sin �(s)

şeklinde yaz¬l¬r. (2.2.18) ve (2.2.21) eşitlikleri (2.2.20) de göz önüne al¬n¬rsa,

T =
p
1� (kF (s))2 cos �(s)e1 +

p
1� (kF (s))2 sin �(s)e2 (2.2.22)

+kF (s)e3

elde edilir. Di¼ger taraftan, (2.2.18) den T3 ün, (2.2.21) den T1 ve T2 nin
türevleri hesaplan¬r. Hesaplanan de¼gerler ile (2.2.18) ve (2.2.21) birlikte,
(2.2.14) de göz önüne al¬n¬rsa,

rTT = (
p
1� (kF (s))2(kF � �0(s)) sin �(s)� k2Ffp

1� (kF (s))2
cos �(s))e1

�(
p
1� (kF (s))2(kF � �0(s)) cos �(s)� k2Ffp

1� (kF (s))2
sin �(s))e2

+kfe3 (2.2.23)
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elde edilir. Ayr¬ca (2.2.1) den

k2 = jrTT j2 (2.2.24)

yaz¬l¬r. (2.2.23), (2.2.24) de göz önüne al¬n¬rsa,

k2 = (1� (kF (s))2)(kF � �0(s))2 sin2 �(s) +
k4F 2f 2

1� (kF (s))2 cos
2 �(s)

�2
p
1� (kF (s))2(kF � �0(s))

k2Ffp
1� (kF (s))2

sin �(s) cos �(s)

+(1� (kF (s))2)(kF � �0(s))2 cos2 �(s) +
k4F 2f 2

1� (kF (s))2 sin
2 �(s)

+2
p
1� (kF (s))2(kF � �0(s))

k2Ffp
1� (kF (s))2

sin �(s) cos �(s) + k2f 2

k2 = (1� (kF (s))2)(kF � �0(s))2 sin2 �(s) +
k4F 2f 2

1� (kF (s))2 cos
2 �(s)

+(1� (kF (s))2)(kF � �0(s))2 cos2 �(s) +
k4F 2f 2

1� (kF (s))2 sin
2 �(s)) + k2f 2

bulunur. Bu eşitlik k2 ye göre düzenlenirse

(1� f 2)k2 = (1� (kF (s))2)(kF � �0(s))2(sin2 �(s) + cos2 �(s))

+
k4F 2f 2

1� (kF (s))2 (sin
2 �(s) + cos2 �(s)):

olur. Gerekli düzenleme yap¬l¬rsa

(1� (kF (s))2)(kF � �0(s))2 +
k4F 2f 2

1� (kF (s))2 + (1� f 2)k2 = 0:

veya

(kF � �0(s))2 = k2
1� f 2 � k2F 2

(1� (kF (s))2)2 :

ya da

kF � �0(s) = �k
p
1� f 2 � k2F 2

1� (kF (s))2 (2.2.25)
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elde edilir. (2.2.25), (2.2.23) de kullan¬l¬r ve rTT = kN eşitli¼gi göz önüne
al¬n¬rsa

N = (�
p
1� f 2 � k2F 2p
1� (kF (s))2

sin �(s)� kFfp
1� k2F 2

cos �(s))e1 (2.2.26)

+(�
p
1� f 2 � k2F 2p
1� (kF (s))2

cos �(s)� kFfp
1� k2F 2

sin �(s))e2

+fe3

bulunur. Di¼ger taraftan B = T �N oldu¼gundan,

B = T �N =

������
e1 e2 e3
T1 T2 T3
N1 N2 N3

������
= (T2N3 � T3N2)e1 + (T3N1 � T1N3)e2 + (T1N2 � T2N1)e3

olur. Burada (2.2.2) den B nin de¼geri göz önüne al¬n¬rsa,

B1e1+B2e2+B3e3 = (T2N3�T3N2)e1+(T3N1�T1N3)e2+(T1N2�T2N1)e3

yaz¬l¬r. Buradan da
B3 = T1N2 � T2N1 (2.2.27)

elde edilir. (2.2.21) ve (2.2.26) dan, s¬ras¬yla T1; T2 ve N1; N2 nin de¼gerleri
(2.2.27) de yerine yaz¬l¬rsa

B3 =
p
1� k2F 2 cos �(s)[�

p
1� f 2 � k2F 2p
1� k2F 2

cos �(s)� kFfp
1� k2F 2

sin �(s)]

�
p
1� k2F 2 sin �(s)[�

p
1� f 2 � k2F 2p
1� k2F 2

sin �(s)� kFfp
1� k2F 2

cos �(s)]

= �
p
1� f 2 � k2F 2 cos2 �(s)� kFf sin �(s) cos �(s) (2.2.28)

�
p
1� f 2 � k2F 2 sin2 �(s) + kFf sin �(s) cos �(s)

= �
p
1� f 2 � k2F 2(sin2 � + cos2 �(s))

ya da
B3 = �

p
1� f 2 � k2F 2 (2.2.29)
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olur. (2.2.1) denkleminde ikincisi e3 ile iç çarp¬ma tabi tutulursa,

< rTN; e3 >=< �kT � �B; e3 >= �kT3 � �B3 (2.2.30)

bulunur. Şimdi rTN yi hesaplayal¬m. Bunun için (2.2.2) den T ve N nin
de¼geri göz önüne al¬narak,

rTN = rT1e1+T2e2+T3e3(N1e1 +N2e2 +N3e3)

= T1(re1(N1e1 +N2e2 +N3e3)) + T2(re2(N1e1 +N2e2 +N3e3))

+T3(re3(N1e1 +N2e2 +N3e3))

= T1[(re1N1)e1 + (re1N2)e2 + (re1N3)e3 +
1

2
N2e3 �

1

2
N3e2]

+T2[(re2N1)e1 + (re2N2)e2 + (re2N3)e3 �
1

2
N1e3 +

1

2
N3e1]

+T3[(re3N1)e1 + (re3N2)e2 + (re3N3)e3 �
1

2
N1e2 +

1

2
N2e1]

= [T1(re1N1) + T2(re2N1) + T3(re3N1) +
1

2
(N3T2 + T3N2)]e1

+[T1(re1N2) + T2(re2N2) + T3(re3N2)�
1

2
(N1T3 + T1N3)]e2(2.2.31)

+[T1(re1N3) + T2(re2N3) + T3(re3N3) +
1

2
(N2T1 � T2N1)]e3

elde edilir. Ayr¬ca T = T1e1+T2e2+T3e3 oldu¼gu rTN1 de göz önüne al¬n¬rsa

rTN1 = rT1e1+T2e2+T3e3(N1)

rTN1 = T1(re1N1) + T2(re2N1) + T3(re3N1) = N 0
1

bulunur. Benzer i̧slemler rTN2 ve rTN3 için yap¬l¬rsa

rTN1 = T1(re1N1) + T2(re2N1) + T3(re3N1) = N 0
1 (2.2.32)

rTN2 = T1(re1N2) + T2(re2N2) + T3(re3N2) = N 0
2

rTN3 = T1(re1N3) + T2(re2N3) + T3(re3N3) = N 0
3

elde edilir. (2.2.32);(2.2.31) de yerine yaz¬l¬rsa,

rTN = [N 0
1 +

1

2
(N3T2 + T3N2)]e1 (2.2.33)

+[N 0
2 �

1

2
(N1T3 + T1N3)]e2 + [N

0
3 +

1

2
(N2T1 � T2N1)]e3
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bulunur. Bu ifade e3 ile iç çarp¬ma tabi tutulursa,

< rTN; e3 >= N 0
3 +

1

2
(N2T1 � T2N1) (2.2.34)

elde edilir. (2.2.34) de (2.2.30) göz önüne al¬n¬rsa,

< rTN; e3 >= N 0
3 +

1

2
B3 (2.2.35)

yaz¬l¬r. (2.2.30) ve (2.2.35) denklemleri kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa,

N 0
3 +

1

2
B3 = �kT3 � �B3 (2.2.36)

olur. (2.2.18) den T3, (2.2.19) dan N3 ve (2.2.29) den B3 de¼gerleri, (2.2.36)
da yerine yaz¬l¬rsa,

f 0 �
p
1� f 2 � k2F 2

2
= �k2F � �

p
1� f 2 � k2F 2

ya da

� = � f 0 + k2Fp
1� f 2 � k2F 2

� 1
2
=
B0
3

N3
� 1
2

(2.2.37)

elde edilir. Kabulümüzden 
 biharmonik e¼gri oldu¼gundan (2.2.11) sisteminin
üçüncü denkleminden,

N3 =
� 0

B3
(2.2.38)

yaz¬l¬r. (2.2.38) de¼geri, (2.2.37) de göz önüne al¬n¬rsa

� =
B0
3

N3
� 1
2
=
B3B

0
3

� 0
� 1
2

olur. Buradan
2�� 0 = 2B3B

0
3 � � 0

(� 2)0 = (B2
3)
0 � � 0

� 2 = B2
3 � � + c (2.2.39)

elde edilir. Burada c key� sabittir. Di¼ger taraftan (2.2.11) den

B2
3 =

1

4
� k2 � � 2 (2.2.40)
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yaz¬l¬r. (2.2.11) den k = sabit 6= 0 oldu¼gu ile (2.2.40) de¼geri (2.2.39) da
yerine yaz¬l¬rsa

2� 2 + � = c ; c = sabit

elde edilir. Bu durumda � sabittir. Bu ise � 0 = N3B3 6= 0 varsay¬m¬ ile
çeli̧sir. O halde 
 biharmonik e¼gri de¼gildir. ·Ispat tamamlan¬r.�
Buradan aşa¼g¬daki sonuç verilebilir:

Sonuç 2.2.3:


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen non-geodezik e¼gri
olsun. O zaman 
 e¼grisinin biharmonik olmas¬için gerek ve yeter şart

k = sabit 6= 0
� = sabit (2.2.41)

N3B3 = 0

k2 + � 2 =
1

4
�B2

3

olmas¬d¬r. Burada k ve � , s¬ras¬yla, e¼grinin e¼grilik ve burulmas¬ve N3; B3 de
C1�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.
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2.3 Heis3 Heisenberg Grubunda Biharmonik Helisler

Teorem 2.3.1:


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen non-geodezik e¼gri
olsun. B3 = 0 ise � 2 = 1

4
d¬r. Bu takdirde 
 biharmonik e¼gri de¼gildir.

Burada � e¼grinin burulmas¬, N3; B3 ise C1�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir
fonksiyonlard¬r.

·Ispat:

Kabul edelimki B3 = 0 olsun. ·Ilk olarak � 2 = 1
4
oldu¼gunu gösterelim. � =

�(s) ve � = �(s) olmak üzere (2.2.22) denkleminde kF = cos� olarak
al¬n¬rsa, T birim vektör alan¬;

T = sin� cos �e1 + sin� sin �e2 + cos�e3 (2.3.1)

şeklinde yaz¬l¬r. (2.2.20) ve (2.3.1) eşitlikleri birlikte düşünülürse

T1 = sin� cos �; T2 = sin� sin �; T3 = cos� (2.3.2)

elde edilir. Bu de¼gerler (2.2.14) de yerine yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler
yap¬l¬rsa

rTT = (�0 cos� cos � � (�0 � cos�) sin� sin �)e1
+(�0 cos� sin � + (�0 � cos�) sin� cos �)e2 (2.3.3)

��0 sin�e3

elde edilir. Di¼ger taraftan (2.2.2), (2.2.1) de göz önüne al¬n¬rsa

rTT = kN1e1 + kN2e2 + kN3e3 (2.3.4)

olur. (2.3.3) ile (2.3.4) birlikte düşünülürse

kN1e1 + kN2e2 + kN3e3 = (�0 cos� cos � � (�0 � cos�) sin� sin �)e1
+(�0 cos� sin � + (�0 � cos�) sin� cos �)e2
��0 sin�e3
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yaz¬l¬r. ·Iki fonksiyonun eşitli¼gi tan¬m¬ndan

N1 =
1

k
(�0 cos� cos � � (�0 � cos�) sin� sin �)

N2 =
1

k
(�0 cos� sin � + (�0 � cos�) sin� cos �) (2.3.5)

N3 = �1
k
�0 sin�

elde edilir.

B = T �N =

24 e1 e2 e3
T1 T2 T3
N1 N2 N3

35
B = (T2N3 � T3N2)e1 + (N1T3 �N3T1)e2 + (T1N2 � T2N1)e3 (2.3.6)

olur. (2.2.2) den B nin de¼geri göz önüne al¬n¬rsa

B1e1 +B2e2 +B3e3 = (T2N3 � T3N2)e1 + (N1T3 �N3T1)e2

+(T1N2 � T2N1)e3 (2.3.7)

yaz¬l¬r. Buradan
B3 = T1N2 � T2N1 (2.3.8)

elde edilir. (2.3.3) den T1 ve T2; (2.3.5) den N1 ve N2 de¼gerleri (2.3.8) de
yerine konursa

B3 =
1

k
sin� cos �[�0 cos� sin � + (�0 � cos�) sin� cos �]

�1
k
sin� sin �[�0 cos� sin � + (�0 � cos�) sin� cos �]

ya da

B3 =
sin2 �(�0 � cos�)

k
(2.3.9)

bulunur. (2.3.9) da kabul edelim ki B3 = 0 olsun. Bu durumda sin� = 0
veya �0 � cos� = 0 olmal¬d¬r. Buna göre;
(i) E¼ger sin� = 0 ise (2.3.3) den T = e3 olaca¼g¬ndan 
 bir geodezik e¼gri

olur. Dolay¬s¬yla 
 non-geodezik bir e¼gri oldu¼gundan sin� 6= 0 olmal¬d¬r.
(ii) E¼ger

�0 � cos� = 0 (2.3.10)
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ise (2.3.10) eşitli¼gi (2.3.3) de göz önüne al¬n¬rsa

rTT = �0(cos� cos �e1 + cos� sin �e2 � sin�e3) (2.3.11)

bulunur. �0 > 0 al¬nmas¬ genelli¼gi bozmaz. O zaman (2.2.1) ve (2.3.11)
birlikte göz önüne al¬n¬rsa,

N = cos� cos �e1 + cos� sin �e2 � sin�e3 (2.3.12)

B = � sin �e1 + cos �e2

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan (2.3.5) den N 0
1; N

0
2; N

0
3 hesaplan¬r. Hesaplanan bu

de¼gerler ile (2.3.5) ve (2.3.1) de¼gerleri (2.2.33) de yerine yaz¬l¬rsa,

rTN = (��0 sin� cos � � 1
2
sin �)e1 + (��0 sin� sin � +

1

2
cos �)e2

��0 cos�e3 (2.3.13)

elde edilir. (2.3.13); (2.3.12) daki B ile iç çarp¬ma tabi tutulursa,

< rTN;B >=
1

2
(2.3.14)

bulunur. Ayr¬ca (2.2.1) sisteminin üçüncü denklemi ile B iç çarp¬ma tabi
tutulursa,

�� =< rTN;B > (2.3.15)

olur. (2.3.14) ve (2.3.15) birlikte düşünülürse,

�� = 1

2
(2.3.16)

ya da

� 2 =
1

4

elde edilir. Şimdi 
 e¼grisinin biharmonik olmad¬¼g¬n¬gösterelim. (2.2.11) in
ikinci denkleminde (2.3.16) kullan¬l¬rsa,

k2 +
1

4
=
1

4
�B2

3

olur. Hipotezden B2
3 = 0 oldu¼gu burada göz önüne al¬n¬rsa k = 0 elde edilir.

Bu ise (2.2.11) in birinci denklemi ile çeli̧sir. O halde 
 biharmonik e¼gri
de¼gildir. Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.�
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Sonuç 2.3.2


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen non-geodezik bihar-
monik helis olsun. O takdirde,

B3 = sabit 6= 0
N3 = 0 (2.3.17)

k2 + � 2 =
1

4
�B2

3

eşitlikleri geçerli olur.
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2.4 Heis3 de Non-Geodezik Biharmonik E¼griler ·Için Parametrik
Denklemler

Yard¬mc¬Teorem 2.4.1:


 : I ! Heis3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen non-geodezik bir e¼gri
olsun. E¼ger N3 = 0 ise

� = sabit (2.4.1)

dir.

·Ispat:


 yay uzunluklu bir e¼gri oldu¼gundan


0 = T = T1e1 + T2e2 + T3e3

ve
jjT jj = 1

dir. (2.2.1) ve (2.2.13) birlikte düşünülürse

(T 01 + T2T3)e1 + (T
0
2 � T1T3)e2 + T 03e3 = kN1e1 + kN2e2 + kN3e3 (2.4.2)

yaz¬l¬r. ·Iki fonksiyonun eşitli¼gi tan¬m¬kavram¬tan¬m¬gere¼gince

T 03 = kN3; k 6= 0 (2.4.3)

olur.hipotezden N3 = 0 oldu¼gundan,

T 03 = 0 , T3 = sabit

elde edilir. O halde (2.3.1) den

T3 = cos� = sabit (2.4.4)

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.�

39



Teorem 2.4.2

Heis3 de bütün non-geodezik biharmonik e¼grilerin parametrik denklem-
leri

x(s) =
1

A
sin� sin(As+ a) + b

y(s) =
1

A
sin� cos(As+ a) + c

z(s) = (cos�+
sin2 �

2A
)s� b

2A
sin� cos(As+ a)

� b

2A
sin� sin(As+ a) + d

biçimindedir. Burada x(s); y(s); z(s) verilen e¼grinin koordinat fonksiyon-
lar¬d¬r.

·Ispat.

Kabul edelimki 
 : I ! Heis3 non-geodezik biharmonik e¼gri olsun.
Yard¬mc¬Teorem 2.4.1 den � = sabit oldu¼gundan �0 = 0 elde edilir. Bu
ifade (2.3.3) denkleminde yaz¬l¬rsa;

rTT = sin�(cos�� �0)(sin �e1 � cos �e2)
olur. Ayr¬ca yukar¬daki ifade ve (2.2.1) birlikte düşünülürse,

N = sin �e1 � cos �e2 (2.4.5)

ve
k = sin�(cos�� �0) (2.4.6)

elde edilir. (2.3.1) ve (2.4.5) den yararlan¬l¬rsa

B = T �N =

������
e1 e2 e3

sin� cos � sin� sin � cos�
sin � � cos � 0

������
B = cos � cos�e1 + sin � cos�e2 � sin�e3 (2.4.7)

bulunur. Ayr¬ca (2.3.1) den Ti ve (2.4.5) den Ni (i = 1; 2; 3) de¼gerleri (2:2:33)
de yerine yaz¬l¬rsa

rTN = (�0 � 1
2
cos�) cos �e1 + (�

0 � 1
2
cos�) sin �e2 (2.4.8)

�1
2
sin�e3
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elde edilir. Şimdi �0 nün sabit oldu¼gunu gösterelim. (2:4:8) denklemi B ile
iç çarp¬ma tabi tutulur ve (2.2.1) sistemi göz önüne al¬n¬rsa

�� =< rTN;B >= (cos�)�0 +
1

2
� (cos�)2 (2.4.9)

bulunur. 
 birim h¬zl¬ non-geodezik biharmonik e¼gri oldu¼gundan Teorem
2.2.1 kullan¬l¬rsa,

�0 = sabit

�0 6= cos� (2.4.10)

k2 + � 2 =
1

4
�B2

3

elde edilir. Şimdi ise (2.4.6),(2.4.7),(2.4.9) ve (2.4.10) birlikte düşünülürse

B3 = � sin� (2.4.11)

elde edilir. Ayr¬ca (2.4.6), (2.4.9) ve (2.4.11) ifadeleri (2.4.10) sisteminin
üçüncü denkleminde yaz¬l¬rsa,

sin2 �(cos�� �0)2 + ((cos�)�0 +
1

2
� (cos�)2)2 = 1

4
� sin2 �

sin2 �(cos�� �0)2 + cos2 �(cos�� �0)2

= ��0 cos�+ cos2 �� 1
4
+
1

4
� sin2 �

E¼ger bu eşitlik düzenlenirse

(�0)2 � �0 cos�+ sin2 � = 0

veya
(�0)2 � �0 cos�+ 1� cos2 � = 0

ya da
(�0)2 � (cos�)�0 + 1� (cos�)2 = 0 (2.4.12)

olarak elde edilir. (2.4.12) denkleminin çözümü,

�0 =
cos��

p
5 cos2 �� 4
2

= A = sabit
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d¬r. Burada cos2 � � 4
5
olmak üzere,

� 2 (0; arccos 2
p
5

5
] [ [arccos 2

p
5

5
; �) , a; b; c; d 2 R

d¬r. E¼ger
�0(s) = A

eşitli¼gi integrallenirse
�(s) = As+ a; a 2 R (2.4.15)

olur.

(s) = (x(s); y(s); z(s))

oldu¼gundan (2.1.3) ve (2.3.1) birlikte düşünülürse

T = (
dx

ds
;
dy

ds
;
dz

ds
)

= sin� cos �(
@

@x
� 1
2
y
@

@z
) + sin� sin �(

@

@y
+
1

2
x
@

@z
) + cos�

@

@z

= sin� cos �
@

@x
+ sin� sin �

@

@y

+(
1

2
x(s) sin� sin � � 1

2
y(s) sin� cos �)e3

elde edilir.

(
dx

ds
;
dy

ds
;
dz

ds
) = (sin� cos �; sin� sin �;

(
1

2
x(s) sin� sin � � 1

2
y(s) sin� cos �))

d¬r. (2.4.13) den dolay¬,

dx

ds
= sin� cos(As+ a)

dy

ds
= sin� sin(As+ a)

dz

ds
= cos�+

1

2
sin�(x(s) sin(As+ a)� y(s) cos(As+ a))
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olarak bulunur. E¼ger bu denklem sistemi integrallenirse,

x(s) =
1

A
sin� sin(As+ a) + b

y(s) = � 1
A
sin� cos(As+ a) + c

z(s) = (cos�+
sin2 �

2A
)s� b

2A
sin� cos(As+ a)

� b

2A
sin� sin(As+ a) + d

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar.�

Teorem 2.4.3

Heis3 de non-geodezik biharmonik horizontal e¼gri bulunamaz.

·Ispat.


 : I ! Heis3 non-geodezik biharmonik e¼gri olsun. (2.2.13), (2.2.34) ve
(2.2.33) denklemleri tekrar burada göz önüne alal¬m. Buna göre

rTT = (T
0
1 + T2T3)e1 + (T

0
2 � T1T3)e2 + T 03e3;

rTN = [N 0
1 +

1

2
(N3T2 + T3N2)]e1 + [N

0
2 �

1

2
(N1T3 + T1N3)]e2

+[N 0
3 +

1

2
(N2T1 � T2N1)]e3;

rTB = [B0
1 +

1

2
(B3T2 + T3B2)]e1 + [B

0
2 �

1

2
(B1T3 + T1B3)]e2

+[B0
3 +

1

2
(B2T1 � T2B1)]e3:

Bu sistemin her iki taraf¬e3 ile iç çarp¬ma tabi tutulursa,

hrTT; e3i = T 03

hrTN; e3i = N 0
3 +

1

2
(N2T1 � T2N1) (2.4.14)

hrTB; e3i = B0
3 +

1

2
(B2T1 � T2B1)
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elde edilir. Benzer şekilde (2.2.1) denklem sistemi için de yaz¬l¬rsa,

hrTT; e3i = kN3

hrTN; e3i = �kT3 � �B3 (2.4.15)

hrTB; e3i = �N3

olur. (2.4.14) ve (2.4.15) eşitlikleri birlikte düşünülürse

kN3 = T 03

�kT3 � �B3 = N 0
3 +

1

2
B3 (2.4.16)

�N3 = B0
3 +

1

2
N3

eşitlikleri elde edilir. 
 : I ! Heis3 e¼grisi non-geodezik biharmonik horizon-
tal e¼gri olarak kabul edildi¼ginden, s¬ras¬yla, (2.4.15) ve ( 2.4.16) göz önüne
al¬n¬rsa N3 = 0; T3 = 0 dir. Bu de¼gerler (2.4.16) ün ikinci eşitli¼ginde göz
önüne al¬n¬rsa

��B3 =
1

2
B3

elde edilir.
 biharmonik e¼gri oldu¼gundan B3 6= 0 d¬r. O halde

� = �1
2

(2.4.17)

olur. (2.2.40) de

k2 + � 2 =
1

4
�B2

3

dir. (2.4.17), (2.4.11) sisteminin ikinci denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

k2 +B2
3 = 0:

elde edilir. Bu eşitli¼gin s¬f¬r olmas¬için

k = 0; B3 = 0

olmal¬d¬r ki bu da e¼grinin biharmonik olmas¬yla çeli̧sir. Dolay¬s¬yla Heis3 de
non-geodezik biharmonik e¼gri olmad¬¼g¬n¬gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.�
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