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OZET

Bu ¢aligma sekiz B6liim halinde olusturulmustur.

Birinci Boliimde temel tanimlar verilmistir.

Ikinci Boliimde, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin hareket eden dalga
¢cOzlimleri i¢in kullanilan bazi analitik metotlar verilmistir.

Ugiincii Boliimde, ikinci Béliimde analizleri yapilan metotlardan Biécklund
Dontistimii ve Jakobi eliptik fonksiyon rasyonel agilim metotlar1 ile CRWP ve KdV
denklemlerinin ¢oztimleri elde edilmistir.

Dérdiincii Boliimde, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin hareket eden
dalga ¢6zlimleri i¢in alternatif yaklasimlar verilmistir.

Besinci Boliimde, lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢dziimiinde
kullanilan bir yar1 analitik metot verilmistir.

Altinc1 Boliimde, besinci Boliimde verilen yar1 analitik metot kullanilarak CRWP ve
5. Mertebeden KdV-like denklemleri i¢in seri ¢oziimler elde edilmistir.

Yedinci Boliimde, altinct Bolimde elde edilen seri ¢Oziimlerin sayisal sonuclari
irdelenmistir.

Sekizinci Boliimde, bu ¢alismada elde edilen sonuglar literatiirde bulunan ¢alismalar

ile desteklenerek genel bir degerlendirme yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Solitary dalgalar, Solitonlar, Jakobi eliptik fonksiyon, Dengeleme
terimi, Analitik ¢6zlim, hareket eden dalga ¢6ziim, Homojen balans,

Biacklund Doniisimii, Rasyonel Acgilim metot, Jakobi eliptik

fonksiyon metot, Kudryashov metot, Ustel fonksiyon metot, (%j

acilim metot, CRWP denklemi, KdV denklemi, Yar1 analitik

metotlar, Seri ¢6ziim, Homotopi analiz metot.



SUMMARY

This study is constructed in eight Chapters.

In Chapter one, some fundamental definitions are given.

In Chapter two, it is given some analytical methods to obtain travelling wave
solutions of nonlinear partial differential equations.

In Chapter three, it is obtained solutions of CRWP and KdV equations by using the
Bécklund transform and Jacobi elliptic function rational expansion methods from that
analysis is made in Chapter two.

In Chapter four, it is given alternative approximations for travelling wave solutions
of nonlinear partial differential equations.

In Chapter five, it is given of one semi analytical method which is used to solve
linear and nonlinear equations.

In Chapter six, it is obtained series solutions for CRWP and 5.0rdered KdV-like
equations which are considered in third chapter by using semi analytical method which is
given in chapter five.

In Chapter seven, it is discussed numerical results of series solutions which are
obtained in Chapter six.

In Chapter eight, it is made a generalized assessment by supporting results which are

obtained in this study with some studies in literature.

Keywords: Solitary waves, Solitons, Jacobi elliptic function, Balance term, Analytical
solution, travelling wave solution, Bicklund transform, Homogen balance,

Rational expansion method, Jacobi elliptic function method, Kudryashov

!

method, Exp-function method, (%j -expansion method, CRWP equation,

KdV equation, Semi analytical methods, Series solution, Homotopy analyze

method.
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1. GIRIS

Bu Bolimde Oncelikle genel olarak diferansiyel denklemlerin ¢6zim
fonksiyonlarma karsilik gelen dalga hakkinda genel bilgi verilmis daha sonra ise
calismamizin temel konularmi teskil eden tamimlara yer verilerek tezimizde kullanilan
kismi diferensiyel denklemler tanitilmigtir.

Tarih igerisinde insanlar su kenarlarinda, su birikintisine attiklar1 cakil taslar
sayesinde olusturduklar1 dalga hareketini gézlemlemistir. Birbirlerine seslenirken ya da
tabiat kaynakli olusan dalga hareketini isitmislerdir. Giinesten gelen ve yedi rengin
birlesmesi ile olusan dalga hareketini gdzlemlemislerdir. Ilk atesin bulunmas: ile beraber,
atesin ¢ikardigi 1s1k ve kizilotesi dalga olan 1s1 hissedilmistir.

Dalga ifadesinin fizikte 6nemli bir yere gelmesi 19. ylizyildan itibaren gerceklesmis
olup, konu ile ilgili birgok ¢aligsmalar yapilmistir. Dalga ifadesinin ilk tespiti ses dalgalari
ile olmustur. Sesin bir engele ¢arpip geri donmesi, yani yansima olay1 sesin dalga hareketi
olduguna dair giizel bir 6rnegi olusturmustur.

Bilindigi iizere madde atomlardan olusmaktadir. Dalga denilince, bir atom diizenegi
iizerinde hareket eden enerji diizene§i akla gelmektedir. Nasil ki, su kenarinda
duran bir kisi suya tas attiginda su haleleri olusur; iste olusan bu su haleleri birbirine
carparak hareket eden dalga hareketidir. Yani i¢ ice ge¢mis su halelerinin her birisi diger
su halesinin hareketinin etkisi sonucu olugsmustur. Bu harekete dalga hareketi ad1 verilir.

Ses denilen dalga hareketide su dalgalar1 gibi birbiri  icerisinde  haleler
olusturmaktadir. Hareket icin bir merkez ve bu merkezden yayilacak dalgalarin hareket
edecegi atom Kkiitleleri, yani maddeye ihtiya¢ duyulmaktadir. Uzay denilen ve madde
parcaciklarinin ¢ok az oldugu bir ortamda, ses dalgasi hareketinin ilerlemesi i¢in yeterli
madde bulunmadig i¢in kars: tarafa iletilemeyecektir. Ama maddenin oldugu bir ortamda
ses olusunca, pargaciklar arasinda sesin ilerledigi fark edilecektir. Bu dalga hareketi fizikte
basit olarak osiloskop yardimiyla da goriilebilir.

Tek dalga tiplemesi ses olmayip; genis bir spektrumda yer alan ve adina
elektromanyetik spektrum denilen degisik dalga tipleri bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1
ise radyo dalgalari, arada goriinen dalgalar ve oOtesinde mor o6tesi adi verilen isinlar,

rontgen 1s1nlar1, kozmik 1simlar gibi 1sinlarmn igerisinde yer aldigi iginlar da bulunmaktadir.



Goriinen 151nlarin dalga ya da tanecik oldugu konusu ¢ok tartigilmis ve sonunda hem
dalga ve hem de tanecik oldugu ifadesi kullanilmistir. Yapilan deneyler, goriinen 1smnlarin
yerine gore dalga ve yerine gore tanecik yapisi gosterdigini ispatlamistir.

Goriinen 1g1mnlardan daha biiyiik dalga boyuna sahip dalgalara ise kizilotesi dalgalar
adi verilmig ve bu dalgalarin igerisinde radyo dalgalar1 ile televizyon dalgalarinin
bulundugu tespit edilmistir. GOrlinen 1sinlardan daha kiigiik dalga boyuna sahip olan
dalgalara ise mor Otesi 1smlar adi verilmis ve bu isinlarin igerisinde rontgen 1smlart ile
kozmik 1sinlarin bulundugu tespit edilmistir

Genel olarak gercek su dalgasi olayr karmasiktir ve dogrusal olmadiklarindan,
modellenmesi ii¢ boyutlu karakterli ve goriinen rastgele davranisindan dolay1 zordur.
Bununla birlikte iki klasik teori vardir. Bunlardan biri Airy (1845) tarafindan, digeri Stokes
(1880) tarafindan basit dalgalar1 tarif etmek i¢in gelistirilmistir. Airy ve Stokes teorileri
genel olarak su derinliginin dalga uzunluguna bagl ve ¢ok kii¢iik olmadig1 durumda dalga
hareketini daha iyi aciklarlar. S1g su i¢in bir Cnoidal dalga teorisi, basit dalgalar1 kabul
edilebilir bir yaklasimla saglar. Kirilma bolgesinin yakinindaki ¢ok si1§ su i¢in, solitary
dalga teorisi, dalga hareketinin belli 6zelliklerini tatmin edici olarak saglar. Bu teoriler
dalga hareketini tarif eden matematiksel denklemlerle beraber baslica karakteristiklerine
gore tarif edilir. Baz1 6zel durumlar icin literatiirde bir¢ok dalga teorisi bulunmaktadir.

Ik dalga teorisi kiigiik genlikli veya lineer dalga teorisi olarak isimlendirilip Airy
(1845) tarafindan gelistirilmistir. Sadece kolay uygulanabilir olmasindan degil, biitiin dalga
rejimlerinin genis bir boliimii iizerinde giivenilir olmasindan dolay1 da, bu dalga teorisinin
esas olarak onemi vardir. Matematiksel olarak Airy teorisi dalga hareketinin komple teorik
tarifinin ilk yaklagimi olarak diisiiniilebilir. Dalgalarin daha komple teorik tarifi, serilerdeki
her bir ilave terimin Onceki terimlere bir diizeltme oldugu, sonsuz sayidaki basarili
yaklagimlarin toplami olarak elde edilebilir. Bazi durumlar i¢in dalgalar, sonlu genlikli
teoriler olarak isimlendirilen, bu tiir teoriler tarafindan daha 1yi tarif edilir.

Trochoidal teori olarak bilinen ilk sonlu genlik teorisi Gerstner (1802) tarafindan
gelistirilmistir. Dalga profilinin bir trochoid olmasindan ya da serbest yiizeyinden dolay1
bu isim verilmistir. Sadece klasik ilgisinden dolay1 bu teoriden bahsedilmistir. A¢iklanan
su pargacigl hareketinin ger¢ek dogada goézlenenden farkli oldugundan uygulama igin
tavsiye edilmez. Trochoidal teori dalga profilini olduk¢a hassas bir sekilde agiklar. Stokes
(1880) trochoidal teoriden ¢ok daha tatmin edici olan bir sonlu genlikli teori gelistirmistir.

Sig su bolgeleri icin Korteweg ve de Vries (1895) tarafindan orijinal olarak gelistirilen
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cnoidal dalga teorisi bazi sartlar i¢in dalga formunu ve birlesik hareketlerin oldukca
gilivenilir bir agiklamasini saglar. Bununla birlikte cnoidal dalga teorisi, miihendislik
problemlerinin ¢oziimiinde, gercek uygulamalar1 dikkate almistir. Bu, hesaplardaki
zorluklara bagl olabilir. Son zamanlarda cnoidal dalga teorisinin kullanilmasini gerektiren
isler, fonksiyonlarin tablo ve grafiksel tanimi ile azalmistir (Wiegel, 1960; Masch ve
Wiegel, 1961); fakat teorinin uygulamasi hala karmasiktir. Cnoidal dalga teorisi sinirinda
dalga hareketinin goriisii solitary dalga teorisi tarafindan tatmin edici bir sekilde
aciklanabilir. Cnoidal dalga teorisine benzemeyen solitary dalga teorisini kullanmak, 6zel
tablolara gerek kalmaksizin elde edilebilen fonksiyonlara indirgenebildiginden dolay1
kullanilmas1 kolaydir.

Dalga Esaslan ve Dalgalarin Simiflandirilmasi:

Su dalgasinin uygun fiziksel bir tarifi hem onun yiizey formunu hem de dalganin
altindaki akigskan hareketini igerir. Basit matematik terimlerle ifade edilebilen dalgaya
"basit dalga" denir. Birkag¢ bilesenden olusan ve form ya da hareket olarak tarifi zor olan
dalgalara "kompleks dalgalar" denir. "Sinilizoidal " veya " basit harmonik dalgalar" yiizey
profilinin sadece bir siniis ya da cosiniis fonksiyonu ile tariflenebildigi "basit dalgalara"
ornektir. Hareketi ve ylizey profili esit zaman araliklar1 ile tekrarlaniyorsa dalga
"periyodiktir". Sabit bir noktaya bagli olarak hareket eden dalga formuna "ilerleyen dalga"

denir.

Sekil 1. Hareket eden, enine ilerleyen dalga

Dalganm hareket ettigi yon "dalga yayilma yonii" olarak ifade edilir.
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»
il A
Sekil 2. Bir boyutta dalga atmasinin saga dogru v hizi ile ilerlemesi (a) ¢ = 0 da atmanin ifadesi (b) ¢

[ X
stire sonra sekil degismez ve yer degistirme f (x - vt) ile verilir

Eger bir dalga formu sabit bir pozisyonda sadece yukar1 asagi hareket ediyorsa buna
"komple siirekli dalga" ya da "clapotis" denir. Ilerleyen dalga serbest vyiizey
konfiglirasyonunda herhangi bir degisiklige ugramadan yayiliyorsa "siirekli formun"
dalgas1 olarak bilinir. Seklini ve genligini muhafaza eden bu solitary dalgalara Zabusky ve
Kruskal solitonlar demistir. Arastirmacilar, soliton kavramimi diinya capinda bilimsel
alanin degisik dallarina yaymislardir. Soliton kavrami plazma fizigi, astrofizik, akiskanlar
dinamigi gibi bilimin degisik alanlarindaki roliinden dolay1 ¢alismalarin biiylik bir kismini
etkilemistir. Soliton asagidaki Ozellikleri tasiyan lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin bir ¢6ziimii olarak tanimlanabilir.

1) (Cozlim, siirekli bir dalga formunda olmaldir.
1) Coziim smirlandirilir, yani; ¢oziim istel olarak sifira dogru bozulur veya
sonsuzda bir sabite yakinsar.

111) Soliton, karakterini koruyan diger solitonlar ile i¢ etkilesim i¢cinde bulunur.

ML= Mo~ A
LN

Sekil 3. iki soliton etkilesimi

Eger su parcaciklar1 hareketi her bir dalga periyodu i¢in kapali ve yakm olan
yoriingeler tarafindan tarif ediliyor ise su dalgalar1 "titresimli" veya "hemen hemen

titresimli" olarak distiniiliir. Lineer veya Airy teorisi sadece titresimli dalgalar1 tarif eder.
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Sonlu genlikli dalga teorileri basarili her dalga tarafindan dalga yoniinde kiigiik bir miktar
hareket eden akiskan oldugundan hemen hemen titresimli dalgalar1 tarif ederler. Bu
hareket, dalgalarin "kiitle transportu" olarak tarif edilir. Su pargaciklar1 dalga ile beraber
ilerliyor ve orijinal pozisyonlarmna donmiiyorsa bu dalgaya "gevrinti dalgasi" denir.

Solitary dalga buna (¢evrinti dalgasina) bir drnektir.

4
ulx.t)

Sekil 4. Bir solitary dalga

Yukarida bahsi gecen Lineer Dalga Teorisi(Airy Dalga Teorisi), iki boyutlu ideal
akiskan kavramlar1 kullanilarak ifade edilebilir. Bu teori; dalgalarin uzun mesafeler
boyunca 6nemli bir enerji kaybina ugramadan ilerlemesinden ve ne yiizeysel gerilme
etkisinin ne de viskozite etkisinin 6nemli olmamasindan dolay1 potansiyel akim kabulii
yapilarak gelistirilmistir.

Genel olarak tez icerisinde solitary dalgalarin buraya kadar belirtilen 6nemine binaen
hareket eden dalga ¢Ozlimleri elde etmek amaciyla ikinci Boliimde verilecek analitik
metotlar icerisinden Bicklund doniisiim ve birlestirilmis rasyonel ac¢ilim metotlarla genel
ifadeleri verilecek lineer olmayan kismi diferensiyel denklemler c¢oziilecektir. Bu
denklemlerin ¢oziimlerine, bu metotlarda karsilasilan bazi durumlar i¢in ¢6ziime daha
kolay ulasilabilinecek alternatif yaklasimlar ele alinarak benzer ¢oziimlere ulagilmaya
calisilacaktir. Ayrica cokga ifade edilecek Homojen balans metoduna alternatif yeni bir
tanim ortaya konularak literatiirde var olan analitik metotlarda karsilasilan yardimci
diferensiyel denklem kavrammin en yiliksek dereceli teriminin derecesinin ikiden farkli
oldugu durumlar i¢in karsilagilan zorluklar ortadan kaldirilmaya ¢alisilacaktir.

KdV denklemi
1844 yilinda John Scott Russell tarafindan yapilan deneyler ve gozlemlerin detayl
bir sekilde incelenerek rapor edilmesi ile solitary dalgalarla ilgili yeni ¢aligmalarm ve

deneylerin kapis1 aralanmis olur. Baglangicta John Scott Russell’in ¢alismalar1 bir¢ok bilim
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insan1 tarafindan tartisma konusu olmustur. Tutulan bu raporlarin bazi ¢eliskiler tasimis
oldugu iddia edilmis olsa da 1870 yilinda Boussinesq ve Rayleigh tarafindan yapilan teorik
calisma ile Korteweg ve de Vries tarafindan 1895 yilinda yaymlanan makale John Scott
Russell’in c¢alismalarmmin dogru oldugu gosterilmistir. 1895 yilinda Diederik Johannes
Korteweg ve doktora 6grencisi Gustav de Vries, KdV denklemi olarak bilinen ve solitary
dalgalarin varliginda s1g su ylizeyinin yiiksekligini modellemek i¢in lineer olmayan bir
kismi diferansiyel denklemi tiiretmislerdir. Ortaya atilan bu KdV denklemi bir¢ok bilim
insaninin c¢alisma sahasi olmus ve bu calismalar karanlikta kalan bir¢ok fiziksel olayin
aydimlanmasina vesile olmustur. En basit bir bicimde tanimlanan KdV denklemi
u,+6uu +u, =0
seklinde yazilabilir. Burada uu_terimi non-lineerligi ve u, terimi ise lineer dagilimi temsil

eder. KdV denklemi fizik ve miihendisligin pek cok dalinda zayif bir sekilde lineer

olmayan uzun dalgalarin tarifi icin bir paradigma olarak yaygin bir sekilde bilinir. Bu
denklem pek ¢ok siv1 akist durumu i¢in uygun bir model olarak kullanilir. Burada; u(x,t)

dalga genligini tanimlayan uygun alan degiskenini, ¢ zamani, x ise dalganin yayilim
yoniindeki uzay koordinatin1 gostermektedir. KdV denkleminin

u(x,t) = dSech®(5(x —vt)), V =2d = 45*
seklinde solitary dalga coziimlerinin ailesi tarafindan formiile edilir. Burada verilen
analitik c¢oziimde, o6 dalga sayisini, V' dalganin hizini, d dalganin genligini

gostermektedir.

Clannish random walker’s parabolik denklemi

Fiziko kimya alaninda camsi polimerlerdeki difiizyon, Fick yasasina uymayan “II.
durum diflizyon” olarak bilinmektedir. “II. durum difiizyon” ad1 altinda smiflandirilmasina
temel teskil eden bazi deneysel gergekler, {i¢ ana yapidadir.

-hareket eden dalgalarin olusturdugu olas1 yogunluk (konsantrasyon) profilleri,

e - . M
-kinetick izoterm sogurma egrisinin S -yapisi Mt >t

0

. . M o
-slirecin baglangi¢ zamanlaridaki Mt — ¢ nin ¢izgisel yapisi

II. durum difiizyon’un bahsedilen ozelliklerini olusturan, rastlantisal hareket

stirecinden kismi diferansiyel denkleme gecisin nasil oldugunu gosteren bir yol net olarak
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ortaya konulamamistir. Ancak listelenen Ozelliklerde ilk sirada yer alan hareket eden
dalgalar ¢6zlimii lizerine bazi tahminlerde bulunabilir.

Bilindigi gibi, var olan uygun rastlantisal hareket siirecte en az li¢ smif denklem
vardir:

1. Smoluchowski denklemi

2
6_p:_ca_p+D6 P

ot Ox o’ (1.1)
veya

op 0 o’ p

I +D——, 1.2
o~ PP (12)

2. Quasi-lineer difiizyon denklemi

dp O op

—=—|D(p)=—|. 1.3
ot 6x[ (#) 8x} (13)

3. Hiperbolik Smoluchowski denklemi(indirgenmis dalga denklemi)

op Op 0 [ Gp}
_+ = —_— D O |, 1.4
Rl E O (14

burada p olas1 yogunluk, D(.)ise D, D(r) veya D(x) hareket eden dalgalar siirecindeki

cOzlimlerdir.

Bu analiz, smir kosullarna bagli olarak membran iginde olas1 yogunluk gradientinin
ortaya ¢iktigi, camsi polimer membranlardaki bir boyutlu diflizyona uygulanabilir. Ayrica
nanopor’lar gibi smirlandirilmis 1D geometrilere de uygulanabilir. Yiiksek boyutlu uzayda,
olas1 yogunluk gradientinin yoniine gore bakildiginda enine olacak bir sekilde yerel bir
denge oldugundan smirlandirilmis geometrilerdeki 2D/3D problemi, 1D difiizyon
problemine indirgenebilindiginden bahsedilmektedir.

Yukarida bahsi gecen rastlantisal hareketten, kismi diferansiyel denklemlere gecisi
gostermek i¢in asagidaki yol izlenmistir.

“ Random walk ” tan kismi diferansiyel denklemlere gecis
(i) Carpisan molekiillerin sabit sicrama olasihiklar:
Molekiillerin hareketinde saptanan rastlantisallik, her carpismanin birbirinden

bagimsiz olarak her pargacigi olas1 p ile saga veya olasi ¢ ile sola hareket ettirdigi kabul

edilerek karakterize edilebilir (burada p + ¢ =1dur).
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Eger parcacigin ¢ zamaninda bulundugu olasi x konumunu p(x,7) gibi
fonksiyonla ifade edecek olursak;

p(x£8,t)=p(x,1)£5p, (x,t)+%52pxx (x,1)+0(5?) (1.5)

- -~

P A= |
—— —
.r/ *x/f_ ™,

x'—S 3 xiréi

Sekil 5. (1.5) esitligi i¢in t + T zamanindaki x konumunda bulunan bir molekiiliin sigrama davranist.

(1.5) ile verilen esitlikteki tiim terimler “artik terimleri” ile beraber Taylor serisine acilirsa,

p(xiré',t) =p(x,t)i5px (x,t)+%52pxx (x,t)+0(63)

(1.6)
p(x,t+1) = p(x,t)+rpt (x,t)+0(12)
elde edilir.
(1.6) esitligi (1.5) denkleminde yerine yazilir ve 6 — 0 ve 7 — 0 i¢in limiti alinirsa
2
P__ P, pop (1.7)

ot ox ox*’
seklinde Smoluchowski denklemi elde edilir.

(ii) Konuma bagh sicrama olasihiklar

Onceki boliimde ortaya ¢ikan sonuglar genisletilirse, rastlantisal hareket siirecinde

pargacigin saptanan x konumundan olas1 saga dogru hareketindeki 7. adim
P(x,=-8)=p(x) =5 [1-b(x)5] (1.8)
ve olast sola dogru hareketi
P(xi:—é):(j(x):%[l+b(x)5] (1.9)

seklindedir. Herhangi bir 5(x) i¢in p+ ¢ =1 oldugu agiktir. (1.8) ve (1.9) denklemlerinden
(1.5) esitligi

p(x,t+r) :ﬁ(x—é,t)p(x—5,t)+é(x+5,t)p(x+5,t) (1.10)
seklinde ifade edilebilir. Taylor seri agilimi1 kullanilarak

op 0 o’p

—=—-——D D : 1.11

o~ a PP (11D
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kismi diferensiyel denklemi elde edilir.

Dikkat edilirse b(x) sabit olarak almirsa (1.11) esitligi ile ifade edilen heterojenik

drift tanimi, II. hal difiizyon’daki indiiklenmis streslerin aktivitesini (1.7) ile verilen
denklemdeki tanima nazaran daha iyi yansitmaktadir. Yani, yogunlasma profilinin sekil ve

konumu {izerindeki baz1 deneysel kanitlar 5(x) fonksiyonu ile hesaba katilabilir.
Beklenildigi gibi, lineer olmayan diflizyon durumunda, rastgele hareketin saga p

veya sola g gitme olasiliklar1 konsantrasyona (olas1 yogunluga) baghdir.

(iii) Clannish random walk

Es zamanh olarak 1D rastlantisal hareket sergileyen, A ve B olmak iizere iki tiir
rastlantisal harekete sahip bir niifus oldugu kabul edilsin. Bu rastlantisal hareket, ¢ok
sayida hiicrelere boliinmiis bir yatay ¢izgide gergeklesirken her bir hiicrenin uzunlugunu a
ve her tiiriin sabit yogunlugunu ise p denirse, her hiicredeki hareketlerin toplam sayisi
N = pa ile ifade edilir.

a parametresiyle karakterize edilmis bir klanlagma egilimi, bir hiicrede yer alan ve

p yogunluguna sahip A tiirlinlin saga dogru hareket etme olasilig1 ile ifade edilirse, saga

dogru iken

pra(l-p) (1.12)
sola dogru iken

g-a(l-p) (1.13)

ve yukaridan agikca p +¢ =1 oldugu goriilmektedir. Son olarak

o° p
Ox?

d__ 0
5— axD(b(X))-i-D

(1.14)

: . [(ad’ : a(2p—1) . (2a o
dir. Burada D=lim|— |,P=lim| — | ve w =lim| — | seklindedir. (1.14)

-0\ T 50 T 50 T

po

denklemini daha basit hale getirmek i¢in ¢ = P+w ve r == esitlikleri yerlerine yazilirsa
op o . or
—=——[D—-yr(l-r L15
o~ TP v (115)

klan rastlantisal hareket (Clannish Random walk) denklemi elde edilir.
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1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1. 1 Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun mubhtelif tiirevlerini igeren
matematiksel denklemlere diferensiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli bir
degiskene gore tlirev alintyorsa, o degiskene bagimsiz degisken, denklemde tiirevi alman
degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken igeren diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem
denir ve genel olarak n. mertebeden adi bir diferensiyel denklem;

Fle,y,yy"....y")=0, (1.16)
seklinde gosterilir.

Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferensiyel denkleme kismi

diferensiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferensiyel denklem

2 2 2 2 n
F[ Ou Ou ou O'u Ou Ou Ou 6u]:0’

X, V,t,u,— (1.17)

ox 0y ot oxt axdy oy ot o
olarak yazilir.

Tanmm 1. 2 Bir diferensiyel denklem lineer veya lineer olmayan olmak tizere iki
sekilde smiflandirilir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyor ise bu diferensiyel denkleme /ineer diferensiyel
denklem denir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken kendisi veya tiirevleri ile
carpim ya da boliim durumunda ise veya bagimli degisken iistel, trigonometrik ya da
logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli de§iskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki
ve ikiden biiyiik ise bu tiir diferensiyel denklemlere lineer olmayan diferensiyel denklem
denir.

Tanmm 1. 3 Bir a<x<b araliginda tanimli bir @ fonksiyonu a < x <b araliginda

bulunan her x i¢cin tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu
F (x,®(x),®'(x),.., 0" ) =0, (1.18)

ise @ fonksiyonuna (1.16) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferensiyel denklemin
genel c¢Oziimii, diferensiyel denklemin mertebesi kadar sabit icerir. Cozliim
fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢6ziime de ozel ¢oziim
denir. Bir adi diferensiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir

kismi diferensiyel denklemin ¢oziimii ylizey ailesine karsilik gelir.
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Ozel olarak, ikinci mertebeden bir diferensiyel denklem gdz éniine alindiginda bu
tip denklemlerin ¢oziimleri iki sabit i¢erdiginden bu sabitleri bulmak i¢in iki ek sart
verilmelidir. Eger sartlar; bagimli degisken ve tiirevleri iizerinde bagimsiz de§iskenin ayni
degeri i¢in verilen sartlar ise baslangi¢ sartlari, bagimsiz degiskenin farkl degerleri igin
verilen sartlar seklinde ise simir sartlar: ile tamimlanir. Bir diferensiyel denklemin
baslangi¢c sartlar1 ile incelenmesine baslangi¢ deger problemi, smir sartlart ile

incelenmesine stnir deger problemi denir.

y(xo)z yo s )/,(xo):)ﬁa--- ay(n_])(x()): yn_] (119)
(1.16) ve (1.19) ile birlikte verilen bir problem baslangic deger veya Cauchy Problemi

olarak bilinir. Diger taraftan

Axo)=yo> Mx)=y1ss ¥(%,) =, (1.20)
(1.19) ve (1.20) ile birlikte verilen denkleme sinir deger problemi denir.

Diferensiyel denklem bir fiziksel olayin modeli oldugundan kolaylik olmasi
acisindan genellikle ikinci mertebeden sabit katsayili bir kismi diferensiyel denklem
almarak siiflandirmaya gidilmistir, ikinci mertebeden bir kismi diferensiyel denklemin
genel hali;

au, +bu, +cu, +du +eu + fu+g=0, (1.21)

seklinde yazilabilir. Burada a, b, ¢, d, e, f ve g sabitler ve A = b* —4ac olmak iizere;
A = 0 1se denklem Parabolik (Diflizyon Denklemi),
A> 0 ise denklem Hiperbolik (Dalga Denklemi),
A <0 ise denklem Eliptik (Laplace Denklemi),
olarak smiflandirilmaktadir. Ornek olarak; parabolik tipteki bir kismi diferensiyel
denkleme difiizyon (1s1) denklemi, hiperbolik tipteki bir kismi diferensiyel denkleme dalga
denklemi, eliptik tipteki bir kismi diferensiyel denkleme ise Laplace denklemi verilebilir.
u, +c’u_, =0 Diflizyon Denklemi,
u, —c’u, =0 Dalga Denklemi,

u, +u, =0Laplace Denklemi

dir. Ornegin;
2 2
Au:%+%:0, (1.22)
X
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denklemini g6z Oniine alalim. (1.22) ile verilen Laplace denkleminin ¢6ziimleri harmonik

fonksiyonlardir. Yukarida g6z oniine alinan (1.22) denklemi

u(x,0)=f(x)veux (x,0)=g(x), (1.23)
baslangi¢ sartlari ile verilmis ise probleme Cauchy problemi,
u(O,t)=p(t)veu(€,t)=q(t), (1.24)

sartlar1 ile verildiginde, probleme Dirichlet Problemi, eger ¢6ziim bolgesinin disinda dis

normali boyunca ¢6ziim araniyorsa yani;
% 1), (1.25)

sart1 ile verilen (1.22) denklemine ise Neumann Problemi denir.

Tammm 1. 4 f: Ac R — Rolsun. k pozitif bir reel say1 olmak iizere Vx € 4 i¢in

f(x+k) =f(x),
esitligi saglaniyor ise f fonksiyonuna periyodiktir denir ve k ya da f fonksiyonunun
periyodudur denir.

Tammm 1. 5 Kompleks diizlemde iki yonde periyodik olan fonksiyonlara eliptik
fonksiyon denir. Eliptik fonksiyon, eliptik integrallerin ters fonksiyonlar1 olarak da
tanimlanabilir. w herhangi bir kompleks say1 olmak {izere kompleks diizlemdeki biitiin z
sayilar1 i¢in f (z+w) =f (z) olacak sekilde f fonksiyonuna periyodiktir denir ve w ise
f fonksiyonunun periyodu olarak adlandirilir. @ ve b iki esas periyot olmak iizere

w=ma+nb olarak yazilabilir. Bdylece her eliptik fonksiyon bir ¢ift esas periyoda
sahiptir.

Tanim 1. 6 Jakobi eliptik fonksiyonlar eliptik fonksiyonlarn standart formudur. Bu
fonksiyonlar, m eliptik modiil olmak tizere cn(u,m), dn(u,m), sn(u,m) olacak sekilde ii¢

temel fonksiyon ile gosterilir. Bu {i¢ temel fonksiyon
2
N O<m <1 (1 26)

seklinde verilen birinci tip eliptik integralin versiyonundan ortaya c¢ikar. Burada

m=modu ve @=am(u,m)=am(u) olmak iizere Jakobi genliktir ve ayrica
@ =F"'(u,m)=am(u,m) ile tamimlanir. Bu agiklamalardan sonra

sin(go):sin(am(u,m))zsn(u,m), (1.27)
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cos (go) =cos (am(u, m)) = cn(u, m),

\/1 —m’sin’ (qo) = \/l —m’sin’ (am(u,m)) = dn(u,m)

(1.28)
esitlikleri yazilabilir. Buradam — 0 ve m — liken sirasi ile bu fonksiyonlar
sn(u,O):sin(u), sn(u,l):tanh(u),
cn(u,O):cos(u), cn(u,l):sech(u), (1.29)
dn(u,O)zl, dn(u,l):sech(u)
olarak tanimlanir. Ayrica Jakobi eliptik fonksiyonlar iizerinde tiirev
j—u(sn(u)) =cn(u)dn(u),
j—u(cn(u))z—sn(u)dn(u), (130)

i(a’n(u)) =—m’sn(u)cn(u)
du

esitlikleri ile aciklanir. Jakobi eliptik fonksiyonlarin bu 6zelliklerinin yanm1 sira bu

fonksiyonlar arasinda

Snz(u)+cn2(u)=l, (131)

m’sn(u)+dn’(u) =1
bagintilar1 vardir.

Tanmm 1.7 Lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek

q

. . d , . :
mertebeden lineer olan terim —g ve en yiksek mertebeden lineer olmayan terim
dg

7 N
uf (3;] ile verilsin. M dengeleme terimi olmak lizere M +g¢q :Mp+s(M +r) esitligi
yazilabilir.

Tanim 1.8 Xve Yiki uzay ve [ {t|0 <t< 1} araliginda tanimli olsun. Eger

¢: X xI—Y siirekli bir doniisiimii Vx e X i¢in ¢(x,0) = f(x) ve ¢(x,1)=g(x) oluyor
ise f,g:X — Y donisiimlerine homotopiktirler denir ve f =~ g ile gosterilir. ¢: f — gise

¢, f’den g ’ye bir homotopi kurar seklinde ifade edilir.
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2. LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN HAREKET
EDEN DALGA COZUMLERI iCiN BAZI ANALITiK METOTLAR

Evulasyon ve dalga denklemleri zamana bagl tiirevler igeren kismi diferensiyel
denklemlerdir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimlerinin aranmasi son yillarda matematikgiler
tarafindan yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir. Baz1 bilgisayar paket programlar1 6zellikle
Maple veya Mathematica kullanilmasiyla evulasyon ve dalga denklemlerinin ¢6ziimleri
daha kolay bir hal almistir. Bu tiir denklemler fiziksel olaylarin matematiksel modelleri
oldugundan, c¢oziimleri fiziksel olaylarm daha iy1 yorumlanmasi adma fizik¢ilere ve
mithendislere yardimci olabildiginden, denklemlerin ¢oziimii i¢in birgok metot
gelistirilmistir.

Bu boliimde kismi diferensiyel denklemlerin hareket eden dalga ¢dziimlerinin elde

edilmesinde kullanilan bazi analitik metotlar verilecektir.

2.1. Analitik Metotlarin Analizi

Tabiat olaylarinin matematiksel modellemesi genellikle lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemler ile agiklanabildiginden bu denklemlerin analitik ¢oziimleri biiyiik
bir 6neme sahiptir. Clinkii bu ¢éziimler o denklemin yapisi, karakteri ve mekanizmasi
hakkinda bilgi vermektedir. Son yillarda kismi diferansiyel denklemlerin hareket eden
dalga ¢oziimleri ve periyodik dalga ¢Oziimlerine olan ilgi artmistir. Bu ¢oziimleri elde
etmek i¢in birgcok metot gelistirilmistir. Bunlardan bazilar1 soyle siralanabilir:
Genellestirilmis Miura doniisiimii [4], benzerlik indirgeme metodu [11], sine—cosine
metodu [12], Hirota’nin bagimli degisken metodu [14], ters sacilma metodu [15], Darboux
dontistimii [16], Painleve ac¢ilim metodu [17], homojen balans metodu [19-22], Bécklund
dontistimii [24-29], Jakobi eliptik fonksiyon metodu [30-35], Kudryashov metod [36-43],
Hirota bilinear form metodu [44], Cole-hopf doniisiimii [45], tanh fonksiyon ag¢ilim

!

metotlar1 [10,46-54], iistel fonksiyon acilim metodu [55-58], (%j—aglhm metodu [59-

62] gibi analitik metotlarin yani1 swra bazi yart analitik metotlar da, = Adomian

Decomposition metod [63-66], Homotopi analiz ve perturbasyon metodlar1 [67-81].
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2.1.1 Homojen Balans metodu

Wang [19] tarafindan literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak i¢in
w(u,u,u u_u,,u,..)=0 (2.1
denkleminde w = w(x,¢) fonksiyonu (2.1) in yaklasik ¢6ziimii kabul edilir. Ancak, (2.1)
deki fonksiyonlarin uygun bir lineer kombinasyonu seklinde yazilan ve sadece bir
degiskene bagliolan f fonksiyonu (2.1) denkleminin gergek bir ¢oziimiidiir. f* doniistimii
kullanilarak (2.1) denklemi
W, f (W), f (W), f W) [ (W) s f (W), 5 f(W),5..) =0 22
seklinde yazilir. Burada f ve w fonksiyonlarinin bulunusu ve (2.1) deki fonksiyona

uygun bir lineer kombinasyonlarmin yaklasik ¢éziimiiniin olusturulmasi i¢in ii¢ durum s6z
konusudur.

(i) (2.1) denklemindeki fonksiyonun uygun bir lineer kombinasyonu segilerek
katsayilar hesaplanir. Yani, verilen denkleminin en yiiksek mertebeden lineer terimi ve en

yiiksek mertebeden lineer olmayan terim i¢in uygun bir lineer kombinasyon kullanilir. f

ve w fonksiyonlarinin gerekli tiirevleri kullanilarak (2.1) denklemi polinom sekline
dontistir. Burada olusturulan en yiiksek derecedeki esitlikler onemlidir.

Ornegin, verilen bir lineer olmayan kismi diferensiyel denkleminin en yiiksek lineer

olmayan terimi uu, ve en yliksek mertebeden lineer olan terimi u, olsun. (2.2)

ifadesindeki fonksiyonlarm bir birlesimi

0" (w)

PERREALY)

u

seklinde olsun. (2.2) de (m+n) mertebeden daha diisiik tiim terimler

u=f""w " w" +w(x,t) (2.3)
esitligindeki meveut kismi tiirevlerin (m+n)inci (m > 0,72 0) mertebesinden daha diisiik
tiim terimleri seklinde olsun. Bu durumda (2.3) kullanilirsa

u, = fO fmry 2 24y, t) (2.4)
esitligin mevcut kismi tiirevlerinin 2(m +n)+1 mertebesinden daha diisiik tiim terimleri

u,, =W P+ w(x, 1) (2.5)

esitliginin mevcut kismi tiirevlerinin m+n+3 mertebesinden daha diisiik terimleri (2.4)
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ve (2.5) teki w fonksiyonunun en yiiksek mertebeden kismi tiirevlerine esitlenirse
2m+1=m+3ve 2n=n olur. Buradan m =2 ve n =0 bulunur. (2.3) de bu degerler yerine
yazilirsa

0*f(w)

2
X

+ w(x,t) (2.6)

elde edilir.

(ii) Birinci basamakta secilen lineer kombinasyon (2.1) de yerine yazilarak wnin en
yiiksek mertebeden tiirevleri ile biitlin terimler bir araya getirilerek sifira esitlenir. Daha
sonra f fonksiyonu i¢in adi diferensiyel denklem haline gelir ve bu denklem ¢oziiliir.
Burada bir¢ok fonksiyon logaritmik fonksiyondur.

(iii) /* fonksiyonunun cesitli tiirevlerine ait lineer olmayan terimler f fonksiyonunun
daha yiiksek mertebeli tiirevlerine doniistiiriiliir. Bu islemden sonra f* fonksiyonunun ayni
mertebeli tiirevleri bir araya getirilir ve ayni mertebeli tiirevlerinin katsayilar1 sifira
esitlenerek w fonksiyonu i¢in denklem dizisi elde edilir. Bu denklem dizisinin sol taraflar1
w fonksiyonunu ve tiirevlerini i¢erir. Burada w fonksiyonu homojen denklemin ¢6ziimii
olan bazi sabitlerinin bulunmas1 gereken tistel bir fonksiyon olarak kabul edilir. Buradan
cebirsel denklemler elde edilir. Bu lineer olmayan cebirsel denklemler i¢in ¢6ziim
mevcutsa w fonksiyonu ve (i) de secilen lineer kombinasyonlarin katsayilar1 hesaplanmis

olur.

2.1.2. Bicklund Doniisiim Metodu

Tarihsel olarak Bécklund doniisiimii diferensiyel geometride ve diferensiyel
denklemler ile ilgili olan teorilerdeki ¢aligmalar yardimi ile 19. ylizyilin sonlarinda ortaya
cikmistir. Herhangi bir uzaym bir noktasinda siirekli ve tiirevlenebilir bir ylizeyi bagka bir
yiizeye doniistiiren ddniisiimlerin bir genellemesidir. {1k olarak Bicklund déniisiimii Sine-

Gordon (u,, =sinu ) denklemine uygulanmistir. Backlund (1874), Bianchi (1879) ve Lie

(1888, 1890, 1893) Sine-Gordon denkleminin var olan ¢6ziimii disinda yeni ¢oziimler elde
etmigtir. Clarin (1903) te bu doniisiimii Bicklund doniistimii olarak adlandirmistir. Bu
dontistimler ilizerine calismalar 1970 de solitonlarmm kesfine kadar pek etkin olarak
kullanilmamastir. Solitonlarin gelisimi ile beraber Backlund doniistimii {izerine birgok

calismalar yapilmistir. Bunlardan biri de Fan (2000) tarafindan yapilan ¢alismadir.
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Fan [20,21] tarafindan literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak i¢in.
u =H@u,u_u_,..) (2.7)

kismi diferensiyel denkleminin homojen balans doniisiimiine goére Bicklund doniistimii

u =

0 f+u, (2.8)
ox*

seklindedir. Burada f = f(w) ve w=w(x,t) seklindedir ve de u ile u, fonksiyonlart
(2.7) denkleminin iki ¢6ziimiidiir. a, u fonksiyonunun en yiiksek mertebeden tiirevli lineer
terimi ile en yiiksek mertebeli lineer olmayan teriminin dengelenmesi ile tespit edilir. (2.8),
(2.7) denkleminde yerine yazilrsa elde edilen denklem en yiiksek kuvvetten w,
parantezine almir, parantezin i¢inde f fonksiyonuna bagli bir adi diferensiyel denklem
elde edilir ve bu denklem ¢oziilerek f fonksiyonu bulunur. Bulunan bu f fonksiyonundan
yararlanarak diger biitiin f ye baglh olan tiirevler f', f/",... seklinde ifade edilir ve son
denklem f', f",...parantezine alinir. Daha sonra parantez iginde bulunan w fonksiyonuna
bagh tiirevler birlikte yazilarak w fonksiyonu hesaplanir. Hesaplanan bu f ve w

fonksiyonlar1 yerlerine yazilarak doniisiim bulunur ve u ¢6ziim fonksiyonu bulunmus olur.

Bulunan bu # fonksiyonu (2.7) denkleminin solitary dalga ¢6zimiidiir.

2.1.3. Birlestirilmis Rasyonel Acilim Metot

2004 yilinda Chen, Wang, Li [34] genellestirilmis Jakobi eliptik fonksiyon

metodunda
H(u,u,u u,..)=0 (2.9)
kismi diferensiyel denklemini u (x,t) =u (é‘) & =kx+wt doniisimii ile
O'(u'u"u",..)=0, (2.10)

seklinde adi diferensiyel denklem haline getirmis ve (2.9) denkleminin periyodik dalga

¢Ozlimlerini bulmak i¢in

(F')’ = A+ BF*+CF*, (2.11)
. . .. , dF . o
diferensiyel denklemini baz almistir. Burada F :d_f dir ve A, B, C de sabittir. (2.9)

diferensiyel denklemi i¢in

25



x,t)=a, +i[aiFi(§)+biF‘i(§)], (2.12)

formunda bir ¢6ziim aramistir. Burada m sayis1 (2.10) denkleminde en yliksek mertebeden
lineer olan terim ile lineer olmayan terimin dengelenmesi sonucu bulunan sabit bir sayidir.
Bu ¢oziim iizerinden gerekli tiirevler alinarak (2.10) diferensiyel denkleminde yerine
yazilir. Daha sonra elde edilen denklemde F' ve F~' terimlerinin katsayilari sifira
esitlenerek cebirsel denklem sistemi yazilir. Elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek

a,,a,,b, sabitleri bulunur. Bulunan bu sabitler, (2.11) eliptik diferensiyel denklemin

coziimleri olarak bilinen ve Chen ve Zhang [32] tarafindan hesaplanan

A=1

i) B:—(1+m2) ., F(&)=sné,cdé, (2.13)
A=1-m’

u) B=2m’-1, F(&)=cné , (2.14)
A=m* -1

zzz) B=2-m", F(é‘):dné‘, (2.15)
A——m - )

zv) B=2m" -1 , F(&)=ds&, (2.16)
A=1-m’

v) B=2-m’, F(&)=cs&, (2.17)
4=t

4

. _m2—2 _ sné

Vi){B = S F(é)_lidnf (2.18)
o
4
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vii< B =

Vili{ B =

Xi)

xii<{ B

. dné
F = + , ’
(6= né iend i\/l—mzsnf +cné

_ dng
B mené +iN1—-m’

cné
\/l—mzsnfidnf ’

, msn& tidné,

27

sné
l+cné

2

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



=1
4
m* =2 cn
Xiii)3 B = , F(§)=—/—m— (2.25)
2 () N1—m* +dné
com
4

ifadeleri ele alinan yardimci denklemin ¢oziim fonksiyonlar1 olarak yerlerine yazilarak
(2.9) diferensiyel denklemi i¢in dalga ¢éziimleri elde etmislerdir.

Chen, Wang, Li [34,35] yukarida ifade edilen eliptik fonksiyon metotlar1 {izerine
calismalar yaparak 2004 yilinda Jakobi eliptik rasyonel a¢ilim metot’u gelistirmis ve 2006
yilinda Birlestirilmis rasyonel a¢ilim metot’ u literatiire kazandirmistir. Bu metodu

aciklamak i¢in (2.9) ile verilen iki degiskenli lineer olmayan kismi diferensiyel denklemi
gdz oniine alalim. (2.9) denklemi u(x,)=u(&), & =hkx+wt ddniisiimii ile (2.10) seklinde
adi diferensiyel denklem haline doniisiir. Boylece (2.9) denkleminin aranan ¢oziimii,

. 2 @ F(E)GR(€)

= it : 2.26
u(é)=a, +;(MF(§)+”2G(§)+1)] (2.26)

dir. Burada a,,a’, , i, veu,(i=1,2,..) ileride hesaplanacak sabitlerdir. F=F(&) ve
dF dG . L )

G=G(¢), ' =K,(F,G), 9E =K, (F,G) tiirevlerini saglayan K, ve K, polinomlarmna

sahip fonksiyonlardir. m pozitif tam sayis1 (2.10) denklemindeki en yiiksek mertebeden

lineer olmayan terim ile lineer terimin dengelenmesiyle belirlenir. Daha sonra u ¢6ziim

fonksiyonu ve gerekli tiirevleri (2.10) denkleminde yerlerine yazilarak F”(&)G?(&) ye

bagli olan denklem elde edilir(p=1,2,..veq=0,1). Bu denklemde F”(&)G*(&)

fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlenerek cebirsel denklem sistemi

bulunur. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢6ziilmesi ile a,, a’,, , 1 ve w,sabitleri bulunur.

Rasyonel a¢ilim metodunda ¢6ziim fonksiyonuna bagh olarak iki tip ¢6ziim aranmaktadir.

2.1.3.1. Jacobi eliptik fonksiyon rasyonel aciim metod

Birlestirilmis rasyonel a¢ilim metodunda, lineer olmayan kismi diferensiyel denklem
icin ¢oziim formunun rasyonel Jacobi eliptik fonksiyon ¢6ziim formunda arandigi bir

uygulamadir.
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Burada aranilan ¢6ziim formu;

asn’ (&)+bsn’™ (&) en (&)
u() = a0+]z] (y]sn(§)+u2cn(§))j

(2.27)

dir.

2.1.3.2. Riccati rasyonel acilim metot

Birlestirilmis rasyonel a¢ilim metodunda, lineer olmayan kismi diferensiyel
denklem i¢in ¢dziim formunun Riccati denkleminin ¢6ziim fonksiyonu formunda arandigi
bir uygulamadr. F ve G Riccati denkleminin ¢6zlimleri i¢inde simirlandirilirsa aranilan

¢Ozlim formu;

u(f):ao+iaiFl (E)+bF ™ (E)JR+F (;)’ 2.28)

T &)+ R F (8) 1)

dir. Burada F'=R+F’ Riccati denklemi olmak iizere, F =F (&) fonksiyonu Riccati

denkleminin ¢oziimiidiir. Dolayisiyla Riccati diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olarak

elde edilen

F :—x/jtanh\/zf
, b<0i 2.29
{ —b coth\]-b& R ¢2)
Fe-l b-oise (2.30)
S
{F:ﬁ“m@é b>0ise 2.31)
F=- bcotx/gf

fonksiyonlar1 yardimiyla (2.9) denkleminin hareket eden dalga ¢oziimleri elde edilir.

2.1.4. Kudryashov Metot

Kudryashov [40] tarafindan 2004 yilinda literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak

icin (2.9) ile verilen iki degiskenli lineer olmayan kismi diferensiyel denklemi gz Oniine

alinirsa (2.9) denklemi u(x,¢)=y(&), & =x—ct doniisiimii ile

Ql(_cygaygaczygga---)zo (2.32)

seklinde adi diferensiyel denklem haline doniisiir. (2.9) denkleminin ¢éziimii
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Y& =a,+ a0 (£)

formunda aranir. Burada a,,a,,a,,... ileride hesaplanacak sabitlerdir ve Q= Q(¢&) = 1 ! -
te

O; =’ —Qdenklemini saglayan fonksiyondur. m pozitif tam sayisin1 yani dengeleme

terimini hesaplarken (2.32) denkleminde y=z” yazilarak tiim terimlerin dereceleri
karsilastirilarak en kiigiik dereceli iki veya daha fazla terim secilir. p nin minimum degeri

(2.32) denkleminin ¢6ziimiiniin kutbu olarak tanimlanir. Daha sonra y ¢6ziimii ve gerekli
Ve =2,ai(Q-1Q", v, =D ai((i+ DO~ 2i+DQ+)Q' (2.33)
i=1 i=1

tiirevleri (2.9) denkleminde yerlerine yazilarak Q(&) ye bagh olan denklem elde edilir.
Bu denklemde Q(é‘) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlenerek

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemin ¢dziilmesi ile a,,a,,a,, ...

sabitleri bulunur.
2.1.5. Ustel Fonksiyon Metot

He [55] tarafindan 2006 yilinda literatiire kazandirilan bu metodu agiklamak ig¢in

(2.9) ile verilen iki degiskenli lineer olmayan kismi diferensiyel denklemini goz Oniine
alalm. (2.9) denklemi u(x,¢)=u(&), E=x—ct doniisimii ile (2.10) seklinde adi

diferensiyel denklem haline doniisiir. (2.10) denkleminin ¢oziimii
d
>4, exp(ng)
(o) ,
by exp(mé)

m=-p

(2.34)

formunda kabul edilir. Burada ¢, d, p ve g daha sonra belirlenecek pozitif tamsayilar, «a

n

ve b bilinmeyen sabitlerdir. (2.10) denkleminin ¢6ziimii olarak kabul edilen (2.34) esitligi
daha ac¢ik olarak

u(E) = a,exp(cé)+...+a_, exp(—dé&)

_ ’ 2.35
a, exp(p§)+...+a_q exp(—qf) ( :
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seklinde yazilabilir. Burada p,c,d ve ¢ pozitif tam sayilar1 (2.10) denklemindeki en
yiiksek mertebeden lineer olmayan terim ile lineer terimin dengelenmesiyle belirlenebilir.
Daha sonra (2.34) ¢oziimii ve gerekli tiirevleri (2.10) denkleminde yerlerine yazilarak
exp(é) ye bagli olan denklem elde edilir. Bu denklemde exp(é) fonksiyonunun
kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlenerek cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu
cebirsel denklemin ¢oziilmesi ile a, ve b, sabitleri bulunur. Bulunan bu sabitler (2.34)
esitliginde yerlerine yazildigi zaman (2.9) denkleminin hareket eden dalga ¢oziimleri

bulunmus olur.

2.1.6. (%j -Ac¢ihm Metot

2008 yilinda ilk olarak Wang [59] ve arkadaslar1 tarafindan sunulan metodun

yukarida bahsedilen fanh metotlarindan farkli olan tarafi Riccati diferensiyel denkleminin
yerine G = G(é) olmak tizere

G"+AG +uG=0 (2.36)
seklinde ikinci mertebeden sabit katsayili lineer bir diferensiyel denklemin

sec¢ilebilmesidir. Ayrica (2.9) denklemi i¢in aranan ¢6ziim

X (G
u(x,t)=>a, ( G] (2.37)

m=0

'

olacak sekilde aranir. (2.37) ¢Oziimii yazilirken (%) fonksiyonunun degeri (2.36)

denkleminin ¢6ziimiinde hesaplanan G ¢o6ziim fonksiyonu yardimiyla elde edilir.

Bu metot lizerine ¢alismalar yapilarak 2010 yilinda Guo ve Zhou [60] tarafindan

'

genisletilmig (%) -agtim metot ve arkasindan Lii ve arkadaslar1 [61] tarafindan

genellestirilmis (%) -ac¢tlim metot literatiire kazandirilmistir.

2.1.7. (éj -Acihim Metot
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'

2011 wyilinda Yokus [82], (%j-aglhm metodundan esinlenerek (éj-aglhm

'

metodun gelistirmis ve tezinde (%j -acilim metodu kullanilarak ¢6ziimlerinin elde

edilemedigi bazi lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinii (é) -acilim

'

metodu ile elde etmistir. (E] -acilim metodundan farkli olarak yardimci denklem

G"+AG"+u=0 (2.38)

olarak ele almistir.
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3. LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN HAREKET
EDEN DALGA COZUMLERI iCiN UYGULAMALAR

Bu Boliimde bir onceki Boliimde analizleri yapilan ve lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin hareket eden dalga ¢dzlimlerini veren metotlardan Bécklund

doniisiim ve Jacobi eliptik fonksiyon rasyonel a¢ilim metotlart ile

u,—u, +2uu_+u_=0, 3.1)
u, —uu_+uu, +u, =0, (3.2)
u, —u’u, +uu,, +ug, =0, (3.3)
u,+6uu +u, =0 (3.4)

denklemleri ile tanimli sirasiyla CRWP, 5. Mertebeden KdV-like denklemleri ve KdV

denklemi i¢in hareket eden dalga ¢6ziimleri elde edilecektir.
3.1. CRWP ve KdV Denklemlerine Bicklund Doniisiim Metodun Uygulanmasi

3.1.1 CRPW Denklemine Biicklund Déniisiim Metodun Uygulanmasi

Homojen balans [21] metoduna gore (3.1) denklemi i¢in Bicklund doniisiimii

aranacak olursa; verilen denklemde en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim wuu, ile en

yiiksek mertebeden lineer terim u_ dengelenirse (2.8) doniistimiinde a =1olur. Boylece
0
uza—f(w)+uo=f$vx+u0 (3.5)
X

bagmtisi elde edilir. Burada f = f(w), w=w(x,t) ve u, =u,(x)dir. (3.5) ifadesi (3.1) de
yerine yazilir ve diizenlenirse;

(2fj’"—f”’)w§’ +(f"w,wx — W =21 w_+ fPwow, + W)+

— W + o+ S, (uy) + [, — fvg, +(uy), +(uy), +1uy (1) =0 (3.6)
esitligi elde edilir. (3.6) esitliginde w’ in katsayisi sifira esitlenirse

2ff"=f"=0 (3.7)
seklinde lineer olmayan adi diferensiyel denklem elde edilir. (3.7) denkleminden
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f=—lnw, (3.8)
bulunur ve buradan doniisiim i¢in gerekli olan

= (3.9)
esitligine ulasilir. (3.9), (3.6) denkleminde yerine yazilirsa,

(211" = f7ywl +(fw, = W2 =2 f Wwow, + fww, + fWiuy)— (3.10)

fwxxx +fth +fwx (MO)X +fwxxu0 _fwxx +(U0)X +u0 (uO)X = O
olur. f've f" parantezine alinarak

(2ff,,_frrr)wi +f”(w,wx —wi —2ww_+ww, +wfu0)+ 3.11)

f’(_wxxx + Wxt + Wx (HO )x + Wxxuo - WXX ) + ((uo )x + Z/lo (Z/lo )x) = 0
elde edilir. Burada katsayilar1 sifira esitlenirse

2 2 _
ww, —w, =2ww_+ww_+wu,=0,

_Wxxx + Wxt + Wx (uO )x + WxxuO - Wxx = 0’ (3 12)
(uo )x (uo +1) =0

bulunur. (3.12) ifadesine dikkat edilecek olursa son esitlikte u, =k (k sabit) olur. u, =k

icin ilk iki esitlik
ww, —w —ww_+knw’ =0, (3.13)
_W)CXX + WX[ +kWXX - WXX = 0
halini alir. Bu son esitlik
Wx(w, -w, (l—k)—wxx) =0,
0 (3.14)
—(w,-w (1-k)—w_)=0
(=, (1-K)-w,)
denklem sistemi haline gelir ve
wt—wx(l—k)—wxx=0, (3.15)

denklemi elde edilir. (3.15) denklemi CRWP denkleminin Bécklund doniisiimii ile elde
edilen yeni formudur. Yani Bicklund doniisiimii ile ele almman denklem yeni forma
dontstiiriiliip ¢oziim elde edilmektedir. Bu da ¢oziim cesitliligi adina Onemlilik arz
etmektedir. Bu yeni elde edilen denklemin lineer olmasi temel almarak a,, a,,a, vec
keyfi sabitler olmak {izere

w=a, +a, expla,(x—ct)], (3.16)
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seklinde (3.15) denkleminin ¢6zliimii aranirsa
(3.17)

w=1+exp[cx +(c’ +(l—k)c)t)]
seklinde bir ¢o6ziim elde edilir. (3.17) esitligi (3.8) esitliginde ve (3.8) esitligi de (3.5)

esitliginde de yerine yazilirsa (3.1) denkleminin
cexp[cx+(c2 +(1-k)c ) ]
)] (3.18)

u(x,t):k_l+exp[cx+ c + l k t
(cosh[cx+(c + l k t]+sinh[cx+(c +(1 k) )t})

l+c(cosh[cx+(c +(l—k)c)t]+sinh[cx+(c +(1 k)c)t})

:k—

seklinde solitary dalga ¢oziimiinii elde edilir

=i s

T

Sekil 6. Biacklund doniisiim metodu kullanilarak (3.1) denklemi i¢in elde edilen ¢Ozumun ug¢

boyutlu hareket eden dalga gériiniimii, (c =0.0L%k 0)

3.1.2. 5. Mertebeden KdV-like Denklemlerine Béicklund Doniisiim Metodun

Uygulanmasi
Oncelikle (3.2) ile verilen 5. Mertebeden KdV-like denklemi incelenecek olursa

uu, 1ile ug terimleri dengelenmesiyle, dengeleme teriminin 2 oldugu goriiliir ve bu (2.8)

ile tamiml1 Backlund doniisiimiinde yerine yazilirsa
(3.19)

0’ )
I/l:? ( )+MO f” +f'wxx+u0,

elde edilir ve (3.2) denkleminde yerine yazilirsa
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(2755 + 70N W] 4+ I +w = fFO 10w+ £ Ow, +
21f(6)wxx) +fwxxt _frzwxxwﬁsx + 10ff’wxxzw3x +105f(3)w)oczw3x +
w A0 F P, +35FDw ) +35 Wy w, +w (3w, — fFPw + 15w 2+

10/’/”(4)WH2 +105f(5)wxx2 +5f”2w4x + 35f(4)w4x) + f’zwxstx +21 1w, w, +
sz (f(3)wt _ff’w3x +10f"2WxxW3x + IOff(S)WHW3X + 210f(4)wxxw3x +

(3.20)

S, 421w, )+ w (2w, =3 W > +151FPw >+

105/ Dw > +70/Pw, > +5 1w, w, +105fPw_ w, +7f W, )+ fw,_ =0.
elde edilir. (3.20) esitliginde w] in katsays1 sifira esitlenirse

2719+ 7 =0, (3.21)
seklinde lineer olmayan adi diferensiyel denklem elde edilir. (3.21) denkleminden

S =30Inw, (3.22)
bulunur ve buradan doniisiim i¢in gerekli olan

Sr" = —gf O, ST = %f O, SO =61, ST =157,

f!2 — _30f”, ffm — —10f(4), f!!Z — _Sf(4) (323)

esitlikleri elde edilerek (3.20) de yerlerine yaziip f', f", ... parantezine almarak
katsayilar1 sifira esitlenirse;

w., +w, —uw, +u,ws =0,

ww_ +30w_w, +35w, w, —9w_w, +

w 2w, +7w, )=3u,ww_+10uw_w; +5Suww, =0,

—45w, w, +5w, (9w, +14w, > + 6w, w, )+

w2 (w, +15w, +6w, )—uyw.’ +15u,w w > +10u,w >w, =0, (3.24)

—45ww >+ 60w w w, +5w’ (5w, +2w, )—10uw’ w_ =0,

%w}f —%ijxxz +10w *w,, +u,w,’ =0,

(1), =g (), + 1ty (11 ), + ()5, = 0.
denklem sistemi elde edilir. Dikkat edilecek olursa bu sistemdeki esitlikler CRWP
denkleminin ¢6ziimiinde oldugu gibi gozle goriilebilir bir bicimde birbirine kolaylikla

benzetilebilir degildir. Bu sistemde son esitlik olan
(1), =g (115), 1t (1), + (1), =0
denkleminden, u, herhangi bir keyfi sabit olarak alinabilir ve buna bagl olarak da (3.24)

sistemindeki ilk esitlik olan
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Wy T Wy, —UgWs, + W, =0
denkleminin lineer olmasi temel alinarak b,, b, b, ve ¢ keyfi sabitler olmak tizere

w=b,+b, exp[b,(x—ct)], (3.25)
seklinde (3.24) sisteminin ortak bir ¢6ziimii aranirsa;

bb,’ (b, —c—u,+b,’u,) =0,

3b°b,* (106, +11b," —c —u, +5b,%u,) =0,

b’b,’ (60b,” +61b," —c —u, +25b,’u,) =0, (3.26)

25b,b,° (1+b,* —10u,) =0,

%bfb; (5+5b, +2u,) =0.

denklem sistemi elde edilir ve ¢éziimiinden
u,=0,b,=b,, b=>b, b,==%i ve c=1 (3.27)
katsayilar1 elde edilir ve bu katsayilar (3.25) ifadesinde, (3.25) ifadesi de (3.26) ifadesinde

ve son olarak da (3.26) ifadesi (3.19) ifadesinde yerine yazilirsa;

2

u(x,t)= 30887(111(1;0 +bexpli(x—1)]))

__ 30bexpli(x +1)] N 306 exp[2i(x +1)] (3.28)
B by +bexpli(x+1t)] (b, +bexpli(x+ )’ ’

B 300, (cos (t - x) +isin (t - x)) N 30b (cos[2(t — x)] +isin[2(t — x)])
b, +b, (cos (t - x) +isin (t - x)) (by +b, (cos[t — x| +isin[t — x]))2

esitligi ile (3.2) denkleminin bir ¢6zlimii elde edilmis olur.
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Sekil 7. Backlund doniisiim metodu kullanilarak (3.2) denklemi igin elde edilen ¢6ziimiin ii¢ boyutlu

hareket eden dalga g('jriinl"lrnl"l,(b0 =10°,h, =10 )
Ayni sekilde (3.3) denklemi i¢in Bécklund doniisiimii uygulanarak ¢oziim aranirsa
u’uy, ile u,, terimlerinin dengelenmesi ile dengeleme terimi 1 olarak bulunur ve (2.8)

ifadesinde yerine yazilirsa (3.5) doniisiimii elde eldir. (3.5) doniisiimii (3.3) de yerine

yazilirsa

(=2f"7f® +f(6))wf +(u0 )t +uo2 (uo )x —4u, f(4)wx5 +fw, +u02f'wm -
6u, 2w 215 fOw S (f12f" =2 f P =122 O +15fOw )+
2MOZ (“o )3x + lof’wfsxz + 10f”w3x2 + M}x3 (_\/Euof@) + 8\/Euoj‘m)vvxx -

ng(4)w3x +2Of(4)w3x) _2u02fw4x +15f,wxxw4x + sz(uozf” +f,2 (uO )x +5f(3)wxx -
12u02f(3)wxx —10f(4)wxx2 +45f(4)wxx2 —16u, ff"w,, —2f’3w4x +15f(3)w4x) + (3.29)

w, (fW, +2u, [ (u,), —2\10u, [, +6310u, fPw_ > —8u,” [y, +60 1 Ow_w, +
4\/E“ofﬂw4x +6 /W5 )+ [, =0

elde edilir. (3.29) esitliginde w’ in katsays1 sifira esitlenirse

217+ f9)=0 (3.30)
seklinde lineer olmayan adi diferensiyel denklem elde edilir. (3.30) denkleminden
/=0l w, (3.31)

bulunur ve buradan doniisiim i¢in gerekli olan
@ \/E f(5) ff” - _ \/E fm
: 4 2 (3.32)
fr2 _ —\/Ef”, fr3 :Sfm, ferrr :gfm)’ ferm _ %f(s)

ffm —_ f(4)’ ff(“) —_

esitlikleri elde edilerek (3.29) da yerlerine yazilip f', f", ... parantezine almarak
katsayilar1 sifira esitlenirse;

2 2
(2u, (“o )x wotw, +uyw, = 2uw, +w, ) =0,

X

(uy'w,” — \/E(uo )x w’—=6uSw +10w > +15w, w, +
Wx (Wt - Suozwxxx - 2\/51"0 (Wxx - 2W4x) + 6W5x )) = 0’
(—\/Euowj —12u,’ww, + 6\/ﬁu0wxwxx2 +15w > +

8\/Euowx2wm +60w,w w_ —10w  w, +5w’(w, +3w,.))=0,

X XX XXX

(3.33)
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1
5(5 —6u, yw + 8\/Eu0wx3wxx +35ww * + ?ijh =0,

\/Euow)f +5w . w_ =0,

(uo )t +u,’ (uo ))c =0.
denklem sistemi elde edilir. (3.33) sistemindeki son esitlik

(), +uy" (1), =0
denkleminden u, herhangi bir keyfi sabit olarak almabilir ve yine buna bagl olarak da
(3.33) sistemindeki

2 2 _
2u, (u, )x w +w, +u,w —2u,w, +w, =0,

denkleminin lineer olmasi temel alinarak c,, ¢, c, ve ckeyfi sabitler olmak tizere
w=c,+c, explc,(x—ct)], (3.34)
seklinde (3.33) sisteminin ortak bir ¢6ziimil aranirsa;
cc,’ —cc,’c+ec,u, —2¢.c,'u,’ =0,
3l¢’c,’ —¢le,’c— 2@612023% + 4\/Eclzczsu0 +c’c,’u,” —14ec, ', =0,
5¢¢c,* +80c’c,’ —\/chcfuo + 14@613625% —12¢¢,*u,* =0, (3.35)
SCI;C; + 125¢/"¢, + 8\/ﬁcl4czsu0 ~2¢'¢,'u,’ =0,

5¢°¢,’ +4/10¢,¢,’u, = 0.

denklem sistemi elde edilir. (3.35) denklem sisteminin ¢6ziimiinden

5 2 1
u, :ii, c, :—\/;uo, Cy =Cy, €, =C; V€ C:Z (3.36)

2

katsayilar1 elde edilir ve bu katsayilara bagl

o a5 62 (=)
u(x,1) za[\/ﬁln(co +c]exp[7(x—z)]n__ = 2 4

2 2 ¢, +¢ exp[\/zz (x— L)]

4
e o ()
2

N +c,mshb(x_fﬂwmh{ﬂx_rﬂ

esitligi ile (3.3) denkleminin bir ¢o6ziimii elde edilmis olur.

(3.37)
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Sekil 8. Backlund doniisiim metodu kullanilarak (3.3) denklemi igin elde edilen ¢6ziimiin ii¢ boyutlu

hareket eden dalga goriiniimii, (Co = 103,01 = 1()‘3)
3.1.3. KdV Denklemine Béicklund Doniisiim Metodun Uygulanmasi

(3.4) ifadesi ile verilen KAV denklemi i¢in uu_ile u, terimleri arasinda dengeleme

yapilirsa dengeleme teriminin 2 oldugu goriilir ve bu (2.8) ile tanimli Béacklund

doniisiimiinde yerine yazilirsa (3.19) elde edilir ve KdV denkleminde yerine yazilirsa

(67 + £ )i+ frww, +6£"(uy), w,

+w, (6(uy) £ H18/ P w, +6£F W, +10f P, )

+ W, +6(uy) [y, + 61w owy +10 W w, +

w2 (fPw, +6f”(u0)x +6ff W, +10Pw, )

w (2 W, +18(uy) fw, +18 11 W > +15 fPw > +5w,.)
+ s, + (), +6 (1) (1), + (1), =0

(3.38)

elde edilir. (3.38) esitliginde w’ in katsayis1 sifira esitlenirse

2179+ 10 =0, (3.39)
seklinde lineer olmayan adi diferensiyel denklem elde edilir. (3.39) denkleminden

f=2lnw, (3.40)

bulunur ve buradan doniisiim i¢in gerekli olan

f”2 =_%f(4), ffmz_%f(@, f’2 :_2f”’ ff”:—f’” (341)
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esitlikleri elde edilerek (3.38) de yerlerine yazilip f',f", ... parantezine almarak
katsayilar1 sifira esitlenirse;

6(u0)x w, +w_, +6uw, +w, =0,

6(u0) wlEww, —2w W, +w, ( w, +18uw_ +5w4x)=0,

(3.42)
6u,w, —3ww > +w, (w +4w3x)

(uo )t + 6u, (uo )x + (uo )3x =0.
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki
(o ), + 61y (o), + (1), =0
denkleminden u, herhangi bir keyfi sabit olarak almabilir ve buna bagh olarak da yine
(3.42) sistemindeki
6(u, )x w,+w_, +6uw, +w, =0
denkleminin lineer olmasi temel alinarak d,, d,, d, ve c keyfi sabitler olmak tizere
w=d,+d, exp[d,(x—ct)], (3.43)
seklinde (3.42) sisteminin ortak bir ¢6ziimii aranirsa;
b* —bc+ 6bu, =0,
3b*> —3bc—18bcu, =0, (3.44)
b* —c+6u, =0.

denklem sistemi elde edilir ve ¢6ziimiinden
1
”o:—g’do:do’ d =d, d,=-1-6u,, c==l1 (3.45)

katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilara bagli ifadeler yerlerine yazilirsa;

u(x,t) =2§—;(ln(do +dexpl(x+1)]))-=

_ 2dexp[(x+1)] N 2d expl(x+1)] 1 (3.46)
d,+dexp[(x+1)] (d,+dexp[(x+ N> 3 '

_ 2d,d, (cosh[(# + x)]+isinh[(Z+x)]) 1

(d, +d, (cosh[t+x]+isinh[t+x]))* 3

esitligi ile KAV denkleminin bir ¢6ziimii elde edilmis olur.
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Sekil 9. Biacklund doniisiim metodu kullanilarak (3.4) denklemi igin elde edilen ¢6ziimiin ii¢ boyutlu

hareket eden dalga gériiniimii, (do =10°,d, = 10'3)

Onerme 3.1: u, = H(u,u,,u,,,...) kismi diferensiyel denklemi u(x,7)=u(&)=rexp(&),
E=Ax+ut (r, A ve u sifirdan ve birbirinden farkl keyfi sabitlerdir) doniistimii altinda

exp(éj ) nin aymt dereceden kuvvetlerinin parantezine alinabiliyorsa lineer hale
getirilebilirdir.

3.2. CRWP ve KdV Denklemlerine Jakobi Eliptik Fonksiyon Rasyonel Acilim
Metodunun Uygulanmasi

3.2.1. CRWP Denklemine Jakobi

Eliptik Fonksiyon Rasyonel Acilim
Metodunun Uygulanmasi

(3.1) CRWP denklemi u(x,t)=u(&), & =x—ct doniisiimii altinda
—cu'-u'+2uu'-u"=0

(3.47)
adi diferansiyel denklemine doniisiir ve wuu'ile u" terimleri arasinda dengeleme yapilirsa,

dengeleme terimi 1 olarak bulunur. Boylece aranilacak ¢6ziim formu(m - 1)

~ a,sec(&)+b tan (&)
u(&)—a0+#l sec(&)+u, tan (&) +1 (3:48)

olur. (3.48), (3.47) de yerine yazilir ve sec'(&)tan’ (&) (i=0,1,2,...) fonksiyonunun

42



kuvvetlerine gore katsayilari sifira esitlenirse

3a, —6ab, +3bu, — 6a,b,u, +3bcu, —3bup, +3a,u2* =0

2(b,(1+c—2alu, +u’ +cu’ = 2ay(1+ 1) —2u,) +

a,2a,p, +p,(1+ (=14 2a,-c)u,))) =0,

(bul(1-2a, +c—u2)+a,(—1+2bl + (-2 +4a, — 2c)u, + 1,>)) =0, (3.49)
~4a’ +4b —4b” +2a,u, —4a,a,u, +2a.cu, —2b . +2bu, —

4a,bu, +2b,cu, +2a,u,1, =0,

a, —2a,a, + a,c +bu, —2b 1, —2a,u, +2a,bu, + b, —2a,bup, +

beuu, —au2® +2a,a,u,” —acp,” =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden elde

edilen katsayilar ve bu katsayilara bagli ¢oziimler;

I.

dir.

Durum

| | |
h =§(1+#22),ao =5(1+c—ﬂ2)’ g =§(M2 + 41— +ﬂ22),ﬂ] + " %0,

1 2alsec[x—ct]+(1+/¢22)tan[x—ct] (3.50)
u(x,t)z— (l+c—,uz)+
2 ,u]sec[x—ct]+,uzz‘an[x—ct]+l
Durum
1 I+c 1
Ho =0, =0,b=2, 0, =—=, a =%,
{ (3.51)
u(x,t):%+E(l+sec[x—ct]+tan[x—ct]).
Durum
. 1
Hy =i, b =0, a, =§(1+C_:u2)’ ay = iy, iy # 0,
1 iusec[x—ct] (3.52)
u(x,t)==(1+c—i)+ el .
wsec[x —ct]+itan[x —ct]+1
Durum
1 2 1 1 2 3
t =0,b 25(1"':“2 ):ao :E(l"'c_:“z)aal :iz T+ p," py +1," # 0,
(3.53)

1 I+ u 2sec[cz‘—x]—l(l+,u Ntan[ct — x]
2 ’ 2= ¢

1—u,tan[ct —x]

u(x,t)z%(l+c—,uz)+
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Sekil 10. Jacobi eliptik fonksiyon rasyonel agilim metodu kullanilarak (3.1) denklemi igin elde edilen
(3.53) ¢dziimiiniin ii¢ boyutlu hareket eden dalga goériiniimii, ( w=lc= 1)

3.2.2. KdV Denklemine Jakobi Eliptik Fonksiyon Rasyonel A¢iim Metodunun

Uygulanmasi

(3.4) ile verilen KdV denklemi, u(x,7)=u(&) ,& =x—ct doniisiimil altinda
—cu'+6uu'+u" =0 (3.54)
adi diferansiyel denklemine doniisiir ve uu'ile " terimleri arasinda dengeleme yapilirsa,
dengeleme terimi 2 olarak bulunur. Boylece aranilacak ¢6ziim formu (m — 1)

a,sec(&)+b tan (&) L4 sec’ (&) +b,sec(&)tan (&)

u(8) = a, +#1 sec(&)+u, tan (&) +1 (1,sec(&)+p, tan(§)+1)2

(3.55)

olur. (3.55), (3.54) de yerine yazilir ve sec'(&)tan’ (&) (i=0,1,2,...) fonksiyonunun
kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlenirse
35b, +150a,b, +90a,b, + 60a,b, +30b> +105b, +90a,b, + 60a,b, +
60a,b, +30b,b, —25b,c —15b,c =0,
18a,” +24a,” —28h, —102a,b, —12b> —52b, —
48a,b, —3bb, +3b,” + a,(25+30a, +36a, —48b, —24b, — 5¢) +
6a,(14+6a, —4b, —2b, —c)+17b,c+8b,c =0,
12a’ +a,(14+24a, +18a, +3b, —4c) +
a,(14+24a,+3b,+9b, —4c)+b,(=7-12a,+ 6b, +9b, + 2¢) = 0,
—6a, —36a,a, —12a,” +16a, —24a,a, +8b, —
12a,b, —24b> —6b,b, +6b,” +6a,c +4a,c +2b,c =0,
b, —6a,b, +6ab, —6b> —b, +6a,b, + 6bb, +bc—b,c =0,

(3.56)
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50a, +60a,a, +36a> +168a, + 72a,a, + 12a,a, +
48a,’ + 6b, +144a,b, +84a,b, +48a,b, + 60b> —14b, +
84a,b, +48ab, +78bb, +42b,> —10a,c —12a,c —24b,c —14b,c =0,

2b, +132a,b, +36a,b, —12a,b, + 48b> —54b, +36a,b, —
12a,b, —36a,b, + 48bb, +12b,> —22b,c — 6b,c =0,
2a, —12a,a, — b, + 6a,b, —6a,b, + b, —6a,b, + 2a,c —b,c +b,c =0,

—6a, —36a,a, —12a,” +16a, —24a,a, — 2b, + 48a,b, —

12a,b, —24a,b, +12b,” —22b, —12a,b, — 24a,b, + 6b,b, —

6b,” + 6a,c +4a,c —8b,c +2b,c = 0.
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden elde
edilen katsay1 ve bu katsayiya bagli ¢coziim;

I+
=?Caa1:_2,a2=0,b]=0,b2:2,ﬂ] :/’l2:15

2

I+c N —2sec[x —ct] N 2sec]x —ctlan[x - ct] (3.57)

6  secx—ct]+tan[x—ct]+1 (sec[x—ct]+tan[x—ct]+ l)2

u(x,t)z

ifadesi ile KAV denkleminin bir ¢dziimii elde edilir.

Sekil 11. Jacobi eliptik fonksiyon rasyonel a¢ilim metodu kullanilarak (3.4) denklemi i¢in elde edilen

(3.57) ¢oziimiiniin ti¢ boyutlu hareket eden dalga goriinimii, (c=1)
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4. LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN HAREKET
EDEN DALGA COZUMLERI iCiN ALTERNATIF YAKLASIMLAR

4.1. Backlund Doniisiim Metodu icin Alternatif Bir Yaklasim ve Uygulamasi

Ucgiincii boliimde lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢dziimiinde
kullanilan Bicklund doniisiimii metodu ile elde edilen ¢oziimler i¢cin Backlund doniistimii
ve F'=A+BF+CF*> vyardimct denklemi ile lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin ¢oziimiiniin elde edilip edilemeyecegi lizerinde duruldu. Buradan hareket
edilerek ¢oziim formu olarak Béacklund doniisimii ele almip bu doniisiim igerisinde
aranilan ¢dziim fonksiyonu olan iistel fonksiyon yerine F'= A+ BF +CF* denkleminden
elde edilecek bir ¢oziim formu ile ¢oziim elde edilip edilemedigi lizerine yogunlasildi.

Bunun i¢in 6ncelikle

a

0
u(é):u0+8§a (klnF(ef)) 4.1)

doniisiimii ele alindi. F'= A+ BF +CF* diferensiyel denkleminin segilmesindeki temel
sebep A, B ve C katsayilarmin durumuna gore ¢oziimiin hem Riccati hem de Bernoulli
diferensiyel denklemine bagli ¢6ziim formunda gelmesi idi.

Bu duruma bagl ¢oziimiin elde edilip edilemeyecegi KdV denklemi iizerinde

incelenirse, KAV denklemi u(x,)=u(&), & =x—ct doniisiimii altinda ele alindiginda

(3.54) adi diferensiyel denklemi elde edilir. Homojen Balans metoduna gore dengeleme

terimi o =2 oldugundan (4.1) de yerine yazilirsa ¢6ziim formu

>
u(é):uo+%(klnF(§)) (4.2)
seklinde olacaktir. Bu ¢6ziim formu, (3.54) adi diferensiyel denkleminde yerine yazilirsa
244k -124°k* =0,604*kB-304*k’B =0,
12A%upk +504°kB* =24 4’k B> +404*kC —124*k*C -2 A’kc =0,
18A%u kB +15A4°kB> —6 4k’ B* + 60 A’ kBC —12 A’k BC -3 A*kBc =0,
6 Au,kB* + AkB* +12 AuhC + 22 A’kB*C +16 A£'kC* — AkB*c -2 A*kCc =0,

18u,kBC? +15kB’C? + 6k* B’ C? + 60 AkBC® +12Ak* BC® - 3kBC?c =0,
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12 Au kBC +2 AkB*C +16 A*kBC* —2 AkBCc = 0,

(4.3)
6u,kb>C + kb*C +12 AukC* + 22 Akb*C* +16 AkC* — kb*Cc -2 AkC*c = 0,

12u,kC? +50kB*C’ + 24k* B*C* + 40 AkC* +124K*C* - 2kC*d =0,
60kBC* +30k*BC* = 0,24kC° +12k*C* =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin Mathematica yardimi

ile ¢6ziimiinden

k=-2,4=0,B=%/-6u,+c,
k=2,C=0,B=1%/-6u,+c

katsayilar1 elde edilir. Elde edilen bu katsayilara bagli olarak 4, B ve C nin durumuna goére

(4.4)

yardimc1 denklem olarak secilen diferensiyel denklemden gelen ¢oziimlere bagli ¢6ziim

aranirsa;
I. A=0,B#0veC=0 ise Bernoulli denkleminin ¢oziimiinden aranacak ¢6zim

C
F(¢&)= ) +e™™ dir. Buna gore yine k=-2,4=0,B8=+/-6u,+c katsayilarma bagli

elde edilen ¢oziim

. (x,t) 5. BY? (cosh [B(—ct + x)] + sinh [B(—ct +x)])

: (4.5)
(B —Ccosh [B(—ct + x)] — Csinh [B(_Ct + x)])

dir.

2. A#0,C=0ve B#0 ise lineer diferensiyel denklemin ¢6zliimiinden aranacak ¢6zim
F(&)= —g+ %eB"g dir. Buna gore k=2,C=0,B=+/—6u,+c Kkatsayilarma bagl elde

edilen ¢0ziim

. (x,t) - 2A4B° (cosh [B(—ct +x)] + s.z'nh[B(—ct +x)]2 46
(—A+c0sh [B(—ct+x)]+sznh[B(—ct+x)])

dir.
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Sekil 12. Béacklund déniisiim metoduna alternatif yaklasim kullanilarak (3.4) denklemi igin elde edilen (4.6)
¢Oziimiiniin ti¢ boyutlu hareket eden dalga gorinimi, (y, =-1,c =1, 4=1)

Dikkat edilecek olursa (4.5) ve (4.6) ifadeleri, (3.46) ile ifade edilen KdV
denkleminin Backlund doniistimii yardimu ile elde edilen ¢6ziim formlar1 katsayilar diginda
aynidir ve yine dikkat edilecek olursa Sekil 12 ve Sekil 11 benzerdir.

Ayni sekilde bu alternatif yaklagim ile Biacklund doniistimii yardimi ile ¢oziimii elde

edilebilen baska bir denklem {iizerinde ¢6ziim aranwrsa; (3.3) ifadesi ile verilen 5.
Mertebeden KdV-like denklem i¢in yine u(x,7)=u(&), & =x—ct doniisimii altinda ele

alindiginda
—cu' —wtu' +utu" +u® =0 4.7)
(4.7) adi diferensiyel denklemi elde edilir. Homojen Balans metoduna gore dengeleme

terimi o =1 oldugundan (4.7) de yerine yazilirsa aranacak ¢6ziim formu
0
u(f):uo+£(klnF(§)) (4.8)

seklinde olacaktir ve yine bu ¢oziim formu, (4.7) adi diferensiyel denkleminde yerine
yazilirsa

—1204°k +124°k’ = 0,24 Luk* —3604'kB + 484k’ B =0,

124%u,’k —a*k® + 724 u k> B—3904kB* + T4 A*k’ B> =240 4£°kC + 404£°k°C =0,

24k + 244 'u kB -34’k’ B+ 76 Auk’ B> —1804%B’ + 544K’ B> +

56 4"u k’C —480A4'kBC +1204'k’BC =0, (4.9

—Au k- 447 u )’ B+144°ukB* 34K’ B> +32 A u ki’ B —314°kB* +

184°K°B* +16 4’u, kC - 24K’ C + 1124 'u k> BC - 292 £'kB*C + 1244k’ B*C -

136 4*kC* +444K°C* + Ak =0,

—12u*kC* + k°C* = 72u,k* BC* +390kB>C* — 74k’ B*C* + 240 4kC° — 40 4AK°C° =0,
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—24u,k*C’ +360kBC” - 48k° BC® =,120kC°* —-12k°C° =0,
—Auy kB -2 Auyk®B* + 2 Au,* kB> — Ak> B> + 4 Au k> B* — AkB® + 24k’ B -
2A4°u k> C +164°u, kBC -3 Ak’ BC + 60 A*u k’B°C - 52 kB C +
46 A%k’ BC +32 Au k> C* —136 A’kBC* + 72 A’k BC? + AkBc =0,
u,"kBC + 2u k> B*C — 2u, kB’ C + k’B*C — 4u k* B*C + kB°C - 2k’ B°C +
24uk*C* =16 Au,’kBC? +3Ak> BC* — 60 Au k> B*C* + 52 AkB’C? —
46 A4k’ B’ C* —32 A’u k> C* +136 A’kBC* — 72 A’k’ BC® —kBCc = 0,
u,"kC* + 4u k> BC* —14u*kB*C* + 3k’ B*C* - 32uk’ B’ C* +31kB*C* -
18k°B*C* =16 Au,*kC> + 2AK°C* =112 Au k> BC* + 292 AkB>C° =124 4K°B*C° +
136 4°kC* — 44 4°k°C* —kC?c =0,
2uk*C’ = 24u, kBC® +3k’BC® = 76u,k’ B*C* +180kB’C* - 54k’ B°C’ -
56 Auyk’C* +480A4kBC* —1204k°BC* =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin Mathematica yardimi

ile ¢6ziimiinden

1
e=L u =0, k=210, 4=0,B=-"% -0,

4 5

1 5 . (4.10)
c:z,uo=17,k=i\/E,A¢0,B=—”%,C=0

katsayilar1 elde edilir. Elde edilen bu katsayilara bagl olarak yine 4, B ve C nin durumuna

gore secilen yardimei diferensiyelden gelen ¢oziimlere baglh ¢6ziim aranirsa;

1. c:%,uO :ig, k:i\/m, A=0,B :—%, C # 0 katsayilarina bagh
cosh{l(—t+xﬂ+sinh{l(—t+xﬂ
1 4 4
u(x,t)=—J5 = V2 V2 (4.11)
2 1 t ) 1 t
1+cosh| —| ——+x | |+sinh| ——| ——+x
V2 4 2 4
¢Oziimii elde edilir.
1 5 uk 9
2. CZZ’MO :iT’ k:i\/ﬁ, A=+0,B :—?,Czo katsayilarma bagl
cosh{l(—t+xﬂ+sinh{l(—t+xﬂ
1 4 4
u(x,t)=—/5 - V2 V2 (4.12)

_a+cosh{\/1§(—2+xﬂ+sinh{\/1§(—2+xﬂ
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o : : : } -g -1
19 i 0 % 1

Sekil 13. Bicklund déniisiim metoda alternatif yaklasim kullanilarak (3.3) denklemi icin elde edilen (4.12)
gbziimiiniin {i boyutlu hareket eden dalga gériiniimil, (5 = 1)
Yine burada da elde edilen (4.11) ve (4.12) ifadeleri (3.37) ile ifade edilen (3.3) 5.
Mertebeden KdV-like denkleminin Bicklund doniisiimii yardimi ile elde edilen ¢6ziim
formlar1 katsayilar disinda aynidir ve yine dikkat edilecek olursa Sekil 13 ve Sekil 8

benzerdir.
4.2. Yeni Bir Yardimci Denklem ile Hareket Eden Dalga Coziimleri

Literatiirde var olan yardimci denklemlerden farkli olarak yeni bir yardimci
diferensiyel denklem araciligi ile farkli formda ¢oztimler elde edilebilmektedir. Gergekten;

F’:%+BF+CF3 (4.13)

ile ele aldigimiz yardimci diferensiyel denklemin A4, Bve C katsayilarina bagl ¢oztimleri

i)A:—l,B:l,C:—l ise F= ! (4.14)
4 2 2 \/1+tan(§)+sec((§)
i) A:l,B:—l,Czo ise
4 2
1 1
F= veya F = (4.15)
\/1+csch(§)+coth(§) \/l+isech(§)+tanh((§)
1 . 1 1
i) A=—,B=1,C=0 ise F =——— veya F = —— (4.16)
2 1+coth(&) 1+tanh (&)
seklindedir. Bu ¢ozlimlere bagli olarak M dengeleme terimi olmak iizere
M
u(x,t)=AY a,F" (4.17)
m=—M
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formunda ¢oziimler aranmustir. @, katsayilar ve A da asagida tanimlayacagimiz dengeleme

13

katsayisidir. Burada “ Tammm 1.7 > ile verilen tanim disinda dengeleme teriminin
bulunmasinda genel olarak daha pratik ve dengeleme teriminin genellenmesinde efektif bir

dengeleme tanimi ortaya konulursa;

Tamm 4.1: wu,=H(u,u u_,.) lincer olmayan kismi diferensiyel denklemi
u(x,t)=u(&) ,& =x—ct doniigiimii altinda lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel

denkleme doniistiiriildiigiinde bu adi diferensiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden

(p)

lineer olan terim "’ ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim u'u") ile verilsin.

F'=ky+kF+k,F* +..+kF" adi diferensiyel denklemi de lineer olmayan kismi

diferensiyel denklemi ¢ozmeden kullanilan yardimci denklem ve bu yardimci denkleme

bagli ¢dziim fonksiyonu u(x,/)=1) aF' olsun. u=AF"ve F'=F" kabuli ile en

i=—m

yiiksek mertebeden lineer olan terim u'?

(r)

ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim
u’u’”’ nun esitlenmesi ile elde edilen m terimine dengeleme terimi denir. Burada g, ler

ileride hesaplanacak katsayilar ve A da dengeleme katsayisidir. (n # 1)

Ornek 4.1: KdV denklemi u(x,t)=u(&), é=x—ct doniisiimii ile —cu'+6uu'+u" =0

lineer olmayan bir adi diferensiyel denkleme doniistiiriiliir ve en yliksek mertebeden lineer
olan terim u" ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim wuu' arasinda dengeleme

yapilirsa;
u' = (AF" ) — AMF" F = AmF" F" = AmF"

u!r :(//LanHn—l)’ — Am(m+n_1)Fm+n—2F!
=Am(m+n—1)F""*F" = 2m(m+n-1)F"*"? (4.18)

u” = (im(m +n—1)F"? )’ =Am(m+n—1)(m+2n-2)F"*">F'
= ﬂ,m(m+n—1)(m+2n—2)F"’+2""3F" = ﬂ,m(m+n—l)(m +2n—2)F"’+3""3
uu! ://LlemFm+n—l — //LZmF2m+n—l

m

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri uu'=u" ifadesinde yerine yazarsak

/IZmFZan—] :/Im(m+n_1)(m+2n_2)Fm+3n—3
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l:(m+n—l)(m+2n—2)ve m:2(n—l) (4.19)
elde edilir.

Burada 6zel olarak Tanh fonksiyon metodunda yardimc1 denklem
F'= A+ BF +CF? alinirsa ve bu denklemde n=2 oldugundan (4.19) de yerine yazilirsa
dengeleme terimi m =2 olarak bulunur ki bu da “ Tammm 1.7 ” yardimi ile bulunan
dengeleme terimi ile aynmidir fakat “ Tamim 1.7 ” yalnizca yardimci denklemin en yiiksek
dereceli teriminin derecesinin 2 oldugu durumda ¢aligmaktadir. “ Tanim 1.7 ” den farkli
olarak tanimlanan “ Tammm 4.1 ” dengeleme terimi tanimi bu handikabi1 ortadan
kaldirmigtir. Bunu yaninda Duran [83] tarafindan 2012 yilinda yapilan doktora tezinde
Kudryashov metodunda kullanilan yardimc1 Benoulli diferensiyel denklemi F'=F>—F
icin bir genelleme yapilmis ve buradaki dengeleme ancak “ Tanim 4.1 ” ile yapilabilmistir.

(4.13) ile taniml1 yardimer denklem ile u(x,7) =u(&), & =x—ct dOniisiimii altinda

KdV denklemi incelenirse oncelikle (3.54) adi diferensiyel denklemi elde edilir ve bu
denklemde en yiiksek mertebeden lineer olan terim u” ve en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terim uu' arasinda dengeleme yapilirsa, “ Tanim 4.1 ” e gére n =3 oldugundan
(4.19) ifadesinde n yerine 3 yazilirsa dengeleme terimi m =4 ve dengeleme katsayisi

A =48 olarak bulunur. Bulunan m ve A degerleri (4.17) ifadesinde yerlerine yazildiginda
u(x,t)=48(aF* +a F +a ,F” +a F' +a,+aF +a,F’ +aF +a,F')  (4.20)

ifadesi elde edilir ve (3.54) ifadesinde yerine yazilarak F' (i=0,1,2,...) fonksiyonunun
kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlendiginde, Mathematica yardimi ile elde edilen
katsayilara baglh ¢oziimler asagidaki gibidir.

(4.14) ifadesine gore;

1. Durum
1 1 1
= _5+c s = = =a,=a ,=da :0’ 5 = s == >
“ 288( )-a=0,=a,=0,=a,=0,=0,a, 28" %

u(xt):48 +i ! _2 ! ! 4
’ “ 48 \/1+sec{x—ct]+tan[x—ct] 96 \/1+sec[x—ct]+tan[x—ct]

1 C 1 X
__ 4.21
\/ 1+sec[x —ct]+tan[x —ct] ] 2 L\/ 1+ sec[x —ct]+tan| x —ct] ] ( )

=48a, +£

dir.

2. Durum
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1 1 1
a, =ﬁ(—5+c),k=l,al =a,=a,=a,=a,=a, =0,a2=£,a4=—ﬂ,

u(x,t) =484, +2( : ] —2{ 1 J (4.22)

\/ 1+ sed x—ct]+ tan[ x — ct]

\/ 1+sec[x —ct]+tan[x —ct]

dir.

Sekil 14. Yeni bir yardimci denklem kullanilarak (3.4) denklemi i¢in elde edilen (4.22) ¢dziimiiniin ti¢
boyutlu hareket eden dalga gériiniimii, (C = _1)

(4.15) ifadesine gore;

u(x,t) :é(—l+w) +{ ! T—;{ ! T (4.23)

JI+isech[x—d]+anh[x—cf] JI+isech[x—df]+anh[x—cf]

dir.

L =

L=

e — =

11

&

Sekil 15. Yeni bir yardimei denklem kullanilarak (3.4) denklemi igin elde edilen (4.23) ¢6ziimiiniin ii¢
boyutlu hareket eden dalga gériiniimii, (C = _1)
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(4.16) ifadesine gore;

u(x.t) :é(—4+c)+4{ 1 ] —2( 1 ] (4.24)

\/1+tanh[x—ct] \/1+tanh[x—ct]

dir.

TN T XE l||||JqIII|,| o |
| i h I'l" |ml'||
1 l a1
r II| IIII' ' I'I'Iluufp'l.
I|||J |”|"'-'.

—id

Sekil 16. Yeni bir yardimci denklem kullanilarak (3.4) denklemi i¢in elde edilen (4.24) ¢dzliimiiniin ti¢
boyutlu hareket eden dalga gériiniimii, (c=-1)

(13

Yardimc1 denklemin (4.13) secilerek ¢oziimiin arandigi yukaridaki islemlerde
Tamm 1.7 ” ye gore KdV denklemi dengelenseydi dengeleme terimi 2 bulunacak ve
(4.16) da yerine yazildiginda ¢oziim elde edilemeyecekti.

Ayrica, “Jakobi Eliptik Fonksiyon Rasyonel A¢ilim” metodunda yardimc1 denklem

olarak (F ')2 = A+ BF* + CF*eliptik diferensiyel denklemi kullanilmistir. Bu yardimci

denklemin ¢6ziimii icin eliptik diferensiyel denklemin ¢6zlimleri olarak bilinen, Chen ve

Zhang [32] tarafindan hesaplanan “Glashier” fonksiyonlar1 tanimlanmis ve ancak bu
fonksiyonlar ~yardimi ile (F ')2 =A+BF*+CF* vyardimc1 denkleminin ¢dziim

fonksiyonlarma ulasilabilmistir. (4.13) yardimci denklemine bagli (4.14) durumu ele

alindiginda (%) -acilim metoduna benzer bir yaklasim ile yani yardimci denklemin

¢Ozlim fonksiyonu ve bu ¢6ziim fonksiyonunun tiirevi beraber kullanilmasi yaklagimindan
esinlenerek “F'F “ ifadesi ¢oziim fonksiyonu olarak kabullenilmis “Jakobi Eliptik
Fonksiyon Rasyonel Ac¢ilim” metodundaki ¢oziim formatina benzer bir format elde

edilmistir. Gergekten

o sec’ (§)+sec(§)tan(§)
(sec(§)+tan(§)+l)

(4.25)
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ifadesi (3.21) ifadesinde =, =1, a,=a,=b, =0 ve a, =b, =1 katsayilar1 i¢in aynidur.
Buna bagli olarak KdV denklemi ele almarak (4.25) ifadesi katsayilara bagl genellenerek

¢OzUm aranirsa;

a, sec’ (&)+b,sec(&)tan (&)
(1 sec(&) + 1y tan (£) +1)°

ifadesi elde edilir. (4.26) ifadesi (3.54) ifadesinde yerine yazilir ve sec’(&)tan’ (&)

u(§)=a,+

(4.26)

(i=0,1,2,...) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilar1 sifira esitlenerek elde edilen

cebirsel denklem sistemi Mathematica yardimi ile ¢oziiliirse, bulunan katsayilar ve bu

katsayilara bagl ¢oziimler

1. Durum

1
Uy = U, =0,aoz%,al=—l,bl ==*1;

u(x,t)= HTC —sec[x —ct]* + sec[x — ct]tan[x — ct]. (4.27)
2. Durum
_1+/‘22 #0,u4,=0,a, :%’ 4 :%(_4_4ﬂ22)’bl =0
l(—4—4,u 2)sec[x—ct]2 2 2
4 2 4+e 21 -
u(x,t): te, 2 N +c 2(1+p;)sec[ct x} . (4.28)
6 (1+ ,uztan[x—ct]) 6 (1—u,tan[ct — x])
3. Durum
2
I+ p" #0, 4 = %4y, a, :H_C’al :(_l_ﬂzz)sﬂz #0,b, = A A
6 Hy
_ _ 2
. (—1—,uf)sec[x—ct]2 +[,uz,uz,uz] sec[x —cttan[x — ct]
u(xt)=—C+ a . (4.29)
6 (14 u,secx —ct]+ pytan]x — ct])
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l+c (1 + y22 )(sec[x —ct]’ +sec[x — ct]tan[x — ct])
6 (1 + u,seclx —ct]+ u,tan x — ct])2

seklindedir.

Sekil 17. Yeni bir yardimci denklem kullanilarak (3.4) denklemi i¢in elde edilen (4.29) ¢6ziimiiniin ti¢
boyutlu hareket eden dalga goriinimi, (¢ = -1, 1, = 2)
Dikkat edinilecek olursa (4.27)-(4.29) ile elde edilen ¢oziimler ile KAV denklemi
i¢in tiglincli boliimde “Jakobi Eliptik Fonksiyon Rasyonel A¢ilim” metodundan elde edilen
¢oziim, format olarak katsayilar disinda benzerdir. Ayrica Sekil 17 ile Sekil 11 de

benzerlik gostermektedir.
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5. LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN HAREKET
EDEN DALGA COZUMLERI iCiN BiR YARI ANALITIK METOT

Bu Boliimde, lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemlerin seri

coziimlerinin elde edilmesinde kullanilan homotopi analiz metodu (HAM) verilecektir.
5.1. Homotopi Analiz Metodu

Bu metot ilk kez 1992 yilinda Liao [66] tarafindan doktora tezi olarak sunularak,
2003 yilinda yine Liao tarafindan yazilan bir kitapta [67] bu metodun fen ve miihendislik
alanlarindaki uygulamalar1 ve diger analitik teknikler ile arasindaki iligkileri ortaya
konulmustur. HAM pek ¢ok lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemlere
[68—70] basarilt bir sekilde uygulanmistir. Bu tekniklerin c¢ogu Taylor serisine
dayanmaktadir. Eger baslangic fonksiyonu iyi secilirse serinin birka¢ teriminde c¢ok iyi

yaklagimlar elde edilebilir. Metodu agiklamak icin
N[u(&)]=0,&=&(x,0), (5.1)

olacak sekilde lineer olmayan bir diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada N

hem lineer hem de lineer olmayan terimleri igeren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel

operator, x,¢ bagimsiz degiskenler ve u (é‘) denklemin ¢oziimiidiir. Ayrica
limg (£: p) =1y (£(x.0) (5.2)

seklinde bir ¢(&; p) fonksiyonu tanimlanir. Burada p €[0,1] ve u, (&) ise baslangi¢ veya

smir sartlarmi gergekleyen tahmini bir baglangi¢ fonksiyonudur. Eger genel homotopi

teknigi kullanilarak

lim¢(S; p)=u (), (5.3)
seklinde bir esitlik yazilirsa Liao’nun sifirinct mertebeden bozulma (deformasyon)
denklemi

(1-p)L[$(&p)—uy (E) |+ hPH(EN [ (& p) ] =0, (5.4)
olarak yazilir. Burada 4 yakmsaklik araligini belirlemede kullanilan keyfi bir parametre,

H (x,t) keyfi bir fonksiyon, L lineer bir operatordir. HAM’ unu diger sayisal metotlar
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arasinda onemli bir yere koyan ve gegerli kilan sebep, 4 parametresinin ve H (x,t)
fonksiyonunun arastirmacilar tarafindan 6zgiir bir sekilde secilebilmesidir. Eger p, 0 dan
1 e artarsa @(&;p) ¢ozimil u, (&) baslangie sarti ve u(&) ¢oziimii arasmda degisir.

¢(8§ ; p) fonksiyonunun p ye gore Taylor seri agilimi

B(:0) =1y (£)+ T, (E)p" (5.5)
olarak yazilir. Burada
am—] ,
(-~ T ER) (56)
m! Op
seklinde yazilir. Eger p —1 ise
(€)=, (£)+ 20,0, 57)

olarak yazilir. (4.4) ile verilen sifirinci mertebeden deformasyon denklemi p ye gbére m

kez diferensiyellenir m! ile boliiniir ve sonugta p =0 alinir ise

L{u, (&)~ 2,1 (E)]=hH (E)R, (um_l(é)j, (5.8)

olacak sekilde deformasyon denklemi yeniden yazilabilir. Burada

o
ve
P {O m<1 (5.10)
"l m>1 '

seklinde tanimlanir.
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6. HOMOTOPI ANALiZ METODUNUN LINEER OLMAYAN KISMi
DIFERENSIYEL DENKLEMLERE UYGULANMASI

Bu Boliimde, dordiincii Bolimde verilen HAM kullanilarak, CRWP ve 5.

Mertebeden KdV denklemlerinin seri ¢oziimleri elde edilecektir.
6.1. CRWP Denklemine HAM’ 1n Uygulanmasi

(3.1) ile verilen CRWP denklemine HAM’ unu uygulamak i¢in (5.8) ile verilen
L{u, (x,t)= 2, (x.t)]|=hH (x,t)R, (um_l (x,t)j
n.mertebeden deformasyon denklemi yeniden géz Oniine almir. Burada R [um_l (x,t)]
ifadesi (3.1) denklemi i¢in

du, | Ou,, % &
Rm (Um_]): I/g,; I/lm 1 22 Uy 1 _ al/;n;—] (61)

olacak sekilde yazilir.

ceCX
U, =— 6.2
’ 1+e” (6.2)

olmak tizere;
H(x,t) =1ve (4.10)-(6.1) esitlikleri ile

Gu(x,t;p)

S ve L' j (.)dt

L[ul xt —u, xt] h[R (uo(xt ) , L[u(x,t;p)]:

olacak sekilde L lineer operatorii alnir ve de esitligin her iki yanina L' uygulanirsa,

m =1i¢in

¢ Ou, Ou ou, 0Ou
u, =u,+h 0~ 040y —0_—0)jy 6.3
b !(ar o T e ) (6.2)
olur. m =2 i¢in

L{u, (&) =u, (&) ]=hR, (1,(5))]

1

¢ Ou, Ou ou ou, 0u
u, =u, +h|(———+2u, —+2u, —L——1)dt 6.4
2 I(ét Ox ’ ox ox 0 ) (64)

olarak yazilir. m =3 icin
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L[u3 (5)_1"2 (5)] = h[R3 (”2(5))]

¢ Ou, Ou Ou ou ou,. 0Ou
u, =u, +h 2 — 24 Q(uy—E+u, —+u, —L)——=)dt
P g(at ox TG T o) o (6.5)
h =11g¢in;

_ce(l+e” —ct—c’t)

' (1+e™)

_ et (24 28°" —6ct +C*(—0+ )t + 201+ —e™ (A +6ct +20 + 't + (10 +1)))

2(1+¢%)

2
1 cx

U, =——m—m—————ce
o6(l+e™)
(=6 —6€" +42ct +3c* (14 =50t + (=30 +)t” +3c* (=5 +)t* +3c° +

P+ (24 +42¢t +3° + ¢ +15°1(6+ 1) + 3¢ O+ 1) + P (42 + 1)) —
3e“(8—42ct + 3 +c°F + P (18 + 1) + 't (17 +3t) + (=58 + 5t)) —
3¢’ (12—42ct + > (=6 + 1)t* + 3 +c°F + 't (=5 +3t) = *t(74 + 51)))

olacak sekilde wu,u,,u,, u,,...terimleri elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de

bulunabilir. Bulunan u,, u,, u,, u,,... degerleri (5.7) esitliginde yazilarak (3.1) ile verilen

denklem i¢in bir seri ¢6ziim yazilabilir.

ans!

[
amy”

1000 "

Rk SallLF

Loea

Sekil 18. HAM kullanilarak (3.2) denklemi i¢in elde edilen ¢dziimiin ii¢ boyutlu goriintimii (c = 0,01)
6.2. 5. Mertebeden KdV-like Denklemine HAM’ unun Uygulanmasi

HAM’ unu (3.2) ile denkleme uygulamak i¢in (5.8) ile verilen
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L[um (X,0) = Kty (x,t)] =hH (x,t)R, (um_l (x,t)j

n.mertebeden deformasyon denklemini yeniden goz oniine alinir. Burada R [u - (x,t)]

ifadesi (3.2) denklemi igin

m-1 ou m— 65
Ry ()= 2§y Bt 57, Tl Ol

i=0 i=0

olacak sekilde (3.1) denkleminin yaklasik ¢oziimii yazilabilir.
30b,b, exp|ix]
(bo +b, exp[z’x])2 ’

olmak tizere;

H(x,t) =1ve (5.10)-(6.1) esitlikleri ile

(6.6)

(6.7)

L{u, (&)=uy (&) = AR, (u,)1, L[u(x,t;p)]:w ve L (.):j(.)dt olacak

sekilde L lineer operatdrii alnir ve esitligin her iki yanina L' uygulanirsa, m = ligin

t 3 5
u, :u0+hI(au° —u, 85;0 +u, (2;0 +6 uSO)dt

olur. m =2 i¢in
L], (&)=u, (&) =R, (1,(&))]

ou ou ou ou O’u 65
s =u +h| (——uy——u,—>+u Liu 0 4 dt
! I(  ox ' ox o b ox’ )

olarak yazilir. m = 3 i¢in

Luy (8)=u, (&) | =R, (u,(&))]

Uy = U, +

5

ou, ou, ou, ou, o’u, o’u, 8 u,
j( = (g 2 Lty T (g b S, )+ )dt

' ox

h =11g¢in;
30n,he” 300 Wb’ (b, +be™ )i
(b0+b1el") (b, +be")

b

61

(6.8)

(6.9)
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15b,be"
Uy = 7
(by +be”)
—byb,*e* (10+1(-138i+1)) - b,'be”™ (10 +1(138i +1)) -
b€ (5+1(—147i+21)) - 4b, b e™ (5+1(147i+21))],

[6,° (=2 +1(=6i+1))+be™ (—2+1(6i+1))

_Shhe” € 726, ™ (—21+455335¢* )+ b, (=6 + 42it +15¢* — it )
(B, +be™)

+4b,’ b (~15—444it +1545¢ —it* )+ b, (~6 - 42it + 15" +it* )

Us =

+4bbe”" (~15+444it + 15451 +it* ) + 24b, b ™ (=30 + 516it + 212400¢ - 5it* )

+24b,’b" €™ (=30 516it + 212400¢ + 5it* )~ 9ib, b ’e™ (~30i +126t — 43685it” +5t° )
+9ib, b "e™ (30 +126¢ +43685it + 5¢* )~ 18ib,°b, e (~70i — 1182t = 1159945it> + 7t )

+18ib,*b, "™ (70i —1182¢ +1159945it> + 71 )],

olacak sekilde u,, u,, u,, u,,...terimleri elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de
bulunabilir. Bulunan u, u,, u,, u,,... degerleri yine (5.7) esitliginde yazilarak (3.2) ile

verilen denklem i¢in bir seri ¢6ziim yazilabilir.

'
B0 L

Sekil 19. HAM kullanilarak (3.2) denklemi i¢in elde edilen ¢dziimiin ii¢ boyutlu gériintimii
(b, =10".5,=107)
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7. YARI ANALITiK METODUN SAYISAL SONUCLARININ iRDELENMESI

Bu boliimde, CRWP ve 5. Mertebeden KdV-like denklemlerinin Backlund dontistimii

ile elde edilen u(x,t) analitik ¢oziimii ile Homotopi analiz metodu kullanilarak elde edilen

seri ¢oziimleri arasindaki mutlak hata verileri tablolar ve grafikler lizerinde verilerek
sayisal irdelenmesi yapilmistir. Daha sonra Homotopi analiz metodunda kullanilan ve elde
edilen yaklagik ¢6ziimiin yakinsaklik araligini belirlemede 6nemli bir rol oynayan keyfi 4
parametresinin grafigi cizilerek yaklasik ¢éziimler i¢in yakimnsaklik araligi belirlenmistir.
Belirlenen bu yakinsaklik araligi igerisindeki noktalarda keyfi # parametresine degerler
verilerek en iyi yaklasimin % parametresinin hangi degerinde oldugu Tablo 3’te
gosterilmistir.

Incelenen denklemlerin analitik ¢oziimleri (x, t) olmak tizere HAM kullanilarak elde
n—1
edilen yaklasik ¢ziim serisi ¢, (x,¢)= Z u, (x,¢), n>1 seklinde ifade edilebilir.
k=0

7.1. Sayisal Sonuclarin Degerlendirilmesi

A0%
L

F

LI
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2000,

(TA
Lopn

000063y
L
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Sekil 20. a) Bicklund doniisim metodu kullanilarak (3.1) denkleminin analitik ¢éziimii i¢in ii¢ boyutlu
gbriiniimii, b) HAM kullanilarak (3.1) denkleminin yaklasik ¢éziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimii(s =1)c)
Bécklund doniisiim metot kullanilarak (3.2) denkleminin analitik ¢6ziimii i¢in ti¢ boyutlu goriiniimii d) HAM
kullanilarak (3.2) denkleminin yaklasik ¢dziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimii (4 = 1)

Tablo 1. HAM kullanilarak (3.1) denkleminin yaklagik ¢6ziimiiniin Backlund doniisiim metot kullanilarak
elde edilen analitik ¢6ziim arasindaki mutlak hata (h =lLec=107" )

u(x,1) = ¢y (x,1)
t/x | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 | 0.0014997 [ 0.0014994 | 0.0014991 | 0.0014988 | 0.0014985
0.2 | 0.0014998 | 0.0014995 | 0.0014992 | 0.0014989 | 0.0014986
0.3 | 0.0014999 [ 0.0014996 | 0.0014993 | 0.0014990 | 0.0014987
0.4 | 0.0015 0.0014997 | 0.0014994 | 0.0014991 | 0.0014988
0.5 | 0.0015 0.0014997 | 0.0014994 | 0.0014991 | 0.0014988

Tablo 2. HAM kullanilarak (3.2) denkleminin yaklagik ¢6ziimiiniin Backlund doniisiim metot kullanilarak

elde edilen analitik ¢6ziim arasmdaki mutlak hata ( h=1,b,=10°,b, = 10‘3)

u(x,1) = ¢y(x,1)
t/x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 [ 0.0000962 | 0.000108 | 0.000126 | 0.000147 0.00017
0.2 | 0.0000996 | 0.0001128 | 0.00013 0.000151 | 0.000174
0.3 | 0.0001041 | 0.0001179 | 0.000136 | 0.000157 0.00018
0.4 | 0.00010946 | 0.0001235 | 0.000141 0.000163 | 0.000186
0.5 [ 0.0001152 | 0.0001295 | 0.000147 | 0.000169 | 0.000192
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Tablo 3. /1 keyfi parametresinin farkli degerleri igin (3.1) denkleminin mutlak hatas1 ¢ = 0.001,x = 0.1

h=-18

h=-14

h=-1

h=-0.6

h=-0.2

h=0.2

0.1

0.00150044

0.00150043

0.00150043

0.00150041

0.00150038

0.00150038

0.2

0.00150051

0.00150049

0.00150048

0.00150044

0.00150038

0.00150026

0.3

0.00150058

0.00150055

0.00150053

0.00150048

0.00150038

0.00150002

0.4

0.00150064

0.00150061

0.00150058

0.00150051

0.00150038

0.00150014

0.5

0.00150071

0.00150066

0.00150063

0.00150054

0.00150038

0.00150008

Tablo 4. i keyfi parametresinin farkli degerleri igin (3.2) denkleminin mutlak hatas1 ¢ = 0.001,x = 0.1

t h=-1,8 h=-1,4 h=-1 h=-0.6 h=-0.2 h=0.2

0.1 | 0.000096 0.0000912 | 0.00009123 | 0.0000923 | 0.0000931 | 0.0000993
0.2 | 0.000096 0.0000912 | 0.00009123 | 0.0000923 | 0.0000931 | 0.0000993
0.3 | 0.000096 0.0000912 | 0.00009123 | 0.0000923 | 0.0000931 | 0.0000993
0.4 | 0.000096 0.0000912 | 0.00009123 | 0.0000923 | 0.0000931 | 0.0000993
0.5 | 0.000096 0.0000912 | 0.00009123 | 0.0000923 | 0.0000931 | 0.0000993
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Sekil 21. 3.1 denklemi igin / egrisinin grafigi
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CRWP ve 5.mertebeden KdV-like denklemlerinin HAM ile elde edilen sayisal
sonuclar1 Tablo 1-4 ve Sekil 20-21 de verilmistir. Tablo 1-4 de goriildiigii ele alinan
denklemlerin u(x,?) seri ¢oziimlerinin sadece ilk 4 teriminde gercek ¢6ziime yakin degerler
elde edilmistir. Burada keyfi parametrelerin daha kiigiik sec¢ilmesiyle ¢ok daha yakin
degerler elde edilebilir. Tablo 1 ve 2 de goriildiigii gibt HAM ile hesaplanan sayisal
sonuglar icin 2=1ve H(x,t)=1alimmistir. HAM ile elde edilen seri ¢oziimde gercek
coziime en 1y1 yakimsamanin keyfi # parametresinin hangi araliginda oldugu Sekil 20 ve
21 de goriilmektedir. Sekil 20 de goriildiigii gibi (3.1) denklemi i¢in seri ¢oziimiin
yakinsaklik aralig1 yaklasik olarak —1.8 < /4 < —0.8 araligindadir. Ayni sekilde Sekil 21 de
goriildigli gibi (3.2) denklemi icin seri ¢Ozliimiin yakinsaklik araligi yaklasik olarak
-2 < h<-0.2 araligindadir. Bu araliklara gore s parametresine degerler verilerek en iy1
yaklagimin hangi noktada olabilecegi hesaplanabilir. Bu durum Tablo 3 ve 4 te verilmistir.
Tablo 3 ten anlasilacagi iizere gbz Oniine alinan sabit degerlere karsilik 4 =—1.8 degerinde
ve Tablo 4 ten anlasilacagi lizere géz Oniine alinan sabit degerlere karsilik #=-1.4

degerinde gercek ¢oziime en 1yi yakinsama oldugu goriilmiistiir
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8. SONUC

Uygulamali alanlarda fiziksel olaylarn yorumlanabilmesi ancak bu olaylarin
modellenebilmesi ile miimkiindiir. Modellenen bu olaylarin davranislari, karaliliklar1 gibi
farkli 6zellikleri hakkinda tahmin yiiriitebilmek ¢ok ©nemlidir. Ornegin cerrahi
miidahalelerde kullanilan ve dalga olarak hareket eden bir lazer 15inin, miidahale edilecek
noktanin belirlenmesi i¢in kullanilan lazer 1smmmin hareketini modelleyen matematiksel
denklemin ¢oziim fonksiyonunun elde edilmesi tedavi siirecinde hayati 6neme sahiptir.
Bunun gibi bir¢ok 6rnek verilebilir. Dolayisiyla matematiksel modelleme ile ortaya ¢ikan
lineer ya da lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimii matematikgiler,
miihendisler, fizik¢iler gibi birgok bilim adamini ilgilendirmektedir.

Ikinci Boliimde verilen metotlarda goriildiigii gibi, homojen balans metodu bu
metotlar i¢in bir baslangi¢ teskil etmektedir. Ciinkii homojen balans metodu yardimi ile
g0z Oniine alman lineer olmayan kismi diferensiyel denklemde en yiiksek mertebeden
lineer terim ile en yliksek mertebeden lineer olmayan terimin karsilastirilmasi sonucunda
dengeleme terimi elde edilir. Bu ylizden homojen balans metodu, bu gibi analitik
metotlarda ¢oziime ulagmak i¢in 6nemli bir yere sahiptir. Bu analitik metotlarda, elde
edilen dengeleme terimi ve yapilan bir koordinat doniisiimii yardimi ile lineer olmayan
kismi diferensiyel denklem, lineer olmayan bir adi diferensiyel denkleme indirgenir. Daha
sonra yardimci bir denklem yardimiyla bu adi diferensiyel denklem ¢oziilerek goz Oniine
alman lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin analitik ¢6ziimiine ulasilir.

Ugiincii Boliimde Bécklund doniisiim metodu ve birlestirilmis rasyonel agilim metot
kullanilarak analitik ¢oziimler elde edilmistir. Dordiincii bolimde Bécklund doniisiim
metoduna alternatif bir yaklasim ile ¢oziimler elde edilmistir. Bu ¢dziimlerin katsayilar
hari¢ format olarak Backlund doniisim metodu ile elde edilen ¢oziimler ile ayni oldugu
goriilmiistiir. Ayrica alternatif yaklasim ile Backlund doniisiim metoduna gore benzer
¢cOziimlere ulasmanin islemsel olarak daha kolay ve pratik oldugu goriilmiistiir.

Dordiincii Boliimde yeni bir yardimc1 denklem araciligi ile ¢oziimler elde edilmis ve
¢Ozlim formatinin diger metotlar ile elde edilen ¢6ziim formatlarindan genel olarak farkl
oldugu goriilmiistiir. Yine bu yardimci denklem araciligi ile birlestirilmis Jacobi eliptik
fonksiyon metodunda elde edilen ¢oziimlere, dengeleme terimi iki olan lineer olmayan

kismi diferensiyel denklemler i¢in benzer formatta ¢éziimler elde edilmistir.
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Doérdiincli Boliimde yeni bir dengeleme terimi tanimi yapilarak “ Tanim 1.7 ” de
verilen dengeleme terimi tanimindan daha kullanishh ve segilen yardimci diferensiyel
terimin en yiiksek dereceli teriminin derecesinin 2 den farkli oldugu durumlarda ele alinan
yardimc1 denklemler i¢cin ele alman lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin
dengelenmesinde daha uygun sonuglar elde edilmistir.

Yaptigimiz literatiir taramasinda Ugurlu ve Kaya [79] taratindan CRWP denkleminin
tanh fonksiyon metodu yardimiyla elde ettikleri analitik ¢oziimler disinda bu denklemin,
ikinci Boliimde verilen analitik metotlar ile ¢dziimlerinin daha 6nceden bulunmadigi
sonucuna varilmistir. Bu nedenle {i¢lincii Boliimde CRWP denklemi i¢in elde edilen
¢Oziimler bu ¢alisma ile literatiire kazandirilmstir.

Baz1 lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini analitik olarak elde
etmek miimkiin olmayabilir. Bu durumda dordiincii Béliimde verilen yapilan ve literatiirde
yar1 analitik metotlar olarak bilinen HAM gibi seri ¢6ziim veren metotlar yardimiyla bu
denklemlerin seri ¢oziimiine ulasilabilir. Bu seri ¢oziim aranirken bir baslangic sarti ile
serinin diger terimleri elde edilir.

Diger yar1 analitik metotlara gore keyfi bir /4 parametresi ve keyfi bir H(x,?)
fonksiyonu kullanilmast HAM’ nin bir avantaji olarak ortaya ¢ikmaktadir. Clinkii HAM ile
elde edilen seri ¢Oziimiin yakinsakligi keyfi # parametresine baglidir. Bunun igin 4
parametresinin grafigi ¢izilerek grafikte yatay dogrunun icinde bulundugu /4 araligi seri
¢Ozlimiin yakimsaklik araligi olarak alinir [63]. HAM’ unun bir baska avantaji da ¢6zim

serisi bulunurken kullanilan L lineer operatoriiniin farkli secilebilmesidir [80,81].
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