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ÖNSÖZ 

 

           ve      sırası ile sınırlı, yakınsak ve sıfıra yakınsak dizi uzayları ve         

       dir. Kızmaz              ve         dizi uzaylarını tanımlayıp bu uzaylara ait bazı 

özellikleri verdi. Sonra  Malkowsky                   ve           dizi uzaylarını 

tanımladı. Daha sonra Et ve Çolak pozitif bir m tam sayısı için bu dizi uzaylarını 

genelleştirerek                  ve       
    dizi uzaylarını tanımladı.  

     Bu çalışmada ;  Bektaş tarafından incelenen                      ve         
    dizi 

uzaylarına ve           duallerine yer verildi. 
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ÖZET 

 

     Bu çalışma dört bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde; konuya giriş yapılmıştır. 

     İkinci bölümde; temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

     Üçüncü bölümde;     ∞, c, c0 dizi uzaylarından herhangi biri olmak üzere         

         ve          dizi uzayları  tanımlanmıştır. 

        Dördüncü bölümde;                           
   dizi uzayları ve dualleri 

incelenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler : Fark Dizi Uzayları ,           dualleri. 
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SUMMARY 

 

 Generalized Difference Sequence Spaces and Their Duals 

     This study includes four parts. In the first part; introduction to the subject was done. 

     In the second part; basic definitions and theorems are given. 

    In the third part;  sequence spaces                          and          where         

     are defined.    

     In the fourth part;  sequence spaces                      and        
    are defined 

and given their duals. 

 

Keyword : Difference sequence spaces,           duals. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



V 

 

 

SEMBOLLER LĠSTESĠ 

 

ℝ      : Reel Sayılar Cümlesi 

ℕ      : Doğal Sayılar Cümlesi 

ℂ       : Kompleks Sayılar Cümlesi 

        : Reel veya Kompleks terimli tüm dizilerin uzayı 

ℓ∞      : Sınırlı dizilerin uzayı 

c        : Yakınsak dizilerin uzayı 

c0       : Sıfıra yakınsak dizilerin uzayı 

        : Fark operatörü 

      :    ‘in    duali 

      :    ‘in    duali 

      :    ‘in    duali 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 

 

 

 

1. GĠRĠġ 

     1981 yılında Kızmaz               ve         dizi uzaylarını tanımladı. Bu dizi 

uzaylarının        ) =|     |      |       |   metriği ile tam metrik uzay ve   

‖ ‖Δ=|  |  ‖  ‖∞     normu ile birer normlu uzay olduklarını verdi [1].   

     Sonra 1996 yılında Malkowsky                   ve           dizi uzaylarını 

tanımladı. Bu dizi uzaylarının          |         |      |           | metriği 

ile metrik uzay ve   ‖ ‖  |    |      |     |  normu ile birer normlu uzay olduklarını 

verdi [2]. 

     Daha sonra 1995 yılında Et ve Çolak pozitif bir m tam sayısı için bu dizi uzaylarını 

genelleştirerek                 ve     
    dizi uzaylarını tanımladı. Bu dizi uzaylarının 

‖ ‖  ∑ |  |  ‖   ‖ 
 
     normu ile birer normlu uzay olduklarını verdi [3].  

     Bu çalışmada ;  Bektaş tarafından incelenen                      ve         
    dizi 

uzaylarına ve           duallerine yer verildi. 
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2.  TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

     Tanım 2.1.     bir cümle ve   reel veya kompleks sayıların bir cismi olsun. Eğer   

her           ve  her        için 

                                                      ve                  

 fonksiyonları aşağıdaki şartları sağlıyorsa,   cümlesine   cismi üzerinde bir vektör 

(lineer) uzay denir.  

       L1)         

       L2)                 

       L3) Her     için       olacak şekilde bir     vardır. 

       L4) Her bir     için            olacak şekilde bir        vardır. 

       L5)       

       L6)                 

       L7)                 

       L8)                          [4]. 

     Tanım 2.2.     cismi üzerinde bir lineer uzay ve     ’in boş olmayan bir alt cümlesi 

olsun. Her          ve her          için             olması halinde   ‘ye   

uzayının bir lineer alt uzayı denir [1]. 

     Tanım 2.3.     bir cümle ve       ℝ bir dönüşüm olsun. Eğer    aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa  ’ye   üzerinde bir metrik,       ikilisine de metrik uzay denir. Her 

        için  

       M 1)           

       M 2)                   

       M 3)                

       M 4)                       
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dir [5]. 

     Tanım 2.4.   bir reel veya kompleks  vektör uzayı olsun. ‖ ‖   ℝ 
 tanımlı 

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm,     ‖ ‖   ikilisine de bir 

normlu uzay denir. Her        için  

       N1) ‖ ‖    

       N2) ‖ ‖         

       N3) ‖   ‖  | | ‖ ‖  (  skaler ) 

       N4) ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

dir [6]. 

     Tanım 2.5. Tüm dizilerin cümlesi   ile gösterilir. Yani 

                                                 {            ℂ         ℕ} 

dir.   da her              elemanı,              reel  sayılar   ve    √      olmak     üzere  

             
  şeklinde bir dizidir [5]. 

     Teorem 2.6.   uzayı,                  olmak üzere 

       ∑
 

  

 

   

(
|     |

  |     |
) 

metriği ile birlikte bir metrik uzaydır [7]. 

     Tanım 2.7.   bütün         kompleks dizilerinin cümlesi olsun.   lineer uzayının 

her bir alt uzayına dizi uzayı denir [4]. 

     Tanım 2.8.   bir normlu uzay,      de bu uzayda bir dizi olsun. Eğer   uzayı, 

   
   

‖    ‖    

olacak şekilde bir   elemanı içeriyorsa,      dizisi   ’e yakınsaktır denir. Bu durum 

     (     şeklinde gösterilir ve   ’e      dizisinin limiti denir [7]. 

     Tanım 2.9. Normlu bir   uzayında bir      dizisi verilsin. Eğer her     sayısı için 

her         iken 
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‖     ‖    

olacak şekilde bir N sayısı varsa ,      dizisine bir Cauchy dizisi denir [7]. 

     Teorem 2.10.    ‖ ‖  normlu uzay ve     ,  ’de yakınsak herhangi bir dizi olsun. Bu 

taktirde      bir Cauchy dizisidir [4]. 

     Tanım 2.11.       bir metrik uzay olsun. Eğer  ’de her Cauchy dizisi  ’de bir 

noktaya yakınsıyorsa  ’e tam metrik uzay denir [4]. 

     Tanım 2.12.    ‖ ‖  normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise yani   normlu 

uzayı tam ise bu uzaya Banach uzayı denir [4]. 

     Tanım 2.13.    ‖ ‖  normlu uzayında        bir dizi olsun. Eğer  her   ℕ  için 

‖  ‖    olacak şekilde en az bir   ℝ  varsa        dizisine sınırlı dizi denir [7]. 

     Teorem 2.14.        bir metrik uzay,     ve   ̅,  ’nin kapanışını göstersin.    ̅ 

olması için gerek ve yeter şart      olacak şekilde  ’de bir      dizisinin mevcut 

olmasıdır [7].  

     Teorem 2.15.  Bir   Banach uzayının bir   alt uzayının tam olması için gerek ve yeter 

şart  ’nin  ’de kapalı olmasıdır [7]. 

     Tanım 2.16.   reel veya kompleks lineer uzay ve     ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer      

her        ve tüm α skalerleri için aşağıdaki aksiyomlar sağlanıyorsa   ‘ ye    de   bir 

paranorm,       ikilisine de bir paranormlu uzay denir.  

       P1)             , 

       P2)             , 

       P3)                   , 

       P4)      skaler bir dizi olmak üzere      iken      ve         olmak üzere  

      ise         dir. Başka bir ifadeyle      iken              dır [5]. 

     Tanım 2.17.   ve   aynı cisim üzerinde tanımlı iki lineer uzay olsun. Bu taktirde bir 

      dönüşümüne lineer operatör denir. Yani  her       ve her     skalerleri için 

                     

ise   ‘ya lineer operatör denir  [4]. 
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      Özel olarak   ℂ alınırsa   lineer operatörüne   üzerinde bir lineer fonksiyonel denir. 

  den   ye tanımlı bütün lineer operatörlerin cümlesi        ile gösterilir.  

     Tanım 2.18. X bir dizi uzayı olsun. X bir Banach uzayı ve  

                                        ℂ 

                                                                 

dönüşümleri sürekli ise X ’e   - uzayı denir [8].  

     Tanım 2.19.    ‖ ‖   ve     ‖ ‖    birer normlu uzay ve       bir lineer dönüşüm 

olsun.   dönüşümü normu koruyorsa, yani her     için ‖  ‖  ‖ ‖  oluyorsa   

dönüşümüne lineer izometri denir. Böyle bir dönüşümün birebir olacağı açıktır. Eğer bu 

dönüşüm örten ise   ‘ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda   ile   normlu uzayları 

izomorfik uzaylar adını alır [9].  

     Tanım 2.20. Eğer   ve   uzayları izometrik olarak izomorf ise   ve   uzaylarına denk 

uzaylar denir. Bu durumda X den Y ‘ye bir lineer izometri vardır [4].  

     Tanım 2.21. X ve Y topolojik uzaylar olsun.       dönüşümü birebir, örten, f  

sürekli ve     de sürekli ise f ‘e X ‘den Y ‘ye bir homeomorfizm denir.  

            bir homeomorfizm ise, f  ve       açık cümleleri koruduğundan X  ve  Y  

uzayları topolojik olarak denk uzaylar olur [4]. 

     Tanım 2.22.    dizi uzayı 

   {         ∑|  |   

 

} 

şeklinde tanımlanır  [5]. 

     Tanım 2.23. bs  sınırlı serilerin uzayı 

   {               ℕ |∑  

 

   

|   } 

şeklinde tanımlanır. bs  uzayı üzerindeki metrik her                   için 
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            ℕ |∑       

 

   

|  

şeklinde tanımlanır [5]. 

     Tanım 2.24. cs  yakınsak serilerin uzayı 

   {              
   

|∑    

 

   

|        ℂ} 

şeklinde tanımlanır [5]. 

     Tanım 2.25.   bir dizi uzayı ise             uzayları 

                   {         ∑ |    |          
   }, 

                   {         ∑                      
   }  

                   {             |∑     
 
   |         } 

şeklinde tanımlanır. Bu uzaylara sırasıyla    uzayının   -,  - ve   - dualleri denir. X  

herhangi bir dizi uzayı ise               dır. Eğer      ise          olmak üzere  

         dir. Ayrıca             ve            şeklinde yazılabilir [10]. 

     Tanım 2.26.   ℝ                   

(
 

 
)  

              

  
 

şeklinde tanımlanan sayılara binom katsayıları denir. Eğer n ve k birer doğal sayı ise     

için 

(
 

 
)  

  

        
 

ve     için 

(
 

 
)    

dir [11] . 

     Tanım 2.27. Bir    dizi uzayı için               olmak üzere, eğer        ise bu 

taktirde   ’ e  bir η- uzayı denir. Özel olarak bir  - uzayına Köthe uzayı veya  perfect dizi 

uzayı denir [3]. 

     Lemma 2.28.        pozitif sayıların monoton artan bir dizisi olsun.  

          Eğer      |∑     
 
   |     ise bu taktirde      |  ∑   

 
     |     dir. 

           Eğer  ∑        yakınsak ise bu taktirde        ∑      
       dir [12]. 
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     Tanım 2.29. λ bir dizi uzayı ve   ℕ olsun.     yi 

   {                          
                                   } 

Şeklinde tanımlayalım.   ’ye  λ’nın  - basamak uzayı veya  -inci alt uzayı denir [12]. 

     Tanım 2.30.        olsun.    nin kanonik önresmi   ̅  dir. Burada  

  ̅  {
      

     
 

dir.          ve           dir) 

         dizi uzaylarının kanonik önresmi,      nin elemanlarının kanonik önresimlerini 

kapsayan   ̅ dir [12]. 

     Tanım 2.31. X  bir dizi uzayı olsun. Eğer  

                ise   ’e perfect, 

           En az bir       için  |  |  |  |        iken       ise  ’e normal, 

           X  bütün basamak uzaylarının kanonik önresimlerini içerirse  ’e  monoton denir 

[12].  

     Lemma 2.32.    bir dizi uzayı olsun. Bu taktirde , 

                                              

                             

                                

dir [12]. 
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3.  BAZI GENELLEġTĠRĠLMĠġ DĠZĠ UZAYLARI 

     Tanım 3.1.       olmak üzere sınırlı, yakınsak ve sıfıra yakınsak dizi uzayları 

sırasıyla 

   {              |  |   }, 

         {                          }, 

   {             
   

    }        

şeklinde tanımlanır [4]. 

     Teorem 3.2. ℓ∞ , c ve    dizi uzayları  

            |     | 

metriği ile birlikte birer tam metrik uzaydır [13] . 

     Teorem 3.3. ℓ∞ , c ve     dizi uzayları 

‖ ‖∞ =    |  | 

normu ile birlikte birer normlu uzaydır, hatta birer Banach uzayıdır [13]. 

     Tanım 3.4.              olmak üzere                        fark dizi uzayları  

 ∞    {                     ∞ }, 

     {                     }       

c0    {                 }         

şeklinde tanımlanır  [1]. 

     Teorem 3.5. ℓ∞( ) , c( ) ve  c0( )  fark dizi uzayları 

     ) =|     |      |       | 

metriği ile birlikte birer tam metrik uzaydır [1]. 

     Teorem 3.6. ℓ∞( ) , c( ) ve c0( )  dizi uzayları 
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‖ ‖Δ=|  |  ‖  ‖∞ 

normu ile birlikte birer normlu uzaydır, hatta birer Banach uzayıdır  [1]. 

     Tanım 3.7. Her   ℕ için      olacak şekilde bütün      dizilerinin cümlesi 𝒰 

olmak üzere  ℓ∞      , c      ve c0      dizi uzayları 

ℓ∞      ={                          
   ∞}, 

                                    {                           
   },   

                                     {                           
   0} 

şeklinde tanımlanır [2]. 

     Teorem 3.8. ℓ∞                          dizi uzayları 

       |         |      |           | 

metriği ile birer metrik uzaydır [2]. 

     Teorem 3.9.    ℓ∞                        dizi uzayları 

‖ ‖  |    |      |     | 

normu ile birlikte birer normlu uzaydır [2]. 

     Tanım 3.10.              ve     
   dizi uzayları,    ℕ, 

                           , 

                           

ve 

     ∑     (
 

 
)    

 

   

 

olmak üzere 

       {                }, 

                                                 {               }, 

                                               
   {                } 
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şeklinde tanımlanır [3]. 

     Teorem 3.11.              ve     
   dizi uzayları, 

‖ ‖  ∑|  |  ‖   ‖ 

 

   

 

normu ile birer normlu uzaydır [3]. 

     Ġspat :                ve     
   dizi uzaylarından birini göstermek üzere       

ve   bir skaler olsun. 

            ‖ ‖  ∑|  |  ‖   ‖   

 

   

                   

            ‖ ‖  ∑|  |  ‖   ‖       

 

   

 

olsun. Bu taktirde                ve  her    ℕ      

   |(
 

 
)   (

 

 
)            (

 

 
)    |        

olduğundan her   her    ℕ  için       elde edilir. Buradan      bulunur. 

      Tersine     olması halinde ‖ ‖    olduğu aşikardır.  

        ‖  ‖  ∑|   |      |∑     (
 

 
)     

 

   

|

 

   

 

                           | | (∑|  |      |∑     (
 

 
)    

 

   

|

 

   

) 

                           | |‖ ‖  

        ‖   ‖  ∑|     |      |∑     (
 

 
)            

 

   

|

 

   

 

                ∑|  |      |∑     (
 

 
)    

 

   

|  ∑|  |      |∑     (
 

 
)    

 

   

|
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                  ‖ ‖  ‖ ‖  

     Teorem 3.12.         ‖ ‖   bir Banach uzayıdır [3].  

     Ġspat :       
    

             olmak üzere              da bir Cauchy dizisi 

olsun. Bu taktirde         için 

‖     ‖  ∑|  
    

 |      | 
    

    
  |   

 

   

 

olur. O halde                 için   |  
    

 |                ℕ            için 

|∑     (
 

 
)      

      
  

 

   

|    

dir.  

      Diğer taraftan  

|    
      

 |  |∑     (
 

 
)      

      
  

 

   

|  |(
 

 
)    

    
  |    

                              |(
 

   
)        

        
  | 

olması nedeni ile her   ℕ            için 

|  
    

 |    

elde edilir. Buna göre    
      

    
     her sabit         için ℂ  de bir Cauchy 

dizisidir. ℂ  tam olduğundan    
     

 , ℂ  de yakınsaktır.       
                 

diyelim.    
          da bir Cauchy dizisi olduğundan her     için        iken 

‖     ‖     olacak şekilde bir N=N( ) doğal sayısı vardır. O halde     N için  

∑|  
    

 |        |∑     (
 

 
)      

      
  

 

   

|   

 

   

 

dir. Bu son ifadede      için limit alınırsa her   N için  

   
 

∑|  
    

 |  ∑|  
    |   
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ve 

   
 

|       
      

  |     
 

|∑     (
 

 
)      

      
  

 

   

| 

                                      |∑     (
 

 
)      

       

 

   

| 

                        |       
       |    

elde edilir. Buradan   N için  

‖    ‖  ∑|  
    |      |∑     (

 

 
)      

       

 

   

|    

 

   

 

olur. Bu ise      
    demektir. Şimdi                olduğunu gösterelim.  

                   |    |  |∑     (
 

 
)    

 

   

| 

                                  |∑     (
 

 
) (         

      
 )

 

   

| 

                                  |∑     (
 

 
) (    

      )

 

   

|  |∑     (
 

 
)    

 

 

   

| 

                                  ‖  ‖  |    
 | 

olması nedeniyle                elde edilir. O halde         ‖ ‖   bir Banach 

uzayıdır. 

     Teorem 3.13.        ‖ ‖   bir Banach uzayıdır [3].  

     Ġspat :               uzayının kapalı bir alt uzayı olduğundan Teorem 2.15 

gereğince        bir Banach uzayıdır.  

     Teorem 3.14.      
   ‖ ‖   bir Banach uzayıdır [3]. 

     Ġspat :     
           uzayının kapalı bir alt uzayı olduğundan Teorem 2.15 

gereğince     
    bir Banach uzayıdır.  
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     Teorem 3.15.              ve     
   dizi uzayları, 

‖ ‖  ∑|  |  ‖   ‖ 

 

   

 

normu ile birer   - uzayıdır [3].  

     Ġspat : ‖    ‖            olsun. Bu taktirde               için 

|  
   |    

ve  her   ℕ           için 

|∑     (
 

 
)      

       

 

   

|    

dir. Diğer taraftan  

|    
      |  |∑     (

 

 
)      

       

 

   

|  |(
 

 
)    

     |    

                               |(
 

   
)        

         | 

yazılabilir. Bu eşitsizlik göz önüne alınırsa her   ℕ  ve       için  |  
    |     

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 
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4.                                DĠZĠ UZAYLARI ve DUALLERĠ 

     Bu bölümde      ∞, c, c0   olmak üzere               dizi uzayları tanımlanıp bu 

uzayların dualleri verilecektir. Şimdi      verilsin.                              
    

dizi uzayları 

               {               
       

    }  

             {               
       

   }                                    

         
   {               

       
    }  

şeklinde tanımlanır. 

     Eğer  her   ℕ  için          alırsak 

                         {                    
    }  

              {                    
   }  

          
       

   {                    
    } 

dizi uzayları elde edilir [10].  

     Bu uzaylar arasında  

      
                          

kapsama bağıntısı vardır [10]. 

      Teorem 4.1.      olmak üzere                              
    dizi uzayları 

‖ ‖  
 ∑|  |      |   

   |

 

   

 

normu ile birlikte birer    -uzaylarıdır [12].  

     Ġspat : S operatörü   
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şeklinde tanımlanırsa S ,           üzerinde sınırlı lineer bir operatördür ve ‖ ‖    dir. 

Ayrıca  

         {                                   } 

                    {                     } 

dir.  

     Hatırlatma 4.2.          olmak üzere 

[        ]  [       ]  

dir [12]. 

     Teorem 4.3.       ve    (
 

|  |
)
   

 

  olsun. 

            ,       ∑|  | ∑ (
     
   

)

   

   

 

   

    - 

olmak üzere 

[      
  ]  [       ]  [        ]        

dir. 

             {               |  | *∑ (
     
   

)

   

   

  +

  

  }  

olmak üzere 

[      
  ]   [       ]   [        ]          

dir. Burada keyfi      ler için 

∑ (
     
   

)

   

   

                      

almak uygun olacaktır [12].         

     Ġspat :  

                   olsun. Bu taktirde  



16 

 

∑|  | ∑ (
     
   

)

   

   

 

   

     

dir. Verilen              için 

|    |                     

olacak şekilde pozitif bir     sabiti vardır. 

     Diğer yandan 

              ∑     (
     
   

)     ∑       

 

   

   

   

(
     
   

)                       

yazabiliriz.              için 

                                      ∑ (
     
   

)   

   

   

∑(
     
   

)                                                

 

   

 

olduğunu göstermek kolaydır. En az bir sabit      için  |      |                     

olduğundan,          olması 

∑|  |∑(
     
   

) |      |   

 

   

 

   

 

olmasını gerektirir.  

     Bu taktirde  (2)  ve  (3)  den  

∑|    |  ∑|  | ∑     (
     
   

)

   

   

 

   

     ∑       

 

   

 

   

(
     
   

)        

  ∑|  | ∑ (
     
   

)

   

   

 

   

   ∑|  |∑(
     
   

)

 

   

 

   

|      |               

elde edelir. Böylece  

      [        ]  

olduğu bulunur.  
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     Tersine          olsun. Bu taktirde  

∑ |  | ∑ (
     
   

)                     

   

   

        

      

 

olacak şekilde                  tamsayılarının bir          
    dizisi mevcuttur. 

        dizisini 

   ∑
 

   
∑ (

     
   

)    
 

   
∑ (

     
   

)   

   

      

        

      

   

   

 

                                

şeklinde  tanımlayalım. Bu taktirde  

|   
   |  

 

   
                                       

yani,          
    dir.  

     Diğer yandan           için  

       ∑ |    |

        

      

 

 ∑ |  | (∑
 

   
∑ (

     
   

)

        

      

   

   

   
 

   
∑ (

     
   

)  

   

      

)

        

      

 

                   
 

   
∑ |  | ∑ (

     
   

)    

   

   

        

      

                 

elde edilir. Böylece     [      
  ]     olur. Buradan    [      

  ]          bulunur. 

      
                     iken  [        ]  [       ]  [      

  ]   

olduğundan  [      
  ]  [       ]  [        ]         elde edilir. 

     (b)   [      
  ]  [       ]  [        ]   olduğundan  [      

  ]   

[       ]   [        ]    dır. Bu nedenle  [      
  ]           olduğunu 

göstermek yeterlidir.             ve    [      
  ]         olsun. Bu taktirde  
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∑ |    |  

 

     

∑ |  |

 

     

*∑ (
     
   

)

   

   

  +

  

|  | ∑ (
     
   

)

   

   

   

 (        |  | *∑ (
     
   

)

   

   

  +

  

) ∑ |  | ∑ (
     
   

)

   

   

  

 

     

 

                                                                                                       

dir. Yani         [      
  ]    dır.  

     Tersine           olsun. Bu taktirde  

        |  | *∑ (
     
   

)

   

   

  +

  

   

dir. Buradan  

|     | * ∑ (
        

   
)   

      

   

+

  

                             

olacak şekilde           şartına uyan tamsayıların kesin artan bir          dizisi 

mevcuttur.         dizisini               olmak üzere  

   {
|     |

  
       

        
 

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde  

∑|  | ∑ (
     
   

)

   

   

  

 

   

 ∑ |     |
  

 

     

∑ (
        

   
)

      

   

   

                                  ∑        

 

     

             

olup, buradan   [      
 ]    ve   

∑|    |

 

   

 ∑|     |

 

   

|     |
  

 ∑   
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bulunur. Bu     [      
  ]    olması demektir. O halde [      

  ]           

bulunur. Dolayısıyla   [      
  ]   [       ]   [        ]           elde 

edilir. 

     Teorem 4.4.       ve    (
 

|  |
)
   

 

  olsun. 

               

 ,    ∑  

 

   

∑ (
     
   

)               ∑|  | ∑ (
     
   

)   

     

   

 

   

   

   

 - 

olmak üzere   [         ]         dir. 

      Burada     ∑   
 
       dir. 

               

 ,        |∑  ∑ (
     
   

)   

   

   

 

   

|    ∑|  | ∑ (
     
   

)     

     

   

 

   

- 

olmak üzere   [         ]         dir [12]. 

     Ġspat :  

                               ise bu taktirde  

   ∑     
   

   

(
     
   

)  
                                 

olacak şekilde bir ve yalnız bir              mevcuttur. 

     Yeterince büyük    lar  için, örneğin       için           alalım ve   (
  
  

)     

olduğunu kabul edelim. ( Bazı kaynaklarda        için (
 
 
)     olduğu kabul edilir.) Bu 

taktirde  

         ∑     ∑  (∑     (
     
   

)  
     

   

   

)
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      ∑       ∑(
       

   
)  

          

 

   

   

   

       

dir. Buradan  

∑|      |∑(
       

   
)    

 

   

  

 

   

 

olduğundan  

∑      ∑(
       

   
)  

     

 

   

 

   

 

 serisi mutlak yakınsak olur. Dahası Lemma 2.28        den       iken  

  ∑ (
     
   

)   
          

     elde edilir. Buradan  her               için  

∑     
 
      yakınsak ve    [         ]   elde edilir.  

       [         ]   olsun. Bu taktirde  her bir               için  ∑     
 
      

yakınsaktır. 

             dizisini  

   {

     

∑ (
     
   

)   

   

   

    
 

şeklinde tanımlayalım.  

     Her      için |   
   |     olduğundan                    elde ederiz. 

Buradan 

∑  ∑ (
     
   

)    ∑      

 

   

   

   

 

   

 

yazabiliriz. Böylece    ∑   ∑ (
     
   

)   
   
   

 
     serisi yakınsak olur. Bu da      

Lemma 2.28        den       iken 
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  ∑ (
     
   

)    

   

   

 

olması demektir. 

     Şimdi   [         ]         olsun. Bu taktirde    

∑ |  | ∑ (
     
   

)  
     
   

 
      ıraksaktır,  yani  ∑ |  | ∑ (

     
   

)  
     
   

 
        

dir. 

             dizisini 

   {

     

∑     

   

   

∑ (
     
   

)

     

   

    
 

şeklinde tanımlayalım. 

     Burada her    için        veya        dır.      için  |   
   |     olduğundan  

                   olduğu açıktır. 

     Bu taktirde        için 

∑      ∑          ∑              

   

   

 

   

 

   

                               

yazabiliriz. Buradan  

(

 
 
(∑     ∑ (

     
   

)   

     

   

   

   

)(∑ (
     
   

)   

   

   

)

  

)

 
 

    

olduğundan (4) ün her iki tarafının       için limitini alırsak 

∑      ∑              ∑|      |∑(
       

   
)     

 

   

 

   

 

   

 

   

 

elde ederiz. 

     Bu     [         ]   olması ile çelişir. Buradan            olur.  
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     (b) Lemma 2.28       kullanılarak yukarıdakine benzer şekilde ispatlanabilir. 

     Lemma 4.5.      veya    için  [         ]  [        ]   dir [12]. 

     Aşağıdaki teoremlerde  sıfıra yakınsak pozitif dizilerin cümlesini   
   ile göstereceğiz. 

     Teorem 4.6.       ve    (
 

|  |
)
   

 

  olsun.  

                 ,    ∑  ∑ (
     
   

)    

   

   

             

 

   

 

∑|  | ∑ (
     
   

)                       
  

     

   

 

   

- 

olmak üzere   [       
  ]           dir. Burada     ∑     

 
      dir. 

                  ,        |∑  ∑ (
     
   

)    

   

   

 

   

|         

∑|  | ∑ (
     
   

)                
 

     

   

 

   

- 

olmak üzere   [       
  ]           dir [12]. 

     Ġspat : Lemma 2.28      ve       kullanılarak  Teorem 4.4 dekine benzer bir yolla 

ispatlanabilir. 

     Teorem 4.7.   ‘i      veya    alalım. Bu taktirde  

         [       ]   

,    ∑  ∑ (
     
   

)                  ∑|  | ∑ (
     
   

)   

   

   

 

   

   

   

 

   

  - 

dır. 
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          [       ]   

,        |∑  ∑ (
     
   

)   

   

   

 

   

|        ∑|  | ∑ (
     
   

)     

     

   

 

   

- 

burada     ∑     
 
      dir [12]. 

     Ġspat : Teorem 4.4,  Lemma 4.5 ve  Hatırlatma 4.2  kullanılarak ispatlanır. 

     Teorem 4.8.        ve    (
 

|  |
)
   

 

  olsun.  

    [      
  ]  ,    ∑  ∑ (

     
   

)                  

   

   

 

   

 

∑|  | ∑ (
     
   

)                
 

     

   

 

   

- 

     [      
  ]  ,        |∑  ∑ (

     
   

)     

   

   

 

   

|       

∑|  |

 

   

∑ (
     
   

)             
 

     

   

- 

dir. Burada     ∑     
 
      dir [12]. 

     Ġspat : Hatırlatma  4.2 ve  Teorem 4.6 kullanılarak ispatlanır. 

     Teorem 4.3 , Teorem 4.7 , Teorem 4.8 ve Lemma 2.32  dan aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

     Sonuçlar : 

                          ve        
    perfect değildir. 

                           ve        
    normal değildir. 

                            ve        
    monoton değildir. 
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