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ONSOZ

Y%, € Ve cq sirasiile smirli, yakinsak ve sifira yakinsak dizi uzaylar1 ve Ax = (x; —
Xi+1) dir. Kizmaz €,(4), c(A) ve cy(A) dizi uzaylarini tanimlayip bu uzaylara ait bazi
ozellikleri verdi. Sonra Malkowsky ¢, (u,A), c(u,A) ve co(u,A) dizi uzaylarmi
tanimladi. Daha sonra Et ve Colak pozitif bir m tam sayisi i¢in bu dizi uzaylarim

genellestirerek €, (A™), c(A™) ve c¢o(A™) dizi uzaylarini tanimladi.

Bu galismada ; Bektas tarafindan incelenen £, (u,A™), c(u,A™) ve cy(u,A™) dizi

uzaylarina ve a—, f—,y — duallerine yer verildi.

Bu ¢alismay1 hazirlamamda bana destek olan ve her sathasinda yardimini esirgemeyen
tez danigmanim degerli hocam Prof. Dr. Cigdem BEKTAS® a, bilgi ve tecriibelerini
benimle paylasan ve her konuda destegini gordiigiim degerli hocam Ars. Gor. Dr. Sinan
ERCAN’ a ve egitim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen aileme

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Eda LACO

Elaz1g-2017
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OZET

Bu c¢alisma dort boliimden olugsmustur. Birinci boliimde; konuya giris yapilmistir.
Ikinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii béliimde; X; £, C, Co dizi uzaylarindan herhangi biri olmak tizere X, X(A),

X(u, ), ve X(A™) dizi uzaylar1 tanimlanmigtr.

Dordiincii boliimde; €, (u, A™), c(u, A™) ve cy(u, A™) dizi uzaylar1 ve dualleri

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Fark Dizi Uzaylar1, a—, §—,y — dualleri.



SUMMARY

Generalized Difference Sequence Spaces and Their Duals
This study includes four parts. In the first part; introduction to the subject was done.
In the second part; basic definitions and theorems are given.

In the third part; sequence spaces X, X(A), X(u,A) and X(A™) where X;%,c,
co, are defined.

In the fourth part; sequence spaces €. (u,A™), c(u,A™) and cy(u,A™) are defined
and given their duals.

Keyword : Difference sequence spaces, a—, f—,y — duals.
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SEMBOLLER LiSTESI

: Reel Sayilar Ciimlesi
: Dogal Sayilar Ciimlesi
: Kompleks Sayilar Climlesi
: Reel veya Kompleks terimli tiim dizilerin uzayi
. Sinirhi dizilerin uzayi
> Yakinsak dizilerin uzay1
: Sifira yakinsak dizilerin uzay:

: Fark operatorii

: X ‘in @ — duali
: X ‘in B — duali
» X ‘iny — duali



1. GIRIS
1981 yilinda Kizmaz £.,(A), c(A) ve c¢y(A) dizi uzaylarmi tanimladi. Bu dizi
uzaylarinmn  d(x,y) =|x; — y;| + supi|Ax; — Ay,| metrigi ile tam metrik uzay ve

llx|[a=]x1| + ||Ax||l.c normu ile birer normlu uzay olduklarini verdi [1].

Sonra 1996 yilinda Malkowsky ¢, (u,A), c(u,A) ve co(u,A) dizi uzaylarim
tanimladi. Bu dizi uzaylarimmm d(x,y) = |u;(x; — y1)| + supg|ug (Ax, — Ayy)| metrigi

ile metrik uzay ve ||x|| = |luyxq| + supy|ugAx,| normu ile birer normlu uzay olduklarini

verdi [2].

Daha sonra 1995 yilinda Et ve Colak pozitif bir m tam sayisi i¢in bu dizi uzaylarini
genellestirerek €, (A™), c(A™) ve c¢y(A™) dizi uzaylarin1 tanimladi. Bu dizi uzaylarinin

lx|la = X% 1%:] + ||A™x|| oo normu ile birer normlu uzay olduklarini verdi [3].

Bu ¢alismada ; Bektas tarafindan incelenen £, (u,A™), c(u,A™) ve cy(u,A™) dizi

uzaylarina ve a—, f—,y — duallerine yer verildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 2.1. X # @ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun. Eger

her x,y,z € X ve her a,f € K igin
+HXXX->X ve e KxXxX->X

fonksiyonlar1 asagidaki sartlart sagliyorsa, X ciimlesine K cismi {izerinde bir vektor

(lineer) uzay denir.
LD)x+y=y+x
L) (x+y)+z=x+(y+2)
L3) Her x € X i¢in x + 6 = x olacak sekilde bir 8 € X vardir.
L4) Her bir x € X igin x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardr.
L5 1.x=x
L6)a.(x+y) =a.x+a.y
L) (¢ +B).x=a.x+B.x
L8) a.(8.x) = (a.B).x = B.(a.x) [4].

Tamim 2.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay ve Y, X ’in bos olmayan bir alt ciimlesi
olsun. Her y;,y, €Y ve her a;,a, € K igin a;y; + a,y, € Y olmasi halinde Y ‘ye X

uzaymin bir lineer alt uzay denir [1].

Tamm 2.3. X # @ bir ciimle ve d: X X X — R bir doniisiim olsun. Eger d asagidaki
sartlar1 sagliyorsa d’ye X iizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay denir. Her

X,y,Z € X i¢gin
M1) d(x,y)=0
M2) d(x,y) =0 & x=y
M3) d(x,y) = d(y,x)

M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,7y)



dir [5].

Tamim 2.4. X bir reel veya kompleks vektor uzayr olsun. ||.|[:X - R tanmimh
dontisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniisime bir norm, (X, ||.||) ikilisine de bir

normlu uzay denir. Her x,y € X igin

NI) llx]l = 0

N2) [|x]| =0 &x =186

N3) ||a. x|| = |a|.||x|] (« skaler)

N4) llx + yIl < [lx|l + [yl
dir [6].

Tamim 2.5. Tiim dizilerin ciimlesi w ile gosterilir. Yani
w={z=1(z): z,€C, Vk €N}

dir. w daher z=(z,) elemani, x, ve y reel sayilar ve i =+/—1 olmak fiizere
z = (xy + Yy )= seklinde bir dizidir [5].

Teorem 2.6. w uzay1, x = (x),y = (Vx) € w olmak iizere

NEVEEE
dey) = ) o T
() k_12k<1+|xk—yk|

metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir [7].

Tanim 2.7. w bitiin z = (z;) kompleks dizilerinin ctimlesi olsun. w lineer uzayinin

her bir alt uzayina dizi uzay denir [4].
Tanim 2.8. X bir normlu uzay, (x,,) de bu uzayda bir dizi olsun. Eger X uzayi,
lim ||x, — x| =0
n—oo
olacak sekilde bir x elemani igeriyorsa, (x,) dizisi x ’e yakinsaktir denir. Bu durum
X, = x (n = o) seklinde gosterilir ve x’e (x,,) dizisinin limiti denir [7].

Tamm 2.9. Normlu bir X uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. Eger her £ > 0 sayist1 i¢in

her m,n > N iken



”xm - xn” <e¢
olacak sekilde bir N sayis1 varsa , (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [7].

Teorem 2.10. (X, ||.||) normlu uzay ve (x,), X de yakinsak herhangi bir dizi olsun. Bu
taktirde (x,) bir Cauchy dizisidir [4].

Tammm 2.11. (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger X’de her Cauchy dizisi X’de bir

noktaya yakinsiyorsa X’e tam metrik uzay denir [4].

Tamm 2.12. (X, ||.]]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise yani X normlu

uzayi tam ise bu uzaya Banach uzay1 denir [4].

Tanim 2.13. (X, ||.||) normlu uzayinda x = (x,) bir dizi olsun. Eger her n € N igin

I, |l < M olacak sekilde en az bir M € R* varsa x = (x,,) dizisine sinirli dizi denir [7].

Teorem 2.14. (X, d) bir metrik uzay, M c X ve M, M’nin kapamsin1 gostersin. x € M
olmasi i¢in gerek ve yeter sart x,, = x olacak sekilde M’de bir (x,) dizisinin mevcut

olmasidir [7].

Teorem 2.15. Bir X Banach uzaymin bir Y alt uzayinin tam olmasi igin gerek ve yeter

sart Y’nin X’de kapali olmasidir [7].

Tanim 2.16. X reel veya kompleks lineer uzay ve g: X — R bir fonksiyon olsun. Eger
her x,y € X ve tiim a skalerleri i¢in asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa g “ ye X de bir

paranorm, (X, g) ikilisine de bir paranormlu uzay denir.
Py x=0=g9x)=0,
P2) g(=x) =g(x),
P3) g(x +y) < g(x) +9(),

P4) (a,,) skaler bir dizi olmak iizere n — o iken a,, = a ve x,,, x € X olmak lizere

X, = X iSe apx, — ax dir. Baska bir ifadeyle n — o iken g(a,x, — ax) — 0 dir [5].

Tamm 2.17. X ve Y ayni cisim lizerinde taniml1 iki lineer uzay olsun. Bu taktirde bir

A: X — Y doniisiimiine lineer operator denir. Yani her x,y € X ve her A, u skalerleri i¢in
A(Ax + py) = AA(x) + pA(y)

ise A ‘ya lineer operator denir [4].



Ozel olarak Y = C alinirsa A lineer operatdriine X iizerinde bir lineer fonksiyonel denir.

X den'Y ye tanimli biitiin lineer operatorlerin ctimlesi L(X,Y) ile gosterilir.
Tamm 2.18. X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve
T X = C
x->1(x) =%, (k=12,..)
doniistimleri siirekli ise X e BK- uzay: denir [8].

Tamm 2.19. (X, ||.]l;) ve (Y,[.|lz) birer normlu uzay ve T: X — Y bir lineer doniisiim
olsun. T doniisimii normu koruyorsa, yani her x € X igin ||Tx||, = ||x||; oluyorsa T
doniisiimiine lineer izometri denir. Boyle bir doniisiimiin birebir olacag aciktir. Eger bu
doniisim orten ise T ‘ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu uzaylar

izomorfik uzaylar adin1 alir [9].

Tamim 2.20. Eger X ve Y uzaylari izometrik olarak izomorf ise X ve Y uzaylarina denk

uzaylar denir. Bu durumda X den Y ‘ye bir lineer izometri vardir [4].

Tammm 2.21. X ve Y topolojik uzaylar olsun. f:X — Y donlisimii birebir, orten, f

siirekli ve f~1 de siirekli ise f ‘e X ‘den Y ‘ye bir homeomorfizm denir.

f:X - Y bir homeomorfizm ise, f ve f~! acik ciimleleri korudugundan X ve Y

uzaylar1 topolojik olarak denk uzaylar olur [4].

Tamm 2.22. ¢, dizi uzay

£1={X=(xk)ew‘2|xk|<°°}
k

seklinde tanimlanir [5].

Tanim 2.23. bs sinirlt serilerin uzayi

n

k=0

s

seklinde tanimlanir. bs uzayi izerindeki metrik her x = (x), ¥ = (Vi) € bs igin

bs = {x = (X)) €E W : SUPpey



n

Z(xk — Vi)

k=0

d(x,y) = suppen

seklinde tanimlanir [5].

Tamim 2.24. ¢s yakinsak serilerin uzayi

cs =4{x=(xx) Ew: lim =0,EIlE(C}
n—o0o

n
Zxk -1
k=0

seklinde tanimlanir [5].

Tanm 2.25. X bir dizi uzayi ise X% , X B xv uzaylari
X ={a=(ar): ZrZilaxxx| < o0,Vx € X},
XP ={a=(ay): Y¥,axx, yakinsak , Vx € X},
XV ={a=(a): supn|Zio;apxel <oo,¥x € X}

seklinde tanimlanir. Bu uzaylara sirasiyla X uzayinin a -, f- ve y- dualleri denir. X
herhangi bir dizi uzayi ise X* ¢ X < XY dir. Eger X €Y isen = a, [,y olmak iizere
YT c X7 dir. Ayrica X% = (X%)% ve XPP = (XP)P seklinde yazilabilir [10].

Tanim 2.26. « € R ven = 1,2, ... i¢gin

(Z) _ ala—1) ...n(!a -n+1)

seklinde tanimlanan sayilara binom katsayilar1 denir. Eger n ve K birer dogal say1 ise n < k

i¢in
(k) _ k!
n)  (k—n)!n!
ven > k icin
k
()=
n
dir [11] .

Tamim 2.27. Bir X dizi uzay1 igin n = «, f veya y olmak lizere, eger X = X" ise bu
taktirde X’ e bir n- uzay1 denir. Ozel olarak bir a- uzayna Kéthe uzayi veya perfect dizi
uzayi denir [3].

Lemma 2.28. (p,,) pozitif sayilarin monoton artan bir dizisi olsun.
(i) Eger sup,|Xi—1pya,| < oo ise bu taktirde sup,|p, Xren+1 x| < oo dir.

(ii) Eger Y, prax yakinsak ise bu taktirde lim, p, Y r-,+1 ax = 0 dir [12].

6



Tanim 2.29. ) bir dizi uzay1 ve ] € N olsun. 4, i
A= {x = (x):Vn; €] igin x; = Yn, olacak sekilde bir (y;) € vardur}
Seklinde tanimlayalim. A,’ye A’nin J- basamak uzay1 veya J-inci alt uzay: denir [12].
Tanim 2.30. x; € A; olsun. x; nin kanonik énresmi %; dir. Burada
- xj ) _] E]
B0, jey
dir. j = (ny) vex; = (xn;) dir)

A; dizi uzaylarinin kanonik Onresmi, A; nin elemanlarmm kanonik Onresimlerini
kapsayan 4; dir [12].

Tanim 2.31. X bir dizi uzay1 olsun. Eger
(i) X =X ise X’e perfect,
(it) Enazbir x € X igin [y| < [x,| , k=1 iken y € X ise X e normal,

(iii) X biitin basamak uzaylarinin kanonik onresimlerini igerirse X e monoton denir
[12].

Lemma 2.32. X bir dizi uzay1 olsun. Bu taktirde ,
(i) X perfect = X normal = X monoton
(ii) X normal > X% =XV

(iid) X monoton = X% =XF

dir [12].



3. BAZI GENELLESTIRILMIS DiZi UZAYLARI

Tammm 3.1. x € w olmak iizere smirl, yakinsak ve sifira yakinsak dizi uzaylari

sirastyla
o = {x = (%) € wi supy|xy| < o0},
¢ = {x = (x) € w: limy_, x;, mevcut},
c0={x=(xk)€w: ]li_r)gloxk=0}
seklinde tanimlanir [4].
Teorem 3.2. U, C Ve ¢, dizi uzaylari
d(x,y) = supglxy — Yl
metrigi ile birlikte birer tam metrik uzaydir [13] .
Teorem 3.3. €, C Ve ¢y dizi uzaylar
l1x1loe =supp| x4 |
normu ile birlikte birer normlu uzaydir, hatta birer Banach uzayidir [13].
Tanim 3.4. Ax = (x;, — Xi41) olmak tizere £,,(A) ,c(A) ve cy(A) fark dizi uzaylari
(D) ={x=((p) Ew : Ax € £,},
cAD)={x=(,)€Ew : Ax€ec },
Co(Ad) ={x=(x) Ew : Ax € ¢y}
seklinde tanimlanir [1].
Teorem 3.5. £,(4) , c(A) ve co(A) fark dizi uzaylari
d(x,y) =lx1 = 1| + supi|Axy — Ayl
metrigi ile birlikte birer tam metrik uzaydir [1].

Teorem 3.6. £,(4) , c(A) ve co(A) dizi uzaylar



lIxlla=lx¢q | + 1A ]l
normu ile birlikte birer normlu uzaydir, hatta birer Banach uzayidir [1].

Tammm 3.7. Her k € N i¢in u; # 0 olacak sekilde biitiin (u) dizilerinin climlesi U

olmak iizere 0,(u,A), c(u,A) ve co(u, A) dizi uzaylari
Co(u, 8) ={ x = (xx) € w * (W (X — Xp41))k=1 € L}y
c(u,8) = {x = (x) € @ : (u(Xk = Xpes1))ie=1 € €3,
co(w, ) = {x = (%) € 0+ (Ug(xp — Xp+1)) =1 € Co}
seklinde tanimlanir [2].
Teorem 3.8. £,(u,A),c(u,A) ve co(u,A) dizi uzaylart
d(x,y) = |ug (1 — y1)| + supglug (Axy — Ayp)|
metrigi ile birer metrik uzaydir [2].
Teorem 3.9.  £,(u,A), c(u, A) ve ¢o(u, A) dizi uzaylar
x|l = [ugxq| + supy|weAxy |
normu ile birlikte birer normlu uzaydir [2].
Tanmim 3.10. £, (A™), c(A™) ve ¢y (A™) dizi uzaylari, m € N,
A% = (xp), Ax = (Axy) = (g — K1),
AMx = A™x, = (A™ 1x, — A™ 1xp 0 0)

ve
m
s = 07 () e
v=0
olmak tizere
Lo(A™) ={x=(x ) Ew: A™x € £},

c(A™) ={x =(xy) Ew: A™x € c},

co(A™) ={x = (x;) Ew : A™x € ¢y}



seklinde tanimlanir [3].

Teorem 3.11. £, (A™),c(A™) ve ¢y (A™) dizi uzaylari,

m
Illa = ) il + A7l
i=1

normu ile birer normlu uzaydir [3].

Ispat : X; £,,(A™), c(A™) ve co(A™) dizi uzaylarindan birini gostermek iizere x,y € X

ve « bir skaler olsun.

m
N1) |[x|lx = leil + |[A™x]|| = 0 oldugu asikardir.
i=1

m
N2) lixlls = ) il + A7l = 0
i=1

olsun. Bu taktirde x; = x, =+ =x,, = 0 ve her k € Nicin

m m m
— cee —_— m =
|(0)xk (1)xk+1+ + (=D (m)xk+m| 0
oldugundan her her k € N igin x;, = 0 elde edilir. Buradan x = 8 bulunur.

Tersine x = 6 olmasi halinde ||x||, = 0 oldugu asikardr.

i(—l)” (7)) @i

v=0

= lal <Z|xi| +supi | ) (<07 () xiws
i=1 v=0

= lalllx|la

m
N3) llaxlla = ) laxi] + sup
i=1

)

;(_1)17 (T;l) (Xk4v + Vi)

m
N4) llx+ ylla = ) lxi + il + supy
i=1

m m m m

<2|x-| + sup Z(—l)” (m)x +Z|y-| + sup Z(—l)” (m)y

= i k v k+v i k v k+v
i=1 v=0 i=1 v=0

10



= llxlla + llylla

Teorem 3.12. (£, (A™), ||. |5) bir Banach uzayidir [3].

Ispat : x5 = (x§,x3,...) € £,,(A™) olmak iizere (x%), €., (A™) da bir Cauchy dizisi

olsun. Bu taktirde s,t — oo igin

m
I = xlla = lef — xt| + sup]A™ (s — xE)| - 0
i=1

olur. O halde k <m ve s,t - o igin |xj —xi| >0 ve herk €N ve s,t - o i¢in

;(—1)” () Gt = )| > 0

dir.

Diger taraftan

t
|xl§+m - xk+m| =

;(_Dv (7) Gt — )

+ |(mrﬁ 1) (XR4m—1— x1€+m—1)|

+](5) G = x| + -

olmasi nedeni ile her k € N ve s,t = o0 i¢in
N t
|xie — x| = 0

elde edilir. Buna gore (xi) = (xi,xZ,..) her sabit k = 1,2,... igin C de bir Cauchy
dizisidir. C tam oldugundan (x3)ez;, C de yakinsaktir. limgxy = x;, (k =1,2,...)
diyelim. (x3), €, (A™) da bir Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 i¢in s,t = N iken
|x5 — xt|| < & olacak sekilde bir N=N(&) dogal sayis1 vardir. O halde s,t >N i¢in

m m

m
Dt =t se ve D0 (7) Gy — xhu)| <&
i=1 v=0

dir. Bu son ifadede t — oo i¢in limit alinirsa her s >N i¢in

m m
liEnZIxiS —xf| = leis — x| <e¢

11



ve

li{nlAm(xli+v - xl€+v)| = ll{l’l

;(—n” () Gt = )

) (x1§+v - xk+v)

= [A" (X4 — X)) S €

elde edilir. Buradan s >N i¢in

m m
m
It = xlla = > 1 =l + supye | Y (=07 () Gy = 00| < 26
i=1 v=0

olur. Bu ise limg x5 = x demektir. Simdi x = (x;) € £, (A™) oldugunu gosterelim.

|Amxk| = (17) Xk+v
= Z( 1)v (xk+v xllc\l+v + xl§+v)
< Z( 1)1; (xk+v xk+v Z( 1)1; xk+v

< [Nl + |A™xF |

olmasi nedeniyle x = (x;) € £, (A™) elde edilir. O halde (£,,(A™),]|.||») bir Banach

uzayidir.
Teorem 3.13. (c(A™), ||. || ) bir Banach uzayidir [3].

Ispat : c(A™), £, (A™) uzaymin kapali bir alt uzayr oldugundan Teorem 2.15

geregince c(A™) bir Banach uzayidir.
Teorem 3.14. (cy(A™), ||. [|») bir Banach uzayidir [3].
Ispat : cy(A™), £, (A™) uzaymin kapali bir alt uzayr oldugundan Teorem 2.15

geregince ¢y (A™) bir Banach uzayidir.
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Teorem 3.15. £,,(A™), c(A™) ve ¢, (A™) dizi uzaylari,

m
Ixlla = ) il + A7l
i=1

normu ile birer BK- uzayidir [3].
Ispat: ||x™ — x| - 0 (n — o) olsun. Bu taktirde k < m ve n - o igin
lxg —x| =0

ve herk € N ve n —» o igin

;(_1)1) (1:) (xl?+v > xk+v) -0

dir. Diger taraftan

m
e = eeml < [ 1Y (7)) Gt = s | + | () G = 0] + -
v=0

+ (mni 1) (Xk4m-1— Xk+m-1)

yazilabilir. Bu esitsizlik g6z 6niine alinirsa her k € N ve n — oo igin |x;} — x| = 0

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4. £,(u,A™), c(u, A™) ve cy(u,A™) DIZIi UZAYLARI ve DUALLERI

Bu bolimde X;?., C, Co olmak lizere X (u,A™)  dizi uzaylar1 tanimlanip bu
uzaylarin dualleri verilecektir. Simdi u € U verilsin. €, (u, A™), c(u,A™) ve cy(u, A™)
dizi uzaylar1

Coo(u,A™) = {x = (xp) Ew: (WA™xp )21 € o},
c(u,A™) = {x = (x) € 0 : (WeA™x))Zq € €}, €y
co(u, A™) ={x = () Ew : (WA Xy )kZ1 € Co}
seklinde tanimlanir.
Eger herk € N igin u, =1 alirsak
Too(U,A™) = £ (A™) = {x = (1) € @+ (A™Xp) =1 € Yoo},
c(u,A™) = c(A™) = {x = () Ew: (A™xp)kzq € €},
co(w,A™) = co(A™) = {x = () € w : (A™xy) =1 € Co}
dizi uzaylar elde edilir [10].

Bu uzaylar arasinda

co(u,A™) ¢ c(u,A™) c L, (u,A™)
kapsama bagintis1 vardir [10].
Teorem 4.1. u € U olmak iizere €, (u,A™), c(u,A™) ve cy(u, A™) dizi uzaylari

m
Illa, = D Il + supelugh™sx|
i=1

normu ile birlikte birer BK-uzaylaridir [12].
Ispat : S operatérii
S: X(u,A™) - X(u,A™)

x = S5x=(00, ..., Xms1, Xma2, )

14



seklinde tanimlanirsa S, X(u, A™) iizerinde sinirhi lineer bir operatordiir ve ||S|| = 1 dir.

Ayrica
SX(u,A™) ={x=(x): x€X(u,A™), x; =x, =+ =x,,, = 0}
=X, A™M N {x =(x): xq =%, =+ =% =0}
dir.
Hatirlatma 4.2. n = «, 8,y olmak iizere

[SX (w, A™)]" = [X(u, A™)]"

dir [12].
Teorem43.u€eU ve g = (i)oo olsun
3. q= ) '
(o) k—-m
@M =qacw: Y lad ) (“ T7 g <o
k=1 j=1

olmak iizere
[co(w, A™)]* = [c(u, A™)]* = [£0o (w, A™)]% = Mg (1)
dir.
-1

k-m
k — 1
(D)Meeq(w) = {a €W : SUPrzmsr|al Z ] il <oy,
j=1

olmak tizere
[co(u, A™)]** = [c(u, A™)]* = [€o (u, A™)]** = Mgq (u)

dir. Burada keyfi y; ler igin

k—m
1_1 y=0 (k-m<1)
J=1

almak uygun olacaktir [12].
Ispat :

(@) a € M, (u) olsun. Bu taktirde
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=

=

~.
1l

[y

dir. Verilen x € £, (u,A™) igin
|Amxk| < Mxk , k= 1,2,3,

olacak sekilde pozitif bir M sabiti vardir.

Diger yandan
k-m m
_i(k—j—1 —j
o (T Namg+ Y om (T Dariy @
j=1 j=1

yazabiliriz. k = 2m,2m + 1, ... i¢in

i1y, i(k ]—1)

j=1 j=1

k—-m

oldugunu gostermek kolaydir. En az bir sabit N igin |Am"j xj| < Ng;

oldugundan, a € M, (u) olmasi

oo m

e—j =1\
Zlak|2( m—j )lAm ]le < ®
k=1 =1

olmasini gerektirir.
Bu taktirde (2) ve (3) den

(o]

k=1

k—-m

(3)

(1<j<m)

0o k—-m m
B k—j—1 k= j=1\ .
Dlawrd = ) laxl | Y =i (82T Y ama+ Y =ymd (7 amoig |
k=1 j=1 j=1

w3l 3 (s S (5 ol <
k=1

j=1
elde edelir. Boylece
My (u) © [£o(u, A™)]*

oldugu bulunur.
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Tersine a € M, (u) olsun. Bu taktirde

Iaklz ]_1qj25+1,s=0,1,...

olacak sekilde 1= k(0) < k(1) < -+ tamsayilarinin bir (k(s))ez, dizisi mevcuttur.
x = (x3) dizisini

(k(s) <k<k(s+1)—-1; s=01,..)

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

1
|ukAka|=S+—1 , (k(S)SkSk(S‘l‘l)—l ; S=O,1,...)

yani, x € co(u, A™) dir.

Diger yandan s = 0,1, ... i¢in

k(s+1)-1
lagxyl
k=k(s)
k(s+1)-1 - k(l+1)-1 -m
k —j— 1 k — 1
=ZIaRIZ—l > (L e+ Z SawL!
k=k(s) 1=0 j=k(@) j=k(s
1 k(s+1)-1 k— m
> i>1
T s+1 | q]
k=k ]:1

elde edilir. Boylece a € [co(w,A™)]* olur. Buradan [co(u, A™)]* € M, (w) bulunur.
co(u, A™) € c(u, A™) € L, (u, A™) iken [fo(u,A™)]* c [c(u, A™)]* c [co(u, A™)]*
oldugundan [co(u, A™)]* = [c(u, A™)]* = [0 (u, A™)]* = M, (u) elde edilir.

(b) [co(u, A™)]* = [c(u, A™)]* = [ (1, A™)]* oldugundan [co(u, A™)]** =
[c(u, A™)]** = [£o,(u, A™)]** dir. Bu nedenle [co(u, A™)]** = My, (u) oldugunu
gostermek yeterlidir. a € My, (u) ve x € [co(u, A™)]* = M, (u) olsun. Bu taktirde
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[e/0)
z lag x| =

k=m+1

dir. Yani

k=m+1

< | supksm+1laxl

<

o
>l

r

-
1l

ey

T
3

r

~.
1l

Juy

Maa(u) c [CO(u» Am)]aa dir.

T
3

Tersine a € M,,(u) olsun. Bu taktirde

dir. Buradan

k—

SUDk>m+1 Akl

k(s)-m

j

m

]—1

m —
1

-1

|aks)| Z k(s) ]_1) q;| >sm*

olacak sekilde k(s) > m+ 1 sartina uyan tamsayilarin kesin artan bir

mevcuttur. x = (x) dizisini s=m+1,m+ 2, ...

|

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

k=1

[ee]
Z|xk|

]—1

j=1

olup, buradan x € [cy(u, A™]% ve

ol
0

)

e}

s=m+1

<

oo

s=m+1

18

olmak tlizere

k = k(s)
k + k(s)

k(s)-m

2 o™ Y (K97

-1

j=1

o

Zlakx"l Zlak(s)l |ak(s)|_1 Z 1=o0

Z sTmtD c 0 (m>1)

j—1

(s=m+1m+2..)

)ai

(k(s)) dizisi



bulunur. Bu  a & [co(u, A™)]**  olmasi demektir. O halde [cy(u, A™)]** € My, (u)
bulunur. Dolayisiyla  [co(u, A™)]** = [c(u, A™)]** = [£(u, A™)]%* = M,,(u) elde
edilir.

Teorem44.uelU ve q= (L) olsun.

[l k=1
(@) Mg(w)
o k-m k-m+1 ]
={a € w: Zak k ] B 1 q] yakmsakveZIRkl 2 (k_]__ll)qj <
k=1 j=1 k=1 j=1 m

olmak iizere [S?o,(u, A™)]F = Mp(u) dir.
Burada R, = Y-y, a, dir.
(b) My (w)
w  k-m . o k—m—-1
=<a € w:sup, Zak (k;]__ll)qj <OOZ|RR| Z qj<oo
k=1 4=t k=1 =1
olmak ilizere [S€,(u,A™)]Y = M, (u) dir [12].
Ispat :
(a) Eger x € S, (u,A™) ise bu taktirde

k—-m

-1\ _
(- 1)m 1 )uj 13’j » Yiem = Y2-m ==Y =0
j=1
olacak sekilde bir ve yalmiz bir y = (y;) € £, mevcuttur.

Yeterince biiyiik k lar igin, 6rnegin k >m icin a € Mg(u) alalim ve (:D =1

oldugunu kabul edelim. ( Bazi kaynaklarda k < 0 igin () =0 oldugu kabul edilir.) Bu

taktirde
oo co k—-m k
1\ _
Zakxk :Zak Z(—l)m( J 1 )uj tyj
k=1 k=1 j=1
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k=1 j=1
dir. Buradan
%) k
k+m 2
D Reameal ) (T ") g <o
k=1 j=1
oldugundan
k+m—j—2\ _
Z Ri+m-1 Z ( m— é )uj 1}’j
k=1 j=1

serisi mutlak yakinsak olur. Dahasi Lemma 2.28 (ii) den n— o iken
R, X7 (nn_l ]__1 1) ui'y; >0 elde edilir. Buradan her x € Sf,(u,A™) igin
Y L apx, yakinsak ve a € [S€.(u,A™)]# elde edilir.

a € [So(u,A™)]? olsun. Bu taktirde her bir x € S€,(u,A™) igin Y3, axx

yakinsaktir.
x = (xp) dizisini

0 , k<m

k ]—1

k—-m

j=1
seklinde tanimlayalim.

Her k >m igin |u,A™x,| =1 oldugundan x = (x;) € S, (u, A™) elde ederiz.

Buradan
%) k—-m %)
Z ag k ] - 1 Ji z Ap Xy < 00
k=1 1=1 k=1
yazabiliriz. oylece Zk 1 Qg ( _1 ) q]' s€ris1 yakinsak olur. u da

Lemma 2.28 (ii) den n — oo iken
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n-m
R, n J P 1 ;-0
j=1
olmasi demektir.
Simdi a € [Ste(u, A™)]F — Mg () olsun. Bu taktirde

k 1 k—j—1
Y R X5 m+1( m] ) )q,- iraksaktir, yani YL |Re| X52 m“( m] , )qj:oo

dir.

x = (x;) dizisini

0 , k<m
k-1 v-m+1
Ssgnr, S (TI5T) L ko
v=1 j=1

seklinde tanimlayalim.

Burada her k i¢in a; > 0 veya a; <0 dir. k > m igin |uA™x;| =1 oldugundan
x = (xx) € S (u,A™) oldugu agiktir.

Bu taktirde n > m igin

n m n-m
Z ApXp = — Z Ry—1AXp—q — Z Ry tm-18%Xg4m-1 — RnXn 4)
k=1 k=1 k=1

oldugundan (4) {in her iki tarafinin n — oo i¢in limitini alirsak

oo oo oo k

k+m—j—2
Z AgXg = — Z Rism-1DXgim-1 = Zle+m—1| Z ( m— é )CIj =
k=1 k=1 k=1 =1

elde ederiz.

Bu a €[S, (u,A™)]? olmasi ile gelisir. Buradan a € Mg (u) olur.
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(b) Lemma 2.28 (i) kullanilarak yukaridakine benzer sekilde ispatlanabilir.
Lemma4.5.n=p veya yicin [S€,(u, A™)]|" = [Sc(u, A™)]" dir [12].

Asagidaki teoremlerde sifira yakinsak pozitif dizilerin ciimlesini ¢g ile gosterecegiz.

Teorem4.6.u €U ve q= (ﬁ) olsun.
kl/ k=1

() k—m
(@) Mgo(u) =4a € a):z ay k ] B qjvj yakinsak ve
k=1 j=1
oo k-m+1
k—j—1
ZIRkl z (m—Z )qjvj<00, Vv E cg

olmak iizere [Scy(u, A™)]? = Mg o(u) dir. Burada Ry = Y7 411 a, dir.

n k—-m
_ : —j-1
(b) My, o(u) = aEw.suanakz e 1 )qjvj < o,

k=1 j=1

oo k—-m+1
k—j—1

Zlel Z (mJ—Z )qjvj<oo ,  Yvect

k=1 j=1

olmak iizere [Sco(u, A™)]” = M, o(u) dir [12].

Ispat : Lemma 2.28 (i) ve (ii) kullanilarak Teorem 4.4 dekine benzer bir yolla

ispatlanabilir.

Teorem4.7. X ‘i £, veyac alalim. Bu taktirde

(@) [X(w, a™)]F =

oo k-m k—m
. k ]— k—j—1
aEa).Zakz q; yakmsakveZIR | ( 2 )qj < ©
k=1 j=1 j=1

dir.
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(i) [X(u, A™)]" =

k— oo

n k-m+1
k—'—1 k—j—1
a € w:sup, Zak mj—l )q]- < oo, Z|Rk| Z ( m]—2 )qj<oo
j=1

k=1 j=1 k=1

3

burada R, = Y —;+q1ay, dir [12].

ispat : Teorem 4.4, Lemma 4.5 ve Hatirlatma 4.2 kullanilarak ispatlanir.

Teorem4.8. ueU ve g = (ﬁ) olsun.
kl/ k=1

(o) k—m
(D) [co(u, A™)]E =Sa € w:z ay (km] _11) q;v; yakinsak ve
k=1  j=1
oo k—-m+1
k—j—1
Zlel ( ]_2 )q]v] <o , VYvect
k=1 j=1
n k-m
3 y _ k—j—1
(i) [co(u, A™)]” =< a € w: sup,, Zak . ( m—1 )qjvj < o,
k=1 j=1
%) k-m+1
k—j—1
lekl ( m]—2 )q]v]<oo, Vv € ¢f
k=1 j=1

dir. Burada Ry = Yo_41ay dir [12].
Ispat : Hatirlatma 4.2 ve Teorem 4.6 kullanilarak ispatlanir.

Teorem 4.3 , Teorem 4.7 , Teorem 4.8 ve Lemma 2.32 dan asagidaki sonuglar elde

edilir.
Sonuglar :
(@) oo(u,A™), c(u, A™) ve co(u,A™) perfect degildir.
(i) oo (1, A™), c(u, A™) ve cy(u, A™) normal degildir.

(iii) o (u, A™), c(u, A™) ve cy(u,A™) monoton degildir.
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