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DENKLEMLERIN AYRISIM METODU ILE ¢OZUMU
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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2002, Sayfa:115

Bu galigma beg boliim halinde diizenlenmistir.
Birinci boliimde; Temel tanimlar verilmigtir.

Ikinci bolimde; Aynistm metodu genel bir sekilde verildi. Ayrica 4, (Adomian)
polinomlarinin olusumu, 4, polinomlarinin uygun hesaplama sekilleri, bilegik lineer
olmayan durumlan ve 4, polinomlarinin yeni iiretim sekilleri, 4, polinomlarinin lineer
olmayan durum igin yakinsakliklar boliimler halinde ayr ayn incelendi.

Ugiincii  boliimde; Ikinci mertebeden stokastik diferensiyel denklemlerin
¢6ziimiinde Green fonksiyonlannin kullanimi, aynsim metodu ile Green fonksiyonlan
arasindaki iligkiler genel olarak incelendi ve bir 6rmek iizerinde uygulamasi verildi..
Aynca stokastik teorinin deterministik limiti ile diferensiyel denklemlerin sayisal
¢oziimleri genel olarak incelendi .

Dérdiincii ve besinci boliim galigmamn orijinal kisimlanm ihtiva etmektedir.
Dérdiinci  bolimde; Lineer olmayan stokastik diferensiyel denklemlerin
¢Ozimi, lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢6ztimii ve lineer olmayan

oscillator denkleminin ¢6ziimii ayngim metodu ve farkli metodlarla karsilagtinildi.

Begsinci bélimde; Iki ve ii¢ boyutlu kismi diferensiyel denklemlerin ayrisim
metodu ile ¢oziimi 6rnek lizerinde gosterildi.

ANAHTAR KELIMELER: Aynigim metodu, Adomian polinomlari, Green

fonksiyonlan, Stokastik diferensiyel denklemler,Tek adim metodlan, Sonlu farklar: L

metodu , Kesme hatasi.
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SOLUTIONS OF LINEAR AND NONLINEAR STOCHASTIC
DIFERENTIAL EQUATIONS BY THE DECOMPOSITION METHOD

Hasan BULUT

Firat University
Graduate School of Science and Technology
Department of Mathematics
2002, Page:115

This study has been designed in five chapters.
General definitions have been given in the first chapter.

In the second chapter decomposition method has been defined. In
addition,generation of the 4, polynomials, convenient computational forms for the 4,

polynomials, calculation of the A4, polynomials for composite nonlinearities and new
generating schemes-the accelerated polynomials, convergence of the nonlinear 4,
polynomials have been examined seperately.

In chapter three the use of Greens function to solve a second-order stochastic
differential equations, relationships between Green’s function and the decomposition
method for partial differential equations have been investigated in general and the
application has been given on an example. Furthermore the determinitic limit of
stochastic theory and numerical solutions of differential equations have been examined
in general.

Chapter four and Chapter five contain the original division of the study.

In chapter four the solutions of the nonlinear stochastic differential equations,
nonlinear hyperbolic differential equations and nonlinear oscillatory equations have
been compared by the decomposition method and different methods.

In chapter the five solutions of second and multidimensional partial differential
equations by the decomposition method has been applied on examples.

KEY WORDS: Decomposition Method, Adomian Polynomials, Green’s"
Function, Stochastic Diferential Equations, One Step Method, lete-leference
Method, Truncation Error. -




III

TESEKKUR

Bu calismamn hazirlanmasinda gerekli biitin imkanlan saglayarak bana
yardimet olan, her zaman yakin ilgi ve yardimlanim esirgemeyen ¢ok kirymetli hocam ;
Prof. Dr. Mahmut ERGUT’e siikranlarimi sunmay bir borg bilir, saygilarimi sunarnim.
Ayrica bu tez ¢alismasimin her safhasinda yakin ilgi ve destegini gordagim degerli
hocalanm; Prof. Dr. Etibar PENAHOV, Prof. Dr. Fahrettin GOGTAS’a en igten
duygulanmla tegekkiir ederim.

Hasan BULUT



ICINDEKILER

Sayfa No
OZET ..ottt eae e ee e se s et e s eee e e e e e eseeeseseensess e seensnean I
ABSTRAC T ... ettt a e re st est s neseesenenenna I
TESEKKUR........ccotiumiemmirmeeeise e stseesssassses s ssssssssssssssssssesssasessssesssseesnsessnsssesee 11
ICINDEKILER ...t e st e s sase e seeseeseeen e eeene v
SIMGELER LISTESL.......oioiieieeeeeee e se s ee s sesseeses e sa e seeneens v
BOLUM 1
L1, Temel Kavramlar ..........ccocooooiiiiiiiiiee e 1
BOLUM 2
2LUGHILS <ottt et s bttt n ettt n st s s s e sttt easa s et st enetens 5
2.2, AyNGIM MEtOQU......cooiiiiiieeeeeeete ettt e eaes 6
2.3. 4, Polinomlarnin OlUu§UMU. ..........ccocourriiererereeieeeeeteeee et 11
2.4. Lineer Olmayan Diferensiyel Operatorler i¢in 4, Polinomlari.............................. 18
2.5. 4, Polinomlanmin Uygun Hesaplama Sekilleri................ccocooviveeeeeiieeiciecreneee. 19
2.6. Bilesik Lineer Olmayan Durumlar igin 4, Polinomlari.............c.cooovvcmvuenrnrnnnnennee. 22
2.7.Yeni Uretim Planlan-Hizlandirilms Polinomlar..............ocooeveeevervreeeeeereeerenn. 30
2.8. 4, Polinomlannin YaKINSamasi.............ccveveueueurrercrereeerereseenseneiesesesesessssesossscsssens 45
2.9 . Lineer Olmayan Durum igin Yakinsaklik................cccoovemviemeieeeniieiiceeeeeeceeeene 51
BOLUM 3
3.1.ikinci Mertebeden Stokastik Diferensiyel Denklemlerin Coziminde Green
Fonksiyonlarinin Kullanimi. .............cooooivemiciiieececeeeeecste et 55
3.2. Kismi Diferensiyel Denklemler I¢in Ayrigtirma Metodu ve Green Fonksiyonu Ile
Arasindaki THFKALET...........o.eoeeoieeeeeeeeeeeeece e s e s ees s s seeseeen e 58
3.3. Green Fonksiyonlarinin Yaklagik Hesaplamasi...............cccooeveveveuieeeievcecrircniiene 61
3.4. Stokastik Teorinin Deterministik Limiti ile Diferensiyel
Denklemlerin Say1sal COZUMLL............c.oeeveveeeeeeeeeeeeeeecteeeeeee e enens 67
3.5. Aynstirma Metodu ile Picard Yonteminin Sonuglannun karsilagtinlmasi.............. 71
BOLUM 4
4.1. Lineer Olmayan Stokastik Diferensiyel Denklemlerin Céziimii igin Ayrisim
IMELOAUL ..ottt ettt ettt et en s et aerns 79
42. Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Yaklagik Cozimleri ve Lineer
Olmayan Hiperbolik Diferensiyel Denklemlere Uygulamasi.................cccoovevvurcennnene. 88
43. Lineer Olmayan Oscilator Denkleminin Yaklagtk Cozimii igin  Ayngim
IMELOTUL.......ouiiiiiteeeeee ettt e et ee et aa s s s st esen s nreranesene 98
BOLUM 5



(Q.F,u)

14 v

d
L= t,w
v‘;oa”( )=

a,(t,m)

x(t, @)

SIMGELER LiSTESI

: Diferensiyel operator

. Integral operatori

: lineer olmayan terim

: Adomian polinomlan

> n -terim yaklagimi

: Olasilik uzay:

. Ornek uzay1

: Q 6mek uzayin alt kiimelerinin o cebiri

: € 6mek uzay1 tizerinde olasilik 6lgiimii
: Lineer stokastik operator

: Bagimsiz degisken bolgesi

: Elementer olay

: Olasilik uzayi igin stokastik siireg
: Tesadiifi degisken

. Sifir ortalamal: stokastik siireg



1. BOLUM

1.1.Temel Kavramlar
Tamm 1.1.1. Bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevlerini i¢inde bulunduran

bir denkleme diferansiyel denklem denir ve f (x, y,jy

—] =0 veya genel olarak
x

F (x,y,?,...,%) =0 seklinde ifade edilir. Burada y bagimli degisken , x bafimsiz
x x

degisken olup denklemde tek degiskenin tirevleri séz konusu oldugundan bu
denklemler adi diferansiyel denklem olarak adlandinlir. Eger diferansiyel denklem bir
tek bagimh degiskenin iki veya daha fazla sayida bagimsiz degiskenin tirevlerini

iceriyorsa bu denklemlere kismi tirevli diferansiyel denklemler denir. Bu gesit

diferansiyel denklemler f (x, v,z —gi %Z—) =0 veya genel olarak z = f (x1 2%y ,...,x,,)
x oy

. 0z 0Oz 0"z 0"z
olmak Gzere F|x,%,...%,, R ¥ =
0x, 0x, Ox Ox

nu
WA
e

J: 0 seklinde tammlamr

(Tuncer, 1996).
Tanim 1.1.2. Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon y ve bagimsiz degisken

x olmak iizere ,

day ay dy _
b,(x) dx,,+b,._1(X) dx,.-‘+---+bx(x) dx+bo(x)y—g(X)

veya

Zb,- () ") + By (x)y = g (x)

b o~ - — —— — ’
bigiminde fzazﬂabiliyo‘i’sa buﬁdiferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir
L T e
(Tuncer, 1996).
Tammm 1.1.3. Bir denklem sistemi iki veya daha fazla sayida bagimsiz degisken ile bu

degiskenlerin bir fonksiyonu ve fonksiyonun tiirevlerini ihtiva ediyorsa bu denklem

sistemine kismi tiirevli denklem sistemi denir (Cagal,1989).



Tanim 1.1.4. Bir f(x) fonksiyonunda h>0 bir sabit say1 ve k bir tamsay1 olmak iizere

X, = Xy + kh noktalarinda tamimli olsun. Bu durumda
B (x0) = (1) = £ (%)

ifadesine f(x) fonksiyonunun ileri sonlu farki denir. Bu farklann ikinci kuvveti ise

K f (xg) = N (x0) = F(3) = 21(x) + £ (%)

bigiminde tanimlanir ve genel olarak
S (%0) = Ky f(x0)

seklinde verilir. Aynica f fonksiyonunun (x,,x,) agik aralifinda n-yinci mertebeden

tirevi varsa bu takdirde dyle bir £ e (x,,x,) noktas: vardirki ,

G (xo) = B (&)
dir. A}, f(x,) farklarna ileri sonlu farklar denir. Benzer sekilde f fonksiyonu
x', = xy — kh noktalarda tamml olmak iizere geri sonlu farklarla tanimlanabilir .

Bu farklar A”, f(x,) bigiminde gosterilir ve
AL f (1) = £ (%)= (1),

AL f (%) = AL AL £ (%)
seklinde tanimlanir (Cagal,1989).

Tamm 1.1.5. Bir diferensiyel denklemin ¢6ziimii ig¢in en basit sayisal metod Euler
metodudur. Bu metod bir noktada bagimh degisken (yani fonksiyon)’un degeri bir
6nceki noktadan gegen bir dogru boyunca ektrapolasyon ile elde edilir. Asagida birinci

mertebeden
___aj = _
Z f('xay): y('XO) yO

baglangic deger problemi igin farkli Euler metodlan verilmistir.

Euler Metodu:
yn+l = yn + hf('xn:yn)



Modified Euler Methodu:
ky = hf (x,,,)
h h
k, = +—,y, +—k
2 f('xn 2 yn 2 1)
Vil = Yu +hky.

Improved Euler Methodu:

k= Hf(x,,9,)
ky = f (%, + 1.y, + k)

h
Yni1 = Vn +_2—(kl +k2) .

Tamm 1.1.6. %yx— = f(x,), y(x) = Yo
baslangic deger probleminde h adim uzunlugu olmak Gzere
kl = hf(xrn yn)

h h
k,= +—,y,+=
2 =S5+ 250 k)

h h
k, = +—,y, +—k
3 f('xn 2:yn 2 2)
k4:f('xn+h1yn+hk3)

Ynst =Vn +%(k1 +2k, +2k; +k,).
denklemine dordiincii mertebeden Runge-Kutta metodu denir (Cagal,1989).

Tanim 1.1.7. Sayisal islemlerde kullamlan sonsuz terimli bir serinin belirli bir yerde
kesilip geri kalan terimlerinin atilmasi sonucu olugan hatalara kesme hatasi denir.

Kesme hatasinin degeri goz oniine alinmayan terimlerin toplamina esittir (Cagal,1989).

Tamm 1.1.8. A, B, C birer sabit say1 olmak iizere , x ve y serileri arasinda kesin olan
cesitli fonksiyonel tiirden iligkilere deterministik denir .
Omegin,

y=Ax+B (dogrusal iligki) ,

logy = log(4x+ B) (tam logaritmik iliski) ,



y =42 (ustel iligki) ,
ifadeleri birer deterministik iliskilerdir. Bunlardan baska daha pek ¢ok deterministik
iligki tipleri yazilabilir. Ciinkii serilerden birinin aldig1 deger bilindiginden diger serinin
alabilecegi deger kesin olarak hesaplanabilir. Ornegin; bir gazin hacmi ile basinci
arasindaki ters yonlii iliski, elektrik akimu ile direng arasindaki ters yonli iliski, v.s. hep
birer deterministik iligkidir (Karagtz,1998).

Tamm 1.1.9. Onceden hangi degeri alacagi kesin olarak bilinmeyen, fakat yaklagik
olarak bir egilim belirleyen, olaylar arasindaki iligkilerin incelemesine stokastik denir.
Bu tir iliskilere konu olan olaylarin, hangi sonucu alacagi deney ya da olay
gerceklesmeden bilinemez, ancak yaklasik olarak belli bir hata pay: ile tahmin edilebilir
(Karagoz, 1998).

Tanmm 1.1.10. x siirekli tesadiifi bir degisken olsun. Asagidaki sartlan saglayan f(x)
fonksiyonuna x tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir
(Karagoz, 1998).

1) f(x) 20,
2) jf(x)dx=1.

Tamm 1.1.11. x ve y gibi iki tesadiifi degisken arasindaki iliskinin derecesini veren
istatiksel 6l¢iiye korelasyon denir (Karagoz,1998).
Tanmn 1.1.12 L adjoint operatora  (v,Lu) = (L'v,u) esitligi ile tammlanur.

Omegin , L = 4 olsun. O zaman
1 I
v, Lu)= | v(du/dx)dx=uv| — [ w(dv/ dr)ax
0 o O
1
olur. Eger uv' = 0 ise bu taktirde
0

1
(v, Lu) = [u(dv! dx)dx = (L'v,u)
0

dir. Buradan L = —-5; olur (Adomian,1983).



2.BOLUM
2.1.Giris

Matematiksel fizikte birgok problem adi veya kismi diferensiyel denklemler ile
ifade edilebilir. Bagimli veya bagimsiz degigkenlerin birbirine sirekli olarak bagl
bulundugu gergek fizik sistemlerinde, denklemler olayin meydana geldigi konumda
ortamin fiziksel oOzelliklerini belirten parametrelerle ve uygun baslangic ve simr
kosullan ile belirtilir. Ayrica baz1 fizik sistemlerde incelenen denklemin katsayilarn
baslangi¢ ve sinir kosullan deterministik terimlerle ifade edilemez. Bu nedenle elde
edilen denklem stokastik siireg katsayili, rastgele baslangig ve simir sartli bir stokastik
adi veya kismi diferensiyel denklemdir. Bu tip denklemlere, daha gok mekanik niikleer
reaktorler, lazerler ve kontrol sistemlerini kapsayan dinamik sistem problemlerinde
rastlanr.

Adomian’in lineer ve lineer olmayan deterministik veya stokastik denklemler
i¢in verdigi ayrigim yontemi (decomposition metod ya da invers operatér metot) ile
fizikte baslangic ve smmr deger problemlerinin matematik modelleri olan uzay ve
zamana gore c;bk boyutlu denklemlerinin yaklagik ¢éziimleri basit bir bigimde elde
edilebilir. Ayrisim yontemi bir yaklagim yontemi olup dogrusallagtirma, pertiirbasyon
ve kesikleme (discretization) teknikleri kullanmadan dogrusal olmayan deterministik
veya stokastik denklemler igin analitik yaklagim verir ve bunun ¢6ziimii genel olarak
sonsuz seridir. Ayngim yontemi, lineer olmayan denklemlerin ¢6zimiinde kullanilan
pertiirbasyon tekniklerine gore daha basit bir bigimde incelenir ve hesaplanabilir
oldugundan pertiirbasyon teknikleri; (f ) kuiguklik parametresi ilzerindeki kuvvetli
varsaymmlara bagl olmasina kargilik , ayrigim y6nteminin lineer olmayan N operatorleri
tizerinde daha az kogul gerektirdigini gostermistir(Adomian,1983).

Adomian’in ayngim yontemi; polinom ,iistel ve trigonometrik tiplerindeki
lineer olmayan diferensiyel denklemlere ve ozellikle fizik sistemlerinin gegici
davramglarinin  incelemesinde basanh bir bigimde uygulanabilir. Yontemin
uygulamasinda N ile gosterilen lineer olmayan terimler analitik parametreleme ile
incelenir. 4, ile gosterilen Adomian polinomlan linger olmayan terimler i¢in agilim
katsayilanidir. Bu yontemle incelenen lineer ve linner olmayan probleme siirekli analitik
yaklasan bir ¢6zim elde edilebilmesi i¢in problemin iyi tammlanmis olmasi, yani

¢oziimlerin uygun baglangi¢ veri igin mevcut olmasi, ¢oziimiin tek olmasi ve ¢oziimiin



verilen kosullara siirekli olarak bagli olmasi gerekir. Aynsim metoduyla;, bir
diferensiyel denklemin ¢oziimiine ve genel olarak iyi tamimlanmus siirekli parametrelere
sahip adi, kismi ve stokastik diferensiyel denklemlerin goziimlerine uygulamigini
inceleyecegiz.

Lineer ve lineer olmayan stokastik denklemlerin ¢6ziimlenmesi ayrisim metodu
kullanilarak gerceklestirilebilmektedir(Adomian,1983-1986). Operator denklemin genel
formu F(u) = x(t) ya da Lu+ Nu=x(t) olarak kabul edilir. Operatér denklemin

¢Ozumi ise u=z u,(t) bilesenlerinin aynstinlmas ile elde edilebilir. Burada uo

n=0

baglangi¢ ve sinir kosullan olan x(t) den ve F nin lineer deterministlik kisminin

tersinden tammlanir. A, lineer olmayan denklemeler igin Nu =ZA,, (ug,uys-4,)
n=0

lineer olmayan bilesenler ile temsil edilir. Burada A, polinomlan Adomian tarafindan
genel ve 6zel lineer olmayan durumlar igin tanimlanabilmektedir. Adomian,1986 da
bunu gostermesine ragmen, g(u,#',...,) bigimindeki lineer olmayan terimler ya da
lineer olmayan bilesenler igin /() *nun analitik bir fonksiyon oldugunu , Nu = f(u) ile
simirlandigim, gozoniinde bulundurmaliyiz. f(x) bir siniis ve cosiniis Fourier serisine
aynistinilabildiginde f(z) ’nun 4, polinomlarimn ciimlesinin  yakinsaklifinin
ayrigtinlabildigi Adomian tarafindan verilmigtir. Burada 4, = 4, (uq,4,,...,4, ) olup,
Pertiirbasyon ya da yaklasik tahminleri (varsayimlar) olmadan ayngim ¢o6ziimii
yapabilmek igin bu anahtar bir faktordir. Herhangi bir linecer olmayan terim A4,
terimleri ile ifade edildiginde u’nun u, bilesenlerine ayngimi ve up tanimlanmasi
béliim (2.7) deki tiim terimlerin hesaplanmasim saglar. Boylece bir n terimi yaklagimi
igin ¢, = Z::; u olup bazi n degerleri igin u fonksiyonunun istenilen dogrulukta
oldugunu gosterir. Buradaki A, polinomlarinin herbiri f(«)fonksiyonu i¢in tek bir

bigimde tamimlanamadifimi soyleyebiliriz. Bu polinomlarin diger formiillerini uygun
sekilde bulmak genis bir aragtirma sahasim gerektirir. $imdi ayrigim metodu kavramint
aciklayalim ve daha sonra A, polinomlarinin meydana getirilmesini ele alalim. Baz
onemli sonuglan olan bir bagka A, polinomlarin yorumunu ele alip inceleyelim.

Sonug olarak da Ayngim metodu ile Green fonksiyonlan arasindaki

iligkileri,stokastik teorinin deterministik limiti ile diferensiyel denklemlerin sayisal



¢Ozimiiniilineer olmayan stokastik diferensiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimiini, lineer
olmayan hiperbolik denklemlere uygulamasim ve ¢ok boyutlu kismi diferensiyel
denklemlere uygulamasim inceleyelim.

2.2. Ayrisim Metodu

Lineer ve lineer olmayan stokastik diferensiyel denklemlerin aynigim yéntemi ile
¢oziiminde, diferensiyel operatérin katsayilan ya da dinamik sistemdeki katsayilar
stokastik stregler olarak kabul edilebilir. Lineer ve lineer olmayan terimlerin her ikisini
de kapsayan genel bir lineer olmayan adi diferensiyel operatorii F olmak tizere,

Fu(t)=x() (2.2.1)
veya
Lu+Ru+Nu=x(t)

denklemini goézonine alalim. L deterministik operatér, L 'de L nin tersi olarak

alinabilen bir ters operator ve R de lineer operatorim kalam olarak alimirsa, bu durumda
lineer terimler; L+ R seklinde elde edilir. n-inci mertebeden baslangic deger

problemlerinde L™ ters operator ,  -katli belirli integraldir. Omegin; baslangi¢ deger
probleminde L ikinci mertebeden operator ise L™ de #, dan t ye iki katl integral
operatorii olup

L' Lu= u(t)—u(x,to)—(t—to) u, (x,to)
dir. Béylece Nu lineer olmayan terimleri gostermek iizere, (2.2.1) denklemini

Lu+Ru+ Nu=x(t) (2.2.2)
seklinde yazabiliriz. Zu igin ¢6ziim yapilirsa

Lu=x(t)-Ru-Nu (2.2.3)
olarak bulunur. L deterministik oldugundan

L' Lu=L"'x(t)- L 'Ru-L"'Nu (2.2.4)
ifadesi elde edilir. (2.2.4) denklemi u igin ¢ozilliirse, A ve B sabitler olmak iizere

u=A+Bt+ L7 x(t)-L'Ru-L'Nu (2.2.5)
seklinde elde edilir. 4, ler 6zel polinomlar olmak iizere , Nu lineer olmayan terim,
:=0 A, ile esitlenip , u da Zu" ’e aynstinhip u, da u, = A+ Bt + L7 x(f) bigiminde

n=0

tamimlanirsa (2.2.5) denklemi *e ;“ﬁoﬁx

3



Zu,,— uy-L RZu -1 Z o4
n=0 n=0

olarak yazilabilir. Buradan
u=-L"Ru, -L" 4,,

u,=-L"'Ruy -L" 4,

u,,=-L"'Ru,-L" 4, n=0 (2.2.6)

yazilir. 4, polinomlar her bir lineer olmayan durum igin elde edilir, 6yle ki 4, yalniz
uy’a, Ayyalmz uy ve u’e, A, yalmz u,, u, ve u, ye ,A; yalmz u,, u,, u, ve u,’e
bagl olurlar. Bu sekilde devam edilirse #, bilesenleri

u=Su, Q2.7

seklinde elde edilir. Aynica

a

u=>Yu,=u,-L RZu LY A4,

n=0 n=0

olarak da yazilir. Bu durumda %, bilegenlerinin tiimii hesaplanabilir ve ¢6ziim;

u= Zu,, formiili ile verilir. (2.2.1) diferensiyel denkleminde x(#) stokastik olusum ve

n=0
a,(t,w) stokastik olugumun katsayilan oldugu durumlarda, yani x(¢,®),
teT,we(Q,F, u) ithtimali uzay,

L= za,, (t,w)d" | dt” (2.2.8)
iken
v=0
n—1 d’
seklinde yazilir. Burada <a, >beklenen degerdir ve R= Za (¢, a)) ile
v=0

a,=a,—<a,> tesadifi operatoridir. Stokastik durum igin (2.2.2) denklemini

n

Lu+ Ru+Ru+ Nu=x(t) bigiminde yazarsak burada L= :;;

R ile de kalan lmeeléh ",

deterministik terimleri ve Ru ile de stokastik olusumlan igeren lineer k;§m1 1}‘553%:} .
S

¢ ,% R+

YOKSEXKOCRETINM Kux«zuw ',.) o &
T&DMAMQR ARG G SIS




ederiz. Nu’nun deterministik ve AMu’nun da stokastik bir terim oldugu durumlarda

lineer olmayan terim Nu=Nu+Mu olarak yazlabilir. Ayngim metodu u=2u,, olup
n=0
A, polinomlarimin toplam: halinde yazilan Nz ve Mu nun bir seri ¢ozimi

olan 4, (u,,u,,...,u,) ile

u= iun(t)=u0 -L7R iu -L'R iu -1 iAn(Nu)—L'I iA,,(Mu)
n=0 n=0 n=0

n=0 n=0

yazihr. Burada A4,(Nu) ifadesi 4, polinomunun Nu lineer olmayan terimini ifade
etmektedir. Simdi u, terimini yukaridaki toplamdan

uy =~ L' Ruy — L' Ruy - L7 Ay (Nu)— L7 A, (Mu)

seklinde tammlaniz. Boylelikle bilinen u, terimleri yardimiyla u,terimi hesaplanir. Bu
sekilde devam edersek en genel hali

Uy ==L Ru, = L' Ru, ~ L' A4, (Nu)- L' 4, (Mu) ,n>0

seklinde tanimlamir. Boylece u’nun tiim bilesenleri hesaplanabilir ve u=Zu,, olarak

n=0

yazilir. Deterministik denklemlerde Ru ve Mu terimleri olmayacagindan sadece
siradan seriler kalacaktir. Stokastik durumda bir n terim yaklagimi igin ¢, = Z:; u,

sekline olup sirali istatistikle elde edebilecegimiz bir stokastik seri olusur. u(x, y, z,) ’yi
iceren kismu diferensiyel denklemler igin L,u,L,u,L,u,L ulineer terimlerini elde
edebiliriz ve u ¢6zimini bulmak igin her lineer terimin sirasiyla tersini alarak

¢ozime bu dort terimi ekleyip denklem sayisina boleriz. Boylece u=Zu,, (x,y,2,t)
n=0

i¢in 4, polinomlanm kullanarak siradan bir diferensiyel denklem gibi ¢6ziim yapariz.

Ayngmm metodu kolaylikla diferensiyel ve kismi diferensiyel denklem sistemine
uygulamp ve daha da genisletilebilir. n-yinci birlestirilmis diferensiyel denklemler igin
nu, bilesenlerinin hesaplanabildigi terimler igin de nu, bilesenleri kiimesi basit bir
bigimde elde edilebilir. Bir n-yinci kismi diferensiyel denklem sistemi bu diigiincelerin
her ikisini de kullamr ve aynisim metodu genis bir olgiide uygulandifi zaman lineer
veya deterministik kosullarin genel bir uygulamadan o6zele donustigi gorulir
(Adomian,1983).

-]
)4 < . . st - —l
Eger u= E u, serisi ¢oziime yakinsaksa n -terim toplami; ¢, = E :’=0u, olup
~ o3
bu ifade tanim geregince

u=lim ¢,= )" u,

n—>w
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oldufundan ¢oziime yakinsayacaktir. n-terim yaklagimi olan ¢, = z:; u, ifadesi
kullanilarak metodun yakinsakligy,

¢ = U, -L Zi;;A"

froi=uy LY A=u, LY AL 4,

n+1 ¢| I—L—

n+1|_)0

seklinde verilir.

Ornek 2.2.1. Asagida verilen denklem daha 6nce Carrier tarafindan bilinen yontemlerle
¢ozilmigtar(Adomian, 1986).
d? u(x)

+[1+&f(0)]u(x)=0 (2.2.9)
u(0)= 1, #'(0)=0,

lineer stokastik Mathieu denklemi verilsin. Bu denklemi ayrisim metodu ile ¢6zelim
2
Burada f(x) herhangi bir fonksiyon ve L d

e olsun. L' de iki kath integrali
gostermek tizere (2.2.9) denklemini
Lu=—[l+¢ef(x)]u
L'Lu =— L'[1+6f(x)u
u—u(0)—xu (0) =-L[1+&f(x)]u

(2.2.10)
seklinde yazanz. Burada u, = u(0) + xu (0) olmak iizere (2.2.10) denklemi
- 3
elde edilir. (2.2.11) den diger bilesenleri yazarsak
uy =1
uy == L1+ f(0)]ug
uy =— L' [1+&f(x)]u (2.2.12)
uy == L7 [1+ s f(x)]u,

v
e

a ot % ; T
seklinde bulunur. Burada n>1 igin u, bir f(x) fonksiyonuna baghdlr Eger u m{n
yalniz iki terim yaklagimim kullamirsak, #=u, +u, olup
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< f(x)>=0ve < f(x).f(x)>=6(x—x)
yiiksek kare dalgalanmalarin bir yaklagimini elde ederiz. Boylece

4 3
X X
<u’>=l-x*+=—+g? I

dir. Burada £ parametresi x’in bir fonksiyonudur.

Bu denklemin ¢6ziimiinde herhangi bir farkli yaklasim veya pertirbasyon teorisi
kullanilmadi. Fakat & nun gok kigiikk degeri yerine &=1 alinmalidir. Ayrisim metodu;
lineerlik, harmonik dalgalar, wiener olusumu vb. ile siurh degildir. Eger Aynsim
metodundaki u fonksiyonu (x,y,z,t) ye gore degisirse lineer olmayan stokastik bir

denklem , karmagsik bir modelle tamimlanarak ele alinabilir (Adomian,1994).

Ornek 2.2.2.

PP
y —=5 (2.2.13)
¥(0)=1y (0)=1

ile tammlanan Airys denklemini gozonine alallm (Adomian,1986). Burada

L=—>, R=t, L' de 0°dant ’ve iki kath belirli integrali ile tammlayalim. (2.2.13)

denkleminin operator formuly —Ry=0 seklinde olup her iki tarafina L™ operatérini
uygularsak denklemin ¢éziimiinii

y(O)=y(0)+1y' (0)+L 'Ry (2.2.14)

seklinde elde ederiz. Buradan

Vo =1+t
218 2
=L Ry, =L t(1+1)=—+—="t
n=L Ry, A+ 23 34 3 4
6 6 7
4 t 14.6¢ 2.5¢
V2 1= 5356 3467 6l 71

14732 L 2.58.Gn- 1!
I 3n)! Gn+1)!

olup
Y=Y ¥,

n=0

Airys fonksiyonudur.
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2.3. A, Polinomlarimm Olusumu

A, polinomlarm hesaplamak igin u(t) ¢éziminiin bilesenlere ayngimim = Z“n o

n=0
ile tammlayip ,bunu
U= Z Alu, (2) (2.3.1)
n=0

bigiminde paremetreleyebiliriz. Daha énceden oldugu gibi lineer olmayan Nu = f(x)

terimini §imdi ) A"4, olarak gozonine alalim. Burada f(u) yada f(u(4)), 4
“n=0
i¢in de analitik bir fonksiyondur. A, ler 6yle polinomlar ki A; sadece up dan uy e
kadar olan ug,u,,...u, e baghdir. Buradan Ay =Ay(uy), A =4(ug,u),
A, = Ay (uy,u,,u,) ... vs. seklinde yazilir. Bundan dolayr ayngim serilerinde her u,
bilesimi bir énceki u,; teriminden hesaplanabilir. uo terimini, baglangic yada sinir
kosullarindan veya lineer operatériin tersi alinabilen kismindan elde edilir. Lineer
operatériin tersinin mevcut olmasi integrallerin ¢oziimiinG basitlestirmektedir. Boylece
Up+ terimi u, e baghdir ve A, nin de en yiiksek terimi u, dir.
Simdi A, polinomlarimn nasil elde edilebilecegini (2.3.2) den hesaplayalim:

1Y 4"
4, =(5)( oD Jf (@A), (2.3.2)
verilsin. D= % olmak iizere (2.3.2) denklemini
1)
A, _(E)D f,1=o (2.3.3)
seklinde yazabiliriz. f = f(u) ve u=u(A) oldugundan
p=d _dufd (2.3.4)
dA dA\du -

dir. (2.3.3) de (2.3.4) goz6niine alinirsa

— 1\D”
A= 50" 0

A=0

1\d"u
An:(—)'
n) di”

4, = (—— D"u

=0
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bulunur. Burada 4, =u, olmasi gozéniine alinirsa,

[ 1 )d"u
— -_—_un
nt) di"

=0

yada

(;; Ju(ﬂ.)h:o =nlu, . (2.3.5)

bulunur. Ayrica

(" ’ Jf( @)

yazilir(Adomian,1983). Burada 6:;
Uu

drf

= (u,) (2.3.6)

A=0 n

nf , Ug 1n bir fonksiyonu olup #,(u,) olarak yazilir.

14 v
D" f terimlerini Z’%i‘ polinomlannin katsayilan ile birlikte v=1...n ye kadar Z {
u

polinomlarinin toplami olarak yazabiliriz yani, n>0 igin D" f ifadeleri,

o5&
o= G4 ()

(Bf\an) (d*F)(du u) (df
3 =] —— —
b's \ /(dAJ +?{du J(d/l)(d,lzj ( J(d/?) 23D

seklinde yazilir. Difer taraftan n-yinci tiirevi D" f ile bunlara ait v yinci katsayilarida

v
C(v,n) ile gosterelim. F(v)= d { olmak tzere, (2.3.7) esitligi genel olarak
du
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= Z Cv.mF(v) (23.8)
v=]

seklinde yazilir. Ornegin, (2.3.8) den D f ifadesi
D*f=C1,2)F(1) + C(2,2)F(2) (2.3.9)
yazilir.(2.3.9) ifadesini hesaplamak i¢in 1<i, j<n ise C(0,0)=1,C(0,1)= C(1,0)=0

ve i> j i¢inC(i, j) =0 olmak iizere

C(i, j) =(%){C(i,j —D}+(%){C(i— 1,7~} (2.3.10)

seklinde yazilir(Adomian,1986). (2.3.10) dan

C(1,2)= (%){C(I,I)H (%){C(O,l)}

(NS B )

C(22)= (d%){(:(z,l)p (%){C(l,l)}

(Se-(EIE)-E

hesaplanir. Bu ifadeler (2.3.9) esitliginde yerine yazilirsa
2 2
iy LL) (%) (L
au* )\dA du dﬂz

elde edilir. Benzer sekilde (2.3.5) den D’/ ifadeside
D’ f=CA3)F()+C2,3)F(2)+C(33)F(3)

(aﬂ"')@g (az)(af]@uf) (6/1) (;{J

seklinde bulunur. (2.3.8) esitligindeki tiirev ifadeleri
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d'u /
?(zgj){ J
di (2.3.11)

df
F i)=——
) T
seklinde ifade edilebilir(Adomian,1986). Buradan

C(0,0) = ¥(1,0)=1 (2.3.12)
olarak yazilir. (2.3.12) ve (2.3.10) birlikte gozoniine alinarak,C(i, j)ifadeleri
Y(i, j)lere bagl olarak

c<1,1>=[§’7){6(1,0)}+ PLD{C©0,0)}
d
= (EI){O}J' w(L,hH{i}=P0))

d d _
C(2,2)= ) {ceni+wan{can} = 7 0}+ PL,HP(L) =¥(1,2)
C(1,2)= %{C(l,l)}+ w,nfco,n} = %{W(Ll)h w(1,D{0}=¥(2,)

C(33)= % {CG2)}+PAH{C2.2)}=PLYP(1,2) = ¥(13)
d _d
C(2,3)= a{C(z,z)}+ wD{CO,2)}= = ¥(1,2) + P(LH¥(2,])

=2, DY)+ YALHP2D=3¥Y(1)¥Y2])

C@3)= ‘—;’Z {ca2)}= %‘P(Z,l) =¥(3,0)

elde edilir. Burada ;>0 ig¢inC(0,)=0 alindi. Bu degerler (2.3.8) de gozonine
alinirsa,

D? £ =CU3)F(1)+C(23)F(2)+C(33)F(3)
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yada

D*f =¥@,DF 1)+ 3FLDYRDFQ) + P(L3)FQ3)

(L) 5

seklinde yazilir. Boylece A, polinomlani hizli bir gekilde tiretilebildigi gorilebilir.
Diger taraftan (2.3.6),(2.3.3) de gozoniine alinirsa 4, polinomlan;

Ao—(] °A|,., = (o) =ho(uo)

H

(ll)D A, = CODA () = POy (1g) = Iy (o )y

1
=(E)DZ flho (2.3.13)

1){0(1,2)}:1 +CDh}

{
(l){tp(z Dy, +P(1,2)h,}
(

(3 Jlatuo? + 28 e}

=hy (ug Ju, + hy (uy )(%)”12

Ay = &){cag)h] +C(2,3)h, +C(3,3)h;}
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=G f9 (3,0, +3P(LDPQRDA, + P13}

1
=(§){(31 Yughy + (Nuguyhy +uhy )

=(% {hJ (2o )Ul3 + 6k, (ug Juyuy + 6hy (ug Y }

Il

{hl (uag Juz + hy (ug Juyuy + hy(u, )('é‘)“l3 }
4, = &){m (atg Yt + 120 (g Yty + iy (a1 202 + 241305 |+ 24 (Y }
1 1 1
=hy (ug Juy + hy (g )[(5)”22 + Uiy ] +hy(uy )[(5)”13 uz] +hy (g )(ﬁ)uls

1 1
As = Iy (o uts + g atg oty + 1y |+ s )[@u,u% +(5)u3u3]

1, 3 | N
+h — +h —
4(”0)(6)141 U, s (g )(120)741

1
Ag = hy(ug)Yug + hy (uy ){(5)“32 tuyuy + ”1“5:|
1, 3 | P 1,52 1,3
+h3(uy) (g)"z +uuyu; + (5)”1 uy | +hy(uy) (Z)ul u + (’g)ul U

1 1
+ hs(u, )(Ez)u;‘uz + hg (g )(%wf

seklinde elde edili. Lineer durumda f(u)=u oldugundad,=1u,, 4, =y,
Ay, =u,,..., A, =u, alinabilir. (2.3.3) de (2.3.1) ve (2.3.5) yerine yazilirsa

1)
4, =(;JD 1@,

dn
—_-(l)D"u =(l)__u‘ =(l)( !un)z u,
n A=0 n ) di* n!
A=0
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olur. Lu + Nu = x ifadesinde L lineer bir operator iken Nu=u alimrsa, O zaman
Lu+Nu=x

= Lutu=x
=>Lu=x-u
=Du=u —L‘IZA,, =uy +up +uy +..
dir. Boylece u,,, =u,,,(u,) olup lineer durumdaki u,,, sadece kendisini izleyen
terime baghdir. Lineer olmayan durumda, u,, =u,,(%,u4,,....%,) oldugundan
f)y=uu® u* e sinu,. veya f(u,u’), f(u,z;',u")... gibi terimleri de gozoniine
alabiliriz.
2.4. Lineer Olmayan Diferensiyel Operatérler Igin A,
f analitik bir fonksiyon olmak tizere Nu = f(u P u™)  lineer olmayan

operatori ele alalim. Burada f fonksiyonu A ve @ u® . igin de analitiktir.
Nu lineer olmayan diferensiyel operatériin iki 6nemli kosulu;
1) ‘nun zaman tiirevlerinin lineer olmayan fonksiyonlarinn toplami ile

her lineer olmayan fonksiyon tek bir tireve baglidir. Dolayisiyla

Nu= iNiu = Zﬁ(u(‘))
i=0
dir,

2) Lineer olmayan u fonksiyonlarinin garptmlanmn toplamimin herbiri yanhz bir

tireve baghdir , seklinde ifade edilir.
Ornegin, f(u,u)=u*(u')® verildiginde lincer olmayan diferensiyel operatér olan Nu

i¢in A, polinomu cuu,...,u™ ler A mn analitik fonksiyonlar olmak tzere,

4, = (L)Dm {f(u, U,.., u(")}

m! 1=0

seklinde tanimlanir (Adomian,1986).
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2.5. A, Polinomlarimin Uygun Hesaplama Sekilleri

Simdi, Nu = f(u) formundaki lineer olmayan operatorlerini gozoniine alalim.

(2.3.3) ve (2.3.8) ifadelerinin esitliklerinden

A, = (%)iC(v,n)hv(uo) (2.5.1)
- /y=1
ve (2.3.6)dan da
dV
hy(u9) = [ - )f @),y (2.5.2)

yazilir. 4, polinomunu i=0,12,..n olmak iizere u, formunda da yazabiliriz.

Dolayisiyla Nu =) 4, olmak iizere

n=0

Nu=u?= f’: 4, (2.5.3)

n=0

olur. (2.5.1), (2.5.2) ve (2.5.3) birlikte gozoniine alinirsa;

=13,
A1=2u0u17

_ 2
Ay = u{ + 2upu,,

yada

4y = uyy
A = uguy +uyy

Ay = ugu, +uu +uyuy

seklinde yazlabilir. Burada her terimdeki indislerin toplami n olmak zorunda olup
siralamada yukanda verilen esitlikte oldugu gibidir. (2.5.1) den 4, polinomlarinin

terimleri

Ay = hy(ug)
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Ay = hy(u )y + Iy (g )1/ 204

Ay = Iy (up Yuy + by (g Yty + iy (up X1/ 3)u;
Ay = hy(up)u, + hz(uo)l_(1/2!)u§ + u1u3J+ By (g YU 20ty + by (g YU/ 4y

Ag = Iy Catg Y + iy oty Yoty + e | sty (11 203288 -+ 1/ 200 |
+ Py (g YL 30ty + Fas Cua YU/ SV )ty

Ag = Iy (g g + by ot D|(/ 2002 + g+ s |+ Py a1 30003 + sy + (11 200 |
+h4(uo)[(1/21)uf(1/21)u§ +(l/3!)u13u3]+ b (2 Y1/ 400w + b (g (L1 68)usf

Ay = hy(ug Yty + by (g Yty + uyus + uug |+ h3(u0)[(1/ Wynluy +u (1/ 2002 +upyu, +(1/2) )ufus]
iyt o (L7300 + (U 2Py + (1 3y |+ o DL 3008 (U 202 + (17 80
+ B XU Sty + o (o YU 7]

Ay = Iy (utg Yot + Py (g (11 2002 + agas + g + |
+ hy(u, )[u2 (/203 + (1 250, + wusu, +uuyus + (1 2!)u12u6]
Iy DL 400 a0 (1 20y + (120308 (1 22+ 20 g, + (1 3 s |
+ iy (U 2002 (113008 + Q1+ Wyt + (11 40, [+ gt (L 0t (11 2082+ S |
+ a1/ 6+ Y1/ 80|

Ay = I g Yoty + oy (o Moyt + st + uyay + s
+ I (U 3NE + +upuguy + (U 20)0lu + (1] 20)uf + g + wyug + (U 20)utu; ]
4 iy () 303 (U 2031y + g, (1 2063 + 1, (1 2 udu,
(U 200U, + (U 200 upus + (1 30uug + (U 200t ugus + (U 2 ugug + (U Muuy |
-+ P (1 Yoty (1 40y + (17 20002 (U 20120 + (1 302 (U 20088 + (U 3wy + (U At
+(1/ 3N uguy, + (U 3w + (1 4w ]
+ B (g [V 300 (1 30 + (U 4ty + (U S,
oYL/ a3 (11 203022 4+ (17 60y |+ )L oy b a1 79000 |
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Ao = h(ug)ug + hy(u, )[(1/ 2003 + uyug + sty + Uylig + ulug]
+ Py (ut (U 2024 + 14y (1 204 + sptqes + (1/ 202
+ U U + Ui + Uty + (1 2D)udug)
+ Ay (g (/20905 (1 202 + (U 3 Yegue, + (17 20)a3
+ ey + (U 2)eus + (1 2)u? (1/ 2)u?
+ (1 20 uyus + (1 + 2wl uyug + (1/ 3y, |
+ b (uo YU/ 53+, (1 30wz, + (1 20020, (1 20002 + (1 20w (1 2)ulu,
+(U/ 30 uzuy + (1 30w s + (1 4yt )
+ I (ut (U 200 (1/ Ay + (17 304 (1/ 203y + (17 40)us (17 20)ud?
+(U/ A uyu, + (1 S5 us |
oy ot L A0y (130082 + (U Sty + (/6 |
+ g (L 60y (11 209022 + (1 Tyl |
1t/ 821, + g ot )(1/ 100 )

yazilir (Adomian,1986). Son zamanlardaki g¢ahigmalarda bilgisayar algoritmalari
kullanilarak A, polinomunun ¢ok sayidaki terimleri tiretilebilmektedir.
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2.6. Bilesik Lineer Olmayan Durumlar Igin A, Polinomlarmin Hesaplanmasi
N Lineer olmayan bir operatér ve Nx ise ayrigimla ¢ozilebilen (cebirsel,

diferensiyel, kismi diferensiyel) herhangi bir denklemde lineer olmayan bir terim olsun .

0

x? , ¢* veya sin x gibi basit bir f(x) terimi u’=x iken N,x veya Nyu’ sifitnci siradan

bilesik lineer olmayan terim olarak alimp ve A, polinomlarina genisletilecektir.

Ozellikle lineer olmayan operatére bir Gst indis ekleyecegiz. Boylece A, polinomu

N, operatériine kargiik gelecek ve N0u°=ZA,, seklinde olacaktir. Birinci siradan

n=0

bilesik lineer olmayan N,x=N,(Nu') yada basitge N, Nu'olarak  yazilir.

Burada u'=x ve u° = Nu'iken N0u°=ZA,? ve Nlu'=ZA,l, dir. Ornegin bu terim

n=0 n=0

2 o 2 S
€™ =Nx=NyNx ve Npu'= e* =ZA,? ve u'= Na' = (u') =ZA71. dur.
n=0

n=0
Burada #'=x seklinde olup indislerin iis olmadiklarimi belirtelim. N,M,,... lineer
olmayan operatorler igin 4, polinomlari basit bir bigimde tammlarlar. Ikinci siradan
bilesik lineer olmayan terim ]sz:NoNlNzx veya N, (N,(N,x)) seklinde yazilir.

Burada ﬁzx ifadesinin agik sekli

N0u°=iA,,

n=0

= N,ul=iA,l,

n=0

u'= N2u2=iA3

n=0
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olup bunlan ayrisim metodunda gézéniine alinirsa

Bir iigiincii siradan bilesik lineer olmayan terim ]V3x = Ny(N;(N,(N3x))) =Ny N\ N,N,x
sekilde yazilir. Boylece

N 0% 40
o =) 4,
n=0

olup bu ise ayrigim metodunda

0

0 _ 0
=

n=0



24

Ayrica
u’ = N
u' = N
w = N3u3
w=x

alindiginda #™ = x ve u'= Z u, olmak iizere 1<v<m igin genel olarak

n=0

oo
Ny = Z A4 = !
n=0

dir. 4, polinomunun m. siradan bilesik lineer olmayan terimi ise

Nl =Y 4=
Np =Y 42 =

Nu = ZA,‘,' =1

N W)= 5 A7 =i

N, (™) =2 47 =u"

W =x

olarak yazilir. Burada u’ lar degiskenlerdir. Benzer bigimde
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N, (x)= Ny.N\.N,,...,N, .N,(x)
de bir operatér birlesimidir. A, polinomlarini x,, in fonksiyonlar olarak ,yani

Ad(Xo , X1,...,Xa ) = Ny

seklinde tanimlamak gerekir. Birinci sirali artta

AS = Ar?(xo’xl """ X,)
= Ay (Upsers )

= 4 (4ysrrr 4y)
= AS(A(I)(xD) """ Aylz(xo """ xn))

dir. Ikinci sirali sarta ise
Ay = Ay (uapse-osUp)

= Ay (Ao (00 )ses A ()
= Ay (Ao 4 (45 s Ar)
= AS(A&(A&(XO)),,A,II(A(%(XO) """ Aj(xo""axn)))

olur. Uglinch sirali sart: ise

..... W L0 7 W ) )

il
S
Ve
S
7~~~
&,
7~~~
So
g

= A (A (A3)rers (A5 (D) s A (s )
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A CHO L O HE™))) U QLI 07 €29 WL 014 63 WY ol 6 NS )

yazilir. Bdyle lineer olmayan bilesik durumlan ele almanin birgok yontemi vardir, fakat
bu yinelenen yaklagim daha uygundur. Nedeni ise Nx i¢in A, in simrh (sifirinct

siradan) sartimin alt toplamidir ve daha kolay programlanabilmesidir. m . siradan bir

lineer olmayan bilegke igin <

A= 4D (AF(AS (A5 G (A (AT (%9 D) s
A, (43N A (A (g (%)) D). )
A2 (A3 Ay (A (X)) D)
A (A (AT (x0))...)...
VM @EHIE VLI CTIE )W) W)

yazilabilir. .
Ornek 2.6.1 Birinci dereceden bilesik lineer olmayan durum

~

Nix= e_sm[gj =Ny(Nx)

seklinde olup
0_ 0 _ <o 40,00 0 u
Nou® =e™ =) A4, (uguy,....u,) ve Nt =sin(%)
n=0
olsun. Burada u'=x ve u’= Zun =Nx =sm(5) olup Nju° terimi igin A,

n=0

polinomlan hesaplanirsa

0
U
Ay =e
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AL =™ (-l + (L))

_,0
A =™ (-l +ulud —-(—é—kuf )’)
elde edilir. Eger tanimlayic: ast indisi ¢ikanirsak

0
Nu=e™ =) 4,
n=0
olur. Boylece
AO = e—uo N

4, =e o (%)

seklinde yazihir. $imdi Njx igin 4. i hesaplamrsa

elde edilir Burada Np’=> A4 ve u«’=Ngx =) 4, oldugundan

n=0 n=0

u’ = uj =) A, dir. Dolayisiyla

n=0 n=0
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X
uy = A} =sin(=~
2

seklinde olur. Béylece

20 < 40 0, 40 -y o -u)
e™ =ZAn=AO+Al +..=e¢ ®—uje O+

N’ =
n=0

bulunur. $imdi st indisler gozéniine alinmaz ise

seklinde olup ornekteki e lineer olmayan terimi igeren adi ya da kismi

diferensiyel veya cebirsel denklemler ayrisim metodu ile ¢6ziimlenir.

Ornek 2.6.2 Ikinci dereceden bilesik lineer olmayan durum
i

olup

0 o0

U _ 0
Nou°=e —ZA,,

Nu' =(ul)2=iA,l, =u° =iu2 ,

n=0 n=0
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Nyu* = Nyx = sin(§)=ZAj =u' = Zu},

n=0 n=0

olsun. Burada A4’ onceki Omekte nasil elde  edildigi

Simdi 4! ile verilen

4y =)

4 = Zuéul1
A3 = ] +2ubu}

1_», 11 1,1
Az = 2uu; + 2uju,

seklinde olup A,f ise bu

vermisti.

sekilde yazilir. Boyle verilen denklemin bilegik lineer olmayan durum incelendi
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2.7. Yeni Uretim Planlar: - Hizlandirilmis Polinomlar

Onceki bolimlerde A, polinomlarimn tek bir sekilde olmadigim belirtmistik.
Belirli terimler ileri ya da geri hareket ettirilerek daha yiksek veya daha disik n
degerleri igin bilesim u, olarak hesaplanmaktadir. n-terimli yaklagim gozéniine
alindiginda bu yakinsama oraninin etkileri agagidaki sekilde olur.

Ornegin ; Eger Nu = f(u) = u® ise
4= ué
A, = 2ugu,

Ay = 2uu, + 2uyu,

0
yazilir. Eger "12 terimi A, den A;’e hareket ettirilir ise %= Zu,, ¢Ozimiini

n=0
etkilenmez. Ancak u, terimi farkli olacagindan yaklagik ¢oziim, gercek ¢oziime daha
yakindir. A, iiretimi i¢in bu plan secilmistir. Bu nedenle A, polinomlarindaki her
terimin indis toplami n olacaktir. Bu matematiksel tanim ile daha o6nceki verilen
Heuristic uygulama arasindaki tutarlilik saglanmugtir. $imdi onerilen bu yeni planda
tutarhilify hizlandiran belirli A, terimleri hareket ettirilmelidir. Boylece hizlandirilmig
polinomlar olarak adlandinlir ve A, ile karsilagtirilmasi igin de ,:1" olarak gdsterilir.
Boyle gostermekteki amacimiz, hizli olan bir yakinsamada ilerleme degil, yanhs bir
sonug olan yineleme prosediiri gibi goriinecek ayrigim serilerine neden olan
parametrélemeden kaginmaktir. Bu gekildeki terimleri elimine etmek ise fiziksel bir
tirev sonucunu bize vermektedir. Bu avantajlara ragmen 21,, polinomu yerine A,
polinomunu kullanmak yine de bazen cazip gelebilir. A, kullanirken yakinsayan

yaklasim serilerinin toplamim gérmek bazen daha kolaydir. Diferensiyel denklemleri

igeren bazi problemlerde de 21,, ile ilgili zorluklan gorilebilir. Bu yiizden bu durum
acik problemdir ve hem A, hem defi,, sekilde matematiksel uygulamada da

kullamilabilir. Simdi 21,, polinomunu elde edelim. Parametreli aynsimda u| 120

hesaplanmasi uy ve A ya gore tirevler de u, a gore tiirevlerle yer degistimgktedﬁg;i L

Onceki bolimlerde verilen A, formiiliine dikkat edilirse;
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AL
nl di"

)f(@(A)) 10

n

seklinde ve e” i¢in serinin nci terimleri ry olup &, iistel operatorii
n

5 _eun(d/du()) 1- Z

duo 2.7.1)

seklinde tanimlanabilir(Adomian,1986).

Ornek 2.7.1 Lineer olmayan stokastik operator denklemlerinde sonlu fark metotlarinda
kullamlan ileri fark operatériinii §6yle tanimladi (Adomian,1986):

Bu esitlik (2.7.1) ifadesinde u, yerine t , u, yerine 7 ve v yerinede n yazlarak

elde edilir. (2.7.1) de &, bir operatordirr. £ terimlerinde bir 4, operatoriinii
A, =1 (birim operator)
n-1
4,=6. 0.4, 4, >1 (2.7.2)

v=0

seklinde tanimlanir. Boylece

eul(d/duo) 1

A =64y =¢ =
4, =8,(4, +4)=8,(1+ &) =&, + &4,
Ay =55(Ay + 4 + 4,) =81+ 6 +5,(1+5)))
Ay =&,(Ay+4,+4, +45)
=g (1+ 5 + &+ 5D+ &1+ 6 +6,(1+8)

olur.
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/10 ve 4, durumlan polinomlann baslangic deferleri oldugundan, her iki durumda

Ay ile A, aym olup 4, = 4, = f(u,) dir. di=D alinirsa;
Uy

/}o = f (”o)
21 = (eulD - l)f (”o)

Ay =62 = 1)1 o)+ 2 1) -1) o)
2= e - 1))+ 1) -1} )
+e5” -1 -1} o)+ 5" - 1)l 2 -1 -1)r o)
A= 1)+l e -1) + e 1) ) (273)
+ 2 -1 1)+ 2 - 1) 1) -1
+le? - 1)fe” -1ffer” -1) +e” -1)fe2” -1 1)

+(e”4D —1)(e”3D —-1)(e”2D —-1)(e”1D —I)f (u,)

seklinde yazilir. Hizlandinlmig 2,, polinomiarin:

A= 4,1 ) (2.7.4)

(2.7.1) ve (2.7.2) terimlerinden boyle tanumlayabiliriz.
Ornek 2.7.2 x =k+e™ cebirsel denklemini k =2 igin ¢6ziim yaparsak denklemde ;1,,

polinomunu Nx =¢e™ alip oo
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x=ix,, =k-i-i21,Z

n=0 n=0
seklinde yazaniz. Simdi 21,, ler hesaplanirsa

Ao =f(xg)=e™

e =("@/40) _1)g™0 (g7 _1)¢™
L

I

4
Ay =160+ )™ = (€72 DI+ (™ ~D)e ™

Ay = {7 =D+ =D+ (2~ D+ (™ ~D)jje™

olur. xp=2.0 degeriigin Xu=A4,_, , %.>1 olduBundan
Xo=2
x1=0.1353352832
X2 =-0.0171303316

x3=0.002042333

n-1

elde edilir. Burada x degerine bir n — terim yaklagimi , @, = Z'Xv ile verildiginde

v=0
@, =2.00...
®,= 2.135335283
®,= 2.118204952

D,= 2.120247285

seklinde bulunur. Gergek ¢oziim ise 2.1200028239 dir. ¥,’i n terimlerindeki hatalar %
olarak tammlanirsa
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¥, =-5.66 %
¥,=+0.722 %
¥, =-0.08600 %
¥Y,=+0.01033 %
bigimindedir. ;1,, yerine A, polinomlarnin kullanirsak sonuglar:
W, =-5.66 %
¥,=0.722%

~

W,=-0.142 %
¥,=0.033 %
olup ,;1,, hizlandinlmig  polinomlannin  kullanimimin  daba  hizli  yakinsallikla

sonuglandigini goriiriiz. Burada

¥, =[(®,, —x)/x](100)
ve

¥ =[(®,, —x)/x](100)
olup hizlandirma oranini ise

Pn =¥, -¥,)/¥,1(100)
seklinde tamimlanabilir. Dérdiinci terimdeki yakinsama hizi %68.7 dir. Boylece yeni
tamimlamanin daha uygun ve daha hizli yakmsak_“oldugu goriilmektedir. Aym zamanda
daha fizikseldir. Diferensiyellerde 4 parametresi yerine fiziksel terim olan ug alimir. Bu
genel lineer olmayan denklemlerin ayngim metodu ile ¢ézimlerinde ilk adimdir. Diger
bir sekilde denklem

Lu+Nu=g (2.7.5)

bigiminde olup L tersi alinabilir bir operatér olmak tzere Lu igin ¢6ziim ;

Lu=g—-Nu
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seklindedir. L™ i her iki tarafa uygularsak

u=I"g-L'Nu= Zun

n=0
elde edilir. Burada, u, = L'g seklinde tanimlayip ve Nu lineer olmayan terim
yérineZAn yada ZA,, terimlerini yazalim. Boylece u, bilindiginden
n=0 n=0
uy ==L 4

uZ = _L_lAl

seklinde yazilir. Eger lineer operatér olan L’nin tersi basit bir sekilde alinamiyorsa o
zaman (2.7.5) ifadesinde arta kalan R terimleri de géz6niine alinarak
Lu+Ru+Nu=g

seklinde diizenlenerek L’nin tersi bulunabilir.(2.7.5) ifadesindeki hesaplamalara benzer

olarak

u, =—L"'Ruy —~ L' 4,
uy, ==L 'Ru, — L' 4,
elde edilir. Bu yontem ile cebirsel denklemleri, diferensiyel denklemleri, integral-

diferensiyel denklemleri, diferensiyel denklem sistemlerini, kismi diferensiyel

denklemleri ve kismi diferensiyel denklem sistemleri ¢6ziilebilecektir.

Omegin f(u) = u’ise
Ay = flug) =y’
A = (P V) f(uy) = (wd/ duy + @2 12) d* I duy’ +...Yu,® = u? + 2ug,

212 = (2P — 2 + ("2° —1)e"? — D2 = u? + 2u,(uy + 1)) (2:7.6)

dir.
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n-1
Buradan genel olarak A, =u’ +2u, Zuv ,A4, 21 yazilir. u(0)=1Dbaslangig sarts
v=0

ile du /dt = u’ olmak tzere f(u) = u’ diferensiyel denklemini gozoniine alabm. Aynigim

metodu kullanilarak

u = i u, = u(O)+L—li;1n
n=0 n=0

n=2
yazilir. Boylece u=1 ve u,= L (u’_ +2u,_, Zu\,) ,U, 21 olmak izere
‘,zo

u=L"'1)=t
uy = L4 =L +20) = (£ /3)+1
uy = L4, = I(2%19) + (26 13) +(¢*) + (214 13) + (26%)]
=(t"/63)+ (@ /9)+ (2 /3)+(2t* /3)+ (2> /3)
elde edilir. t = 0.5 degeri i¢in
up=1
u;=0.500
u;=0.2916567
u;=0.1372768

elde edilir. Buradan n - terim yaklagimi

@, =1.00
@, =1.50
D, =1.7916667
@, =1.9289435
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bulunur. Verilen denklemin Gergek ¢oziimii ise u(t) =1/(1-t) dir. Burada u(t) =u(1/2) =2
ve ®, —>2 olur. .;1,, yerine A, kullandifimizda sonug daha yavag yakinsar. Boylece

o, =1.00
@, =150
®,=175
o, =1875
bulunur. u(t) sonucuna geri dénerek ve hizlandinlmis ;1,, polinomlanni kullanarak
=1
uy=t
=3+ (2.7.7)
u3 = 23 2833+ £13)+H( 5/9)+(t'/63)

o0
olup denklemin ¢ozimis ¥ = Zun dir. Bu durumda (2.7.2) den
n=0

=1
u~=t
L= £ (2.7.8)

U3=t3

elde edilir. Bu ise bir geometrik seri olup

u(t)= Yt =1/(1-¢)

n=0
seklinde yazilir. Burada (2.7.7) ve (2.7.8) ifadeleri gozoniine alinirsa 2,, nin
terimlerinin A, terimlerinden daha karmagik oldugu gériilir. Oregin f(u) = ¢* alalm.
S (uy) = €™ olup buradan

gneuo — (eu,,d/du() __l)euo — (eu,, _l)euo
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olur. Yani n21 igin 4, =™ ise 4, =(e"" —1)e" dir. Eger fu)= e 0 olarak alinirsa
(d¥ /du)e ™= (-1)"e™

olup buradan

E,e™ =D uy v (@ duy)e™ = uy, IVI(=1) ™

v=} v=1

=e™0 [i (u,, I V(=D"]=€"0 (™ -1)
v=1

seklinde yazilir. Eger flu)= €™ ise flug)= € 0 wve

o 0

D (uy, 1Y@ dug)e ™ = (uy, 1v)(-1)" o’ e

v=1 v=1
=™ (uy, V(D ") =™ (™0 -1)
v=l

olur. 121,, polinomunu hizlandirilmis bir bigimde yazarsak
Ay = f(uy) (2.7.9)
A = ("191%0 1) f(uy)
Ay = (24140 1) f(ug) + (/40 —1)(e" V%0 ~1) £ (uy)

Ay = (€210 1) f (up) + (/0 ~ 1)U M0 — 1) f(uy)
+ (e“3a'/du0 _ 1)(e"ld/du0 _ 1)f(u0)

. (eu3d/du0 _ 1)(euzd/duo : 1)(e“1d/duo D f(uy)
yada
/Alo = f(uy)

‘211 =& f(uy)
Ay = & A+ ED f(uy) = (&, + EE) ()
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Ay = E L+ &+ E,(L+ £)) f (1)
= (& +&& + EE + EE,E) (1)
A= E A+ &+ &+ E) + EA+E +E A+ EN) f (o)
= (&4 + Euly + E4ly + Eals + Erly + EEE + EEE + EEEE) [(ug)

dir. (2.7.3) ve (2.7.4) ifadelerinden egdeger operatér A,=1 iken A4, = A,, f (uo)
kullanmak uygun olabilir. Daha 6nceden verildigi gibi 4, =&, 4, =&,(1+4&)),

A; =&+ & +&5,(1+&))) iken (2.7.2) esitligindeki gibi

n-1
4,=8,2.4, , 4,21
y=0
dir. f(u)=u’ igin zan ve A, sirasi ile hesaplanirsa
P
,211 =ul +2uyu,
/12 =} +2ugu, +2uu,

Ay = u? +2ugu, + 2ugu; +2u,u,

Ay = u} +2ugu, +2uu, +2uyu, +2uyu,

m-]

;Im =u +2umZuv
v=0
ve
4y =up
4y = 2uguy

AZ =u12 +2u0u2



40

Ay =13+ 2ugu, + 2uyu,

elde edilir. Boylece u,’i olugturan terimlerin A, polinomunda daha ge¢ geldigi
gorilmektedir,yani /L *deki terimler A, deki terimlerden daha hizlidir. Bunun anlam

ise .;11 > deki z] terimi A, de bulunmaktadir. Béylece bu A; polinomunda ul terimi
daha geg gelmektedir. Benzer diigiinceyle A; de ise 2uju; terimi daha sonra gelir. Simdi

A, polinomunu f(u) = u® igin hesaplarsak

Ay =ug

Ay =] +3uiu; +3ulu,

y 3 2 2 2 2

Ay =u; +3ujuy +3uuy +3uyuy +3uyuy + buguu,

Ay = u3 +3uluy +3uluy +3udu; +3uiu, +3ulu,
+3ulu, + 6uguyu; + 6uguyuy + 6uu,u;

A, =12 +3ulu, +3ulu, +3uiu, +3ulu, +3uju, +3ulu,
+3uu, +3uluy +6uguu, +6uguyu, +6uyusu,

+ 6uyuyu,y + 6u Uz U, + 6uyuyu,

N 5 ml ) m-1 o om=l g
A, =) +3u, ) ul +3u) Y u, +6u, > Du,u,
v=0 v=0 p=vil v=0

seklindedir. Benzer sekilde f(u) = u* igin hesaplayalim. Burada ;10 =u* olupve m=x1
icin agagidaki sekilde

m-1 m=1

- 4 3 3

4, 21=u, +4u, E u, +4u,, z u,
v=0 v=0
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m-l1 m-2 m-1 m-2

+6umZu +12u,, Zu Zu +12u,, Zu Zu
p=v+l  v=0 p=v+l  v=0
m-1 ml  m=2 m3

+12u Zu Zu +24u,, Zu Zu Zu

pu=v+l  v=0 u=v+¢l  p=y+l =0

yazilir. f(x) i¢in Maclaurin seri agilimi gozoniine alinirsa
Fx)= O+ xf PO+ (x* 12) fP )+ (x> 13) O 0) +...

o

=" (x" /nl)f (0

n=0
[+ ]
=3 (e 1) 1dx" ) () o
n=0
olur. Ayrica iistel operator terimi olarak Maclaurin operatorii M alinirsa

M= nam )= 291
n=1
seklinde tanimlanir. Buradan
M =1+ (" /nl)a" ) ")

n=l1
olarak yazilir. /1,, hizlandinlmug polinomlanm 4, polinomu ile karsilagtirmak i¢in
M =1+ (9™ _y)

seklinde yazlabilir. Aynsim serileri Af ()], seklinde olup Maclaurin serileride

(> o]
Mf (x)l =0 Seklindedir. 4, polinomu ZAn olup ya

n=0
4,=1
4=,
4, =§2(1+§1)

Ay =81+, +52(1+§1))
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seklinde ya da
A, =149/ _1) 4 (270 _ 1)1+ ~1))+...

4,=1+ (elqd/duo _1)+(eu2d/duo ~1) + (euZd/duo - 1)(eu1d/du0 _ 1)

+( o _ 1)+ ( ol _ 1) ol _ )
+ (eu3d /dug _1)(eu1d /dug _1)
("M 1)+ ( ol _ 1)(euld/duo 1)+
seklinde verilir. Bu Maclaurin serilerinden daha da karmagiktir. Béylece
4, =148+ 85+ 858 +83+ 536,
+838 + 836,81 + 84 + 8461 + 648

+§4§3 +§4§2§1 +54§3§1 +§4‘f3§2 +§4§3§2§1 +...
seklinde olup Mf (x){ =0 Maclaurin serileri ile Af (u) 'u=u0 Adomian serileri igin

islemlerin olduk¢a farkli oldugu gorilmektedir. Af (u) L::uo ifadesi uouy,... min bir

fonksiyonu iken Mf (x)lx _o de x “e bagli fonksiyonlardir. Omegin du/dx+ f(u)=0

seklindeki diferensiyel denklemin ¢oziiminde A aynsim parametremiz diferensiyel
denklemde goriinen bir parametre degildir. Ancak A, hesaplanmasinda kullamlan
diferensiyeller 4 ya gore yapilir. Bu Aaynsim parametresi Maclaurin serilerinde
goriulmez. Simdi (2.3.2) denkleminde

Ay = £ (o) = h(uy)
oldugundan
ho=d™ / dug f(uy)=h, (u,)

seklinde olup
A = ("0 1) f(uy)

=[u;(d/duy) +@? 1 2)(d* | dud) +...]1f (u)
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= by (i ) + (2 1 2y )+ (L1 3005 Py (g ) + ...

Ay = (("22/90 _1)4 ("2 %0 1)/ 1)) f(uy)

= uyhy () + (2 1 20y () + (U 3 )Py (o)

. gty (g ) + (U 20 by ()

4o (U 202w hy (g ) + (U 20)ud (U 20y by ()
+(1/ 303,y (ug) + (U 30)udu,hy (1)

+ (U A0 g g ) + (U7 2002 (U 30 g (g ) + 1y (U A1)t rs (at))

“2diduy _1y(e"4/%0 _1y) f(u,) terimi hesaplanirsa

seklinde yazilir, ,;12 deki ((e

(e"Zd/duo _ 1)(e“1d/dl‘0 _ 1))f(u0)

=Q0 " lmid du,)" -1D)Q (" (mi)(d [ du,)" —1)f(u,)

= wuyhy (1) + (' / 20ty + Qe 20) 15 (atp)

+ [ 130, + 7 20ud (1 2003 + () {30y A, (up)

+ [ A, + (/300 (1 202 + (U 20ud (1/ 303 +uy 1/ 4 Ths(ug)
elde edilir. Boylece

Ay = (€"29%0 —1) fug)+ (e 20 —1)(e ™0 ~1) f(uy)

oldugundan ;1,, hizlandinlmig polinomlan daha once verilen 4, ile karsilagtirilabilinir.

Buradan
4 =uhy

iken

Ay = why +(u? [ 2)hy + 1 (3)hy



dir. Boylece (2.5.2) deki A, = u,ly +(1/20)ulh, ile A, karsilasuriirsa A, da daha
fazla terimlerin elde edildigi gorulir. Dolayisiyla ,21,, yi kullanilarak bir n-terim

yaklasimi ile A, serisinde elde edilen terimlerin daima bir fazla terimi elde edilir.
Omegin f(u)=u*almirsa ,
Ay = flu,)=u,’
Ay =2uyu, +u?
Ay = (€210 —1) fug)+ (V%0 ~ 1"V H0 ~1) f(uy)
=uy(d/ dug) f (ue) +uy /1 2(d” | dug) f (u,)
+ [y (d [ duy)+ (us 1 2Xd? / dul)u,(d / duy)
+(ul 12N d? [ dug ) f (uy) = 2uyu, +us +2u,u,

elde edilir. Burada 21,, polinomlann A, polinomlanindan daha fazla terim igerirler.
Benzer sekilde

A

Az = uzhy +uuyhy +(1/3)uhy
Ay =u b+ 20u2 + wu)h, + (1 2 uPu,) g + 1/ 4Dulh,
As = ughy +(uyuy +upgh, + 1/ 202 + 1/ 2)uu)h,
+ (/30w uy Yy + (175005 g
Ag = ughy + (/202 +uyuy +uus Y, + /30K +uuyuy + (1 20ulu, ),

+ (17 20u? (U 202 + (1305 uz)hy, + Q7 A0t uyhs + (17 60)ubhg vs

hesaplanir.
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2. 8. A, Polinomlarinin Yakinsamasi

f(u) diferensiyellenebilir bir fonksiyonu olmak iizere,
fw)=3%4,
n=0
seklinde yazilir. f(u) fonksiyonu verildiginde daima f{uy) elde edilir. Béylece

A, = A4, ()

olur. Burada »>1 igin

4y =1

ve (2.7.1) den

£ = etnldn) _q_ Z(

=

=3¢
v=]

olup C, =(u"/v!)(d"/du”) alinirsa o zaman (2.8.1) denklemi yazilacagindan

=G

v=l
yazilir. Buradan

n-1

A, =&, 4,
=
bulunur. Burada A, ile &, bir operatordirr. Simdi
4, =1
Al :§1A0 =§1 =eu1d/du0 -1
4,=8,(4, + 4)=&,(1+&)=&, + &4,
Ay =& (dy + A + 4)=E(1+ & +E(+E))

A4 =§4(Ao +A1 +A2 +A3)

2.8.1)

(2.8.2)
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=54(1+§1 +§2(1+§1)+§3(1+§1 +§2(1+§1)))

olarak yazilir. Buradan

iAnf(uo) =[1+ ié‘, + ié g+ Zgz'gjgk +.1f () (2.8.3)

n=0 i=1 i,j=1 i,j.k=1
i#j izj#k

yada

iAnf(uO) = f(uo)+i(e""d’d"° ~1) f(uy) +

n=0 i=1

i(e""d"‘"o —D)( M0 1) f(up) +...

i,j=1
i#j

seklinde yazilir. Béylece

S A = fuo)+ > il )ty + @2 1 2) 2 faig) i+ .

n=0 i=]
= fup) +{uy +uy +...} df (uy)/ dug +{(u]2 /2!)+u1u2 +...}d2f(u0)/du§ +...

= fuy)+ (u—uy) df (ug)/ dug + (1 2 Y u—1y) d” f (up)! duj +...

= i[ (u—up)" It |d" f(ug)/ dug
n=0

Bu ifade up = ug(x) civannda f{u) fonksiyonunun taylor agilimudir. Buradan baslangig
terimi ise sabit bir deger olmayip bir fonksiyondur. Béylece asagidaki sonucun ispatint
vermis oluruz.
Sonug¢ 2.8.1.
w .Y
fw=3 4,
n=0

fonksiyonu u,(x) in komsulugunda 4, ile tammlanir.
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Eger Nu lineer olmayan bir polinom ise n! ¢arpimt ya (2.8.3) ifadesindeki &£,
» 6:&;6, carpim terimlerinden ya da aym ifadedeki &; terimlerinin paydalarindan elde
edilir. Boylelikle &, terimleri sifira 1/n! olarak yaklasir ve ¢arpim terimleri de sifira,
carpimun faktdriyelinin tersi olarak yaklasir. Boylece 4, veya A,,polinomlan Nu ile

ifade edilen Lu+Nu = g denklemi i¢in sonlu sayida n tane bilegenlere bagli seriler olarak
elde edilir. Burada 4, polinomu ;1,, ile aym degildir, fakat

i@:i@ (2.8.4)
n=0 n=0 .

dir.
Ornek 2.8.1. f(u)=u lineer denklemini goz oniine alalim. Burada

Aouo = uo
Ay = ("1 _ Dy = (ud/ duy +..Juy = u;

Ayuy =Euy + &6 uy

= (led/duo +...)u° + (uzd/duo + ...)(uld/duo + ...)uO = uz

oldugundan f(u,)=wu, olup

F(w) =iﬁn =§:A,, f(uo)ziA,,uo = dyuy + Aty +...
n=0 n=0 n=0

seklinde olacaktir . Boylece

o

S)=uy +uy +u, +...=Zu,, =u
n=0

olur. ;1,, ise f(u) =u lineer durumunda 21,, ise (2.8.4) den Zun olur. f(u)=u* lineer
n=0

olmayan durumu igin

1210 =A,f(uy)= ”g
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A=A f(uy) = (ud/ dug + .. Yuy = 2ugu + ug
elde ederiz. Buradan u’ terimi 4, polinomunda A,de A, polinomunda ise A, da
bulunur. Bu nedenle ,21,, serisi luzh yakinsar. 4, polinomlanm (2.8.1) den faydalanarak
£, operatoriinden farkh olarak tammlamak igin
C,, =u,d/du,
olmak tizere
(C,NC,)=(u,d]duy)u,d!duy)=uid*|du

olur. Bu esitligin her iki yam 2! ile bolintirse

C2 = (u /| 2)(d* ] du])
bulunur. Bu isleme devam edilirse

Cr =(uy /n)d" /duy (2.8.5)
elde edilir. (2.8.4) ve (2.8.2) esitligi gozonine alimirsa;
4, =1

4, =G,

4,=C,+C>

A, =C, +C,C, +C}

A, =C, +C,C, +C,(C, +CHY+C}

4, =C;+C,C, +C5(C, +C12)+C'2(C2Cl +Cl3)+C15

A, =C4 +CsC, +C,(C, +CHY+C3(Cy +C,C, +C7)
+C,(CE+C,CE +CY+Cy

Ay =Cq +C4Cp +Cs(Cy +CE)+C5(Cy +C,C +CF)
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+C4(C,CE+C, +C,C} +C14)+C32(C§Cl +C,C) +C; )CY
A, =Cy +C,C, +Ci(C, +CHY+ C5(C, +C,C + Cf)
+C,(C, +C,C,+C2 +C,CE+C})
+C,(C,C, +C,C2+C2C, +C,C} +C))
+C,(C3 +CIC +C,C +CHY+ CE
Ay = Cy +CyC, +C,(C,+CEY+ C4(Cy +C,C, +C})
+C,(C, +C,C, +C2+C,CE+C})
+C,(C,C,+C,C, +C,C: +CIC, +C,C] +C})
+C,(C2+C,C,C +C,C +C +C2CE+C,C +CY)
+C,(C3C, +CIC} +C,C) +CY+C;
Ay =Cyp +CsCy +Co(C,+CH+C,(C, +C,C, +C})
+Cy(C,+C,C,+C? +C,C2+C)
+C,(C,+C,C, +C,C, +C,Ct +CIC, +C2C13 +C})
+C,(C,C, +C,C2+C2+C,C,C, +C,C +C3 + CICE +C,Cy +CY)
+C3(C32C1 +C,C2 +C3C2C12 +C,C} +C§C1+C§C,3 +C,C; +C])
+C,(C3 +CIC +CICY +C,CL +CHY+CY°

bulunur. Burada A,,’i olusturan alt polinomlardan A, hari¢ 4;,4,;,4;,... lerin ilk
terimiC, ile baglar ve Ikinci terimi ise C,_C, olup sonraki biitiin terimler
CptsCpon»--»C '€ kadar devam ederken her terim igindeki indislerin toplami her

zaman m olup son terim ise C" dir. Ornegin 4, alt polinomunun ilk terimi C, ve son

terimide CZdir. 4, polinomunun ilk terimi Cj ikinci terimi C;,Cy = C,C; olup§on
R @ T 5
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terimi C} dir. 4, polinomunun ilk terimi C, ve ikinci terimi CyC} =C3C; olup
sonraki terimler ise m=4 toplamim koruyacagindan C, ,C, =C,C,,
C,C,,_,Cy = C,C,C, =C,C? seklinde olup son terim ise Ci dir. 4,” C,terimine

ulastigrmizda C, veya C}, m toplamint koruyacagindan bu terimleri C,(C, +C?)
olarak yazanz. Burada azalan indise esit ya da daha kiigiik indisleri de kullanabiliriz.
Boylece A,, polinomlari daha kiigiik indisler kullamlarak

A4, =1

4, =C,

4, =C,+G(G)

45 = C3+C,(C+G(G(G)

4, =Cy +C5(C)+CH(C, +C(C)) +CI(CUG(E))

seklinde de yazilabilir (Adomian,1986). Bu A, polinomlarinin yeni tretim kurali igin
¢tkanlan sonug daha 6nce verilen 4, polinomlan igin de aymdir. Bunun &nemli bir
avantaji highbir A parametresini igermemesi ve baslangic sarti olan u,’a ihtiyag
duyulmamasidir. Ayrica (2.3.2) ve (2.8.5) denklemlerinden

Ay = f(ug) = h(uy)

4y = Cf(ug) =w(d/duy) f(up)

= wydf (ug )/ duy = uy f O (o) = uyy (ug)

Ay =(Cy +C)f (o) = 1 f O o) + (11 20)af £ ()
= u, by (ug ) + (1 2l by (ug)

Ay =(C3 +C,Cy +C}) f(u)

= w3 f O ug) +ugpty f P () + U/ 305 £ ()
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= ushy (ug) + (o by () + (1 3143 Py (14
Ay =uy f O )+ gy + 1/ 20u2 1P (uy)

+ 1y (1 2000 £ (up) + (U 4} £ (uy)

=ty Iy () + [ayuy + (17 200l Yy () + (U1 20yl P ()
+ (1 A)up By (uy)

yazilabilir. Bu baglangic sarti olan u,(x) kapsadifindan daha kullamghdir. Boylece

aynigimin basarili olmasim saglayan 4, icin bir iiretim kurali elde edilir.

Simdi 21,, polinomlannin sonuglarini yorumlayalim. Burada ;1,, polinomlannin
uretilmesi daha kolaydir. 21,, polinomunda A parametresi olmadifindan A parametreleri
aynsgim metodunu kapsamazlar . 217, polinomlan daha basit bir yakinsama ispatina
dayamirlar ve gok daha hizli yakinsarlar. ;1,, polinomunun dezavantajt u ¢ozimini

bulmada ;1,, y1 kullanirken u nun aynsim serilerinin toplami igin bir algoritma
olusturmak ¢ok zordur. Bu nedenle, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
algoritma olugtururken L~ operatérﬁZA,, tizerinde hareket ettigi igin A,, yerine 4,
alinmasi tercih edilir.

2.9. Lineer Olmayan Durum I¢in Yakinsakhk

Lu+Nu=x(t) (2.9.1)
seklinde verilen genel formdaki lineer olmayan deterministik denklemi ele alahim:
Farzedelim ki, t € T igin | x(t) | <M, ve t,t € T igin Green fonksiyonu | (£(t,T) | < M,
olsun. (2.9.1) den

u=Ywu,=L'x- L") 4,
n=0 n=0
yazilir. 4, nin katsayilarim hesaplamak igin (2.3.7) de (2.3.4) gozoniine alimp ve (2.3.6)
daki
d'u_; df
Wi, N=(—) ve F(i

(4, 7)=( - /1,) ()= ( )

formiillerini kullanilirsa ;

Ay = (/0D fl,0 = flug) = ho (1)

4 = U/1)D' f .0 = CALDF(N) = WADF() = hy (uty
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Ay = (I2ID* g = 2 (o + 2, (oY)
As = (113D 1] 100 = Chs o Y+ Syt ot + 6 (1 Js )

1
4, = (1/4!)D4fl;_=o = EZ{ h4(l‘o)"? +12h, (uo)”lzuz
+ Iy (g 1202 + 24y |+ 24 (g Y, )

seklinde yazilir. Dolayisiyla
Ag=hg (uo)

A;=h; (uo)wy

1 2
A= 5 h; (u) wy” + hi(uo)uz

dir. Boylece 4, polinomlar h,igeren polinomlar oldugu gorilir. Ayrica
@/ du™) flu(A)]| 1o = (" F 1 ") 1 = By (115)

esitlifi veu;, uy, u;, ... terimleri uy yardimiyla verilebilecegide gézoniine alinirsa o

zaman 4, polinomlar uy da sonlu polinomlar olur. Boylece

t t
w={ £t)x@dt =|uw|=MM| d
0 0

w=-[ £t homedr =>|u|=- | Mzho (| MyMidr)de
0 Y 0

u2=-[ £(t.7) hy (uo) uy dt
0

={ eah(f Lnx@d) ([ Db ([ £@1)x(x)du)de)de
0 0 0 [4]

luzl= | Myhy ([ MM, de) (| Myho( M,M, dr)dr)de
0 0 0 0

S
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n

seklinde bulunur. Burada t T i¢in t—' terimleri tekrarlanan n kath integralleri gosterir
n!

(Adomian,1984). Ozel olarak Nu=u’ * yi gézoniine alalim. Bu takdirde,
U+t upt .. =Ll — Llug® = L7 (2uour ) — L7 (u® + 2upup) ...
seklinde yazilir. Bu esitlikten
u=L"x
u=—L"(L'%)(L'x)
w=r" {2 [l e ||

ve

|up|= (})Z(z,z')x(z')dr =M, M;t

t3

4 “1.,,-1 3 nq2
jw |= —(j;é(t’z')(L x}(L “x)dz| =-M; M; 3

olur. Buradan gérildigi gibi u ¢6zimi yakinsaktir. $imdi u nun ¢éziimiinde ¢, nin

n -terim yaklagim ;

n-2
¢n =Up— L_l Z Ai
i=0
ve n+1-terim yaklagimi da
n-1 . n=2 .
Ppa=u0~ L ZAi =u— L ZAK_ L4,
i=0 i=0

olmak iizere
¢n+1 _¢n =- L_l IAn-ll
elde edilir. Burada t e T, # — 00 igin bu ¢éziimiin yakinsak oldugu agiktir.

Simdi u diferensiyel denklem igin ¢, yaklagimina bir 6rnek verelim:

Ornek 29.1 u' + u®> = t*+ 1 diferensiyel denklemi gézoniine alalim. Deterministik
formunda diferensiyel operator L = —::—t ve Nu = u’ lineer olmayan terim olsun. Burada
x(t) =+ 1 olmak iizere Fu = Lu + Nu ifadesi F(u) = x seklinde de yazilabilir.

Boylece ayngim metodundaki L operatoriine baslangig sart1 eklenirse

4
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u=u(0)+ L'x— L'Nu=u0)+ L'x- L" > 4,
n=0

seklinde yazilir. Burada Ag(uo , u;, U3 ,...,uy ) polinomlarinda u(0) =0 alindiginda

t f3
U= I(rz +1)dr=—+t
5 3

t t 6 4 3 5 7

T 27 ! ! !
w=- L'A)= - ug(z')a’z=— (——+z'2+———)a'z'=———2———
-(!. -(‘,' 9 3 3 15 63

olur. u nun sadece ilk iki terimi igin yaklagim hesaplanirsa o zaman u = u,, +, i¢in

£ PP
us|—+t| - —+2—+—
(3 j (63 15 3}

elde edilir. Buradan

RNPOPC I BN, LAREPC IS P LA A
3 9
olur. Boylece
6 4 3 2
RN S S Y LA LAY . S
9 3 3

bulunur. Burada u’ ilk teriminde yapilan yaklasimda u® yaklasimi yerine sadece up

kullamldi. Ayrica Lu + Nu = x denklemi Lu + ZA,, = x seklinde yazilir. Buradan da
n=0

u'+ ZA,, =x olur. Eger u terimi yaklagik olarak u; terimine kadar almirsa

n=0
Z 4, toplaminda u; yalmzca Ay’ a bagh olur. Béylece ;
n=0

n-l

iu,.' + > 4, =x(D)
i=0

i=0
olup u nun » — terim yaklasimi igin ¢, yaklagiminin terimlerini
n-1
Loy + 2 A4 =x(0)

i=0

seklinde yazanz.
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3.BOLUM
3.1.ikinci Mertebeden Stokastik Diferesiyel Denklemlerin Céziimiinde Green

Fonksiyonunun Kullanim
d2y/dt® + a (t,@) dy/dt + ag(t,@)y = X(t,0) (3.1.1)

denklemi gozoniine alalim . Burada ao, a ile x(t,0), Q ve T’nin olasilik degerlerinin
bulunmasiyla elde edilen stokastik olusumlardir. Bu (3.1.1) denklemindeki stokastik
katsayilardan dolay: diferensiyel operator stokastik operator olarak gozoniine aliacaktir
(Adomian ,1983).
Burada ap =1+ a(t,0) da <ap> = 0 iken <ap> =1
ve

a; = a,(t,0) de <a;>=0ise <a;>=0
dir. Boylece ag=1 degeri deterministik kisima sahipdirfakat a, ig¢in aym sey
soylenemez. L = (d%/dt®)+1 ve R= a;(d/dt) +ao olmak iizere (3.1.1) denklemi

Ly+ Ry=x (3.1.2)

seklinde yazilir. L operatorii yardimiyla y ¢ozimii y = L'x -L'Ry elde edilir. (3.1.1)
de L = (d¥dt*) + 1 degeri yerine £(t,t) Green fonksiyonu yazihip baslangic sartlan
olarak y(0) = y'(0)=0 alinirsa y nin ¢6ziimii:

y= j.f(t, 7)x(r)dr — j o, D), (7. 0)d[d7) + @y (r,0(r)dr  (3.1.3)
0 0

seklinde yazilir. (3.1.3) denkleminde £(¢, 7) degerini bulmak igin (3.1.2) denkleminde
Ly = 0 seklindeki homojen denkleminin ¢6ziimiinii bulmaliyiz. Bu ¢6ziim ise
do(t)=cost ve ¢)(t)=sint
seklindedir. Buradan 4(¢,7) Green fonksiyonu
1 |cost sint

Lt,t)=— 70

cos7 sinf|
seklinde olup ¢(¢,7)=costsinz —sintcosz =sin(z —f) olarak bulunur. t > 7 i¢in
Wronskian degeri W= 1 dir. Aksi durumlarda sifirdir. Béylece (3.1.1) denklemi
yukanida verilen #(¢,7) Green fonksiyonu kullamlarak aynstirma metoduyla ¢ozilebilir
(Adomian, 1983).
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O zaman (3.1.3) denklemi

y= J((t, )x(t)dr — j (d/do)[et, o)a (D ()dr — jZ(t, ), (7)y(r)dr
0 0 0

L) n-1
seklinde dizenlenir ve y ¢ozimini y =Zy,~ olarak yazlirsa @, =Z)’,- yaklagik
i=0

i=0

¢Ozimuni elde ederiz. Buradan y; bilesenleri

Yo = jf(t, 7)x()dz (3.14)
0
i ==[ Ut, ), ()y,(2)dr - [ 201, D)o (2)y, (2)dz
0 0

¥z ==[ 2, Ve D)y, (7)dz - [ €1, g ()y, ()T

seklinde hesaplanir ve boylece ¢, yaklapimim belirleyebiliriz. Dolayistyla Green
fonksiyonunun L = (d*/dt® )+ 1 igin hesaplanmasi da yapilmus olur. (3.1.2) denklemini
de L operatéri ¢ozebiliriz. Bunu i¢in R’ yi degistirmeden L = d¥dt* ve L, =1 alalim.
Boylece daha basit ters fonksiyon ve integraller elde ederiz. (3.1.2) den
y=yo—L'Liy-L"'Ry (3.1.5)
=yo—-Lly-L'Ry
seklinde olur. Genel olarak baglangig deger sarti y, = y(0)+&/'(0) + L'x yadaL'x
olarak alimir. Bylece L™ operatorii ¢ift kath integral olup,
y1=-L"yo- L' Ryo (3.1.6)
v2=-Lly;-L' Ry,

seklinde yazilir.
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Ornek 3.1.1

(3.1.1) denkleminde L = (d¥d®y+1 olmak Gzere ¥(0) =1 vey (0) =1 baslangig
deger sartlan altinda Green fonksiyonunun degerini hesaplayalim. Ayrigim metodu ile
L = (d¥/dt*}+1 ¢oziming bulup bu ¢ozimi basite indirgenmiy Green fonksiyonunun
¢ozimii ile karsilastiralim. (3.1.1) denkleminde oo ve @; zaman fonksiyonlar
oldugundan stokastik olusumlardir. (3.1.1) de x deterministik fonksiyon olup sonug
itibariyle stokastik degerdir. Eger (3.1.2) denkleminde L = d%df’ + 1 ,x=0,R=0ve
baslangig sartlan da y(0) =1 ve y (0) =1 ise o zaman bu denklem

[d¥dt + 1]=0

olur. (3.1.5) ve (3.1.6) denklemlerinden

yo=1+1
¢t 8

2
S S B 7P L
v ==Ly, = ”(1+t)dtdt_ J(t+2)dt =3

y=1+t—t21 -3+ ..

elde edilir. Boylece y ¢6ziimii olusturan seriler

t—£/31+ _=sint,

12!+ .. =cost,
dir. Buradan y ¢6ziimii

y=sint+cost
bulunur. Eger (3.1.1) denkleminde ag =1 vea; =0 ise L = d%dt* + 1 dir. Burada x # 0
olmak tizere bu denklem

dy/dt +y =x (3.1.7)
seklinde yazilir. d*/dt* + 1 igin Green fonksiyonu

y= j sin(z - £)x(z)d - (3.1.8)
0

dir. (3.1.7) de L = d%dt* igin aynstirma metodunu kullanalim. Burada x =1 alip
denklemin ¢6ziimiinil yaparsak
Ly=x-y=1-y
y=L(1)-L"()
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y=E2N-L(yo+t v +...) (3.1.9)
= (t/21) —(t4/41) + (t°/61) — ...
elde edilir. Aynica (3.1.8) deki sin(z — ¢) nin Taylor agilim1

A3
sin(r—1)=(r =)= & 3") .

dir. Buradan integral alinirsa
t 2 g
[sin(z - n)dr = - —+... (3.1.10)
5 20 4

elde edilir. (3.1.10) ile (3.1.9) karsilastinlirsa, her iki metod ile (3.1.1) denklemi igin

yapilan ¢6ziimiin aym oldugu goriilir (Belman ve Adomian ,1983).

3.2. Kismi Diferensiyel Denklemler i¢cin Ayristirma Metodu ve Green
Fonksiyonlan ile Arasindaki Hiskiler:

xy €R% x € [x1, xz] ve y € [y1, y2] 6zel sinir deger sartlan ile verilen

’u  0°u
§+'5J1—2=g(x,y) (321)

denklemini g6zoniine alahm. Burada L, = % /ax* ve L y = 8% /8y* seklinde
tanimlayip (3.2.1) denkleminde yerine yazarsak
(Ly+L)u(x,ygXx,y) (322)

elde ederiz. Simdi (3.2.2) denklemini

Lou=g-L,u (3.2.3)
L,u=g-L,u (3.24)

seklinde yazalim. Burada (3.2.3) ve (3.2.4) denklemlerine L' ile L_;l operatérleri ,sirasi

ile, uygulanirsa

LWL u=L"g-L"'Lu
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Lx"leu =L '[0*ulox*l=u—a, - a,x
ile
-1 -1 -1
L Lu=L g-L, Lu

Ly—lLyuzu_ﬂl _ﬁZy

elde edilir. Boylece u ¢oziimii

u=a, +xa, +L, gL "Lu . (3.2.5)

u=p, +yBy+L, gL, ' Lu (3.2.6)

seklinde bulunur. (3.2.5) ve (3.2.6) denklemlerini taraf tarafa toplayip sonra ikiye
bélersek,

u=(/2a +xa, + B+ 9B+ + L, g - 1L L, L, L1 e (B2)
elde edilir.Burada
uy =(1/ 2y +xa, + B + ¥ 1+ (UL, + 15,7 Ig

seklinde ifade edelim.Boylece n > 1 igin tiim u, bileseni yazilir ve n > 1 i¢in tiim u,

bileseni
u, =—(U/ 2L, L, +L, L Ju,, (3.2.8)
olarak ifade edilir. (3.2.7) dan (3.2.1) denkleminin ¢6ziimii

U=u, + Z u,, (3.2.9)

n=1
seklinde yazilir (Adomian,1986). Yukarnidaki esitlikteki u fonksiyonu smr deger
sartlanm saglamak zorundadir. Adomian tarafindan Green fonksiyonunun da benzer
sekilde bulunabilecegi 6ne siiriilmiistir. Ancak aynsim metodu adi bir Green
fonksiyonunun bulunmasimn zor oldugu durumlarda veya bulunan fonksiyonun
karmasik ve hesaplanmasimin basit olmadigt halinde kullamlabilir. Eger verilen
fonksiyon G(x, y; £,7) seklinde ise homojen olmayan keyfi bir terim igin u ¢oziimii

x2

Y2
u= (d¢ [dnG(x, y:&,me&n) (32.10)
xI .
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seklinde yazilir. Buradan u,¢6ziimii
¥

2
uy = [ d& [ dnGo(x,y.¢,me&n) (3:2.11)
x1 N

dir. Burada G ve Go, u fonksiyonu iizerindeki simr sartlarimi saglamak zorundadir.

Kismi diferansiyel denklemler de Green fonksiyonlan igin
V2G(x,y;¢6,m) =8(x=&,y-1)

ifadesinden
(L, + L,)G(x,y;&,m)=6(x—&)6(y—m) (3.2.12) -
dir, Buradan
G=Y G,(xyE1) (3.2.13)
n=0

bulunur. Simdi (3.2.12) denklemini ¢ozmek igin aynisim metodunu kullanalim.(3.2.12)
den L,G ve L,G ifadelerini ayn ayn invers (ters) operatorlerle isleme tabii tutarak

once taraf tarafa toplayip ve sonra ikiye bolersek

G(x, y;&,m)= (U Dley + xety + By + B 1+ UL, +L,7186(x = &Sy ~1)
+(UIL,L, + L, LG v €,7) (3.2.14)

elde edilir. (3.2.14) denkleminden Gy

Go=(1/Dley +xat; + By + B 1+ WUDIL, +L, 7 B(x-9Sr-n) (3215
yazilir. (3.2.15) denkleminde L, S(x=E)6(y-1) ve L\ 5(x—ES(y-1n)
ifadelerinin integrallerini alip bunlan taraf tarafa toplarsak Gy ifadesi

Go =1/ x - OHHx =6y —m +(y —mH(y —md(x - )]+
+(1/ e () + xay (§) + By (M) + ¥B2 ()]

seklinde elde edilir. Burada o ve B’lann degerleri u tzerinde tammlanmig sinir
sartlarimin kullammu ile bulunur. Boylece Gy ise up’1 belirlemekte kullanilip buradan
u fonksiyonunun bulunmasina imkan saglar. Ayrica Green fonksiyonunun tamamen

bulunmasi u ¢6ziimiiniin belirlenmesini gosterir (Belman ve Adomian,1985).
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3.3. Green Fonksiyonlarmn Yaklasik Hesaplamasi
Ly =x(t) (3.3.1)

diferensiyel denklemini gozonine alalim. Burada L lineer deterministik adi diferensiyel

operatdr olmak fizere,

n dV
L=) a,t

:/:0 0=
seklinde tammlamir. a, ise caligilan aralik Gizerinde olup L’nin bilesenlerini L; + L,

seklinde ifade edelim . Green fonksiyonlarm 6zel kosullarda belirtmek zor oldugundan
L diferensiyel operatoriniin ayrisimim, serilerin bilesenleri ile kolayca tammlayabiliriz.
L, operatoriin inversi biliniyorsa L; operatériinden diger bilesenlerin yaklagimi da
bulunur. L, operatorinde ise kiigikliik kisitlamasi olmadigindan L, nin bulunmasiyla
L! nin toplam inversi seri formunda elde edilir. Burada L;’i Green fonksiyonu ile

tammlamak yeterince basittir. Bu durumda , eger L, =0 ise
t
y(t) = [ I(t,7)x(z)d7 (3.3.2)
0

dir. Burada /(z,7), L, operatorii igin Green fonksiyondur. Eger L ikinci dereceden

2
diferensiyel operatér ise L, =g—2— seklindedir. L,, L’nin arta kalan terimleri
t

olacagindan
L, =)L+ gy
2 dt

seklinde yazilir. Genel olarak L; ve L;

L =Ya,0%

v=0 dv’

ise
n n-1 d v

d
L= ve L,=) a,t
1= 2 ; ()a‘v"

olur. Bu son iki ifade (3.3.1) de gozoniine alimrsa
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Ly=(L, +L2)y=x(t)
Liy=x(t)-L,y
y=L"x=L "Ly

olur. Buradan y ¢6ziimii

(3.3.3)

(3.34)

(3.3.5)

seklinde elde edilir. Eger y, ¢6ziimiini L;'x olarak tamimlarsak (3.3.4) denkleminden

y=L1_1x—-Ll_1L2 o + 1 +-2)

(3.3.6)

yazihir. Boylece (3.3.6) den her bir y; terimi onceki y;.; terimine gore hesaplanabilir.

Buradan da

y= Ll_lx = Ll_le}’o - Ll_le}ﬁ - Ll-le}’z .
yada
-1 -1 -1 -1 -1 -1
y=Ll x_Ll Lle X+ L] Lle Lle X—...

seklinde yazilir. (3.3.7) dan y ¢ozimii

=2 (D (L L) L x
i=0
dir. (3.3.8) den ise her y; terimi
Yo = Lx-lx
= ‘Ll_leLl_l"
= L1_1L2L1—1L2Ll-lx

yi= (“Di (LI-ILZ )i Ll-lx
elde edilir. Burada L diferensiyel operatoriiniin tersi ,
I'=Y )LL) L™
i=0

seklinde tammlamr. L;" ’e ait Green fonksiyonunun terimlerini
(3.3.2) ifadesi (3.3.4) denkleminde g6zoniine alinirsa

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

hesaplamak igin
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W)= jz(t, Dx(z)dz - [I(t, )L, (2)ldr (3.3.11)
0 0
= jz(r, D)x(e)de - [ L[, DIM(r)de
0 0

WD) = jl(t £)x(r)dr - jz(—l) ii.—[/(z, DHr (3.3.12)
dz’

0 i=0

n-1 x

bulunur. Eger L, =a, 5 ve L, Za (t)— alinirsa
t”

W)= j I(t, 7)x(z)d7r - Ig(—l) — [, 0, ()| N(x)dz
ya da
)= j.l(t, r)x(z)dr - _t[k(t, T)Y(7)dz (3.3.13)
0
elde edilir. Burada 0
k(t,7)= f( 1) —[l(t 0)a,(7)] (3.3.14)

dir. Simdi i = 0 i¢in L= L, +a(f)durumunu inceleyelim. Burada L, =c(f)dur.
Dolayisiyla (3.3.7) dan

W) =L x— L a@)L, " x - L e() L, ()L x ~ .
yazilir. Boylece (3.3.9) den

3o = 1. )t
0
n=- I 1(¢,2)a(@)[ 1z, 7)x(r)ddz (33.15)
0

&l

I, ), iy, 0)a(x)a(y)x(c)dy drdo

oc..._..-.
O sy’

yada
y(i)= j.l {,7)x(r)dr - j‘k(t, )y(z)dr (3.3.16)

olarak yazilir. Burada k(¢,7) =1(1,7)a(zr) ahmp ,(3.3.16) de yerine yazilirsa
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W)= j I(t,t)x(7)dr - j k(t,7)y,(t)dr + j k(t, o)y, (v)dr + ... (3.3.17)
0 0 0

[
olur. Eger F(¢)=L, Tx= j I(t,7)x(z)dr ise 0 zaman (3.3.17) ifadesi
0

¢ l T
Ht)=F(t) - [ k(t,2)F (2)de + [ [ k(e 2)k(t,9)F (»)dyde
0 00
{
seklinde yazilir. Eger L, sabit katsayil ise bu durumda /(z,7)=/(z —7)dir. L igin

G(t,7) Green fonksiyonu, genel olarak, LG(#,7)=8(t — 7) seklinde tammladifindan
(Ly+L,)G=6(-71) (3.3.19)

(3.3.18)

k(t, 0)k(t, p)k(y,0)F(c)dodydr +...

© Gy
© Cmmnny R

yazilir Boylece & fonksiyonu ile x yer degistirilirse yukandaki denklemden G
bulunabilir (Belman,1983;Adomian ,1983).
Ornegin ;

(% + a)G(t, )=6(t—7) (3.3.20)

olsun. (3.2.13) den
G=Gy+ G+ Gy +...
seklindeolup /=1, L, =a, y=G , x=05(t-7) alinrsa;

t
Go=j5(t—r)dr=1, t>r
seklinde yazilir. k(t - 7)=I(t —-7)a=a igin

¢
G = —a_f dr=-a(t-7)
T

t t
G, =jdrjdya2 =al(t-7)*/2
0 0

dir. Sonug olarak da
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N2
G=l-a(t-7)+a’ _(_"'_2_'7)__',
elde edilir. Buradan

G = e—a(t—r)
bulunur.

Ornek 3.3.1 Asagidaki fiziksel denklem,siirtinmeli bir ortamda f(f) dis kuvvetinin

etkisi altindaki m kiitleli pargacigin hareket denklemi
dv
—+ SV =f(¢
m— f®
yada

(L+a)V=&
m

seklinde ifade edilir. Burada L =5—t ve o= i, (a = sabit) dir. Bu denklemde L i¢in
m
G(¢,7) Green fonksiyonu

(L +a)G{t,7)= (3.3.21)

o(t-1)
m

diferensiyel denklemini saglar. Hareket denklemi sabit katsayih oldugundan
G(t,7)=G( —r) dir. t{r durumunda cisim hareket etmez. ¢)7 durumunda ise Green
fonksiyonu (3.3.1) ve (3.3.3) denkiemlerinden ayngim metodu ile bulunur. Boylece
(3.3.21) den

dG _8(t-1)

dt
elde edilir.(3.3.22) denklemine invers operatér uygulanirsa,

aG(t,7) (3.3.22)

LG6=L%D | Y60 (3.3.23)
m

t
seklinde yazilir. L™ = I(.)dt oldugundan (3.3.23) denkleminin sol tarafi
0

t
L7LG=| %dt =G(t,1)-G(0,7)=G(t,7)
0
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olarak yazilir. Bu deger (3.3.23) de g6zoniine alinirsa

L 8¢t-1)
m

G(t,7)=L -L aG,7) (3.3.24)

bulunur. Diger taraftan G(¢,7) = Z G, (t,7) aynsimi olarak yazilirsa (3.3.24) denklemi
n=0

6(t,9)=3 G, t,0=L 22 _ 1443 G, (t.7)
m

n=0 n=0

olarak elde edilir. Burada L= -c% i¢in Green fonksiyonu /(r—7)=1 dir. R= s =,
m

V= G(t,7)ve £(r) = 22
m

alinirsa (3.3.14) den k(t—17) ifadesi

k(t-7)=l(t-7)a=a olur. Dolayisiyla (3.3.18) denkleminden G,,G,,G,....,G,
bilesenleri

dr=1/m

Go = (16, 0)f (D) = 2 (”; 7
0

0

G, ==t Da(2)dz [ i, 1) ()dndr = -al m[ [ 8(y - o)z = (—a/ m)(¢t - )
0 00

0

(t-72)°
2

= 'I.ﬁl(”’)1(7’7’)1(7,O')a(f)a(}’)f(a)dydrda= (@* I m)
000

G, =(-1)"(a" /m>(—’1};,’—)—

seklinde elde edilir. Buradan Green fonksiyonu

R2 t-7)?°

GG, r)—-—————(t— D

GG, )_—(1——(1- )+——(’ 2") ~.)
m .

olarak bulunur. Bulunan bu yaklagik ¢6ziim ,
G, 7)= lexp{— B—(t - r)}, t>7
m m

gergek ¢oziimiine yakinsar.
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3.4. Stokastik Teorinin Deterministik Limiti Ile Diferensiyel Denklemlerin Sayisal

Cozimii

Bu yontem lineer ve lineer olmayan Stokastik diferensiyel denklemler igin
gelistirildi. Deterministik durum ,stokastik teorinin iginde yer alan sinirlayici bir durumdur.
Adomian metodunun istatistiki olarak ayrnlabildigi ve yaklagimda yakin sonuglardan
kaginma konusundaki en 6nemli avantaji denklemin stokastik olmadif1 zaman ortadan
kalkar. Bununla birlikte deterministik limit hem genel teoriyi dogrulamada hem de
deterministik bir teknik olarak ige yaradig: icin ele alacagiz. Nedeni; stokastik teori hizh
bir gelisim gostermesi ve stokastik kismi diferensiyel denklemler icin genellestirilmis
olmasidir. Deterministik kismi diferensiyel denklemler icin yeterli bir teon
bulunmadigindan bu teori burada deterministik sonuglan kanitlamak igin 6zellikle 6nemli
olmaktadir.

0<t<ow aralifinda x() adi bir fonksiyon ve F lincer olmayan deterministik
operator oldugunda, diferensiyel denklemi Fy = x bigiminde yazanz. Fy fonksiyonu lineer
ve lineer olmayan kisimlara aynlabilir oldugunda a, pozitif bir sabit ve a, siradan
J°
ar

fonksiyonlar olmak ftizere ,L = Za,,(t) iken Fy = Ly+Ny seklinde yazilir. Ny lineer
v=0

olmayan fonksiyon ise y* ve y° gibi iistel veya sin y gibi terimleri igerebilir. Bazen L ’yi
L;+L; bigiminde ayrigtirmak daha uygun olabilir. Bu L operatérii igin Green fonksiyonu
¢ok zor oldugunda kullanilir. Genelde stokastik durumda lineer fonksiyonun ayristirilmasi
deterministik veya rastgele pargalan ayirmak igin yapilir. Aynisim metodunda ise basit bir
Green fonksiyonu elde etmek i¢in ayrigtirma yapilir . (Stokastik durumda ise L=L;+L,+ R
olup ilk terim olan y,"1 belirlemek igin L;x kullanabiliriz.) Bu aynigtirma ¢ogu zaman
hesaplanmasi zor olan Green fonksiyonlarim bulmanin sayisal bir yontemi olur. Boylece
Lyy+Ly+Ny=x yazlir. L; nun tersi  mevcut oldugundan, [/t,7) gibi bir Green

fonksiyonun mevcut oldugunu kabul ederiz.
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Dolayistyla

y=L's-L]'Ly-I7'Ny (34.0)
yada

(1) =itz )x(z)dt - [it.2)Ly(v )y(v ydt - [itONIy(z)]dz (3.4.2)

elde edilir. Simdi (3.4.1)i¢in y=F ~1x ¢oziimiinii veren F ' ters operatorii elde edelim.

Ornek3.4.1. dy/dt=gy—0y’,y(0)=1 (3.4.3)
baglangig sart1 ile verilen denklemin gergek ¢6zimi

y=g/[oc+(e-0c)e®]
dir. Simdi bu denklemi aynsim metodu ile ¢ézelim:Bunun i¢in &= o = [ alimrsa, bu
durumda (3.4.3) denklemi

dy/dt =y-y’
veya
dy/dt-y+y*=0
seklinde yazilir. Burada L= d/dt, R =-1 ve Ny=y* alimrsa denklemin genel formu;
Ly+Ry+Ny =x 344

seklinde yazilir. y nin ¢6ziimit yapilirsa,
y=L'x-L'RY F'x-L
,; ,g (34.5)
= YOV + L' WF x+ Flx+ . 1- L4, + 4 +...]
elde edilir. Ny i¢in Adomian polinomlar
4=
4 =2y
4= +2Y»
4y =21y, + Yo¥3)

oldugu burada gozoniine alimrsa
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y=1+L'y(0) - L4, + N (EF ') - L 4 +..
= 1+_f;dz'—L'1y(2, +...
bulunur. Tam 7 ler igin yaklagim,
Dy =Vo V¥t Vs
olup ,bdylece
Vo =1
y, =t —J:dr =0

y,=0

9, =1
bulunur. Buradan gergek ¢oziim y =1 olarak elde edilir.

Ornek 3.4. 2. (3.4.3) denkleminde ¢ = 1,0 = 2 olsun. Bu taktirde

dyldt=y-2y*,
y(0)=1

baslangig sart1 ile verilen denklemin gergek ¢oziimii ;

y=1/(2-¢"

dir. Buradan L=d/dt, R =-1 ve Ny=2y’olsun. O zaman

4,=2y;

4 =4y5

4 =2y +2yo»,

4 =4, +4Y0y3)

oldugundan
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1 '
y=1+jo—d1'—j02ygd1:+...
Yo=1=F;'x
y=Flx=t-2t=—t
-1 -1 -1 ! 1
y,=L'F x4 = J.o(—z-)dt— jo 4(1)(-r)dr

_Lpip3pl Fy'x
2 2

e - t3 !
Y= LB x= Ly = [ ~adr=[ Q] +4y,3)de

=3(r3/3)—j’ 21%4(1)312 dr:lﬁ-gf—zt":-Eﬁ:p;-‘x
2 0 2 2 3 6

el - ¢ 13 t 3 13
Vo =L'F'x-14, = J‘O (—?13)d1: - jo [4(-1)(E 12)+4(1)(——6—t3)]d1

134 3 __Dp
24 2 24

elde edilir. Buradan ¢, = y,+y,+y, + )3+, Yyaklasgim

o, c1reopBp 2D,
2 6 24

seklinde bulunur. Bu durumda ilk beg terim igin t = 0.01 ile t= 0.1 arasindaki yaklagim
degerleri agagidaki Tablo1 de verilmigtir.

t Gergek ¢oziim Adomian ¢dziim Hata

0.01 9.901479E-01 9.901478E-01 6.786205E-08
0.02 9.805831E-01 9.805825E-01 6.705791E-07
0.05 9.534974E-01 9.534716E-01 2.705396E-05
0.1 9.131064E-01 9.127125E-01 4314313 E-04

Tablo 1 . Problem 2 igin

Tablo1’deki sonuglar yaklasimin oldukga hassas oldugunu gostermektedir. Boylece
dy/dx = f (x,y) seklindeki bir esitlikte Lipschitz kosuluna ihtiya¢ duyulmadigina dikkat

cekelim.
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Sonug 3.4.1 Stokastik durumdaki sonuglarin lineer ve lineer olmayan stokastik diferansiyel
denklemler igin tam ve etkili ¢oziimler sagladigimi goérdik. Burada stokastik kismi
diferansiyel denklemlere aym tekniklerin uygulanmasi problemin basaryla
cozilebilecegini gostermektedir. Dolayisiyla birgok problemin kesin bir sekilde
cozillebilmesi icin yukanda izah edilen teorinin varoldugu soylenebilir. Sonuglarin nasil
elde edildigini gorebilmek igin, ¢ok daha iyi anlagilan, simrl deterministik durumun
dikkate alinmasi gerekir. Diger bilinen yontemler daha iistiin olsa bile, ayngim yontemi
stokastik modelleme agisindan yine de bilyiikk 6nem tagimaktadir. Cinkii bu yontem diger
yontemlerin aksine, stokastik iglemlerin dogas1 tuzerinde simrlandirmalar ve yaklagik
sonuglar gerektirmiyor. Yanliz istatistiki yayilmalarn ortaya gikmadifi deterministik
durumda bile, bu yontemin lineerlestirme gerektiren tekniklerle elde edilen sonuglardan
daha iistiin olan lineer olmayan denklemler icin kolay hesaplanabilmesi gok ilgi ¢ekicidir.
Bu yiizden ¢ogu modelleme problemlerinin ¢oziimiinde aynsim metodunun Onemli bir
yeri daima varolacaktir.

3.5. Aynstirma Metodu ile Picard Yonteminin Sonuclarimin Karsilagtiriimasi:

Deterministik ve stokastik sistem teorilerinde Picard yontemi, verilen denklemin
ispat igin kullamilir. Omegin, bu metod ile uygun bir aralikta y(x) goziimiine yaklagik bir
deger olarak yo(x), ¥1(X).....ya(%) bigimindeki fonksiyon dizileri elde edilir. Sayisal bir
¢oziimden ziyade y(x) ¢oziim fonksiyonuna egdeger bir fonksiyon elde etmek istedigimiz

durumlar disinda bu yontem sik¢a kullanilmaz.

Burada Picard yontemini Adomian ayngtirma yontemiyle ters (invers) islem
adaptasyonu bakimindan kargilagtirmaktayiz. Bu karsilagtirma stokastik durum igin olup

aym zamanda deterministik durumu da kapsamaktadir.

Deterministik Teori: Simdi Picard yaklagik yontemini (3.5.1) denklemi igin

inceleyelim.
dyldt=f(t,y); yla)=b, (3.5.1)

seklindeki determinist baglangig deger problemini Picard'in yaklagik yontemiyle

W0y=y@)+ [ f(z, (@) ds
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bigiminde tanimlayalim. Eger f(z, y,_(¢)) siirekli ise y(z) fonksiyonuna i>1igin
i- yinci yaklagim
t
%O=wa)+| @ ya@)d (35.2)

seklinde yazilir (Kendall, 1978). Bunu agagidaki ornek ile agiklayalim:

Ornek3.5.1. dydt=r+37,y0)=1

ile verilen denklemi gozoniine alahm . i -yinci Picard yaklagimi y(0) =1 iken ,(3.5 .2) den

t .
%O = W)+ [ [ +y2(D)dz, i1
yazilir. Buradan

yl(t)=1+J:(1'2 +)dr=1+t+£1/3

720 = W0+ [ [ + (@] dr =1+ [ [7* + U+ 7+ 7 /3)]dz
=1+1+12 4283 /3+¢*16+26 /15+17 /63

50 = y(0)+ [[ [ + (@) dr

= 1+j;[12 + (1474724207 /1347 (6427 [15+77 /63) ]dr (3.5.3)

olur. Bu metodla ardisik integraller alindik¢a iglemler daha karmagik hale gelmektedir.
Alinan her integral sonucunda bir 6nceki integrali lineer ve lineer olmayan gekillere
donustirir. Boylece ardigik hesaplamada her defasinda, bir 6nceki terimlerin degistigi
goriilmektedir. Boylelikle yeni bir hesaplama yapildiginda sayisal sonuca yeni bir ondalikli
basamak eklememekte, fakat tahmin edilemeyecek biiyiikliklerle sonucu etkilemektedir.

Bundan dolayi ¢6ziimii bulmak gii¢ olmaktadir.

Simdi de Ayrisim yontemini inceleyelim:

Aynstirma yonteminde y,, (i=0,1,2,3) yaklaggm:i ¢, olup yaklasimin her
asamasinin gok daha basit olarak elde edilebildigi gosterilebilir. Buradan
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Gy =V, (1) +y,(t)+y,(t)+ys(t) (3.5.4)

dir . Buradan da gorildigi gibi ayngim metodu bitiin y, terimlerini serinin iginde olan

bir 6nceki terime ilave etmektedir. $imdi verilen,
dy/di=t>+y?’,  y0)=1 ' (3.5.5)

baslangi¢ deger denklemine ayrigtirma metodunu uygulayalim. (3.5.5) denklemini
dyldt—y*=¢*,  y0)=1 (3.5.6)

seklinde yazalim. Burada Ny = -y* ve L =d/dt iken Fy = Ly + Ny =x(t) = t* seklinde olur.
L deterministik operatorin tersi L? oldugundan veya Green fonksiyonu bigiminde

j k(t,7)[.]dt iken, (3.5.6) in ¢ozumii;

Flx=L"'x-L") 4, (3.5.7)
n=0
seklindedir. A, katsayilan Ny’ nin analitik bir fonksiyon oldugundan uygun ve kesin
aynstirmalarla elde edilir . O halde
Flx=F '+ Fx+Flx+. =y, +y+y,+..
olup ,buradan

Yo =Fy'x=y(0)+ L1
n=F'x=-L"4,

Yo =F'x=-L(4,+4)

Vs =Flx ==L (4, + 4+ 4)

(3.5.8)

yazilir.
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2

4, ==y,

4,==2y,y,

4,= _}’12 =2Y,¥,

iken ¢, yaklagik ¢6ziimi

6, =1+ L) +3L )+ 6L L )+ L L P +4L07' 7' ()

(3.5.9)
=1+3t+32+44°/3

olarak elde edilir.
Simdi bu iki metodu karsilagtiralim:

Buradan tam ¢oziim kolaylikla elde edilir. 4, degerleri trigonometrik, aslii ve
polinom seklinde olup lineer olmayan fonksiyon degerleri i¢in kolayca hesaplanabilir. Her
yaklagik ¢oziim, kendisine bir sonraki terim eklenerek elde edilir ve ¢oziim kesindir.
Fakat Picard yaklagik metodunun sonucu ise kesin degildir.

Adomian metodunun Picard metodundan astinligi, yaklasik ¢6ziim terimlerinin
basit olarak hesaplanmasidir. Lineer durumda, serilerdeki herbir terimin integrali alinarak
bir sonraki terim elde edilir. Lineer olmayan durumda ise sadece A, polinomunun
integralini eklememiz gerekir. Goruliiyor ki ayngim metodu daha kesin ve basit hesaplama
yapabilen bir metot olup, stokastik diferansiyel denklemlerde oldugu gibi deterministik

diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri iginde hesaplamalar benzer olacaktir.

Picard metodu ile stokastik sistem teorisinde yaklagtk ¢oziimler yapildifinda
asagidaki sakincalan igerir.

1) Belli bir siramn stokastik olusumunun donigtirilmesinin kendi sirastyla aym oldugunu

gostermek zordur .

2) Lipschitz koguluna esit kosullari saglayan ve stokastik sistemin yakinsakhik ispati

yaparken operator parametrelerinde ve 6n kosullarda saglanan sartlar bulmak zorudur.
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3) Stokastik sistem teorisinde sistemin karakteristiklerinin istatistiki 6lgilere ait terimlerim

bulmak zorunda olmasina karsin Picard metodun da bunlara ulasmak zordur.

Adomian metodunda ¢bziim yapilirken, bir énceki terimin biitiin ¢oziiminden ziyade,
sadece bir onceki basamagmn son terimi alip ¢éziime devam eder. Adomian ydnteminde
katsayilar seriler ile uygun bir bigimde ifade edilebilir. Boylece ortalama muhtemel
yogunluk fonksiyonlan gibi istatistiki olgiim islemleri hesaplanabilir. Ancak Picard
metodunda ise bir 6nceki terimin lineer olmayan doniigiimlerini istemekte olup yaklagik

¢Oziimiin istatistiki 6l¢iilerinin hesaplanmasini zorlagtirmaktadir.

Simdi , keyfi baslangic kosullarla tanimlanan Ly = x — Ry — Ny seklindeki stokastik
lineer olmayan diferensiyel denklemi ele alalim. Stokastik olusum katsayis1 a olmak iizere

yukarida verilen her iki metodu bir 6rnek iizerinde karsilagtiralim.

Ornek3.5.2. dy/dt=r-ay-3*, y(O,@)=1

seklinde verilen denklemi Picard metodu ile hesaplayalim. Buradan
!

WO =0 +[ f(z,y O)de

= Y0+ [ (z* - ay(0) - (0=

=1-t+£/3- [ a(z)dr
120 = O+ [ fr. ()
=1+ J:{z'z - a[l ~T4+7/3- J:a(r)dr:l - [l —7+7°/3- j;a(r)dr]z }dr

= 1+t3/3—-£(a +a1.--ar3/3)dr+j;j;aadrdr+r-z3/3+t2/63—t2 +14/6-21°/15

+ _‘2[( J:a afz')2 -2 j:a dr+ 21'_‘205 dr—(27°/3) fga dr}dr

veya

Yalt)=1+1=17 +1* /626 /15+1 /63~ (a —ar—az’ /3)d
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¥5()= Y0)+ [ (& 3,7 = 90)+ [ [7* a3, (1)~ Y3 (2)}dT
= Y0)+ [ 7% - [ oy, () - [ yi (o)

=1+ L:z'zdr— L:a{l+ -t +7416-27/15+ t7/63—I;[a+ar—ar3 /3]dz + L:‘:(Eadr)z
-2 J:adz' +27 _[;adz' ~(27313) I;mir]dr

+[ [ acduirtdr - | 1+7-r2+74/6-20°115+7 163~ [ (a +ar—ar* 13)} e
0J0 0 0.

2
+ J:[U;adr)z _ zjéadr + er.;adr ~(27° /3)I;adrj}dr + L:_“;aadtdf } dr

elde edilir. Bu basamakta y; tn yaklagik ¢oziimiinin hesaplanmasinin ne kadar zor oldugu
gorilmektedir. Burada iki giglik vardir. Birincisi; ¢oziimin genel agilmimn elde
edilmesi, ikincisi donistirilmiis muhtemel yogunluk fonksiyonunun elde edilmesi
guclugudiir.

Adomian metodunda hesaplama gok daha kolaydir. y nin istatistiki 6lgileri igin
ortalama aldipimiz stokastik olusumlar (bu durumda « lar) dondgtirilmemistir ve
donistiriilmiis muhtemel yogunluklan hesaplamamiza gerek yoktur. Stokastik sistemin

uygun formunu

Ly=t*~Ry—Ny
yada
(L+R+N)y=Fy =1

seklinde yazalim. (3.5.7) esitli§inden

Flx=1-17Y e+ 4]

n=0

yazilir. Burada L =d/dt, R=a ve Ny = y* oldugundan Ny igin A, polinomlan
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4,=%
A =2yun
A= +2y,3

seklindedir. (3.5.8) den

Yo=F;'(x)=L"x

w=Fl(x)=L'x-LlaFy'x-L4,
= Lx— Ll 'x -1y

¥y = F(x) = L'x = L'[aF 'x]- L7 4

elde edilir. Burada y, bileseni
y, =L'x-LaL'x-oL" x+aL aL'x +aL™y(0) - L™ y(0)
+ 207 Y(0) e = 2L y(OY L x - 27 y(0) L7 1(0)

seklinde yazilir. Boylece n=3 igin ¢, yaklasimu

$(6) = y(0)+L'x
h(O)=yo+ i =h+»

=p(0)+ L 'x+ 'x-LClal'x-L7! yg

= y(0)+ 2L x - L x = LN (L7 x)(L7'x)
GO =y + Nty =00+ »n

elde edilir. Bu yaklagimlarda o larn sadece bir boyutlu agilimlan bulunmaktadir ve
muhtemel yogunluk fonksiyonlannin dénigiimii yoktur. Picard metodunda oldugu gibi
ortalamalarin sadece dogal olarak aynstg degil, aym zamanda muhtemel yogunluk

fonksiyonlanmin donigiminig gerektirmedigi yaklaik ¢oziim igin korelasyon veya
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ortalama ¢oziim bulmak oldukga kolaydir. Ornegin Adomian'in ¢, yaklagim ile saglanan
ortalama ¢6zimii
(8,) = ¥(0)+3L (&) - 2L (@) - 2L7 (x) - 2L7'y(0)
= (@)L (x)+ (@)L @) (x) + (@)L ¥(0)
+ 2L (0) L (x) = 2L (O @) L7 (x) - 2L y(0) L™ y(0)

seklindedir. Yukanda verilen istatistikler, sadece a ve x in ortalamalan iken ¢, igin
dogrudan kesin bir deger elde edilir. Ancak <y,> yi Picard metodu ile hesaplamak igin,
a,a?,a’,at, at)a(®), (a(t)a(r)),... gibi muhtemel yogunluk fonksiyonlan igerdiginden,
at,a’,at, a{t)a(z), (@)a(r)),... ifadelerin bulunmasi gerekir. Bu da, daha once
soylendigi gibi, muhtemel yogunluk fonksiyonlann igin analitik ifadelerin timini
tamimlamak zorundadir. Boylece Picard metodunun stokastik durum igin bir hesaplama
metodu olarak alinmasi uygun degildir.

"t

by .
% R A R
SO "

‘17,.‘?”; _‘AM
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4. BOLUM

4.1 Lineer Olmayan Stokastik Diferensiyel Denklemlerin Cozimii fcin Ayrisim
Metodu

Seri formunda lineer olmayan stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
benzer ¢ozimlerle ifade edilebilir. Lineer olmayan polinomlar igin x stokastik siireg ve

L lineer stokastik operator olmak uzere, Ly+y™ =x  seklindeki denklemlen

inceleyelim. a bir sabit olmak tzere
Y (x)= f(x)(x), W(x)=a (4.1.1)

lineer olmayan baslangic deger problemini goézonine alalim. Adi diferansiyel
denklemler, fiziksel modelleri i¢in onemlidir. Ornegin; kiitle- yay sistemleri, direng-
kapasitor ve induktans devreleri, isinlarin kirilmasi, sakraglar, kiitlenin bagka bir cisim
gevresinde donme hareketi v.b. Ayrica bu denklemlerin ekoloji ve istatistikte de yararh
oldugu gosterilmistir. Bu yiizden bu denklemlerin ¢6ziim yontemleri bilim adamlan ve
mithendisler i¢in ¢ok 6nemlidir. Bazi 6nemli diferensiyel denklemler iyi bilinen
analitik tekniklerle ¢oziilebilmesine ragmen fiziksel olarak baz1 diferensiyel denklemler
¢ozillememektedir. Bu bolimde, Adomian aynigim metotunu kullanarak bu problemin
¢ozimini farkli bir sekilde ele alacagiz. Aynsim metodu linerziasyon ve kugik
varsayimlar olmaksizin pek g¢ok  cebirsel, diferansiyel ve kismi diferansiyel
problemlerinin ¢éziminde kullaniimaktadir. Ayngim metodu; lineer olmayan
terimlerden olusan, lineer olmayan diferansiyel denklemleri de igine alan degisik
tirdeki denklemlere uygulanmaktadir. Son zamanlarda popiiler hale gelen aynigim
metodu ve diger bilinen metodlardan olan Klasik Runge-Kutta metodu tek adim metodu

olarak adlandirilir. Tek adim metodlannda x,,, ’deki yaklasim bir 6nceki adimdaki
x, yaklagik degerinin bir fonksiyonudur. Klasik Runge-Kutta metodu ile diger tek adim
metotlar sunlardir (Cagal,1989).

1. Euler Metodu
yn+l=yn+hf('xn’yn)’ (4'12)
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2. Dordiincii Mertebeden Runge-Kutta metodu
kl = hf(xn’ yn)

h h
k, = +—,y,+—k
2 f('xn 2’yn 2 l)
h h
ky, = +— —k
3 f(xn 2’yn+2 2)
k4=f(‘xn+hayn+hk3)
Vst =Vn +%(k1 +2k, +2k; +k,). (4.1.3)

3.Adams Bashforth Metodu
Vi = Vo + (GRI2 (%, ¥,) = [(Xts Vot )+ 2 (X35 Vaa) ) (4.1.4)

4.1.1 Ayrisim Metodunun Analizi

Diferensiyel operator L = _gx_ olsun. (4.1.1) denklemine aynsim metodunu

uygulamak igin ; L lineer stokastik operator, R de lineer operatorden arta kalanlar,

N(y,y'...) lineer olmayan terim ved(x) stokastik fonksiyon olmak iizere, operator

formu
Ly(x)+ Ry(x)+ N(3,5".) = $(x), y(xo)=a, (4.1.5)
seklinde yazihr. Simdi Ly i¢in ¢oziim yaparsak,
Ly(x) = ¢(x) - Ry(x) - N(»,y"..). (4.1.6)
elde edilir. L nin tersinin mevcut oldugunu farzedelim. Bu durumda
L' Ly(x) = L'¢(x) - L'Ry(x) - L'N(y,y'...) . 4.1.7)

dir. Boylece L™ in xo ’dan x ’e tek katli integral oldugu agiktir. (4.1.7) deki y igin

¢Oziim yapilirsa;

W(x) = y(x,) + L'g(x) - L' Ry(x) - L' N(y,¥"...) . (4.1.8)
elde edilir. Ayngim metodu ile bilinmeyen y(x) fonksiyonunun ayngim serilerinin
bilesenlerinin toplami,

)= v (), (4.1.9)

n=0
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ile elde edilir. Burada
Yo = Y% )+ L (P(x) (4.1.10)

Ve

Ny, =2, A
dir. Bu durumda Adomian polinomlan igin A, olusturuldugunda »n2>0 icin (4.1.12)
deki y, teriminden sonraki bilegenler

Yo = ¥(x)+ L7 ($(x)) @.1.11)

Yunt ==L (Ry,) = L7 4,(3,), 4.1.12)

seklinde elde edilir. Boylece her terimde bir onceki terim kullamlarak elde edilebilir.
Boylece (4.1.12) ifadesi agilirsa

==L (Ryy) - L 4,(3p),
Y = —L—l (Ryl ) "‘L-IAI (yO 4 )’
¥ ==L (Rpy)— L™ 4, (¥o, 11572, (4.1.13)

Yn = -L (RYp-1)— L_lAn—l (Vo> V1:Y2--Yna)s

olur. (4.1.13) den de goruldugn gibi yo, y1, .. bilesenleri tammlanir ve seri
¢ozamimnin tamam: elde edilir. Fakat pek gok durumda gergek ¢oziim,kapali formda

hemen elde edilebilir. Sayisal sonuglar igin

n-1

b =2 V(%) (4.1.14)
k=0 ..

ve
y(x)=lim ¢, (4.1.15)

(4.1.14) denklemi n-terim yaklagimu Adomian ¢6zimii igin kullamlabilir. y(x)
¢oziimiinde daha iyi yaklagimlar elde etmek igin y(x) in ayngim ¢6ziimiinin daha fazla
bileseninin elde edilmesiyle miimkiindiir (Adomian,1988).
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4.1.2. Benzer Coziimler
Ikingi Durum
N(y,y'...) =N(y) esit oldugunu ve higbir tarevi igermedigini kabul edelim. Ornek 4.4.1

in 6zel durumuna uygun olarak lineer olmayan terim N(y) = by® olsun ve bu 4,

Adomian polinomlar ile

N@) =by’=b > 4,

n=0
Seklinde ifade edilsin(Adomian,1989). Buradan
4=
4 =2y,
4 =¥ +2)), (4.1.16)
4 =29y, +2¥p ),

dir. Burada (4.1.12) ifadesi gézoniine alinirsa;,
Yo = Yxo )+ L ($(x))
= —L" (Ryy +by,1,),

¥, = —L (R +b(yoy, + 1130))s
Y3 = _L-l(Ryz +b(Voyy +* W T VaYo))s (4.1.17)

Vo ==L (RY, + (VoY + Vot + Vonz +oeF VoY)

olur.

Uciingii Durum: N(y )= by’ olsun. Bu durumda
Yo = ¥x)+ L(g(x))
n==L" Ry +byy),
¥, =L (Ry, + 63y »)),
Y3 ==L (Ry, + b3y’ ¥, +3yo3: ),
Vo= _L_I(RQV3 + b(}’13 + 33’02}’3 +6Y,)152))

(4.1.18)

yazilir. Burada ilk bakista by2 ile benzerlik gérmek ya da terimlerin indislenere;l; .
yazilmas: igin uygun kurallar tiiretmek kolay degildir. g W
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Dérdiinci Durum: N(y)=by* olsun. Bu durumda
Yo = o)+ L7 (4(x))
==L (Ryy +by5),
y2 ==L Ry + b4y’ ),
ys ==L (Ry, + b4y, y, + 60 ¥1° ),
va ==L (Ry; + b(4y, Y13 + 3}’03}’1 +12}’OZJ’1}’2 +¥0 ¥ s

(4.1.19)

yazilir. Asagl;iaki kisim. son iki durumu daha iyi agiklar.

Polinomlarin Lineer olmayanhg : N(y) = by™ olsun. y™ nin daha genel bir durumu
Yo = W% )+ L1 (9(x))
h= -L! (Ry, +b4, ) = —L—I(R}’o +by,"),
y, ==L (Ry, +b4, ) = L (Ry, +bmy," " ,)), (4.1.20)

Yo =—L'(Ry, +b4,)

=-L(Ry, +b((m—(n=-1))¥, [ yo YAy +Cm—(n=2)(y; /¥o)4ys
+@m—(n=3))y3/ o) dns +..0m(y, [ ¥y )4y)),
olarak yazilir. Eger m=3 alinirsa
Yo = Y% )+ L (9(x))
% =-L" Ry, +by,),
¥ ==L (Ry, + 5By 1)),

V1 ==L Ry, +8(B~(n=1)»; /Yo YAuey +(6—(n=2)y2 /¥0) Ay
+(O—(n=3))¥3/ ¥o)Aps +--30(¥s 1Yo )Ap))

dir. m =3 igin elde edilen sonuglar daha 6nceden verilen sonuglarla benzer oldugu
goriilmektedir. m = 4 igin de benzer sonuglan elde edilebilir. 4, igin

Yot =L (Ry, +b4,)
esitliginin n=0,1,2,3... degerleri igin (4.1.11) den 4, nin her terimi elde edilebilir.

m=3 i¢in
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Ay = Yo YoYo
A, = YoYoy1 T YoV1Vo + N1 Yoo
Ay = YoYoYa + YoYaYo + YV2YoYo + Yo Vi + Yo + i Yo

dir. Benzer gekilde m = 4 igin,

4y = Yo¥oYoYo

A = YoYoYoNi T YoYoY1Ya + YoYiVoYo + ViVoYoYo

Ay =YoYoYo¥2 +YoYoYaYo t YoY2YoYo T YVaYoYoVo T YVoYoYi )t
+ VN YoYo + Yo Yo + V1YoYolr T VoY 151 Yo

yazilir. Eger N(y) =b y™ ise
You =L (Ry, +b4,,) (4.1.21)
dir. Burada An, ise

Apu= D VY Ve Yy (4.122)

i+ j+k+..w
seklinde verilir. Burada i+j+k+,...,.w = n dir ve garpim faktorlerinin sayist m dir.
Boylece bitin polinomlann lineer olmayanlifi kolaylikla ¢ozilebilir (Adomian ve
Sibul,1981).

4.1.3. Metodun Uygulamasi
Bu bélimde analitik ¢oziimler elde etmek igin bazi 6rnek problemleri ve ayrigim
metodunu kullanarak bu problemlerin yaklagik ¢oziimlerini ele alacagiz.

Ornekd4.1.1. Bir o6nceki bolimde verdigimiz teorinin uygulamasim gostermek igin

lineer olmayan baglangig deger problemi,

y' ==y, y(0)=1 (4.1.23)
seklinde olsun. (4.1.12) den (4.1.23) diferensiyel denkleminin ¢6zim;

yo=1, (4.1.24)

Y =X, (4.1.25)
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»=x, (4.1.26)
yy=-x, (4.1.27)

elde edilir. Benzer islemlerle diger bilesenlerde elde edilir. (4.1.9) serisi kullamlirsa;
YX)= Yo+ Y+ Yy TVt Yyt
=l-x+x - +x*-x-- (4.1.28)
seklinde olup, boylece (4.1.23) denkleminin yaklagik ¢ozimi elde edilir. Burada gergek
¢Ozim

¥(x) = L , (4.1.29)
1+x

olup, (4.1.28) esitliginin (4.1.29) gergek ¢ozimiine esdeger oldugu agiktir.

Ornek 4.1.2
Y=x-y*, 0)=0 (4.1.30)

denkleminde x stokastik siire¢ olsun. Ayrisimin tek tek terimlerini belirlemek i¢in
(4.1.11) ve (4.1.12) denklemleri kullamlarak;

2

X
Yo =7 (4.1.31)
3
= —x—, (4.1.32)
6
6
X
- 4.1.33
Y2 36 ( )
x7 x9
- 4134
73 =352 34 (4139
olur. Diger bilesenlerde benzer sekilde bulunur. (4.1.12) kullamlarak
YX)= Yo+ Y1+ Yy, Y3t ys oo
2 3 6 7 9
I A I S (4.1.35)

2 6 36 252 324
bulunur. Buradan (4.1.30) denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii kolayca elde ederiz.
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4.1.4. Sayisal Sonuclar

Bu bolimde yukarida verilen iki Ornekteki baslangic deger problemi test
edilerek Tablo 2-3 de; Euler, Dérdiinci Mertebeden Runge-Kutta, Adams Bashforth
metodlan ile (4.1.37) deki ayrigim metodu kargilagtinlarak elde edilen mutlak hatalar
ve yaklagik sonuglan verilmistir. Sayisal olarak aynyim metodunun, yukanda verilen
metodlardan daba iyi oldugunu gostermek igin ¢, yaklasimini , y(x) fonksiyonunun
n-terim yaklagiminda kullanarak yaklagik ¢oziimii elde edebiliriz. Boylece

n-1
#.= 2yc(®) (4.1.36)
k=0
yada
¢ =Y
@, = Yo+ 3

P =Yoo+t N+ (4.1.37)

Gn=Yot N +V2+ -+ Yp
olarak yazilir. Omek 1 igin sayisal hatalar Tablo 2 de gosterilmigtir. Omek 1 de
(4.1.37) egsitliklerinden ayngim serilerinin ilk alt1 terimi gézoniine alinarak denklemin
gercek ¢oziimiine oldukca yakin bir yaklagim elde edilir.
Ayrica bu metodun hassash@im gozlemek i¢in aynigim serilerinin ilk alt1
teriminden sonraki ilave olunacak her terim igin hatalarin daha aza indirgendigi
gorilebilir.

X Euler Runge-Kutta Adomian
0.1 0.9090781 E-02 0.3576279E-06 0.9000000E-07
0.2 0.1433319 E-01 0.4768372E-06 0.5330000E-07
0.3 0.1730669 E-01 0.5364418E-06 0.5608000E-07
0.4 0.1890063 E-01 0.4768372E-06 0.2925700E-07
0.5 0.1963758 E-01 0.4768352E-06 0.1041700E-07

Tablo 2 .Omnek li¢in tam hatalar ( h=0.1)

Ornek 2 igin sayisal sonuglar Tablo 3 de verilmistir. Tablo 3 de (4.1.37) den elde edilen

sonuglarin ayngim serilerinin daha fazla terimi kullamlarak sonuglar kargilagtinilabilir.
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X Adams-Bashfort Runge-Kutta Adomian
04 0.0795095 0.0794916 0.0794921
0.5 0.1234764 0.1234610 0.1234615
0.6 0.1762245 0.1762135 0.1762142
0.7 0.2369455 0.2369410 0.2369418
0.8 0.3045961 0.3045997 0.3046007

karsilastinldiginda aynigim metodu gergek ¢oziime ¢ok yakin sonuglar ve daha az iglem
gerektiren giivenilir bir teknik oldugu agiktir. Ayrigim metodu bazi durumlarda az terim

Tablo 3 .Ornek 2 igin yaklagik sonuglar (b=0.1)

alindiginda bile yaklagim kesin olarak elde edilebilir.

Sonug olarak denilebilir ki: Adomian ayngim metodu kullamlarak hizhi bir

sekilde ¢ozm elde edilebilir. Var olan geleneksel sayisal metotlar aynsim metoduyla
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4.2. Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Yaklasik Céziimleri ve Lineer

Olmayan Hiperbolik Diferensiyel Denklemlere Uygulanmas:

G. Adomian’in lineer ve lineer olmayan deterministik veya stokastik diferensiyel
denklemlerin yaklagik ¢oziimleri i¢in verdigi ayrisim metodunu genel olarak ele alalim.
Aynsim metodunun linecer olmayan deterministik hiperbolik denklemiere
uygulanmasim bir 6rnekle verelim. Lineer veya lineer olmayan stokastik diferensiyel
denklemlerin ayrigim metoduyla ¢oziimiinde diferensiyel operatoriin katsayilarinin veya
sistemdeki katsayilann stokastik siiregler oldugu kabul edilir (Adomian,1983).

F uzay ve zaman degigskenlerine goére linecer ve lineer olmayan
terimli diferensiyel operator olmak tizere

Fu(t)=g(t) 4.2.1)
veya

Lu+N(u,u,.)=_g() (4.2.2)
seklinde verilsin. Simdi stokastik denklemle tanimlanan dinamik sistemleri goézoniine
alalim. (4.2.2) denkleminde L lineer stokastik operatérii (€, F, 1) olasilik uzayi

(Q = omek uzayi, F = Q 6mek uzaymn alt kiimelerinin ¢ cebri, u = Q 6mek uzayi
tizerinde olasilik 6l¢timit) Gizerinde tammlanmis olup

dv
dr”

L= iav (t,w) 4.2.3)
v=0

seklindedir (Adomian,1983). Burada t €T (T bagimsiz degigken bolgesi) ve we
(Q,F, 1) (@ = elementer olay) ise a, (t, @) olasilik uzayi igin stokastik siiregtir.

L =<[>’nin tersinin deterministik operatérii ve R= L -L stokastik oldugu varsayilirsa

§R=Zav(t,a)) d , m<n-1 4.2.4)
v=0 dtv
m dV
L=) <a,(,0)> (4.2.5)
v=0 dtv

seklinde yazilir. N lineer olmayan terimi ise N =N + p seklinde olup N deterministik

ve u stokastik bilegenlere sahip oldugunda N terimi genel olarak
N=N(@uu ,..,b,(t),B,(t ) (4.2.6)

dir. i lineer olmayan stokastik diferansiyel operator terimi ise
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nm d* Hm
u=>Y B,(t, w)(;h—#] 4.2.7)
u

seklindedir (Adomian,1983). L lineer ve N lineer olmayan stokastik diferensiyel

operatorlerdeki a, ve b, katsayilan ise
a,(t)=<a,(t)>+a,(t,w)
b,(t)=<b,(t)>+p, (t,w)

olarak tamimlanir. (4.2.8) denklemindeki <a,> ile <b,> , T Uzerinde strekli olan

(4.2.8)

deterministik siireg katsayilaridir. o, ve B, n -yinci mertebeden tiiretilebilen (yani C*(t)
fonksiyon simfina ait, @ €Q igin T izerinde sirekli olan her katsayidaki salimmlan
gosteren TxQ {izerinde tantmlanmus ) stokastik siireglerdir(Onargan,1989). Buradan

0" B, (t, )
or*

o a,(t, )

a*

<M, =sabit, k=0,1,..,n-1

oldupu varsayilmgtir. g(t,) fonksiyonuda TxQ iizerinde tammlanmis stokastik

siirectir ve her teT i¢in ‘g(z‘, a)){ < M, = sabittir . Boylece bu fonksiyonlar ve

g(t, @) fonksiyonu simrhdir (Adomian,1989).

L deterministik operatéri @ €Q igin L! ters operatérine sahip olup n-yinci
mertebeden baslangig-deger problemlerinde L7 ters operator n kath belirli integrali,
simr—deger problemlerinde ise belirsiz integrali gosterir. Ornegin baglangig-deger
problemlerinde L ikinci-mertebeden operatorse L' tydan t'ye iki kath integral
operatoriidiir ve

L’IL,, =u—u(x,ty)—(t =t u,(x,ty)
dir. (4.2.2) denklemini

Lu+Ru+ Nu=g(t) (4.2.9)
seklinde yazip Lu igin ¢6ziim yapilirsa

Lu=g—Ru—Nu (4.2.10)
olarak bulunur. L deterministik oldugundan

L'Lu=L"'g-L"Ru-L"'Nu (4.2.11)
elde edilir. (4.2.11) denklemi u igin gozilliirse; A, B sabitler olmak tizere

u=A+Br+ L 'g— L Ru-L"'Nu 4.2.12)

olur. L simir-deger problemlerinde ikinci mertebeden operator ise (4.2.12) denklemi
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u=xa(t)+ p(t)+ L g— L' Ru— L' Nu (4.2.13)
seklinde elde edilir. Eger
u(t) bagimh degiskeni teT igin (Q, F, u) olasilik uzay1 fizerinde stokastik siireg ise
(4.2.2) denkleminin ¢oziimii

u(t, w) = L g(t,0) - L' Ru(t,0) - L Nu(u,u ,...) 4.2.14)
seklinde elde edilir. Ayrisim yonteminin uygulanmasinda (4.2.14) denklemi ile verilen
¢ozim ifadesindeki Nu dogrusal olmayan terim ise

Nu=3 4, (42.15)

n=0
dir. Lineer olmayan N deterministik terimler igin A, polinomlar: A parametresine gore
agihm katsayilanm gosterir. Burada her w; ¢ozimi yalmz u, ,%; 3., %, ’a  bagh
olacak sekilde terimleri birlegtirmekte kullamilan ifadelerdir. uo terimi ikinci mertebeden
baslangig—deger problemleri icin A + Bt + Lg ile siir—deger problemleri igin
xa(t)+ p()+L'g ile tanimlanirsa

u=F'1g=iu,,

n=0
veya
u= il”Fn'lg = iﬂ"un
n=0 n=0

seklinde yazilir. Benzer olarak (4.2.12) esitlifinden

u= iu,, =u, —L“&Ri u, —L“iA,, (4.2.16)
n=0 n=0 n=0

dir. (4.2.16) dan u, bilesenleri hesaplanabilir ve u ¢oziimit u =, u, seklinde yazilr.

n=0

n-1

Eger seri yakmsak ise n terim toplamn ®, =) u, olup lim®, =D u=u
i=0 e i=0

n-1

olduundan ¢dzime yakinsayacaktir. n terim yaklasum: olan @, =) u, kullanilarak
i=0

ayngim metodunun yakinsaklif
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@, =u,-L"D 4,

i=

n-1 n-1
D, =u—L'Y A, =uy-L"Y 4, -L"4,
i=0 i=0

|¢n+1 —(Dn‘ = _‘un-l-ll -0

seklindedir. Nu lineer olmayan terimi, pu stokastik terimi bulundurmas: halinde

(4.2.16) denkleminin ¢oziimiine ZA” B, seklinde ikinci stokastik analitik agilim ilave

n=0

edilmelidir. Bu durumda u=F'g genel ¢ozimi ya da u= Zun ¢Ozlimiine
n=0
Uy = F,”"' g = L'g homojen ¢dziimin eklenmesi ile

u=3Y F g
n=0
yada
Flg=-L"[9F,g+4,+B,] (4.2.17)
seklinde yazilir. A, ve B, sirasiyla Nu lineer olmayan deterministk ve pu lineer

olmayan stokastik terimler igin A parametresine gore ifade edilen analitik ifadelerdeki
katsayilanidir. O halde

Flg=3 A'F7g,

:=° (4.2.18)
Nu=) 4,4
n=0
Ju = Z B A"
n=0
dir. Simdi stokastik halde lineer olmayan Vanderpol denklemi
d*u  du d, ;
—_—ta—+ Puty— =gt
ras ot ety = () =g0)

seklinde olup (4.2.16) denkleminden

d 2 d 2
Lu=g—al — lu— Bu— A —g Zlu-nu- B
u=g a(dt)u pu yz . a(dt)u nu Gu::zo .

n=0
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seklinde elde edilir. Burada A, ve B, toplami (-j—Ju’ *{i gbsterip €, 7 , o ise (4.2.8)
denklemi geregince

a=<a>+g, P=<B>+M y=<y>+0
seklinde tanimlanan a,B ve y stokastik salimmlardir. Burada u nun ¢oziimii ise

u)= ()
n=0

seklinde olup stokastik seridir(Adomian,1988). lineer halde N terimi sifir olacagindan
(4.2.16) denklemi

u=uy— L Ruy - L'Ruy ~....
u=uy— L Rug + (LRYL Ryug —..

u= i D" (L'R)"u, (4.2.19)
n=0

seklinde yazilir. Baglangig ve simr kosullarimn sifir olmasi halinde denklemin lineer
kisminda elde edilen ¢ozim u, = L'g oldugundan tam ¢oziim

u= i D" (LR Lg (4.2.20)

n=0

seklinde yazilir. Lineer halde Fu=g denklemi u=F g olurve F™ ters operatorii
Fl=3 ()"(L'R)"L"g
n=0

dir. Fu=g denkleminin F = L— N ile gosterilen herhangi bir kisminda stokastiklik
bulunuyorsa ,u ¢oziim stirecinin beklenen degeri ve istatiksel dlgtimlerin hesaplanmasi
gerekir. Lineer olmayan deterministik denklemler stokastikligin sifir oldugu ,bir 6zel
durum olarak incelenir. m — boyutlu problemler igin (4.2.16) ¢dztmit

m m-1

u=1u, ‘('L) 22 [L;:ij +L;}in ]u_(%)[i[/;:} ’

M jeisy =1 i=}

. [i% ]u—(—;-)[m L;}]iA,, s (%)) (4.2.21)

i=1 i=l n=0

seklinde elde edilirlAdomian,1989) .Buradan u, ise
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o = (i){i 43 L .g}

i=l i=1
ile verilir. Burada ¢, homojen gozimler olup L, ve L;il operatdrleri
_0 4T
Ly=% Lu= ‘g[.]aﬁx
seklinde tanimlanir. Stokastiklik iceren problemlerde ayrisimin bilesenleri uo teriminden
faydalanarak;

1 m m-1 . . 1= .
u=——| > X (L' Lr;+L7xLx;Juy - ;;{ZL xi][aﬂ?xi]uo

M) j=i+1 i=1 =l
@=J)

m

_(l)[z L“xi]Ao L %)) (42.22)

mjLi=o
1 m m-1 1 . 1= r

U, =—| — z Z L7 x; Lx; + L7 x; Lx;Yu, | — [ZL xi][Z‘in]u,,_l
" j=i+l i=1 y

i=1 i=l
- ('1_)}:2 L—l X; }An-—l
mJjLi=o

seklinde yazilir.
ORNEK 4.2.1.
2 N
TLts(5,9) Flux ) =0, %y €006 @2.23)
x3y
u(x,0)= ®(x), u(0,y)="F(y) (4.2.24)

0={(x,y)eR2 , x20, yz()}
lineer olmayan deterministik hiperbolik baslangig—deger problemini ele alalim. (4.2.23)
deki S katsayisi ve baslangig kogullan iizerindeki Varhk ve Teklik ile stirekliligi garanti
etmek igin s, f, ® ve W iizerindeki uygun diizginlik kosullarm verilmigtir (Hsiang ve
Kwong,1982). Burada
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1) s:0 — [0, ) olan siirekli fonksiyondur.
2) f:R—>R,u>0 icinf(u)>0vef e[0,)
iginde strekli tiretilebilir fonksiyon olup

D'<0 ve P'<0 iled,¥:[0,0) > (0,0)

stirekli tiretilebilir azalan fonksiyonlardir(Onargan,1989). (4.2.23) denkleminde f(u)
lineer olmayan fonksiyondur. L lineer deterministik operator ise ikinci mertebeden

&* | axdy kasmi tiirev operatorii olup (4.2.23) denklemi
Lu+sf(u)=0 (4.2.25)
Lu=-sf(u) (4.2.26)
Seklinde vazilabilir. L7 ters operator [0,x] aralign tzerinde x’e gore, [0,y] araligs

izerinde y’ye gore belirli integral olduundan

Lk ='([‘([6x6y ‘I[f ( j]
=I(_) j(au(x ,y) _ Ou(x, 0)) o £ :l

= u(x, y)—u(x,0)—u(0, y) +(0,0)
u(x,y) =u(0,y)+u(x,0)—u(0,0)

olur . (4.2.26) denkleminden
u(x, y) = (0, y) +u(x,0) - u(0,0)— L™ sf () 4.2.27)
elde edilir. (4.2.23) denkleminde R lineer ve u lineer olmayan stokastik terimler ile g

etki fonksiyonu mevcut degildir. Baglangi¢ kosullar1 ile tammlanan ¢6zim

uy = u(0, y)+u(x,0)—u(0,0)
ile gosterilirse (3.2.23) ¢oziimii

u(x,y)=u, — L sf () (4.2.28)
olarak elde edilir. Buradan yaklagik ¢6ziim

yada

WA= Ku, =uy - A7 of ()
n=0
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olarak parametrelenir (Adomian,1986) . Lineer olmayan deterministik f (u) terimi A,
gore ifade edilir ve A parametresine gore analitik oldugu varsayilir. A ayrigim
parametresi olup hesaplamalarda A = 1 alimir. Lineer olmayan terim M(u) ise

Nw) = iA,, (ug,uy,...,u,) (4.2.30)
n=0
seklinde olup
N@)= fa)= fa@i) =3 4,4 , i=1 (4.2.31)
n=0
yazilir. Boylece (4.2.26)denkleminin ¢Oziimii
S ', = uy - Lis(m )3 A4, (42.32)
n=0 n=0

seklinde ifade edilebilir. (4.2.29) ¢ozimi igin Ao yalmz ug’a bagh, A,, up ve w’e bagh
ve genel olarak A, ,u,,u,,...,4, € bagh oldugundan (4.2.32) denkleminden

g =~L"s Ao (o)

uy ==L"'s Ay (uq,u,) (4.2.33)

u,, =—L"s A, (ug, ;.. 4,)
elde edilir. Boylece, n > 0 igin her u yalmz up, uy,....u,’e bagh olarak hesaplanabilir.
s(x,y) ve f(u) verildiginde tam ¢6ziim

u=uy—L7s(x, y)i A, f(u) (4.2.34)

n=0

seklinde yazilir. (4.2.34) ¢6ziim ifadesindeki A, Adomian polinomlari (2.5.4) den

Ay =ho(ug)
Ay = hy(ug)u,

1
Ay = y(atg Yz + by (o) 5"
1
Ay =y atg Yty + oy (g ity + oy (g
1 1 | Rt
Ay =hy(ugYuy + hy(ug 5"2 + Uy +h3(u0)5'-u1 Uy +h4("o)27”1

seklinde elde edilir. (4.2.24) ve (4.2.25) denklemleri ile verilen lineer 1 olmayan
deterministik denklemin ¢oziimiinde s (x,y) katsayisinin (1+xy), lineer olmayan f (u)
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teriminin u’ ve baslangig kosullanmn u (x,0) =1 ; u (0,y) =1 ve u (0,0) =1 alinmas: halinde
(4.2.26) denkleminin ¢ozimini elde edelim. (4.2.27) den up = 1 olarak elde edilir. W lineer
olmayan terim A, polinomlarinda yerine yazilarak diger biitiin bilesenler n 2 0 i¢in;

u,, =-L(1+xp)4, (4.2.35)
dir. Burada u’ lineer olmayanlig: igin A, polinomlart

Ay =uy*

A, =2uy u,

4, = ul2 +2uqy u,

Ay =2uu, +2uy u,

Ay =2uguy +2uy u, +u?

seklinde hesaplanir. (4.2.35) ifadesi gozoniine alimrsa
uy =u(x,0)+u(0, y)—u(0,0)
uy ==L s(uqg),
uy ==L (s(uoty + 1)),

-1
uy ==L (s(ugu, +uuy +uyuy)),
-1
U, ==L (s(ugu, +ut,_y +Ustt, 5 +...+U,up)),

olur. Buradan u ¢6ziimii

w, = L7 1+ 1) 4

2.2
=-L(1+xp).1 ={xy+x; ]

u, =-L7 (1+x9)4,

2.2 3.3 3.3 4_4
=2(xy 27 4 X7 +xy]

4 334 33 444
uy =—L7 (14 2)4,

3.3 44 5.5 6.6
=_[2xy +45xy +85xy +xy)

9 16.18 2572 836
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2.2
xy 1 52,5 335 1 4 4)
u=1-|xy+ +2| =x"y  +— +—
(3 4 ] (4 Y%V Tet

2 3.3 45 4 4 85 5.5 1 6 6 .
iy e xtyt r———x Y+ —x"y° |+
[9 Y 18" "5 T836 7

elde edilir. u® lineer olmayanlif iin u ¢ozimu ise

uy ==L (14 xy) 4y (up)

-1 3 -1 xzyz
up=-L" (I+xy)uy ) =-L" (1+xy)=— xy+ p

uy ==L (14 xp) 4y (g, )

2.2 3.3 3.3 4_4
I 1+ ) )= 2Ly 2 Y EY )
) (1+xy)Buy uy) ( 4 36 5 )

2.2
x°y 1 22,5 3.3, 1 4.4
u=1-| xy+ +3 — +— +—
(xy 4 J (4x ¥ 36x y 64x y J

7 3.3.32 4.4, 197 55 21 5 6)
| =xP 4= xtpt + x0y8 |+...
(12 Y*a®? Tans Y e Y

seri olarak elde edilir. Benzer sekilde f(u) = u™ lineer olmayanhg igin (4.2.26) denkleminin
genel ¢oztimini

uy =u(x,0)+u(0, y)—u(0,0)

uy ==L (sdy ) ==L (1+2)u,",

uy ==L (s4y ) ==L (1+xy)mug™ " uy),

Upn = -L™ (SA" )

==L (s (m-(n=1)), [y YAy +m—(n=2))u, /4p) 4,2
+@Bm—(n=3)us [ ug)A, 5 +...+nm(u, /uy )4y),
seklinde yazariz. George Adomian’in ayrigim yontemi adi diferansiyel, kismi diferansiyel
denklemleri, kismi diferansiyel denklem sistemlerini, cebirsel denklemleri igeren stokastik
(6zel halde deterministik) operator denklemlere uygulanabilir. Stokastikligin icermesi halinde

bulunan seriler birinci ve ikinci mertebeden istatistiklerle elde edilen rastgele serilerdir.
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4.3. Lineer Olmayan Oscillator Denkleminin Yaklasik Cdziimii Icin Ayrigim
Metodu

Burada Adomian’min ayngtirma metodu kullamlarak u +otu=sd(u,u,..)

lineer olmayan oscillator problemlerinin uygun sayisal ¢6ziimii incelendi .

4.3.1. Oscillator Denklemi icin Ayrisim Metodunun Analizi:

2
L= d—zformunda diferansiyel operator L olsun. Ayrigim metodunun operator
t

formunu Vanderpol denklemine uygularsak
Lu(t) + Ru(t) + Nu(t) = ¢(t), u(t)) =, u (to)=8, 4.3.1)

seklinde yazilir. Burada L tersi mevcut olan bir diferensiyel operator, R de Lineer

operatoriin kalanlari , Nu da lineer olmayan terim ve ¢(¢) herhangi bir fonksiyon olsun.
Lu i¢in ¢éziim

Lu(t) = ¢(£) - Ru(t) - Nu(t). (432)

seklindedir. L nin tersi alindiginda
L'Lu(t) = L7'¢(t) — L' Ru(t) — L7 Nu(r) 4.3.3)

elde edilir. Buradan agiktir ki L nin tersi L™ 5 dan ¢ ye iki kath integraldir. u igin
(4.3.3) denkleminin ¢6ziimii

u(t) = u(0) + L™ '¢(t) — L™ Ru(t) — L™ Nu(r) 4.3.4)
olur. Ayngim metodunda, ayngim serileri ile tammlanan bilesenlerin toplami

bilinmeyen #(¢) fonksiyonunun aynigimlarim olusturmaktadir. Buradan

ult)= u,(t) (4.3.5)

n=0
seklinde yazilir. Lineer olmayan terim Nu=1" , A, Adomian polinomlannin igindedir.
Oyleki ,Nu=u’=Y . A, dirBurada 4, Adomian polinomlarmin genel formu 1989

da Adomian tarafindan verilmigtir. Buna gore,
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d=1u
4 =3uly
4, = 3ugud + 3w, (4.3.6)

3 2
Ay = ) + 6ugu, + Sugu,

dur. (4.3.5) ve (4.3.6) denklemlerini (4.3.4) denkleminde yerine yazip n >0 igin,

uy = ulty )+ tu (6 )+ L7 ($(2)) 437)
= e, ~ L Rty Loy

elde edilir. 4,, ( 4.3.6) denklemi iizerinde olusturulan Adomian polinomlarni temsil
etmektedir. Buradag(¢) fonksiyonu ile baglangic sartlanndan u bileseni elde edilir. up

bileseni tizerinde tekrarlama bagintisi kullamlarak #, kalan bilesenleri ,bir onceki terim
yardimiyla herbir terim  n2>/ igin tam olarak tanimlanabilir. Bu terimler(4..3.7)
denkleminden

uy = ulty)+ tu (i) + L($())

d d
= (O, — L'Ruy — Lle(—
U g(dt)"o Uy (dt)AO
Y _ o .d
u, =L lg(l—d-;)ul —L'Ru - L IS(E)Al

a1 d ; a.,d
u, =L 13(2;)142 —L'Ru, - L 1.s(:{;),q2 (4.3.8)

seklinde yazilir. Boylece seri ¢oziimii timilyle elde edilir. Fakat birgok durumda gergek
¢oziimiin kapali formu da bulunabilir. Sayisal sonuglar igin yaklasim
u(t)=lim ¢, (4.3.9)

dir. Burada Adomian ayrigim metodu igin

n-1

b= Dot (4.3.10)
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kullamImaktadir. Daha iyi yaklasimlar #(z) nin ayrnisim seri ¢oziimiiniin fazla bilesenleri
kullamlarak elde edebilir. Bu metodun yakinsaklin onceki boliimlerde vermisti.
Stokastik durumda ¢(¢) fonksiyonu ya da baglangic sartlan stokastiktir. Buna ilaveten

a,f, y artan ya da azalan stokastik duruma sahip olabilirler. Bunlarin genel hali
a={a)+s
B=(B)+n
y=(r)+o

dirBurada &,7,7 tesadufi siireglerin sifir ortalamalandir. $imdi %(¥) nin ¢6zim formu

igin

Lu=¢(t)—a(%)u—ﬂu—7i 4, —s(%)u—nu—aif:,, :
n=0

n=0

3
seklinde yazilir. Burada Vanderpol denklemi i¢in lineer olmayan (%)u? terimi A4,

olarak ifade edilerek ,
up = ulty)+ tu' (i) + L7 (1)) »
g =~ (Lt — P — 1y — £ty ~ uty — oy
1 = e 0 o — ¥ T o — Ty >

d d
U = —a(:i';)”l — P —y4 —¢€ (E)ul -1 — o4, ,

d d
Uy = “a(E)uz — Puy — 4, — 5(&7)”2 —1uy — o4,

olarak yazilir. O halde stokastik seri , u{t)= Zu,,(z) elde edilir ki bu da istatistiki

n=0

olabilir(Adomian,1988).

4.3.2. Sayisal Sonuglar:

Bu kisimda aynsim metodu kullandlarak Vanderpol denkleminin yaklagtk ¢ozimi
agagidaki ornekle gosterildi.

2
dr* dt (4.3.11)



101

denklemini gozoniine alalim (Venkatarangan, Rajalakshmi,1989). Aynsgim metodu
kullanilarak

uy=c,
¢
ul = C——,
2!
N
u, =—cg(l-c )—,+ cz (4.3.12)
JER
u; = —ce*(1-c ) +203(1 4¢* )-5—'-0-6—'
g8
Uy =—C¢ i-c ) 5 +ce 2(1-32¢2 +29¢* ) +cg(69c —3)7+C_S—|
bulunur. Burada ilk beg terim yaklagimi
Ps = Uy +u +uy +1uy +uy (4.3.13)

olup , yaklagik ¢6ziim

AL
u=c{1—§!-+7‘:!——a+8'}+cs{—(l c)—+(c 8c) +(69c -3)— } ... (4.3.14)

dir. Tablo 4 de ¢=2.01 ve & = 0.1i¢in gergek ¢oziim ile ayrigim metodunun ¢6zimi
sayisal olarak karsilagtinildi.

t u(gercek)  u(Adomian)  u(Matlap) u(hata)
0.0 2.010000  2.010000 2.000000 0.000000E-00
0.015 2.009998  2.009998 2.000000 5.745399E-08
0.029 2.009992  2.009992 2.000000 5.342985E-08
0.155 1.996608  2.010691 1.986800 7.00403 E-05
0.173 1.978490  2.028974 1.969243 2.48813 E-05
Tablo 4.
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Sekil 1 de gorialdagi gibi aynsim serilerinin sadece ilk bes terimi kullamlarak  iyi bir
yaklasim elde edildigi agiktir. Aynsim serilerinin ilk bes teriminden sonra birkag1
yaklagik ¢ozime ilave edilen her terim igin yaklasimin daha hassas ve hatalarn ¢ok
kigik oldugu goriilebilir.

Ayngim metoduyla yapilan ¢ozimde, ¢6zimii olusturan ayrsim serilerinin terimleni
basitge hesaplanip bir seri formunda elde edilmektedir. Bu tip denklemler igin ayrisim
metodunun gok iyi oldugunu Tablo 4 deki sayisal sonuglar gostermektedir. Baz: bilinen
teknikler ile bu metod karsilastinldiginda bu yeni yaklagimin daba kolay ve yiuksek
derecede hassas oldugu gorulmektedir.
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5. BOLUM

COK -BOYUTLU KiSMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN AYRISIM
METODU ILE COZUMU

5.1. 3 -Boyutlu Helmholtz Denkleminin Coziimii:

aZu azu 62
+

PRRPY az+ﬂ,u F(x,y,z), 0<x<1, 0Sy<27,0<z<z/2 (5.1.1)

seklinde verilen ii¢ boyutlu Helmholtz denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin simr

deger sartlan
u(0,y,z)=a(y,z)=a, aekR
u(Ly,z)=pB(y,z2)=b, beR (5.12)
olarak tammlansin
2 2 2
L, =ai—2 L, =%veLz =—§Z—2

olmak iizere ( 5.1.1) denkleminin operator formu
[ L,+L,+L]u+tAu=F(xy,2)

dir. Buradan
Lu= F(x,y,z)—Au—| L,+L, ]u
L= F(x,y,z2)-Au—[ L, +L, Ju
Lu= F(x,y,z)-Au—| L.+L, Ju

ifadeleri operator denklemleridir. Bu operator denklemlerin herbirinin tersi

= [fousas 1,
00

Odvdy L, = [{()dzdz

O'—-—.‘e:
Oty
(=3 L]
o'—‘—gN

dir. Herbirine ayr1 ayn invers operatorii uygulanirsa

u=ck(y,z)+ck(y,z)x+ Lx"lF (x,y.2)— Lx"I/‘Lu - Lx'l[ L,+L, ]u
u = cky(x,2) + cikey (x,2)y + Ly'lF (x,,2)— Ly_lﬂu - Ly"l[ L.+L |«

u = cos(x, ) + ek (6, y)z + L, F(t,p,2) = L, Au—L,7[ L+ L, Ju
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elde edilir. Buradan herbir denklem igin u, tammlamrsa

Uy = e (y,2) + Cky (1, 2)x + L, F(x,9,2) (5.1.3)
Uy = sk (x,2) + Cyky (x,2)y + L, F(x,,2) (5.14)
Uy = Csks(x,¥) + Coke(x,3)z + L, F(,,2) (5.15)

yazilir. n>0 igin diger bilesenler
Upyy =L, A, — L L+ L, Ju,
Upy = ~L, Ay =L, Lo+ L, T, (5.1.6)

Upy ==L, A, — L[ L, + L, Ju,

seklinde elde edilir. Aynigim metodu herbiri igin bu denklemlere uygulamrsa

O = iu,.(x,y,Z) (5.1.7)

=0
yaklagimu elde edilir. (5.1.3), (5.1.4) ve (5.1.5),esitliklerinin hesaplamalan yapilirken x
ekseni tzerindeki sinir sartlan ¢k, ve ¢k, , y ekseni iizerindeki sinir sartlar c;k; ve
¢k, , z ekseni izerindeki sinir sartlanicsks ve cgks olup, bu 6zel sartlar bilinmeyen
fonksiyonlar olarak ifade edilirler. Boylece 0<x<1, 0<y<27,0<z< /2
araliklant iizerinde (5.1.1) denkleminin tanimlandifim kabul edelim. Burada x ekseni
tizerindeki siir sartlan  #(0,y,z) =a(y,z) ve u(l,y,z)= B(y,z) seklinde almp
(5.1.3) denklemine uygulamrsa, ¢ = %, yaklagimindan
ak(y,z) =a(y,z)
ek (y,2) = B(y,2)—a(y,2) -1 ) (5.1.8)
elde edilir. Benzer sekilde y ekseni iizerindeki siur sartlan u(x,0,z) =y(x,z) ve
u(x,1,z) = a(x,z) seklinde alimip (5.i.4) denklemine uygulanirsa @, = 1, yaklasiminda
ks (x,2) = y(x,2)
ciky(x,2) = a(x,2)—y(y,2z) -1 (5.1.9)
elde edilir. Bu islem z ckseni fizerindeki simr sartlanna uygulamrsa (5.1.5)

denkleminde y; = u,yaklagimindan
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Csks(x,y) = o(x,y)
ceks(x,y) = r(x,2)—0(y,2) -1 (5.1.10)
bulunur. (5.1.8), (5.1.9) ve (5.1.10) degerleri siras ile (5.1.3) (5.1.4) (5.1.5) de yerine
yazilirsa
uy = a(y,2)+ x[B(y.2) - a(y,2) -1 [+ L, F(x,3.2)
uy = y(x,2)+ Ya(x,2) - y(x,2) -1 [+ L, F(x,3,2)

uy = o(x, )+ 2y (x, ) - o(x, ) -1 [+ L' F(x,3,2)
elde edilir. (5.1.6) dan bilesenler benzer sekilde elde edilir (Adomian,1988).

Ornek 5.1.1.

2 A2 A2
‘;lz‘ Zy‘;.,.gZ_2u=(12x2—-4x4)sinycosz, 0<x<l, 0<y<27,0<z<7z/2
¥ z

seklinde verilen ii¢ boyutlu Helmholtz denklemini gézoniine alalim. Bu denklemin simir
deger sartlan

u(0,y,z)=a(y,z)=0

u(l,y,z) = p(y,2) =0
olarak tanimlansin. Verilen denklemin ¢bziimii i¢in ayrigim metodu kullanilirsa (5.1.3)

deki up ’bilegeni

Uy = ok (3,2) + cky (1,2)x+ L F(x,,2)
uy =u(0,y,2) +[ u(l,y,z)-u(0,y,2z)-1 ])_c&+”((12x2 —4x*)sin y cosz))dxdx
00
Uy =0+[1-0-1 Je+(x* —%xﬁ)siny cosz
s 2 6.
Uy =(x —Ex )siny cosz

seklinde bulunur. Benzer sekilde diger bilesenler (5.1.6) dan,
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u, =L“‘2uO—L (L, + L,)u

_2jj[(x -= 6)smycosz]dxdx jj[——(x x6)sinycosz)]dxdx

—jj[ (x - x6)sinycosz)]dxdx

—(Lx —ix )sin cosz+(—x ——4-x )sin y cosz
15" “ga0 Y ga0” Y
= 3xs— 8 x®)sin y cosz
15 840
2 & |\ -
=—x" ———x)siny cosz
5* 105" S

Uy = Lx"12ul — L (L, + L, )u

= 2?3{[(12—53;6 x $)sin y cos zldxdx — J'I[ayz 125 6 _ 15x8)siny cos z |dxdx
_“‘[ P 05" #)sin y cos z]dxdx
= ( 4 x5 - x'%)sin y cosz +( x> - x'%)sin y cosz
7.8.15 9.10.105 7.8.15 9.10.105
+(7 8215 X g Totos” iny 0osz
4 .
= (Iag —-§A-5—6x1°)smy cosz

* 4 :
=2 x'° dedlx — x° "Ysin y cos z]dxdx
j J[(105 9450 *")siny cosz] J J ¢ ‘105 oaso” Sy o8z

4 .
- oS z |dxdx
j j [622 105 " ~Gasg” )siny cosz]

=( 2 X9 - 8 x'2)sin y cosz +( 2 X0 - x'2)sin y cosz
9450 11.12.9450 9450 11.12.9450
=( 4 go__ 16 x?)siny cosz

= 9450" T 11.12.9450

bulunur. Boylece u(x,y,z) olusturan bilegenler o




107

u(x,y,z) = uy +u +Uy+uyfuy +.

g 22° 25 L £ 4

4x° 16x" 16x"

u(x,y,z) = = 4
S TR

seklinde yazilir. (5.1.1) denkleminin ¢oziimii

u(x,y,z) = x* sin ycos z

- - - +
105 105 9450 9450 11.12.9450 11.12.9450

sin ycosz

olarak bulunur. u(x,y,z)= x"sin ycosz goziiminde x =1 alindiginda seri géziim

fonksiyonunun grafigi sekil 2. deki gibi elde edilir.

i

Sekil 2.




108

Ornek 5.1.2

Sonlu farklar metodu ile Ayrisim metodunun sayisal kargilagtirmasi i¢in

2 2
Z_’;Jr_‘;%;_u:o (5.1.11)
seklinde verilen iki boyutlu Helmholtz denklemini gozénine alalim .Bu denklemin
baslangic sartlar
u(0,y)=y , u, = y+sinhy (5.1.12)
olarak tammlansin (Evans; Ahmad,1986). Bu denklemi ¢ozimii ig¢in (5.1.3) deki uo
bileseni
_ <1
uy =u(0,y)+u (0,y)+ L, f(x.y) (5.1.13)

uy = y +xy+ xsinh(y) = (1+ x)y + xsinh(y)
bulunur. Burada diger kalan bilesenler uy, up, us,..geklindedir. (5.1.6) nin kullamImasi

ile diger bilegenler;

u: - l;xAluo = LrLyuO

2% 2
II{(I + x)y + xsinh y]dxdx - J-J[;;——(l + x)y + xsinh y|dxdx
00

3

— —_—
2 3

T
o 3 X

Z 3 3 3

X X X

4+ |+—sinh ——smh
y[z 3,] ry=3 (»)

4 5

g
wy =1 "u, -Lx'lLy.’,4r2 = y[‘é—ﬁ-%)

8 L
g = By L, Bty = ){%+;—1] ' (5.1.14)

seklinde hesaplanir. Béylece u(x,y) nin yaklagik ¢6zimii :
U(X,y) =y +uy +uy + U+, +... (5.1.15)

dir. (5.1.14) degerleri (5.1.15) de yerine yazilirsa,
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20 3 4
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7
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5t o 7

elde edilir. Buradan u(x, y) fonksiyonunun ¢6ziimi :

u(x,y) = yexp(x)+ xsinh y

8 9

& 3 :
+—+—+---}+xsmhy

g 9

bulunur. Omek 5.1.2 nin sayisal karsilagtirmast yapilarak; sonlu farklar metodu igin

hata sonuclari Tablo 5 de, ayrisim metodu igin hata sonuglari Tablo 6 da verilmistir.

X 10|

0.2

0.3

0.4 0.5

0.1 0.419443E-02

0.907232 E-02

0.2 0.881512E-02 0.184497 E-01

0.3 0.134029E-01

0.272575 E-01

0.4 0.171185E-01 0.341340 E-01
0.5 0.193252E-01 0.376712 E-01

0.142016E-01
0.280724E-01
0.404516E-01
0.495067E-01

0.186483E-01 0.213323E-01
0.360411E-01 0.405275E-01
0.507945E-01 0.561697E-01
0.610606E-01 0.665037E-01

0.536575E-01 0.651385E-01 0.700204E-01

Tablo 5. Sonlu farklar metodundaki mutlak(tam) hata sonuglari

X 0.1

0.2

0.3

0.4 0.5

0.1 0.170917E-04
0.2 0.140267E-03
0.3 0.145877E-03
0.4 0.118156E-02
0.5 0.236979E-02

0.341833 E-04
0.280533 E-03
0.971549 E-03
0.236373 E-02
0.473957 E-02

0.512750E-04
0.420800E-03
0.145732E-03
0.354559E-02
0.710936E-02

0.683667E-04 0.854583E-04
0.561066E-03 0.701333E-03
0.194310E-03 0.242887E-03
0.472746E-02 0.590932E-02
0.949715E-02 0.118489E-02

Tablo 6. Ayrisim metodundaki mutlak hata sonuglan.

Aynsim metodunun yanlizca ilk yedi-terimi kullamlarak denklemin gergek ¢oziimiine
gok yakin bir yaklagim elde edildi. Sayisal sonuglarla ayngim metodunu ik yedi-
terimine yapilacak her ilave terimle hatalanin daha kigik sekilde elde edilebilecegi
goriilebilir (Kaya ve Bulut,1999).

' {

Y -
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