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ÖZET 

 

           Bu çalışma beş bölümden oluşmuştur. 

           Birinci bölümde,  bazı temel tanımlar verildi. 

           İkinci bölümde, Homotopi Pertürbasyon Metodu,  Adomian Ayrışım Metodu ve 

Varyasyonel iterasyon metodunun temel yapısı verildi.  

            Üçüncü Bölümde, Homotopi Pertürbasyon,  Adomian Ayrışım ve Varyasyonel 

iterasyon metotları; başlangıç koşulları ile verilen lineer veya lineer olmayan diferensiyel 

denklemlerden Klein-Gordon, Burgers’ ve KdV  denklemlerinin yaklaşık çözümlerini elde 

etmek için uygulanıldı. Her bir denklem için elde edilen yaklaşık çözümler ile tam 

çözümlerin sayısal veri tabloları, iki boyutlu ve üç boyutlu grafikleri çizilerek grafiklerin 

irdelenmesi yapıldı.   

             Dördüncü bölümde, elde edilen verilerin bir tartışması yapıldı. 

             Beşinci bölümde, bu çalışmada elde edilen sonuçlara bağlı kalarak Homotopi 

Pertürbasyon Metodu,  Adomian ayrışım Metodu ve Varyasyonel iterasyon metodu bazı 

lineer veya  lineer olmayan diferensiyel denklemlere uygulanarak çözüm serisinin 

terimlerinin karşılaştırılması yapıldı. 

 

Anahtar Kelimeler: Adomian Ayrışım Metodu, Homotopi  Pertürbasyon Metodu,     

                                  Varyasyonel İterasyon Metodu, Klein-Gordon  

                                  Denklemi, Burgers’ Denklemi, KdV Denklemi, 
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SUMMARY 

 

The Numerical Solutions of  Nonlinear Partial Diferantial Equations by Using 

Variational Iteration Method 

 

This study is constructed five chapters. 

In chapter one, some fundamental definitions are given. 

In chapter two, the primary structures of  Homotopy Perturbation Method,   

Adomian Decomposition Method and Variational Iteration Method are given.  

            In chapter three, Homotopy Perturbation Method, Adomian Decomposition Method 

and Variational Iteration Method is applied to find approximate solutions of linear or 

nonlinear differential equations which have initial conditions such as Klein-Gordon, 

Burgers’ and KdV equations. We drawn graphics (2D and 3D) and constructed tables of 

approximate solutions and exact solution which are obtained for every equations.  

             In chapter four, it is made a conversation of obtained datebases.         

             In chapter five, it has made a comparison of solution series of the obtained by 

applying Homotopy Perturbation Method, Adomian Decomposition Method and 

Variational Iteration Method to some linear or nonlinear differential equations by 

depending on obtained solutions. 

 

Key words: Homotopy Perturbation Method, Adomian Decomposition Method, Vari- 

                    ational Iteration Method,   Klein-Gordon Equation, Burgers Equation, KdV   

                    Equation, 
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1. GİRİŞ 

            İçinde  bulunduğumuz dünyada hayatını idame ettiren bütün canlılar birbirleri ile 

ve yaşadıkları doğa ile bir etkileşim içindedirler. Bu etkileşim sonucu ortaya çıkan 

hareketlenme ve bunun sonucunda oluşan fiziksel olayların tesadüfi olmadığı aksine 

dünyamızdaki her olayın matematiksel bir anlamının olduğunu bilmekteyiz.  Uygulamalı 

alanında  çalışan bilim adamları hayatımızı etkileyen fiziksel olayların matematiksel 

modellemesi üzerine çalışarak modelleme alanında büyük ilerlemeler sağlamışlardır. 

Modelleme üzerine çalışan bilim adamları doğadaki bir çok  fiziksel olayı diferensiyel 

denklemler ile açıklamışlardır [1,4,32] . Örneğin  depremlerden sonra meydana gelebilecek 

Tsunami de oluşacak büyük dalgaların ne zaman ve nereye kadar ulaşabileceği bilim 

adamları tarafından hesaplanabilmektedir. Bu tür hesaplamalar yapılırken o olayın 

matematiksel modellemesine karşılık gelen diferensiyel denklemin çözüm 

fonksiyonlarından faydalanılmaktadır. Bu nedenle diferensiyel denklemlerin çözüm 

fonksiyonları hakkında bilgi edinmek için pek çok analitik yöntem geliştirilmiştir. Çünkü 

bir diferensiyel denklemin analitik çözümünün bilinmesi modellemesi yapılan olayın 

fiziksel özellikleri hakkında pek çok bilgi sağlar. Ancak bütün diferensiyel denklemlerin 

analitik çözümlerine analitik yöntemler kullanılarak ulaşılamayabilir. Bu durumda 

incelenen problemin bir başlangıç şartından faydalanılarak problemin sayısal olarak 

incelemesi yapılabilir. Bu tür çalışmalar için literatürde pek çok sayısal yöntemler vardır.  

Bu tür yöntemlerde  incelenen problemin çözümü seri formunda aranır ve bir başlangıç 

şartından hareketle serinin diğer terimleri hesaplanır. Bu hesaplamalar sonucunda elde 

edilen serinin terimlerinin toplanmasıyla bazen bir fonksiyonun Taylor seri açılımına 

ulaşılabilinir.  Bu durumda incelenen problemin analitik çözümü elde edilebilir. Ancak bu 

durum her zaman mümkün olmayabilir. Aksi durumlarda serinin birkaç terimi 

hesaplanarak elde edilen çözüm fonksiyonunun analitik çözüme yakınsaması incelenir.  

  

 Günümüzde yüksek performanslı bilgisayarlar ile Mathematica , Maple, Matlab vs. 

gibi bazı hesaplama yazılımlarına sahip olmamıza ve literatürde var olan pek çok analitik 

metotlara rağmen lineer olmayan diferensiyel denklemlerin analitik çözümleri her zaman 

elde edilmeyebilinir. Bu durumda incelenen diferensiyel denklemin sayısal analizi yapılır. 

Bunun için literatürde var olan ve yarı analitik metotlar olarakta adlandırılan Adomian 

Ayrışım Metodu [2], Varyasyonel İterasyon Metodu [9], Homotopi Pertürbasyon 

 

 



 

 Metodu [9], gibi bazı metotlar geliştirilmiştir. Bilindiği gibi bu tür yarı analitik metotlar 

1980 li yıllarda ortaya çıkmakla birlikte temelde seri çözümlerine dayanırlar. Çözümlerin 

seri şeklinde olması ve bazı durumlarda çözümlerin kapalı formlarının elde edilebilmesi bu 

türden metotların  uygulama sahasında çalışan bilim adamlarının ilgisini çekmekte ve 

literatürde geniş bir yer tutmasına sebep olmaktadır.  

Bu  metotlardan ADM, Adomian tarafından 1980’li yıllarda sunulmuştur. Lineer ve 

lineer olmayan diferensiyel denklemlerin çözümlerini elde etmek için kullanılan ayrışım 

yöntemi, uygulamada başlangıç ve sınır değer problemlerinin matematiksel modelleri olan 

uzay ve zamana göre bir boyutlu veya çok boyutlu denklemlerin sayısal çözümlerini 

bulmada kullanılmaktadır [21,22]. 

Ayrıca 1980 yılında He tarafından HPM ve VIM literatüre kazandırılmıştır 

[9,14,15,17,18]. Bu metotlar bilim adamları tarafından pek çok lineer ve lineer olmayan 

diferensiyel denklemlere uygulanmıştır [4,5,6,26,27].  

Bu çalışmada yukarıda bahsedilen yarı analitik metotlardan ADM, HPM ve VIM’ 

nun genel bir sunumu yapılarak bu metotların Burgers’ [1,3,25,27], Klein-Gordon [20], 

KdV  [1,32] denklemlerine uygulamaları verilmiştir. Bu uygulamalar sonucunda elde 

edilen sayısal sonuçların iki ve üç boyutlu grafikleri ve ayrıca sayısal veri tabloları 

verilerek analitik çözüme olan yakınsamaları irdelenmiştir.  

  

 1.1 Temel tanımlar 

      Tanım 1.1.1.  Homotopi kavramı, 1895 yılında Jules Henri Poincaré [33] tarafından  

tanıtılmıştır.  

f  ve g  bir X  topolojik uzayından Y topolojik uzayına sürekli dönüşümler olsun. 

[ ]1,0=I  � ’nin kapalı bir alt kümesi olmak üzere; Xx∈∀  için  

( ) ( )xfxH =0,  ve ( ) ( )xgxH =1,   

eşitliklerini sağlayan sürekli bir YIXH →×:  fonksiyonu varsa f , g ’ ye homotopiktir 

denir. H  dönüşümüne f  ve g  arasında bir homotopi denir ve H , f  ve g  arasında bir 

homotopi olduğunda, gfH ≅:  ile gösterilir.  

 

Tanım 1.1.2.  X  ve Y  iki uzay ve { }0 1I t t≤ ≤ aralığında tanımlı olsun. Eğer 

: X I Yφ × → sürekli bir dönüşümü x X∀ ∈  için ( ) ( ),0x f xφ =  ve ( ) ( ),1x g xφ = oluyor  

 

2 



 

ise , :f g X Y→  dönüşümlerine homotopiktirler denir ve f g�  ile gösterilir. : f gφ �  

ise φ , f ’ den g ’ye bir homotopi kurar şeklinde ifade edilir. 

 

Tanım 1.1.3. Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun muhtelif mertebeden  

türevlerini içeren matematiksel denklemlere diferensiyel denklemler denir.  Bir denklemde 

belirli bir değişkene göre türev alınıyorsa, o değişkene bağımsız değişken, denklemde 

türevi alınan değişkene ise bağımlı değişken denir 

Bir tek bağımsız değişken içeren diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem 

denir ve n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem genel olarak; 

( )( )' '', , , , , 0nF x y y y y =L , 

şeklinde gösterilir. İki veya daha fazla bağımsız değişken ihtiva eden diferensiyel denkleme 

kısmi diferensiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kısmi diferensiyel denklem 

2 2 2 2

2 2 2, , , , , , , , , , , , 0
n

n

u u u u u u u u
F x y t u

x y t x x y y t x
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
L     

şeklinde yazılır.  

Tanım 1.1.4.  Bir diferensiyel denklem,   lineer ve lineer olmayan olmak üzere iki 

şekilde sınıflandırılır. Eğer bir diferensiyel denklemde bağımlı değişken ve türevlerinin 

katsayıları bağımsız değişken ihtiva ediyorsa, bu diferensiyel denkleme lineer diferensiyel 

denklem denir. Eğer  bir diferensiyel denklem de bağımlı değişken kendisi veya türevleri 

ile çarpım yada bölüm durumunda ise veya bağımlı değişken üstel, trigonometrik, yada 

logaritmik olarak bulunuyor ise veya bağımlı değişkenin herhangi bir türevinin derecesi iki 

ve ikiden büyük ise, bu tür diferensiyel denklemlere lineer olmayan  diferensiyel denklem 

denir. 

Tanım 1.1.5.  Bir değişkenin skaler bir fonksiyonu için Adomian polinomu 

aşağıdaki şekilde verilir. f  fonksiyonu n  defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu 

taktirde Adomian polinomları  

 

  
0

1
n i

i

A f U
n

∞

=

 
=  

 
∑  

formülü ile tanımlanır [2]. 
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Tanım 1.1.6.  , ,A B C  birer sabit sayı olmak üzere, x  ve y   serileri arasında kesin 

türden olan çeşitli fonksiyonel ilişkilere deterministik ilişki denir. Örneğin; 

                       y Ax B= +  (Doğrusal İlişki) 

                 ( )log logy Ax B= +  (Tam Logaritmik  İlişki) 

ifadeleri birer deterministik ilişkilerdir. Bunlardan başka daha pek çok deterministik ilişki 

tipleri yazılabilir. Örneğin; bir gazın hacmi ile basıncı arasındaki ters yönlü ilişki, elektrik 

akımı ile direnç arasındaki ters yönlü ilişkiler birer deterministik ilişkidir [19]. 

 

Tanım 1.1.7. xE  ve yE  iki lineer uzay olsun. Tanım kümesi xE ’ de, değer kümesi 

yE ’ de bulunan y Ax=  eşitliği ile verilen A operatörünü ele alalım. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa verilen bu A  operatörüne lineer operatör denir [23]. 

 
( )
( )

1)

2)

L A x y Ax Ay

L A x Axλ λ

+ = +

=
 

Tanım 1.1.8. Bir fonksiyonel   

( ) ( )
1

0

, , , ,
t

t

J x y x x y y dt′ ′= Φ∫                                             (1.1.8.1) 

olup sınır şartı 

( ), , 0f x y t =                                                                   (1.1.8.2) 

olacak şekilde göz önüne alalım. (1.1.8.1) denkleminin  varyasyonu  hesaplanırsa  

( )
1 1

0 0

, 0
t t

t t

J x y dt x x y y dt
x x y y

δ δ δ δ δ δ
 ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ′ ′= Φ = + + + = ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫                 (1.1.8.3) 

elde ederiz. Burada  (1.1.8.2) denklemi x   ve y ’ ye bağlı olmak üzere f ’ nin varyasyonu 

            0=
∂
∂

+
∂
∂

y
y
f

x
x
f

f δδδ                      (1.1.8.4) 

bulunur.   (1.1.8.3)’ ü  λ ile çarpıp, t ’ ye göre integre edersek, 
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1

0

0
t

t

f f
x y dt

x y
λ δ δ
 ∂ ∂

+ = 
∂ ∂ 

∫                    (1.1.8.5) 

elde edilir. Burada λ sıfırdan farklı keyfi sabittir ve λ,  t ’nin bir fonksiyonu olarak ta 

seçilebilir. Dolayısıyla (1.1.8.4) denklemini (1.1.8.5)’e ekleyerek, 

1

0

' 0
'

t

t

f f
x x y y dt

x x x y y y
λ δ δ λ δ δ

  ∂Φ ∂ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ  ′+ + + + + =    ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
∫                           (1.1.8.6) 

bulunur. Parçaları birleştirerek bu ifadelerin integrali alınırsa ve rastgele seçilmiş δx ve 

δy’yi göz önüne aldığımızda, 

,0=
∂
∂

+







′∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

x
f

xdt
d

x
λ                    (1.1.8.7) 

,0=
∂
∂

+








′∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

y
f

ydt
d

y
λ                    (1.1.8.8) 

yazılır. Bu iki eşitlik aynı zamanda Lagrange çarpanı metodu yardımıyla da bulunabilir. 

Buradan  (1.1.8.7) ve (1.1.8.8) denklemleri  

           ( ) ( )
1

0

, , ,
t

t

J x y f dtλ λ= Φ +∫                       (1.1.8.9) 

biçiminde çoğaltılmış bir fonksiyonelin oluşturulmasını gerektiren Lagrange Çarpanı 

yöntemi yardımıyla da elde edilebilir. Burada λ Lagrange çarpanıdır. Varyasyonun 

prosedürün de, (1.1.8.9)’daki λ, x ve y gibi bir bağımsız değişken olarak alınmalıdır. 
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2. MATERYAL VE METOD      

2.1. Varyasyonel İterasyon Metodu (VIM) 

 

Varyasyonel iterasyon yöntemi [1,7,8,9,10,11,12,25] analitik çözüme hızlı bir 

şekilde yakınsayan lineer olmayan problemlerin geniş bir sınıfını kolay ve etkili bir şekilde 

çözmek için verilmiştir. Kaynak [8]’de yöntem kesirli türevlere sahip lineer ve lineer 

olmayan diferansiyel denklemlere uygulanmıştır.  

Kaynak [7]’de varyasyonel iterasyon yöntemiyle Adomian ayrışım metodu arasında 

yararlı olabilecek bir karşılaştırma yapılmıştır. Bu metodun temel yapısını gösterebilmek 

için, L lineer operatör, N lineer olmayan operatör ve g(t) verilmiş sürekli bir fonksiyon 

olmak üzere aşağıdaki genel lineer olmayan sistemi göz önüne alalım.   

                ( ) ( ) ( ) ,Lu t Nu t g t+ =                                     (2.1.1) 

yöntemin temel özelliği (2.1.2) sistemi için bir doğrulama fonksiyoneli kurmaktır, o halde 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
0

t

n n n nu t u t Lu s Nu s g s dsλ+ = + + −∫
( ,                 (2.1.2) 

dir. Burada λ, varyasyonel teoride en uygun şekilde belirlenebilen genel bir Lagrange 

çarpanıdır. Lineer problemler için bu problemin gerçek çözümleri, Lagrange çarpanının 

tam olarak belirlenebildiği gerçeğinden dolayı sadece bir iterasyon ile  elde edilebilir. 

Örneğin;  

                ( ) ( ) ( )' , 0u a t u b t u c+ = =                                        (2.1.3) 

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini göz önüne alalım. Bu denklemin 

düzeltme fonksiyonelleri  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

t
n

n n n

du
u t u t a s u s b s ds

ds
λ+
 = + + − 
 ∫                     (2.1.4) 
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biçimindedir. Düzeltme fonksiyonelini nu ’e göre sabit alınır ve 0nuδ =  olduğu kabul 

edilirse 

             

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
0

0

0

t
n

n n n

t

n n s t n

du
u t u t a s u s b s ds

ds

u t u s a s u s ds
s

δ δ δ λ

λδ λδ λ δ

+

=

 = + + − 
 

∂ = + + − + = 
∂ 

∫

∫
                (2.1.5) 

yazılır. Böylece Euler-Lagrange denklemi 

                            
( ) ( ) ( )

,
, 0

t s
a s t s

s

λ
λ

∂
− + =

∂
,                     (2.1.6) 

olup doğal sınır koşullarını  

1+λ(t,s) = 0                         (2.1.7) 

olarak hesaplanır. Böylece Lagrange çarpanını  

( ) ( ) ( )
0 0

, exp
s t

t s a d a dλ ξ ξ ξ ξ
 

= − − 
 
∫ ∫                       (2.1.8) 

biçiminde elde edilir. Belirlenen Lagrange çarpanını (2.1.2) de yerine yazarak, aşağıdaki 

iterasyon formülü  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0

exp
s

t s t
n

n n n

u
u t u t a d a d a s u s b s dsξ ξ ξ ξ+

  ∂ = − − + −  
∂  

∫ ∫ ∫    (2.1.9) 

şeklinde yazılır. Eğer ( )0
0

exp
t

u c a dξ ξ
 

= − 
 
∫ , homojen 

          ( ) 0u a t u′ + =  

 denkleminin 0u c=  başlangıç koşuluna sahip çözümü ise, bu denklemin tam çözümü  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0 0

exp exp
t t t t

u t c a d b s a d a d dsξ ξ ξ ξ ξ ξ
   

= − − −   
   
∫ ∫ ∫ ∫  

          ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

exp exp exp
t t t t

c a d a s ds b s a d dsξ ξ ξ ξ
     

= − +     
     
∫ ∫ ∫ ∫                    (2.1.10) 

olarak yazılır.  

Bu çözümden bütün özellikler kolayca  (2.1.10) dan elde edilebilir. Şimdi de, sınırlı sürekli 

lineer  oskilatör denklemini ele alalım: 

( ) ( ) ( )'' 2u t u t f tω+ =                       (2.1.11) 

Bu denklemin düzeltme fonksiyoneli  

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1

0

t

n n n nu t u t u s u s f s dsλ ω+ ′′= + + −∫                   (2.1.12) 

biçiminde yazılabilir. ( )0 0nuδ =  olduğu göz önüne alınarak nu  in varyasyonu 

hesaplanırsa  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1

0

t

n n n nu t u t u s u s f s dsδ δ δ λ ω+ ′′= + + −∫               

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

0

t

n n s t n s t nu t s u s u s s u s ds
s s
λ λ

δ λ δ δ ω λ δ= =

 ∂ ∂′= + − + + 
∂ ∂ 

∫                                       

                       

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

2
2

0

1

0,

n s t n s t

t

n

u s s u s
s

s u s ds
s

λ δ λ δ

λ ω λ δ

= =

∂  ′= − + ∂ 

 ∂
+ + = 

∂ 
∫

                                               (2.1.13) 

elde edilir.  Buradan, aşağıdaki sabit koşullar   

 
( ) ( )

2
2

2

,
, 0

t s
t s

s
λ

ω λ
∂

+ =
∂

,                     (2.1.14) 
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( ),
1 0,

t s

t s
s

λ

=

∂
− =

∂
                      (2.1.15) 

( ), 0t st sλ = = ,           (2.1.16) 

elde edilir.  

Böylece,  Lagrange çarpanı ise aşağıdaki şekilde  

( )1
sin s tλ ω

ω
= −                       (2.1.17) 

şeklinde yazılır. Sonuç olarak, aşağıdaki iterasyon formülü 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1

0

1
sin

t

n n n nu t u t s t u s u s f s dsω ω
ω+ ′′= + − + −∫                 (2.1.18) 

yazılır. Eğer başlangıç tahmini uygun 1c  ve 2c  sabitleriyle         

            ( ) ( ) ( )0 1 2cos sinu t c wt c wt= +   

tamamlayıcı çözümünü kullanırsak, (2.1.18) iterasyon formülünden, (2.1.11)’in genel 

çözümü olan  

           ( ) ( ) ( )1 1 2
0

1
cos sin sin

t

u t C t C t f s s t dsω ω ω
ω

= + − −∫                  (2.1.19) 

elde edilir. Bununla birlikte eğer düzeltme fonksiyoneline sınırlı varyasyon uygulayacak 

olursak tam çözüm sadece ardışık iterasyonlarla elde edilebilir. Denklem (2.1.11)’ in 

homojen olduğunu kabul edersek 

           ( ) ( )2 0,u t u tω′′ + =                       (2.1.20) 

olup düzeltme fonksiyonelini yeniden yazarsak 

               ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1

0

t

n n n nu t u t u s u s dsλ ω+ ′′= + +∫ %                    (2.1.21) 
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olur. Burada nu(  kısıtlanmış bir varyasyon olarak kabul edilir. Yani 0nuδ =( dır. Bu şart 

altında, yukarıdaki düzeltme fonksiyonelinin (2.1.21) sabit koşulları aşağıdaki şekilde ifade 

edilebilir. 

                  
( )2

2

,
0

t s
s

λ∂
=

∂
,                                     (2.1.22) 

                 
( ),

1 0t s

t s

s

λ
=

∂
− =

∂
,                                        (2.1.23) 

                 ( ), 0t st sλ = = ,                    (2.1.24) 

Dolayısıyla, Lagrange çarpanı aşağıdaki gibi  

                 λ = s – t,                     (2.1.25) 

kolayca bulunabilir. Lagrange çarpanının yerine konulmasıyla iterasyon formülü  

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1

0

t

n n n nu t u t s t u s u s dsω+ ′′= + − +∫                 (2.1.26) 

olur.    

( )0 1u =  ve  ( )' 0 1u =  başlangıç koşulları ve ( ) ( )0 0 0 1u u= =  başlangıç tahmini ile 

başlarsak, yukarıdaki iterasyon formülünden (2.1.26) aşağıdaki yaklaşık çözümler elde 

ederiz. 

( ) 2 2
1

1
1

2!
u t tω= − ,                    (2.1.27) 

            ( ) 2 2 4 4
2

1 1
1

2! 4!
u t t tω ω= − +

M

,                   (2.1.28)   

             ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 1

1 1
2! 2 !

n n n
nu t t t

n
ω ω= − + −L                  (2.1.29) 

Buradan   
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( ) ( )lim cosnn
u t wt

→∞
=   

çözümü elde edilir ki bu çözüm problemin gerçek çözümüdür. Yukarıdaki çözüm 

metodundan  çözümler, Lagrange çarpanının yaklaşık tanımlaması ile bağlantılı olarak 

yavaş bir şekilde gerçek çözüme yaklaşır. Gerçekte denklem (2.1.15)’in, denklem 

(2.1.18)’in birinci mertebeden tahmini olduğunu aşağıdaki bağıntıdan görebiliriz.  

                ( ) ( )321 1
sin ,

3!
s t s t s tλ ω ω

ω
= − ≈ − − −                  (2.1.30) 

Lineer olmayan problemler için Lagrange çarpanını basit bir şekilde elde edebilmek 

açısından, lineer olmayan terimler kısıtlanmış varyasyonlar olarak düşünülebilir. 

Bu iterasyon formülü  

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }32 2
1 n

0

1
 u

3!

t

n n nu t u t s t s t s u s dsω ω+
  ′′= + − − − + 
 ∫                 (2.1.31) 

biçiminde yazılabilir. 

Aynı zamanda ( )0 0 1u =  gibi bir başlangıç tahmini ile başlarsak   

             ( ) 2 2 4 4
1

1 1
1 ,

2! 4!
u t t tω ω= − +                    (2.1.32) 

             ( ) 2 2 4 4 6 6 8 8
2

1 1 1 1
1

2! 4! 6! 8!
u t t t t tω ω ω ω= − + − + ,                (2.1.33) 

elde ederiz.  

Böylece, (2.1.31)’den elde edilen yaklaşık çözümler, (2.1.26) iterasyon formülünden elde 

edilenlerden daha hızlı bir şekilde gerçek çözüme yaklaştığı açıkça görülebilir.  Şimdi de 

aşağıdaki lineer olmayan denklemi göz önüne alalım 

                   ( ) ( ) ( ) ( )' , 0u a t u b t N u u c+ = + =                   (2.1.34) 

Burada N, u ’nun lineer olmayan bir fonksiyonudur. Yukarıdaki sistemi göz önüne alırsak 
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                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

t
n

n n n n

du
u t u t a s u s b s N u ds

ds
λ+
 = + + − − 
 ∫ %                 (2.1.35) 

yazabiliriz. Burada nu(  kısıtlanmış varyasyondur ve 0nuδ =(  dır. 

Yukarıda belirtilen yollardan ilerleyerek, aşağıdaki iterasyon formülasyonunu  

       ( ) ( )1n nu t u t+ =  

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d
exp  

ds

t t t
n

n n

u
a d a d a s u s b s N u dsξ ξ ξ ξ

   − − + − −   
  

∫ ∫ ∫     (2.1.36) 

elde ederiz. Aşağıdaki ikinci mertebeden lineer olmayan denklemi göz önüne alırsak, 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20,    0 ,    0u a t u b t u N u u c u c′′ ′ ′+ + + = = =                  (2.1.37) 

bu denklemin düzeltme fonksiyoneli  

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1
0

t

n n n n n nu t u t u s a s u s b s u s N u s dsλ+ ′′ ′= + + + +∫ %                (2.1.38) 

şeklinde yazılır. Yukarıdaki fonksiyoneli nu ’e göre sabitleyerek, ( )0 0nuδ = olduğuna 

dikkat edersek 

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
0

2

2
0

0

t

n n n n n n

n n s t n s t n s t

t

n

u t u t u s au s bu s N u s ds

u t u s u s a s u s
s

a b s s u s ds
s s

δ δ δ λ

λδ λδ λ δ

λ λ λ δ

+

= = =

′′ ′= + + + +

∂′= + − ∂ +
∂

 ∂ ∂
+ − + = 

∂ ∂ 

∫

∫

%

                   (2.1.39) 

dır. Aşağıdaki sabit koşullar 

                  ( ) ( ) ( )
2

2 , 0,a b s t s
s s
λ λ λ∂ ∂
− + =

∂ ∂
                    (2.1.40) 

                   ( ) ( ) ( )1 , , 0,t t a t t t
s
λ λ∂

− + =
∂

                    (2.1.41) 
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                    ( ), 0,t tλ =                       (2.1.42) 

elde edilir. Yukarıdaki  (2.1.40) ∼ (2.1.42) denklemlerden, Lagrange çarpanını  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1
0

exp
s

a d u s u t u s u tλ ξ ξ
 

= −    
 
∫ ,                  (2.1.43) 

şeklinde yazarız. Eğer 1w  ve 2w ,  

             ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 1 2 20 1,   0 0,   0 0,    0 1w w w w= = = =                              (2.1.44) 

başlangıç koşulları tarafından açıkça belirtilen temel bir çözüm cümlesi olarak seçilirse, ilk 
yaklaşım  için, 

              ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 2 0
0

,
t

u t C w C w N u s t s dsλ= + + ∫                   (2.1.45) 

elde ederiz.  Şimdi aşağıdaki homojen olmayan denklemi ele alalım. 

                ( ) ( ) ( )u a t u b t u f u′′ ′+ + = ,                                          (2.1.46) 

buradan,  

              ( ) ( )1 20 ,      1u C u C= =                      (2.1.47) 

şeklindedir. ( )1u  ve ( )2u ’yi iki temel çözüme uygulamalıyız, yani, 

             ( ) ( ) ( ) ( )1 10 1,    0 0,u u′= =                             (2.1.48) 

             ( ) ( ) ( ) ( )2 20 0,    0 1,u u′= =                      (2.1.49) 

 ve 

              ( ) ( )1 21 2u C u C u= +                       (2.1.50) 

yazabiliriz. Düzeltme fonksiyoneli  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
0

t

n n n n n nu t u t u s au s bu s f dsλ+ ′′ ′= + + + −∫ %                  (2.1.51) 

biçiminde yazılabilir. Yukarıdaki düzeltme fonksiyoneli nu ’e göre sabitleyerek, 

( )0 0nuδ =  olduğunu göz önüne alırsak 
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          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
0

t

n n n n n nu t u t u s au s bu s f dsδ δ δ λ+ ′′ ′= + + + −∫ %  

                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n s t n s t n s tu t s u s s u s a s u sδ λ δ λ δ λ δ= = =′ ′= + − +  

                         ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0

0,
t

n

d d
a b s s u s ds

ds ds
λ

λ λ δ
 

+ − + = 
 
∫  

olup, aşağıdaki sabit koşullar 

                     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

n 2u : , 0,

: 1 , 0,           

: , 0,                                  

n

n

d d
s a b s t s

ds ds
d

u t a s s s
ds

u t s s

λδ λ λ

λδ λ

δ λ


− + =


 − + =


′ =



                  (2.1.52) 

şeklinde elde edilir. Lagrange çarpanı ise 

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1
0

exp
s

a d u s u t u s u tλ ξ ξ
 

 = − −  
 
∫                 (2.1.53) 

biçiminde tanımlanır.  Böylece aşağıdaki iterasyon formülü 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { "
1 1 2 2 1

0 0

exp ( )
t s

n n nu t u t a d u s u t u s u t u sξ ξ+

 
 = − −   

 
∫ ∫  

      }' ( ) ( )n n nau s bu s f ds+ + −                                          (2.1.54) 

elde ederiz. 

   2.2. Homotopi Pertürbasyon Metodu (HPM) 

Bu bölümde, topolojideki homotopi kavramı ile pertürbasyon tekniğini birleştirerek 

pertürbasyon metotlarının dezavantajlarını ortadan kaldıran ve sadece zayıf lineer olmayan 

denklemler için değil aynı zamanda kuvvetli lineer olmayanlığa  sahip denklemler için de 

elde edilen çözümlerin, tüm çözüm bölgesinde geçerli olduğu, yarı analitik bir metot olan 

homotopi pertürbasyon metodunu vereceğiz [9,13,14,15,16,17,18,28,29]. 

            Bu metodun temel yapısını açıklamak için aşağıdaki lineer olmayan diferensiyel 

denklemi göz önüne alalım. 
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( ) ( ) 0, .A u f r r− = ∈Ω                                                                        (2.2.1) 

 (2.2.1) denkleminin sınır koşulu 

( ), / 0, ,B u u n r∂ ∂ = ∈Γ                                                                         (2.2.2) 

şeklinde belirlenir. Burada A genel diferensiyel operatörü, B  sınır operatörü, ( )f r  bilinen 

analitik bir fonksiyon ve  Γ  , Ω ’ ya bağlı sınırdır.  

          Genel olarak A  diferensiyel operatörü, L  ve N gibi iki parçaya ayrılabilecek 

şekilde yazılabilir ki burada L  lineer, N  ise lineer olmayan bir operatördür.  (2.2.1)  

denklemi aşağıdaki gibi yeniden yazılırsa  

( ) ( )( ) 0L u N u f r+ − =                                                                          (2.2.3) 

elde edilir. Buna göre homotopi tekniği ile bir homotopi oluşturulabilir.  

                       ( ) [ ], : 0,1v r p Ω× → �   

olmak üzere,  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 1 0 ,H v p p L v L u p A v f r r= − − + − = ∈Ω                 (2.2.4) 

dır. Burada [ ]0,1p∈  bir parametre ve 0u  ise (2.2.1) denkleminin bir başlangıç koşuludur. 

O halde  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, 0H v p L v L u pL v pL u pA v pf r= − − + + − =                                                                    

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0L v L u p L v L u A v f r= − − − − + =    

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0L v L u pL u p L v A v f r= − + − − + =    

olup,  (2.2.1) den   ( ) ( ) 0A u f r− =   dır. Böylece  

              ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0L v L u pL u p L v− + − =                                                     (2.2.5) 

olacak şekilde, (2.2.3)  özdeşliğini kullanarak    

 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0L u N u f r L u N u f r+ − = ⇒ = − +                                  (2.2.6) 

 

denklemi bulunur. Bulunan (2.2.6) denkleminin  (2.2.5) denkleminde yerine yazılmasıyla     

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0L v L u pL u p N v f r− + − − + =    

elde edilir. Böylece  (2.2.4)   denklemi  
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   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, 0,H v p L v L u pL u p N v f r= − + + − =                       (2.2.7) 

şeklinde  yeniden yazılabilir. Burada [ ]0,1p∈ ,  0u başlangıç koşulu ve 

( ) [ ], : 0,1v r p RΩ× →  dir.   (2.2.4)  veya (2.2.7) denklemlerinden 

   ( ) ( ) ( )0,0 0H v L v L u= − =                                             (2.2.8) 

   ( ) ( ) ( ),1 0H v A v f r= − =                                                      (2.2.9) 

olduğu açıkça görülebilir. Burada 0p =  olduğunda (2.2.4) denklemi lineer bir denklem 

haline gelir; 1p =  olduğunda lineer olmayan  bir denklem olur. Bu yüzden 0’dan 1’e p  

nin değişim işlemi, ( ) ( )0 0L v L u− =  denklemini ( ) ( )A v f r−  denklemine dönüştürür. 

( ) ( )0 0L v L u− =  aşikâr problemi 0’dan 1’e monoton olarak artan p  parametresi, sürekli 

olarak ( ) ( ) 0A v f r− =  problemine deforme oluyorsa, bu topolojide deforme olarak 

adlandırılır. ( ) ( )0 0L v L u− =  ve ( ) ( )A v f r− ifadelerine ise homotopiktirler denir.  

Homotopi pertürbasyon metodu gereğince, ilk olarak yerleştirilen parametre olan p ’yi 

küçük parametre olarak kabul ederek (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinin çözümü  

                             2 3
0 1 2 3

0

n
n

n

v v pv p v p v p v
∞

=

= + + + + =∑L                                         (2.2.10) 

olacak şekilde p  parametresinin kuvvet serisi 

                       ( ) ( )0
0 0: 0,p f v f x− =                                                                (2.2.11) 

( ) ( )1
0 1 0: 0,p f v v f x′ + =                                                                (2.2.12) 

( ) ( )2 2
0 2 0 1

1
: 0,

2!
p f v v f v v′ ′′+ =                                                    (2.2.13) 

            ( ) ( ) ( )3 3
0 3 0 1 2 0 1

1 1
: 2 0,

2! 3!
p f v v f v v v f v v′ ′′ ′′′+ + =                            (2.2.14) 

yazılır. (2.2.11)-(2.2.14) denklemlerinin 1v , 2v  ve 3v  için çözülmesiyle 
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( )
( )

0
1

0

,
f x

v
f v

= −
′

                                                       (2.2.15)  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

22
0 1 0 0

2
0 0 0

,
2! 2!
f v v f v f v

v
f v f v f v

 ′′ ′′
= − = −   ′ ′ ′ 

                             (2.2.16) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3
0 1 2 0 1

3
0 0

2 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

3!

1
,

2 6

f v v v f v v
v

f v f v

f v f v f v f v
f v f v f v f v

′′ ′′′
= − −

′ ′

     ′′ ′′′
= − +          ′ ′ ′ ′     
M

                          (2.2.17) 

(2.2.10) serisinin 1 2 3, , ,v v v L   elde edilir. Elde edilen (2.2.15) � (2.2.17) denklemleri, 
(2.2.10) denkleminde 1p =  alınarak yeniden yazılırsa, (2.2.1) denkleminin çözümü 

                         
( )2 3

0 1 2 31

0 1 2 3
0

lim
p

n
n

u v pv p v p v

v v v v v

→

∞

=

= + + + +

= + + + + =∑

L

L
                                                   (2.2.18) 

şeklinde elde edilir. Homotopi pertürbasyon metodu geleneksel pertürbasyon metodunun 

tüm özelliklerine sahiptir. (2.2.10) serileri ( )A v  lineer olmayan  operatörüne bağlı olduğu 

oranda yakınsamaktadır. (Aşağıdaki görüş; He [15] tarafından önerilmektedir)   

(1) ( )N V nin V  ye göre ikinci türevi küçük olmalıdır çünkü parametre oldukça büyük 

olabilir. Yani, 1p → . 

(2) Serinin yakınsaması için  1( / )L N V− ∂ ∂ nin normu birden daha küçük olmalıdır. 

2.3. Adomian Ayrışım Metodu (ADM) 

Ayrışım yönteminin [20,26,30,31], bir seri metodu olduğu, birçok cebirsel, lineer 

veya lineer olmayan diferensiyel denklemlere başarılı bir şekilde uygulandığı 

bilinmektedir. Genel olarak bu metottan bahsedecek olursak; kabul edelim ki F , hem 

lineer hem de lineer olmayan terimleri içeren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel 

operatör olmak üzere; 

( ) ( )F u g x=                                                                                            (2.3.1) 
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olsun. (2.3.1) denkleminde L - lineer operatörü R- lineer operatörün kalan kısmını ve N - 

ise lineer olmayan terimi göstermek üzere (2.3.1) denklemini 

Lu Ru Nu g+ + =                                                                                   (2.3.2) 

şeklinde ayrıştırarak yazalım. L bir lineer operatör ve 1L−  bu operatörün tersi olsun. (2.3.2) 

eşitliği; 

Lu g Ru Nu= − −                                                                                   (2.3.3) 

şeklinde yazılabilir ve (2.3.3)  eşitliğinin her iki tarafına soldan 1L−  operatörü uygulanırsa;�
1 1 1 1L Lu L g L Ru L Nu− − − −= − −                                                                 (2.3.4)�

elde edilir. 

L ’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatör olduğunu kabul 

edelim. (2.3.4) eşitliğinde gerekli işlemleri yaptıktan sonra; 

( )' 1 1 1(0) 0u u tu L g L Ru L Nu− − −= + + − −                                                 (2.3.5) 

çözüm fonksiyonu bulunur. (2.3.5) ile elde edilen eşitlikteki ( )N u   lineer olmayan terim   

            ( )
0

n
n

N u A
∞

=

=∑    

şeklinde ifade edilmektedir. Buradaki nA  Adomian polinomları özel polinomlardır ve bu 

polinomlar daha sonra incelenecektir. (2.3.5) eşitliğindeki u ; ayrıştırılmış seri çözüm 

fonksiyonudur. Bu seri çözüm fonksiyonunun birinci terimi 0u , verilen başlangıç değeri 

sağ taraf fonksiyonun integrali olmak üzere, 0u 1a bt L g−= + −     ile bulunur daha sonra 0u  

terimi kullanılarak 1 2 3, , ,u u u ⋅ ⋅⋅  terimleri elde edilir ve ayrıştırılmış seri çözüm fonksiyonu 

0

( , ) ( , )n
n

u x t u x t
∞

=

=∑                                                                                  (2.3.6) 

olarak yazılabilir. Bu seri çözümü kullanılarak (2.3.5) eşitliği tekrar yazılırsa 

 1 1
0

0 0
n n

n n

u u L u L A
∞ ∞

− −

= =

= − −∑ ∑                                                                   (2.3.7) 

genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.3.7) eşitliği açık şekilde 
1 1

1 0 0

1 1
2 1 1

1 1
1 , 0n n n

u L Ru L A

u L Ru L A

u L Ru L A n

− −

− −

− −
+

= − −

= − −

= − − ≥

M
                                                               (2.3.8) 
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formunda yazılabilir. Buradaki nA  polinomları her bir lineer olmayan terim için genel-

leştirilebilir ve bu genelleştirmede 0A  sadece 0u 'a, 1A  ise 0u  ve 1u 'e, 2A  ise 0u  , 1u  ve 

2u 'ye bağlı ve benzer şekilde (2.3.8) eşitliğindeki bütün nA     Adomian polinomları elde 

edilebilir. nA   Adomian polinomunun ayrıştırılmış hali ise literatürde 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

1 1 0
0

2 2
1

2 2 0 02
0 0

32 3
1

3 3 0 1 2 0 02 3
0 0 0

2!

3!

A f u

d
A u f u

du

ud d
A u f u f u

du du

ud d d
A u f u u u f u f u

du du du

=

 
=  

 

    
= +    

    

      
= + +      

      
M

              (2.3.9) 

                         
0 0

1
. , 0

!

n
k

n kn
k

d
A u n

n d
λ

λ
λ

∞

= =

  
= Φ ≥  

  
∑               

ile verilmektedir. Bazı problemlerin sayısal çözümlerinin daha hassas olmasının istenildiği 

durumlarda ayrışım serisi için çok sayıda terimin hesaplanması gerekebilir. Bu gibi 

durumlarda (2.3.9) genel formülünün kullanılması, (2.3.6) ayrıştırma serisinin çok sayıda 

teriminin hesaplanmasında kolaylık sağlamaktadır. Ayrışım metodu kullanılarak 

( , )u x t kapalı çözüm fonksiyonunun bu fonksiyona ait sayısal çözümlerin elde edilmesi 

için; 

( )
0

, ( , ) , 0n
n

x t u x t n
∞

=

Φ = ≥∑                                                                  (2.3.10) 

olmak üzere; 

lim ( , )nn
u x t

→∞
Φ =                                                                                     (2.3.11) 

ifadesi, (2.3.8) indirgeme bağıntısı göz önüne alınarak kolayca hesaplanabilir. Buna 

ilaveten (2.3.11) şeklindeki ayrışım seri çözümü, genel olarak fiziksel problemlerde çok 

hızlı yakınsayan sonuçlar vermektedir. Ayrışım serisinin yakınsaklığı literatürde birçok 

yazar tarafından incelenmiştir [26,30].  
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3. UYGULAMALAR     

            3.1. Burgers’ Denklemine VIM, HPM ve  ADM’ unun  uygulanması 

            3.1.1. Varyasyonel İterasyon Metodu ile Çözüm  

 

                        ,t x xxu uu u+ =                                                                                      (3.1.1.1)           

                        
2

( ,0) 1u x
x

= −                                                                                      (3.1.1.2) 

başlangıç koşulu ile verilmiş olan lineer olmayan Burgers’ denklemini [1,3,25,27] göz 

önüne alalım. Bu denklem için varyasyonel iterasyon formülü                                                                                       

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2
0

, , ,
, , , ,

t
n n n

n n n

u x u x u x
u x t u x t u x d

x x

ξ ξ ξ
λ ξ ξ ξ

ξ+

 ∂ ∂ ∂
= + + − ∂ ∂ ∂ 

∫      (3.1.1.3)                            

şeklinde yazılabilir. Burada  sabit koşulları aşağıdaki şekilde  
 

          
( )
( )

' 0

1 0

λ ξ

λ ξ

=

+ =
 

 
olup ve  Lagrange çarpanı ise 
 
         ( ) 1λ ξ = −  
elde edilir. Lagrange çarpanının (3.1.1.3)  denkleminde yerine yazılmasıyla oluşan iteras-
yon formülü                          
 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2
0

, , ,
, , ,

t
n n n

n n n

u x u x u x
u x t u x t u x d

x x

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ+

 ∂ ∂ ∂
= − + − ∂ ∂ ∂ 

∫               (3.1.1.4)      

yazılır. Burada n  nin değerleri için (3.1.1.2) başlangıç koşulları göz önüne alınarak                                              
          ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3, , , , , , , ,u x t u x t u x t u x t L                                                             (3.1.1.5) 

terimleri aşağıdaki gibi hesaplanabilir.  

0

2
( , ) 1u x t

x
= − ,                                                                                                (3.1.1.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0

1 0 0 2
0

2

, , ,
, ,

2 2
1 ,

t u x t u x t u x t
u u x t u x t dt

t x x

t
x x

 ∂ ∂ ∂
= − + − ∂ ∂ ∂ 

= − −

∫
                                (3.1.1.7)                            
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1

2 1 1 2
0

2

2 3

, , ,
, ,

2 2 2
1

t u x t u x t u x t
u u x t u x t dt

t x x

t t
küçük terimler

x x x

 ∂ ∂ ∂
= − + − ∂ ∂ ∂ 

= − − − +

∫

M

                                  (3.1.1.8)                        

       
Böylece (3.1.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu aşağıdaki şekilde  

                                           ( ) 2
, 1u x t

x t
= −

−
 , 1

t
x
<                                            

yazılabilir. ( ),u x t  fonksiyonunun varyasyonel iterasyon metodu ile elde edilen yaklaşık ve 

analitik çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tabloları 

aşağıdaki şekilde oluşturulmuştur. 
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                      (a) Analitik çözüm                                      (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.1.   Burgers’ denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (VIM) üç 

boyutlu görünümü                
                                 

5 10 15 20 25
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Anal . Çz.
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Yak. Çz.

 
(a)   Analitik çözüm                                       (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.2. Burgers’ denkleminin, analitik çözümü ile VIM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 
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       Tablo 1.1.  3n =  durumunda, VIM  formülü ile hesaplanan 3 terim için elde edilen  
       mutlak hata tablosu 

 

       Tablo 1.2.  3n =  durumunda, VIM formülü ile küçük terimlerle birlikte hesaplanan 
       3 terim için   elde edilen mutlak hata tablosu 

 

 

3.1.2. Homotopi Pertürbasyon Metodu ile Çözüm  

            (3.1.1.1) ve (3.1.1.2) eşitlikleri ile verilen  lineer olmayan Burgers’ denklemini için 

homotopi yapısını oluşturalım. 

( )
. . .

' ''
0

1 [ ] [ ] 0p Y u p Y YY Y− − + + − =                                                                (3.1.2.1) 

Burada 
.

,
Y

Y
t

∂
=
∂

' Y
Y

x
∂

=
∂

, [ ]
2

''
2 0,1
Y

Y ve p
x
∂

= ∈
∂

dir. (3.1.2.1) denklemine gerekli işlemler 

yapılırsa                                           

          
. . .

' ''
0 0

0 ,Y u pu pYY pY− + + − =                                                                          (3.1.2.2)                            

denklemi elde edilir. (3.1.1.1)   denkleminin çözümünü (2.2.10) denkleminde de belirtildiği 

gibi; 

2 3
0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L ( )

0

,n
n

n

p Y x t
∞

=

=∑                                               (3.1.2.3)                                      

. . . . .
2 3

0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                     (3.1.2.4)                        
" " " 2 " 3 "

0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                     (3.1.2.5) 
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t/x 5 10 15 20 25 

0.05 4.04040E-9 1.25628E-10 1.65160E-11 3.91609E-12 1.28242E-12 

0.10 6.53061E-8 2.020200E-9 2.65142E-10 6.28141E-11 2.05623E-11 

0.15 3.34021E-7 1.027920E-8 1.346800E-9 3.18797E-10 1.04306E-10 

0.20 1.06667E-6 3.265310E-8 4.270940E-9 1.010100E-9 3.30323E-10 

0.25 2.63158E-6 8.012820E-8 1.046240E-8 2.472310E-9 8.08081E-10 

t/x 5 10 15 20 25 

0.05 4.03999E-3 1.00500E-3 4.45926E-4 2.50625E-4 1.60320E-4 

0.10 8.15990E-3 2.02000E-3 8.94815E-4 5.02500E-4 3.21280E-4 

0.15 1.23595E-2 3.04499E-3 1.34667E-3 7.55625E-4 4.82880E-4 

0.20 1.66384E-2 4.07996E-3 1.80148E-3 1.01000E-3 6.45120E-4 

0.25 2.09961E-2 5.12490E-3 2.25925E-3 1.26562E-3 8.07999E-4 



 

' ' ' 2 ' 3 '
0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                      (3.1.2.6) 

 
şeklinde ele alınabilir. (3.1.2.3) �  (3.1.2.6) denklemlerinin (3.1.2.2) denkleminde yerine 
yazılmasıyla 

        

( )( ) ( )

. . . . . .
2 3

0 1 2 3 0 0

2 3 ' ' 2 ' 3 ' " " 2 " 3 "
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 ,

Y pY p Y p Y u p u

p Y pY p Y p Y Y pY p Y p Y p Y pY p Y p Y

 + + + − + 
 

+ + + + + + + − + + + =
                           

        

. . . . . .
2 3 ' 2 ' 3 ' 2 '

0 1 2 3 0 0 0 1 0 2 1 00 0

3 ' 3 ' " 2 " 3 "
1 1 2 0 0 1 2 0 ,

Y pY p Y p Y u pu pY Y p Y Y p Y Y p YY

p YY p Y Y pY p Y p Y

+ + + − + + + + +

+ + − − − =
 

 
elde edilir. Bu denklem p ’ nin aynı kuvvetten terimlerine göre yeniden düzenlenirse  

. .
0

0 0
: 0,p Y u− =                                                                                                (3.1.2.7)                             

. .
1 ' "

1 0 0 00
: 0 ,p Y u Y Y Y+ + − =                                                                               (3.1.2.8)                                                        

.
2 ' ' "

2 0 1 1 0 1: 0 ,p Y Y Y YY Y+ + − =                                                                           (3.1.2.9)                                                                
.

3 ' ' ' "
3 0 2 1 1 2 0 2: 0 ,p Y Y Y YY Y Y Y+ + + − =                                                                (3.1.2.10)                                                                   

   M                
 
bulunur. (3.1.2.7) �  (3.1.2.10) denklemlerinin çözümü ile 

. . . .
0

0 0 0 00 0

0

2
: 0, 1

2
1 ,

p Y u Y u Y u
x

Y
x

− = ⇒ = ⇒ = = −

⇒ = −
                                                (3.1.2.11)  

. . . .
1 ' " ' "

1 10 0 0 0 0 00 0

.
' "

1 0 0 00
0

' "
1 0 0 0

0

1 2

: 0

2
,

t

t

p Y u Y Y Y Y u Y Y Y

Y u Y Y Y dt

Y Y Y Y dt

t
Y

x

+ + − = ⇒ = − − +

 ⇒ = − − +  

 ⇒ = − + 

⇒ = −

∫

∫
                                (3.1.2.12)    

    

. .
2 ' ' " ' ' "

2 20 1 1 0 1 0 1 1 0 1

' ' "
2 0 1 1 0 1

0

2

2 3

: 0

2
,

t

p Y Y Y YY Y Y Y Y YY Y

Y Y Y YY Y dt

t
Y

x

 + + − = ⇒ = − − + 

 ⇒ = − − + 

⇒ = −

∫                         (3.1.2.13)   
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. .
3 ' ' ' " ' ' ' "

3 30 2 1 1 2 0 2 0 2 1 1 2 0 2

' ' ' "
3 0 2 1 1 2 0 2

0

3

3 4

: 0

2
,

t

p Y Y Y YY Y Y Y Y Y Y YY Y Y Y

Y Y Y YY Y Y Y dt

t
Y

x

 + + + − = ⇒ = − − − + 

 ⇒ = − − − + 

⇒ = −

∫

M

     (3.1.2.14) 

 
şeklinde (2.2.10) serisinin ilk üç terimi elde edilmiş olur. (3.1.2.11) �  (3.1.2.14) 
denklemleri 1p →  iken (3.1.2.3) denkleminde yerine yazılırsa (3.1.1.1) lineer olmayan 
Burgers’ denkleminin yaklaşık çözümü   

( ) 0 1 2 31

2 3

2 3 4

2 3 4

, lim

2 2 2 2
1

2
1 1 ,

p
u x t Y Y Y Y Y

t t t
x x x x

t t t t
x x x x x

→
= = + + + + ⋅⋅⋅

= − − − − + ⋅⋅⋅

        = − + + + + + ⋅⋅⋅        
         

                                                                                                  

olarak elde edilir. Böylece (3.1.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu 

               
2

( , ) 1u x t
x t

= −
−

                                               

olur.  ( ),u x t  fonksiyonunun homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen yaklaşık ve 

analitik çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu 

aşağıdaki şekilde oluşturulmuştur. 
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(a) Analitik çözüm                                      (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.3.   Burgers’ denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (HPM) üç 

boyutlu görünümü  
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(a)   Analitik çözüm                                       (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.4. Burgers’ denkleminin, analitik çözümü ile HPM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 

 

 
       Tablo 1. 3.  3n =  durumunda, HPM formülü ile hesaplanan 3 terim için elde edilen  
        mutlak hata tablosu 

       

       3.1.3. Adomian Ayrışım Metodu ile Çözüm 

       (3.1.1.1) ve (3.1.1.2) eşitlikleri ile verilen  lineer olmayan Burgers’ denklemini tekrar 

göz önüne alalım. Bu denklem  aşağıdaki gibi 

 
  t xx xL u L u uu= −                                                                                               (3.1.3.1)                        

operatör formunda yazılır. Burada  
2

2t xxL ve L
t x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 dir. Burada 1
tL−  integral 

operatörü olup ( )1

0

.
t

tL dt− = ∫  şeklinde gösterilir.  (3.1.3.1) denkleminin her  iki tarafına 

soldan 1
tL−  uygulanırsa 

 
 [ ] [ ]1 1

t t t xx xL L u L L u uu− −= −                                                                               (3.1.3.2) 
 

elde edilir. Buradan 
                             
  ( ) ( ) ( ) ( )1, ,0 ,0t t xxu x t u x tu x L L u Mu−= + + −                                                (3.1.3.3) 
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t/x 5 10 15 20 25 

0.05 4.04040E-9 1.25628E-10 1.65160E-11 3.91609E-12 1.28242E-12 

0.10 6.53061E-8 2.020200E-9 2.65142E-10 6.28141E-11 2.05623E-11 

0.15 3.34021E-7 1.027920E-8 1.346800E-9 3.18797E-10 1.04306E-10 

0.20 1.06667E-6 3.265310E-8 4.270940E-9 1.010100E-9 3.30323E-10 

0.25 2.63158E-6 8.012820E-8 1.046240E-8 2.472310E-9 8.08081E-10 



 

olur. Böylece  
0

x n
n

Mu uu A
∞

=

= =∑ olmak üzere  

  

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

1 0 1 1 0

2 0 2 1 1 2 0

3 0 3 1 2 2 1 3 0

x

x x

x x x

x x x x

A u u

A u u u u

A u u u u u u

A u u u u u u u u

=

= +

= + +

= + + +

M

                                                  (3.1.3.4) 

 
olarak alınabilir. (3.1.3.3) denklemi için aşağıdaki gibi bir rekürans bağıntısı yazılabilir.  
 

  
( ) [ ]

0

1
1

2
( ,0) 1

, 0
,n t xx n n

u x
x n

u x t L L u A−
+

 = − ≥
 = −

                                                                (3.1.3.5) 

 
Elde edilen  (3.1.3.5) rekürans bağıntısından    

( )0

2
, 1 ,u x t

x
= −                                                                                               (3.1.3.6)       

 ( )1
1 0 0 2

2
( , ) , ,t xx

t
u x t L L u x t A

x
−= − = −                                                                (3.1.3.7) 

           ( )
2

1
2 1 1 3

2
( , ) , ,t xx

t
u x t L L u x t A

x
−= − = −                                                                (3.1.3.8)  

           ( )
3

1
3 2 2 4

2
( , ) , ,t xx

t
u x t L L u x t A

x
−= − = −  

M

                                                            (3.1.3.9) 

olarak ayrışım serisinin ilk üç terimi bulunur. Bulunan  1 2 3, , ,u u u  terimleri (2.3.6) 
eşitliğinde yazılarak (3.1.1.1) lineer olmayan Burgers’ denkleminin yaklaşık çözümü 
      

           

( ) ( ) 0 1 2 3
0

2 3
2 3 4

2 3

, ,

2 2 2 2
1

2
1 1 ,

n
n

u x t u x t u u u u

t t t
x x x x

t t t
x x x x

∞

=

= = + + + +

= − − − − −

    = − + + + +    
     

∑ L

L

L

                                                       

olarak elde edilebilir. Böylece  (3.1.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu  

                                           ( ) 2
, 1 ,u x t

x t
= −

−
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olur. ( ),u x t  fonksiyonunun adomian ayrışım metodu ile elde edilen yaklaşık ve analitik 

çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu aşağıdaki şekilde 

oluşturulmuştur. 
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          (a) Analitik çözüm                                      (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.5.   Burgers’ denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (ADM) üç 

boyutlu görünümü                                              
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(a)   Analitik çözüm                                       (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.6. Burgers’ denkleminin, analitik çözümü ile ADM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 

 
 
       Tablo 1.4.  3n =  durumunda, ADM formülü ile hesaplanan 3 terim için elde edilen   
        mutlak hata tablosu 
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t/x 5 10 15 20 25 

0.05 4.04040E-9 1.25628E-10 1.65160E-11 3.91609E-12 1.28242E-12 

0.10 6.53061E-8 2.02020E-9 2.65142E-10 6.28141E-11 2.05623E-11 

0.15 3.34021E-7 1.02792E-8 1.346800E-9 3.18797E-10 1.04306E-10 

0.20 1.06667E-6 3.26531E-8 4.270940E-9 1.010100E-9 3.30323E-10 

0.25 2.63158E-6 8.01282E-8 1.046240E-8 2.472310E-9 8.08081E-10 



 

 
        3.2. Klein-Gordon Denklemine VIM, HPM ve ADM  ’ unun  uygulanması 

        3.2.1. Varyasyonel İterasyon Metodu ile Çözüm 

          

         2 0,tt xx xu u u uu− + − =      0 1≤ ≤x , t > 0                                                    (3.2.1.1)  

         
( ,0) ( ,0) , 0 1

(0, ) , ( 0),

x
t

t

u x u x e x

u t e t

= = < <

= ≥
                                                                      (3.2.1.2)                                 

başlangıç koşulu ile verilmiş olan lineer olmayan Klein-Gordon denklemini [20] göz önüne 

alalım.  Bu denklem  için varyasyonel iterasyon formülasyonu                  

     
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 2 2
0 0

2

0 0

, ,
, ,

,
, ,

t t
n n

n n

t t
n

n n

u x u x
u x t u x t d d

x

u x
u x u x d d

x

ξ ξ
λ ξ ξ ξ

ξ

ξ
λ ξ ξ ξ ξ ξ

+

  ∂ ∂ = + −  
∂ ∂    

 ∂ 
+ + −  

∂   

∫ ∫

∫ ∫

                              (3.2.1.3)                        

şeklinde yazılabilir. Burada  sabit koşulları aşağıdaki şekilde  

          ( )

'

''

1 0

0

0

t

λ

λ ξ

λ

− =

= =

=

 

olup ve  Lagrange çarpanı ise  

          ( ) tλ ξ ξ= −  

elde edilir. Lagrange çarpanının  (3.2.1.3)  denkleminde yerine yazılmasıyla oluşan 

iterasyon formülasyonu; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
1 2 2

0 0

, ,
, , ,

t t
n n n

n n n n

u x u x u
u x t u x t t u x u d d

x x

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ+

  ∂ ∂ ∂ = + − − + −  
∂ ∂ ∂    

∫ ∫      (3.2.1.4) 

yazılır. Burada n  nin değerleri için (3.2.1.2) başlangıç koşulları göz önüne alınarak 

          ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3, , , , , , , ,u x t u x t u x t u x t L                                                             (3.2.1.5) 

terimleri aşağıdaki şekilde hesaplanabilir.  

( ) ( )0 , 1 ,xu x t e t= +                                                                                          (3.2.1.6)    

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 2 0
1 0 0 02 2

0 0

2 3

, ,
( , ) , ,

1 ,
2! 3!

t t

x

u x t u x t u
u x t u x t u x t u dt dt

t x x

t t
e t

 ∂ ∂ ∂ = − − + − 
∂ ∂ ∂  

 
= + + + 

 

∫ ∫
           (3.2.1.7) 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 2 1
2 1 1 12 2

0 0

2 3 4 5

, ,
( , ) , ,

1 ,
2! 3! 4! 5!

t t

x

u x t u x t u
u x t u x t u x t u dt dt

t x x

t t t t
e t

 ∂ ∂ ∂ = − − + − 
∂ ∂ ∂  

 
= + + + + + + 

 

∫ ∫

L

            (3.2.1.8) 

          

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2
3 2 2 22 2

0 0

2 3 4 5 6 7

, ,
( , ) , ,

1 ,
2! 3! 4! 5! 6! 7!

t t

x

u x t u x t u
u x t u x t u x t u dt dt

t x x

t t t t t t
e t

 ∂ ∂ ∂ = − − + − 
∂ ∂ ∂  

 
= + + + + + + + + 

 

∫ ∫

L

M

         (3.2.1.9) 

Böylece  (3.2.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu aşağıdaki şekilde  

                                           ( ), x tu x t e +=                                             

yazılabilir.  ( ),u x t  fonksiyonunun varyasyonel iterasyon metodu ile elde edilen yaklaşık 

ve analitik çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu 

aşağıdaki şekilde oluşturulabilir. 
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              (a) Analitik çözüm                                      (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.7.   Klein-Gordon denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (VIM) üç 

boyutlu görünümü  
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(a)   Analitik çözüm                                       (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil.1.8. Klein-Gordon denkleminin, analitik çözümü ile VIM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 
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       Tablo 1.5.  3n =  durumunda, VIM formülü ile hesaplanan 3 terim için elde edilen   
       mutlak hata tablosu 

  

       3.2.2. Homotopi Pertürbasyon Metodu ile Çözüm 

        (3.2.1.1)  ve (3.2.1.2)  eşitlikleri ile verilen  denklem için aşağıdaki homotopi yapısını 

oluşturalım.                                                             

( )
.. .. ..

'' 2 '
01 0p Y u p Y Y Y YY   − − + − + − =      

                                                    (3.2.2.1)  

Burada  
2 2..

" '
2 2, ,
Y Y Y

Y Y Y
t x x

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

ve [ ]1,0∈p  dir. (3.2.2.1) denkleminde gerekli 

işlemler yapılırsa   

             
.. .. ..

'' 2 '
0 0 0Y u pu pY pY pYY− + − + − =                                                              (3.2.2.2)     

denklemi elde edilir.  (3.2.1.1) denkleminin çözümü (2.2.10) denkleminde de belirtildiği 
gibi; 

            ( )2 3
0 1 2 3

0

,n
n

n

Y Y pY p Y p Y p Y x t
∞

=

= + + + + =∑L                                                (3.2.2.3) 

            
.. .. .. .. ..

2 3
0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                     (3.2.2.4) 

 " " " 2 " 3 "
0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                     (3.2.2.5) 

            ' ' ' 2 ' 3 '
0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                       (3.2.2.6) 

şeklinde ele alınabilir.  (3.2.2.3)� (3.2.2.6) denklemlerinin (3.2.2.2) denkleminde yerine 

yazılmasıyla 
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elde edilir. Bu denklem p ’ nin aynı kuvvetten terimlerine göre yeniden düzenlenirse  

.. ..
0

0 0: 0 ,p Y u− =                                                                                       (3.2.2.7) 

.. ..
1 " ' 2

1 0 0 0 0 0: 0 ,p Y u Y Y Y Y+ − − + =                                                                        (3.2.2.8)    

..
2 " ' '

2 1 1 0 0 1 0 1: 2 0 ,p Y Y Y Y Y Y Y Y− − − + =                                                               (3.2.2.9) 

..
3 " ' ' 2 '

3 2 2 0 1 1 1 0 2 0 2: 2 0 ,p Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y− − − + − + =                                           (3.2.2.10) 

   M                

bulunur. (3.2.2.7) � (3.2.2.10) denklemlerinin çözümü ile  

    
.. ..

0
0 0 0 0 0: 0 ( ,0) ( 1),x

tp Y u Y u Y u x e t− = ⇒ = ⇒ = = +                                             (3.2.2.11) 
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                                    (3.2.2.12)                                                              
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                                (3.2.2.13) 
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                                  M  
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şeklinde (2.2.10) serisinin ilk üç terimi elde edilmiş olur. (3.2.2.11)-(3.2.2.14) denklemleri 

1p →  iken (3.2.2.3) denkleminde yerine yazılırsa (3.2.1.1)  lineer olmayan Klein-Gordon 

denkleminin yaklaşık çözümü 

          

( ) 0 1 2 31

2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7

, lim

2! 3! 4! 5! 6! 7!

1
2! 3! 4! 5! 6! 7!

p

x x x x

x

u x t Y Y Y Y Y

t t t t t t
e e e e

t t t t t t
e t

→
= = + + + +

     
= + + + + + + +     

     

 
= + + + + + + + + 

 

L

L

L

               

 
olarak elde edilir. Böylece  (3.2.1.1)   denkleminin analitik çözümünün kapalı formu 
      
                                           ( ), x tu x t e +=                                             

olur.   ( ),u x t  fonksiyonunun homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen yaklaşık ve 

analitik çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu 

aşağıdaki şekilde oluşturulmuştur.       
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 (a) Analitik çözüm                                              (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.9.   Klein-Gordon denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (HPM) üç 

boyutlu görünümü  
 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

2.75

Anal . Ç.

       

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

2.75

Yak. Çz.

 
                      (a)   Analitik çözüm                                                (b) Yaklaşık çözüm 
 Şekil 1.10. Klein-Gordon denkleminin, analitik çözümü ile HPM kullanılarak elde edilen 3 terim 

için yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 
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       Tablo 1.6.  3n =  durumunda, HPM formülü ile hesaplanan 3 terim için elde edilen 
        mutlak hata tablosu 
 

            3.2.3. Adomian Ayrışım Metodu ile Çözüm 

            (3.2.1.1)  ve (3.2.1.2)  eşitlikleri ile verilen  lineer olmayan Klein-Gordon 

denklemini tekrar göz önüne alalım. Bu denklem aşağıdaki gibi  
2

tt xx xL u L u u uu= − +                                                                                        (3.2.3.1)                        

operatör formunda yazılır. Burada  
2 2

2 2tt xxL ve L
t x
∂ ∂

= =
∂ ∂

dir. Burada 1
ttL−  integral 

operatörü olup ( )1

0 0

.
t t

ttL dt dt− = ∫ ∫  şeklinde gösterilir. (3.2.3.1) denkleminin her iki tarafına 

soldan 1
ttL−  uygulanırsa 

 

[ ]1 1 2
tt tt tt xx xL L u L L u u uu− −  = − +                                                                        (3.2.3.2) 

 
elde edilir. Buradan  
 
            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, ,0 ,0 ,t tt xx tt ttu x t u x tu x L L u x t L Nu L Mu− − −= + + − +                     (3.2.3.3) 
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n x n
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(3.2.3.4) 

 
olarak alınabilir. (3.2.3.3) denklemi için aşağıdaki gibi bir rekürans bağıntısı yazılabilir. 
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Elde edilen (3.2.3.5) rekürans bağıntısından 
 

( ) ( )0 , 1 ,xu x t t e= +                                                                                          (3.2.3.6)    
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                                                                               (3.2.3.9) 

olarak ayrışım serisinin ilk üç terimi bulunur. Bulunan  1 2 3, , ,u u u  terimleri (2.1.6) 
eşitliğinde yazılarak (3.2.1.1) lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin yaklaşık çözümü 
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olarak elde edilebilir. Böylece  (3.2.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu  

                                           ( ), x tu x t e +=                                                                 

olur. ( ),u x t  fonksiyonunun adomian ayrışım  metodu ile elde edilen yaklaşık ve analitik 

çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu aşağıdaki şekilde 

oluşturulmuştur.      
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(a) Analitik çözüm                                              (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.11.   Klein-Gordon denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (ADM) 

üç boyutlu görünümü  
 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

2.75

Anal . Ç.

    

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.25

1.5

1.75

2

2.25

2.5

2.75

Yak. Çz.

 
(a)   Analitik çözüm                                                         (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.12. Klein-Gordon denkleminin, analitik çözümü ile ADM kullanılarak elde edilen 3 terim 
için yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 

       Tablo 1.7.  3n =  durumunda, ADM formülü ile hesaplanan  3 terim için elde edilen  
        mutlak hata tablosu 
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         3.3. Lineer Olmayan KdV Denklemine VIM, HPM ve ADM ’ unun Uygulanması  

         3.3.1. Varyasyonel İterasyon Metodu ile Çözüm 

           
          ( )23 0t xxxx

u u u− + =                                                                                          (3.3.1.1)                 

          ( ),0 6u x x=                                                                                                       (3.3.1.2) 

başlangıç koşulu ile verilmiş olan lineer olmayan KdV Denklemi [1,32] göz önüne alalım. 

Bu denklem için iterasyon formülü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3

1 3
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, , 3 ,
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u xu x u x
u x t u x t d

x x

ξξ ξ
λ ξ ξ

ξ+

  ∂∂ ∂  = + − +
∂ ∂ ∂  

∫          (3.3.1.3)                        

şeklinde yazılabilir. Burada  sabit koşulları aşağıdaki şekilde  
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( )

' 0

1 0

λ ξ

λ ξ

=

+ =
 

olup ve  Lagrange çarpanı ise 

             ( ) 1λ ξ = −  

elde edilir. Lagrange  çarpanının (3.3.1.3) denkleminde yerine yazılmasıyla oluşan 

iterasyon formülü; 
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∫                     (3.3.1.4)    

yazılır. Burada n  nin değerleri için (3.3.1.2) başlangıç koşulları göz önüne alınarak                                                   

          ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3, , , , , , , ,u x t u x t u x t u x t L                                                             (3.3.1.5) 

terimleri aşağıdaki gibi hesaplanabilir.  
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( ) ( ) ( ) ( )2 3
11 1

2 1 3
0

2

,, ,
, 3

6 216 7776

t u x tu x t u x t
u u x t dt

t x x

x tx t x küçük terimler

  ∂∂ ∂  = − − +
∂ ∂ ∂  
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∫                                       (3.3.1.8)                            

Böylece  (3.3.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu aşağıdaki şekilde  
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             ( ) 6
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1 36
x

u x t t
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−

                                            

yazılabilir.  ( ),u x t  fonksiyonunun varyasyonel iterasyon metodu ile elde edilen yaklaşık 

ve analitik çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tabloları 

aşağıdaki şekilde oluşturulabilir. 
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                  (a)   Analitik çözüm                                              (b) Yaklaşık çözüm 
Şekil 1.13. KdV denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (VIM) üç boyutlu 

görünümü  
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                       (a)   Analitik çözüm                                                         (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.14. KdV denkleminin, analitik çözümü ile VIM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 

    
       Tablo 1.8.  3n =  durumunda, VIM formülü ile hesaplanan  3 terim için elde edilen  
       mutlak hata tablosu 
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t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 

0.005 3.84059E-5 7.68117E-5 1.15218E-4 1.53623E-4 1.92029E-4 

0.010 7.87732E-4 1.57464E-3 2.36196E-3 3.14928E-3 3.93660E-3 

0.015 5.54547E-3 1.10909E-2 1.66364E-2 2.21819E-2 2.77274E-2 

0.020 2.87934E-2 5.75868E-2 8.63803E-2 1.15174E-1 1.43967E-1 

0.025 1.96830E-1 3.93660E-1 5.90490E-1 7.87320E-1 9.84150E-1 



 

      Tablo 1.9.  3n =  durumunda, VIM  formülü ile küçük terimlerle birlikte hesaplanan  
       3 terim için   elde edilen   mutlak hata tablosu 
 

      

      3.3.2. Homotopi Pertürbasyon Metodu ile Çözüm 

      (3.3.1.1)  ve (3.3.1.2)  eşitlikleri ile verilen  denklem için aşağıdaki homotopi yapısını 

oluşturalım.                                                             

            ( ) ( )
. . .

2 '''
01 3 0

x
p Y u p Y Y Y   − − + − + =      

                                                      (3.3.2.1)                       

Burada 
3 .

'''
3 ,
Y Y

Y Y
x t
∂ ∂

= =
∂ ∂

 ve [ ]1,0∈p  dir. (3.3.2.1) denkleminin genel açılımı yapılması 

halinde                                                          

              ( )
. . .

2 '''
0 0 3 0

x
Y u p u p Y pY− + − + =                                                                  (3.3.2.2)                                                              

                           
denklemi elde edilir. (3.3.1.1) denkleminin çözümü (2.2.10) denkleminde de belirtildiği 
gibi; 

            2 3
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p Y x t
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0 1 2 3Y Y pY p Y p Y= + + + +L                                                                   (3.3.2.5)                                                              

                 
şeklinde ele alınabilir. (3.3.2.3)� (3.3.2.5) denklemlerinin (3.3.2.2) denkleminde yerine 
yazılmasıyla 
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t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 

0.005 1.73858E-2 3.47716E-2 5.21575E-2 6.95433E-2 8.69291E-2 

0.010 5.82249E-2 1.16450E-1 1.74675E-1 2.32900E-1 2.91124E-1 

0.015 1.48292E-1 2.96584E-1 4.44876E-1 5.93168E-1 7.41460E-1 

0.020 3.28533E-1 6.57065E-1 9.85598E-1 1.31413E-0 1.64266E-0 

0.025 5.70299E-1 4.10980E-0 1.71090E-0 2.28120E-0 2.85150E-0 
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elde edilir. Bu denklem p  ’nin aynı kuvvetten terimlerine  göre yeniden düzenlenirse 
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bulunur. (3.3.2.6) � (3.3.2.9) denklemlerinin çözümü ile                   
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şeklinde (2.2.10) serisinin ilk üç terimi  elde edilmiş olur.  (3.3.2.10) � (3.3.2.13) 

denklemleri 1p →  iken (3.3.2.3) denkleminde yerine yazılırsa (3.3.1.1) lineer olmayan 

KdV denkleminin yaklaşık çözümü 

          

( )

( )

0 1 2 31

2 3

2 3

, lim

6 216 7776 279936

6 1 36 1296 46656

p
u x t Y Y Y Y Y

x tx t x t x

x t t t

→
= = + + + +
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= + + + +

L

L

L

            

    
olarak elde edilir. Böylece  (3.3.1.1)   denkleminin analitik çözümünün kapalı formu 
      

                                           ( ) 6
, , 36 1

1 36
x

u x t t
t

= <
−

                                            

olur.  ( ),u x t  fonksiyonunun homotopi pertürbasyon metodu ile elde edilen yaklaşık ve 

analitik çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu 

aşağıdaki şekilde oluşturulmuştur.           
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                      (a) Analitik çözüm                                      (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.15.   KdV denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (HPM) üç 

boyutlu görünümü      
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 (a)   Analitik çözüm                                       (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.16. KdV denkleminin, analitik çözümü ile HPM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 
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      Tablo 1.10.  3n =  durumunda, HPM formülü ile hesaplanan 3 terim için elde edilen   
       mutlak hata tablosu 

      

             3.3.3. Adomian Ayrışım Metodu ile Çözüm 

             (3.3.1.1)  ve (3.3.1.2)  eşitlikleri ile verilen  lineer olmayan KdV denklemini tekrar  

göz önüne alalım Bu denklem aşağıdaki gibi  

 
              ( )t xxxL u L u N u= − +                                                                                     (3.3.3.1) 

operatör formunda yazılır. Burada 
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şeklinde gösterilir. (3.3.3.1) denkleminin her iki tarafına soldan 1
tL−  uygulanırsa  
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                                                                               (3.3.3.4) 

olarak alınabilir. (3.3.3.3) denklemi için aşağıdaki gibi bir rekürans bağıntısı yazılabilir. 
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t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 

0.005 3.84059E-5 7.68117E-5 1.15218E-4 1.53623E-4 1.92029E-4 

0.010 7.87732E-4 1.57464E-3 2.36196E-3 3.14928E-3 3.93660E-3 

0.015 5.54547E-3 1.10909E-2 1.66364E-2 2.21819E-2 2.77274E-2 

0.020 2.87934E-2 5.75868E-2 8.63803E-2 1.15174E-1 1.43967E-1 

0.025 1.96830E-1 3.93660E-1 5.90490E-1 7.87320E-1 9.84150E-1 
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 elde edilen (3.3.3.5) rekürans bağıntısından  
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olarak ayrışım serisinin ilk üç terimi bulunur. Bulunan 1 2 3, , ,u u u  terimleri (2.1.6) 

eşitliğinde yazılarak (3.3.1.1) lineer olmayan KdV denkleminin yaklaşık çözümü 
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olarak elde edilebilir. Böylece  (3.3.1.1) denkleminin analitik çözümünün kapalı formu  

                                           ( ) 6
, , 36 1

1 36
x

u x t t
t

= <
−

                                            

olur.  ( ),u x t  fonksiyonunun adomian ayrışım metodu ile elde edilen yaklaşık ve analitik 

çözümleri için  iki ve üç boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu aşağıdaki şekilde 

oluşturulmuştur. 
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(a) Analitik çözüm                                              (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1.17.  KdV denkleminin, ( ),u x t  analitik çözümü ile yaklaşık çözümünün (ADM) üç boyutlu 

görünümü  
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(a) Analitik çözüm                                              (b) Yaklaşık çözüm 

Şekil 1. 18. KdV denkleminin, analitik çözümü ile ADM kullanılarak elde edilen 3 terim için 
yaklaşık çözümünün karşılaştırılması 

 
          Tablo 1.11  3n =  durumunda, ADM formülü ile hesaplanan 3 terim  için elde edilen 
           mutlak hata tablosu 
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t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 

0.005 3.84059E-5 7.68117E-5 1.15218E-4 1.53623E-4 1.92029E-4 

0.010 7.87732E-4 1.57464E-3 2.36196E-3 3.14928E-3 3.93660E-3 

0.015 5.54547E-3 1.10909E-2 1.66364E-2 2.21819E-2 2.77274E-2 

0.020 2.87934E-2 5.75868E-2 8.63803E-2 1.15174E-1 1.43967E-1 

0.025 1.96830E-1 3.93660E-1 5.90490E-1 7.87320E-1 9.84150E-1 



 

             
4. SAYISAL SONUÇLARIN İRDELENMESİ        

Bu çalışmada, Homotopi pertürbasyon metodu, Adomian ayrışım metodu ve 

Varyasyonel iterasyon metodu;  Burgers’, Klein-Gordon ve KdV  denklemlerine başarılı 

bir şekilde uygulanmıştır. Bu denklemlerin yarı analitik metotlarla elde edilen yaklaşık 

çözüm fonksiyonlarının, üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri çizilerek sayısal veri tabloları 

oluşturulmuştur. Her üç metotta da serinin birkaç teriminin kullanılması ile elde edilen 

sayısal sonuçların ve grafiklerin analitik çözüm fonksiyonuna çok iyi bir yaklaşım 

gösterdiği görülmektedir. Ayrışım serilerine yeni terimler eklemekle hatanın daha da  

küçüldüğü gözlenebilir. Mathematica programı kullanılarak, sayısal ve analitik çözümler 

için çözüm grafiklerinin hemen hemen aynı olduğu görülmektedir.  

Burgers’, Klein-Gordon ve KdV denklemlerinde, Homotopi pertürbasyon ve 

Adomian ayrışım metotları kullanılarak  elde edilen hata miktarlarının aynı olduğu 

tablolarda görülmektedir.  Sayısal veri tablolarında Varyasyonel iterasyon metodu ile elde 

edilen sayısal değerlerin hata miktarı, Homotopi pertürbasyon metodu ve Adomian ayrışım 

metoduna göre  elde edilen sayısal değerlerin hata miktarlarından oldukça hassas olmadığı 

görülmektedir. Yani Homotopi pertürbasyon metodu ve Adomian ayrışım metodu ile elde 

edilen sayısal sonuçların, Varyasyonel iterasyon metoduna göre daha hassas olduğu 

görülmektedir.  

Varyasyonel iterasyon metodunda, bazı denklemlerin çözüm serisinin terimleri 

hesaplanırken küçük terimlerin ortaya çıktığı görülmektedir. Eğer bu küçük terimler ihmal 

edilmezse VIM; HPM ve ADM ye göre hassas sonuçlar vermemektedir. Ancak bu küçük 

terimler ihmal edilirse VIM’in HPM ve ADM ye benzer sonuçlar verdiği tablolardan 

gözlemlenmiştir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

44 



 

 

5. SONUÇ 

Varyasyonel iterasyon metodu, Homotopi pertürbasyon metodu ve Adomian 

ayrışım metodu herhangi bir varsayım ve sınırlama olmadan sadece bir başlangıç 

koşulunun verilmesi ile lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlere kolaylıkla 

uygulanabilmektedir. Ancak bazı denklemlerin VIM kullanılarak elde edilen çözüm 

serisinde, ortaya çıkan küçük parametrelerin çözüm serisine dahil edilip edilmemesine göre 

analitik çözüme olan yakınsama değişmektedir. Bu çalışmada görüldüğü gibi Klein-

Gordon denkleminin VIM ile çözümünde elde edilen çözüm serisinin terimlerinde küçük 

parametreler görülmemekte olup,  Burgers’ ve KdV denklemlerinin VIM ile çözümlerinde  

ise görülmektedir. Bu nedenden dolayı, yukarıdaki denklemler için  Homotopi 

pertürbasyon metodu ve Adomian ayrışım metodunun kullanılmasıyla elde edilen yaklaşık 

çözüm serisinin terimleri birbirleri ile benzer olduğu ancak Burgers’ ve KdV 

denklemlerinin VIM kullanılarak elde edilen çözüm serisinin terimlerinin farklı olduğu 

görülmektedir.  
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