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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmustur.

Birinci boliimde, bazi temel tanimlar verildi.

Ikinci béliimde, Homotopi Pertiirbasyon Metodu, Adomian Ayrisim Metodu ve
Varyasyonel iterasyon metodunun temel yapis1 verildi.

Ucgiincii Boliimde, Homotopi Pertiitbasyon, Adomian Ayrisim ve Varyasyonel
iterasyon metotlar1; baslangic kosullari ile verilen lineer veya lineer olmayan diferensiyel
denklemlerden Klein-Gordon, Burgers’ ve KdV denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini elde
etmek i¢in uygulanildi. Her bir denklem i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimler ile tam
¢Ozlimlerin sayisal veri tablolari, iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri ¢izilerek grafiklerin
irdelenmesi yapildi.

Dordiincii boliimde, elde edilen verilerin bir tartismasi yapildi.

Besinci boliimde, bu calismada elde edilen sonuglara bagli kalarak Homotopi
Pertiirbasyon Metodu, Adomian ayrisim Metodu ve Varyasyonel iterasyon metodu bazi
lineer veya lineer olmayan diferensiyel denklemlere uygulanarak ¢6ziim serisinin

terimlerinin karsilastirilmasi yapildu.
Anahtar Kelimeler: Adomian Ayrisim Metodu, Homotopi Pertiirbasyon Metodu,

Varyasyonel iterasyon Metodu, Klein-Gordon
Denklemi, Burgers’ Denklemi, KdV Denklemi,

v



SUMMARY

The Numerical Solutions of Nonlinear Partial Diferantial Equations by Using

Variational Iteration Method

This study is constructed five chapters.
In chapter one, some fundamental definitions are given.

In chapter two, the primary structures of Homotopy Perturbation Method,
Adomian Decomposition Method and Variational Iteration Method are given.

In chapter three, Homotopy Perturbation Method, Adomian Decomposition Method
and Variational Iteration Method is applied to find approximate solutions of linear or
nonlinear differential equations which have initial conditions such as Klein-Gordon,
Burgers’ and KdV equations. We drawn graphics (2D and 3D) and constructed tables of
approximate solutions and exact solution which are obtained for every equations.

In chapter four, it is made a conversation of obtained datebases.

In chapter five, it has made a comparison of solution series of the obtained by
applying Homotopy Perturbation Method, Adomian Decomposition Method and
Variational Iteration Method to some linear or nonlinear differential equations by

depending on obtained solutions.

Key words: Homotopy Perturbation Method, Adomian Decomposition Method, Vari-
ational Iteration Method, Klein-Gordon Equation, Burgers Equation, KdV

Equation,
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1. GIRIS

Icinde bulundugumuz diinyada hayatin1 idame ettiren biitiin canlilar birbirleri ile
ve yasadiklar1 doga ile bir etkilesim icindedirler. Bu etkilesim sonucu ortaya ¢ikan
hareketlenme ve bunun sonucunda olusan fiziksel olaylarin tesadiifi olmadigi aksine
diinyamizdaki her olayin matematiksel bir anlaminin oldugunu bilmekteyiz. Uygulamali
alaninda ¢alisan bilim adamlar1 hayatimizi etkileyen fiziksel olaylarin matematiksel
modellemesi lizerine calisarak modelleme alaninda biiylik ilerlemeler saglamigslardir.
Modelleme iizerine calisan bilim adamlar1 dogadaki bir ¢cok fiziksel olayr diferensiyel
denklemler ile agiklanmislardir [1,4,32] . Ornegin depremlerden sonra meydana gelebilecek
Tsunami de olusacak biiylik dalgalarin ne zaman ve nereye kadar ulagabilecegi bilim
adamlar tarafindan hesaplanabilmektedir. Bu tiir hesaplamalar yapilirken o olaymn
matematiksel modellemesine  karsilik  gelen  diferensiyel denklemin  ¢6ziim
fonksiyonlarindan faydalanilmaktadir. Bu nedenle diferensiyel denklemlerin ¢6ziim
fonksiyonlar1 hakkinda bilgi edinmek i¢in pek ¢ok analitik yontem gelistirilmistir. Ciinkii
bir diferensiyel denklemin analitik ¢oziimiiniin bilinmesi modellemesi yapilan olayin
fiziksel ozellikleri hakkinda pek cok bilgi saglar. Ancak biitiin diferensiyel denklemlerin
analitik ¢Oziimlerine analitik yoOntemler kullanilarak ulagilamayabilir. Bu durumda
incelenen problemin bir baslangic sartindan faydalanilarak problemin sayisal olarak
incelemesi yapilabilir. Bu tiir ¢alismalar icin literatiirde pek ¢ok sayisal yontemler vardir.
Bu tiir yontemlerde incelenen problemin ¢éziimii seri formunda aranir ve bir baglangig
sartindan hareketle serinin diger terimleri hesaplanir. Bu hesaplamalar sonucunda elde
edilen serinin terimlerinin toplanmasiyla bazen bir fonksiyonun Taylor seri agilimina
ulagilabilinir. Bu durumda incelenen problemin analitik ¢6ziimii elde edilebilir. Ancak bu
durum her zaman mimkiin olmayabilir. Aksi durumlarda serinin birka¢ terimi

hesaplanarak elde edilen ¢6ziim fonksiyonunun analitik ¢6ziime yakinsamasi incelenir.

Gilinlimiizde yiiksek performansli bilgisayarlar ile Mathematica , Maple, Matlab vs.
gibi baz1 hesaplama yazilimlarina sahip olmamiza ve literatiirde var olan pek ¢ok analitik
metotlara ragmen lineer olmayan diferensiyel denklemlerin analitik ¢ézlimleri her zaman
elde edilmeyebilinir. Bu durumda incelenen diferensiyel denklemin sayisal analizi yapilir.
Bunun i¢in literatiirde var olan ve yar1 analitik metotlar olarakta adlandirilan Adomian

Ayrisim Metodu [2], Varyasyonel iterasyon Metodu [9], Homotopi Pertiirbasyon



Metodu [9], gibi baz1 metotlar gelistirilmistir. Bilindigi gibi bu tiir yar1 analitik metotlar
1980 1i yillarda ortaya ¢ikmakla birlikte temelde seri ¢oziimlerine dayanirlar. Coziimlerin
seri seklinde olmasi ve baz1 durumlarda ¢oziimlerin kapali formlarinin elde edilebilmesi bu
tirden metotlarin uygulama sahasinda c¢alisan bilim adamlarmin ilgisini ¢ekmekte ve
literatiirde genis bir yer tutmasina sebep olmaktadir.

Bu metotlardan ADM, Adomian tarafindan 1980’11 yillarda sunulmustur. Lineer ve
lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek icin kullanilan ayrigim
yontemi, uygulamada baslangic¢ ve sinir deger problemlerinin matematiksel modelleri olan
uzay ve zamana gore bir boyutlu veya cok boyutlu denklemlerin sayisal ¢dziimlerini
bulmada kullanilmaktadir [21,22].

Ayrica 1980 yilinda He tarafindan HPM ve VIM literatiire kazandirilmistir
[9,14,15,17,18]. Bu metotlar bilim adamlar tarafindan pek cok lineer ve lineer olmayan
diferensiyel denklemlere uygulanmistir [4,5,6,26,27].

Bu ¢aligmada yukarida bahsedilen yar1 analitik metotlardan ADM, HPM ve VIM’
nun genel bir sunumu yapilarak bu metotlarin Burgers’ [1,3,25,27], Klein-Gordon [20],
KdV [1,32] denklemlerine uygulamalar1 verilmistir. Bu uygulamalar sonucunda elde
edilen sayisal sonuclarin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ve ayrica sayisal veri tablolari

verilerek analitik ¢6ziime olan yakinsamalari irdelenmistir.

1.1 Temel tanimlar
Tanmim 1.1.1. Homotopi kavrami, 1895 yilinda Jules Henri Poincaré [33] tarafindan
tanitilmastir.

f ve g bir X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina siirekli dontistimler olsun.
I=[0,1] O *nin kapal bir alt kiimesi olmak iizere; Vx € X igin

H(x,0)= f(x) ve H(x.1)=g(x)
esitliklerini saglayan siirekli bir H : X x I — Y fonksiyonu varsa f', g’ ye homotopiktir
denir. H doniisiimiine f ve g arasinda bir homotopi denir ve H, f ve g arasinda bir

homotopi oldugunda, H : f = g ile gosterilir.

Tanmm 1.1.2. X ve Y iki uzay ve [ {t|0£t£l} araliginda tanimli olsun. Eger

@: X xI — Y siirekli bir doniisiimii Vx € X i¢in ¢(x,0) = f(x) ve ¢(x,1) = g(x) oluyor



ise f,g:X —Y doniisiimlerine homotopiktirler denir ve f [l g ile gosterilir. ¢: f ] g

ise ¢, [’ den g ’ye bir homotopi kurar seklinde ifade edilir.

Tamm 1.1.3. Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun muhtelif mertebeden
tiirevlerini igeren matematiksel denklemlere diferensiyel denklemler denir. Bir denklemde
belirli bir degiskene gore tiirev aliniyorsa, o degiskene bagimsiz degisken, denklemde
tiirevi alinan degiskene ise bagimli degisken denir

Bir tek bagimsiz degisken igeren diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem

denir ve n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem genel olarak;
F(X,y,yy,y"a"',y(n))= 0 D

seklinde gosterilir. Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferensiyel denkleme

kismi diferensiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferensiyel denklem

X,V tu,— =0

ox oy ot ox oxdy oyt o

b

F( ou ou ou O’u O'u O'u O’u é”uj
ox"
seklinde yazilir.

Tanim 1.1.4. Bir diferensiyel denklem, lineer ve lineer olmayan olmak tizere iki
sekilde smiflandirilir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa, bu diferensiyel denkleme lineer diferensiyel
denklem denir. Eger bir diferensiyel denklem de bagimli degisken kendisi veya tiirevleri
ile carpim yada boliim durumunda ise veya bagimli degisken iistel, trigonometrik, yada
logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki
ve ikiden biiyiik ise, bu tiir diferensiyel denklemlere lineer olmayan diferensiyel denklem
denir.

Tammm 1.1.5. Bir degiskenin skaler bir fonksiyonu i¢in Adomian polinomu

asagidaki sekilde verilir. f fonksiyonu n defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde Adomian polinomlari

4 =%f[ivl]

i=0

formiili ile tanimlanir [2].



Tanmm 1.1.6. A, B,C birer sabit say1 olmak iizere, x ve y serileri arasinda kesin

tiirden olan ¢esitli fonksiyonel iliskilere deterministik iliski denir. Ornegin;

y = Ax+ B (Dogrusal Iliski)
logy= log(Ax +B ) (Tam Logaritmik Iliski)

ifadeleri birer deterministik iliskilerdir. Bunlardan bagka daha pek ¢ok deterministik iliski
tipleri yazilabilir. Ornegin; bir gazin hacmi ile basinci arasindaki ters yonlii iliski, elektrik

akimi ile direng arasindaki ters yonlii iliskiler birer deterministik iligkidir [19].

Tamm 1.1.7. E ve E iki lineer uzay olsun. Tanim kiimesi £’ de, deger kiimesi
E > de bulunan y = Ax esitligi ile verilen A operatériinii ele alahm. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa verilen bu 4 operatdriine /ineer operator denir [23].
Ll)A(x+y) = Ax+ Ay
L2) A(Ax)=AAx

Tamm 1.1.8. Bir fonksiyonel

J(x,y):jd)(x,x',y,y')dt (1.1.8.1)

ty

olup sinir sarti
f(x,y,t)=0 (1.1.8.2)

olacak sekilde goz oniine alalim. (1.1.8.1) denkleminin varyasyonu hesaplanirsa

5J(x,y)=5jc1>dz=j{a£5x+a—®,5x'+a£5y+a—qfay'}dz =0 (1.1.8.3)
" o L Ox ox oy oy

elde ederiz. Burada (1.1.8.2) denklemi x ve y’ ye bagl olmak iizere f’ nin varyasyonu
@f@am@ay:o (1.1.8.4)
ox oy

bulunur. (1.1.8.3)’ i A ile garpip, ¢’ ye gore integre edersek,



J./l{afé'x+—5y}dt—0 (1.1.8.5)

elde edilir. Burada A sifirdan farkli keyfi sabittir ve A, ¢’nin bir fonksiyonu olarak ta

secilebilir. Dolayisiyla (1.1.8.4) denklemini (1.1.8.5)’e ekleyerek,

J[‘i‘h af} ML NI A L PN ) (1.1.8.6)
; Ox ox ox' 6y 6y 8

bulunur. Parcalar1 birlestirerek bu ifadelerin integrali alinirsa ve rastgele secilmis 0x ve

Oy’y1 goz Oniine aldigimizda,

o _dfov) Loy, (1.1.8.7)

Ox dt\ ox' Ox

od d|od

29 o, (1.1.8.8)
oy dt\ oy oy

yazilir. Bu iki esitlik ayn1 zamanda Lagrange carpanit metodu yardimiyla da bulunabilir.

Buradan (1.1.8.7) ve (1.1.8.8) denklemleri

]

J(x,3,4) = [(®+Af)at, (1.1.8.9)
biciminde ¢ogaltilmis bir fonksiyonelin olusturulmasini gerektiren Lagrange Carpani
yontemi yardimiyla da elde edilebilir. Burada A Lagrange carpanidir. Varyasyonun

prosediiriin de, (1.1.8.9)’daki A, x ve y gibi bir bagimsiz degisken olarak alinmalidir.



2. MATERYAL VE METOD
2.1. Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM)

Varyasyonel iterasyon yontemi [1,7,8,9,10,11,12,25] analitik ¢6ziime hizli bir
sekilde yakinsayan lineer olmayan problemlerin genis bir sinifin1 kolay ve etkili bir sekilde
¢ozmek ic¢in verilmistir. Kaynak [8]’de yontem kesirli tiirevlere sahip lineer ve lineer
olmayan diferansiyel denklemlere uygulanmistir.

Kaynak [7]’de varyasyonel iterasyon yontemiyle Adomian ayrisim metodu arasinda
yararli olabilecek bir karsilastirma yapilmistir. Bu metodun temel yapisini gosterebilmek
i¢in, L lineer operatdr, N lineer olmayan operatdr ve g(t) verilmis siirekli bir fonksiyon

olmak iizere agsagidaki genel lineer olmayan sistemi goz oniine alalim.
Lu(t)+Nu(t):g(t), (2.1.1)

yontemin temel 6zelligi (2.1.2) sistemi i¢in bir dogrulama fonksiyoneli kurmaktir, o halde

t

u,, (t)=u,(r)+ J/i{Lun (s)+Nu, (s) —g(s)} ds, (2.1.2)
0
dir. Burada A, varyasyonel teoride en uygun sekilde belirlenebilen genel bir Lagrange
carpanidir. Lineer problemler i¢in bu problemin gercek ¢oziimleri, Lagrange ¢arpaninin
tam olarak belirlenebildigi gerceginden dolay:r sadece bir iterasyon ile elde edilebilir.

Ornegin;
u'+a(t)u:b(t),u(0):c (2.1.3)

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini goz Oniline alalim. Bu denklemin

diizeltme fonksiyonelleri

un+l(t):u”(t)+jz{i2n ca(s)u, (s)—b(s)}ds 2.14)



bi¢imindedir. Diizeltme fonksiyonelini u, ’e gore sabit alinir ve ou, =0 oldugu kabul

edilirse

u,., (1) =6, (1)+ 5] A{OZ‘” a(s)u, (s)—b(s)}ds
o e (2.1.5)
=6u, (t)+Adu, (s)],., +J.{—g—/1+a(s)/l}§u (s)ds=0
0 s
yazilir. Boylece Euler-Lagrange denklemi
M) (52 (0s) =0, 2.1.6)
Os
olup dogal siir kosullarini
1+A(t,s) =0 (2.1.7)
olarak hesaplanir. Boylece Lagrange ¢arpanini
z(t,s)z—exp{ja(g)dg—ja(g)dg} (2.1.8)
0 0

biciminde elde edilir. Belirlenen Lagrange ¢arpanini (2.1.2) de yerine yazarak, asagidaki

iterasyon formiili

0, (t)=un(t)—.(i;exp{;[a(§)d§—.:|;a(§)d§}{a;s”+a(s)un (s)—b(s)}ds 2.19)

seklinde yazilir. Eger u, = cexp {—j a(&)dé } , homojen
0

u'+a@®)u=0

denkleminin u, = ¢ baslangi¢ kosuluna sahip ¢oziimii ise, bu denklemin tam ¢oziimii



ul(t):cexp{—j;a(é)df}—j).b(s)exp{j;a(é)dé—j;a(é)df} ds

b(s)exp{j:a(cf)dcf} ds 2.1.10)

:cexp{—j:a(f)d§}+exp{j;a(s)ds}

o t— =

olarak yazilir.

Bu ¢6zlimden biitiin 6zellikler kolayca (2.1.10) dan elde edilebilir. Simdi de, sinirh stirekli

lineer oskilatér denklemini ele alalim:
i (1) +wu(t)= £ (1) @.1.11)

Bu denklemin diizeltme fonksiyoneli

t

u,, (t)=u, (l)+J./1{u,’1'(s)+a)2un (s)—f(s)} ds (2.1.12)

0

bi¢iminde yazilabilir. ou, (0)=O oldugu goz Oniine almmarak u, in varyasyonu

hesaplanirsa

Su,, (1) = B, (1) + 8 A4 (5) + 0, (5) - 1 (s)} ds

0

2 s (5. +j{m +a)2/1(s)}5un(s)ds

s=t K
Os 0

=0u, (t)+A(s)du, (s)

ot i(s)ﬁu; (s) .

- (1_‘21]5u,, (s)

S

(522 (2.1.13)
+ +a’A(s)ou (s)ds=0,
[{ 25 a4t (9
elde edilir. Buradan, asagidaki sabit kosullar
0* (1,
6(2 s) +@*A(t,5)=0, (2.1.14)
s



1- =0, 2.1.15
Os - ( )
/I(t,s) - =0, (2.1.16)
elde edilir.

Boylece, Lagrange carpani ise asagidaki sekilde

/1=lsina)(s—t) (2.1.17)
o

seklinde yazilir. Sonug olarak, asagidaki iterasyon formiilii

+

n+1

jsma) (s=1){u)(s)+@u, (s)- f(s)} ds (2.1.18)

1
@
yazilir. Eger baslangi¢ tahmini uygun ¢, ve c, sabitleriyle
uy (1) = ¢, cos(wt)+c, sin(wr)

tamamlayici ¢oziimiini kullanirsak, (2.1.18) iterasyon formiiliinden, (2.1.11)’in genel

¢Ozlimii olan
u, (1) =C, cos wt +C, sin a)t—l.[f(s)sin w(s—1t)ds (2.1.19)
w 0

elde edilir. Bununla birlikte eger diizeltme fonksiyoneline sinirli varyasyon uygulayacak
olursak tam c¢oziim sadece ardisik iterasyonlarla elde edilebilir. Denklem (2.1.11)° in

homojen oldugunu kabul edersek
u"(t)+a)2u(t):0, (2.1.20)

olup diizeltme fonksiyonelini yeniden yazarsak

u,, (t)=u,(r)+ Jl{u[{(s)+ ', (s)} ds (2.1.21)



olur. Burada u, kisitlanmis bir varyasyon olarak kabul edilir. Yani éu, =0dir. Bu sart

altinda, yukaridaki diizeltme fonksiyonelinin (2.1.21) sabit kosullar1 asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

ﬁzﬂ(t,s) 0 (2.1.22)
2 > ..
Os
Pa G IR (2.1.23)
os "
A(t,s)|,., =0, (2.1.24)

Dolayisiyla, Lagrange ¢arpani agsagidaki gibi
A=s—t, (2.1.25)
kolayca bulunabilir. Lagrange carpaninin yerine konulmasiyla iterasyon formiilii
u,, (t)=u,(t)+ I(s —1) {u: (s)+a@’u, (s)} ds (2.1.26)
0
olur.

u(0)=1 ve u (0)=1 baslangi¢c kosullar1 ve u,(0)=u(0)=1 baslangi¢ tahmini ile

baslarsak, yukaridaki iterasyon formiiliinden (2.1.26) asagidaki yaklasik ¢oziimler elde

ederiz.

w (1)=1-—a’t, (2.1.27)
2! 41, (2.1.28)

1 n n,2n
u, (1) =150 4 (1) (2.1.29)

Buradan

10



limu, (¢) = cos(wt)

n—>x0

¢Oziimii elde edilir ki bu ¢oziim problemin gercek coziimiidiir. Yukaridaki ¢6ziim
metodundan c¢oziimler, Lagrange carpaninin yaklasik tanimlamasi ile baglantili olarak
yavas bir sekilde gergek ¢ozlime yaklasir. Gergekte denklem (2.1.15)’in, denklem

(2.1.18)’in birinci mertebeden tahmini oldugunu asagidaki bagintidan gorebiliriz.

1 1
/1=—sma)(s—t)zs—t—ia)z(s—tf, (2.1.30)

(0]

Lineer olmayan problemler i¢in Lagrange c¢arpanini basit bir sekilde elde edebilmek

acisindan, lineer olmayan terimler kisitlanmis varyasyonlar olarak diisiiniilebilir.

Bu iterasyon formiilii
[ 1 2 3 " 2
u,, (t)=u, (t)+.[{s —t—;a) (s—1) } {un (s)+a@’u, (s)} ds (2.1.31)
0 !

biciminde yazilabilir.

Ayni zamanda u, (0) =1 gibi bir baglangi¢ tahmini ile baglarsak

1 1
Ml(t)zl—aa)zt2+ma)4t4, (2132)
_1 1 2.2 1 44 1 6,6 1 8,8 2133
u, (1) =1-—&’t’ +— 't —— 0’1" +—0't", (2.1.33)

21 4| 6! 8!
elde ederiz.

Boylece, (2.1.31)’den elde edilen yaklasik ¢oziimler, (2.1.26) iterasyon formiiliinden elde
edilenlerden daha hizli bir sekilde gergek ¢ozlime yaklastig1 acik¢a goriilebilir. Simdi de

asagidaki lineer olmayan denklemi g6z Oniine alalim
u'+a(t)u:b(t)+N(u),u(O)=c (2.1.34)

Burada N, u ’nun lineer olmayan bir fonksiyonudur. Yukaridaki sistemi gz dniine alirsak

11



u,, (t)=u, (t)+':|:/1{ci;” +a(s)u,(s)-b(s)-N(a, )}ds (2.1.35)

yazabiliriz. Burada u, kisitlanmis varyasyondur ve du, =0 dir.

Yukarida belirtilen yollardan ilerleyerek, asagidaki iterasyon formiilasyonunu

U, (t) =u, (t)

_Jexpﬂa ja df}{ds (s)un(s)—b(s)—N(u”)}ds (2.1.36)

elde ederiz. Asagidaki ikinci mertebeden lineer olmayan denklemi goz oniine alirsak,
u"+a(t)u' +b(t)u+N(u)=0, u(0)=c, u'(0)=c, (2.1.37)

bu denklemin diizeltme fonksiyoneli
u,,(t)=u, (t)+j/1{u;'(s)+a(s)u; (s)+b(s)u,(s)+ N(ﬁn (s))} ds (2.1.38)

seklinde yazilir. Yukaridaki fonksiyoneli u, ’e gore sabitleyerek, du, (0)=0 olduguna

dikkat edersek

t

Su,,, (t)=06u,(t)+ 5.[/1{u;'(s)+au; (s)+bu,(s)+ N(ﬂn (s))}ds

0

=6u, (1)+Adu, ()|, —‘2—’1&1 (s)|,., +ai(s)ou,(s)|., (2.1.39)
+H‘;ﬂ ;S(ai)+b( )ﬂ(s)}c‘)‘un(s)ds:o
dir. Asagidaki sabit kosullar
0’4 8
7o, (@A) +b(s)A(t:5)=0, (2.1.40)
1—‘2—’“(t,z)+a(t)z(z /)=0, (2.1.41)
S

12



A(t,1)=0, (2.1.42)

elde edilir. Yukaridaki (2.1.40) ~ (2.1.42) denklemlerden, Lagrange carpanini

A= exp{ja(g)dg}[u, ()1t (£) =10y () (1) (2.1.43)

0

seklinde yazariz. Eger w, ve w,,

w (0)=1, w(0)=0, w,(0)=0, w,(0)=1 (2.1.44)

baslangi¢ kosullar tarafindan acikga belirtilen temel bir ¢6zlim climlesi olarak segilirse, ilk
yaklasim igin,

u, (t):C,w1 +C2w2+J.N(uO (s))/i(t,s)ds (2.1.45)
0
elde ederiz. Simdi asagidaki homojen olmayan denklemi ele alalim.
u"+a(t)u'+b(t)u=f(u), (2.1.46)

buradan,

u(O):Cl, u(l):C2 (2.1.47)

) (0)=1, Uiy (0)=0, (2.1.48)

Uy (0) =0, u('z) (0) =1, (2.1.49)
ve

u=Cuy +Cuy, (2.1.50)

yazabiliriz. Diizeltme fonksiyoneli

Z{u;'(s)Jrau; (s)+bu, (s)—fn}ds (2.1.51)

U, (t) =u, (t) +

S SN

bi¢giminde yazilabilir. Yukaridaki diizeltme fonksiyoneli u, ’e gore sabitleyerek,

ou, (O) =0 oldugunu go6z 6niine alirsak

13



t

Su,,, (t)=0u, (t)+5j/1{u,'1'(s)+ au, (s)+bu, (S)—fn} ds

0

=Su, (t)+A(s)u, (s)

o ﬂ'(s) ou, (s)

s=t

o, tat (S)5u” (s)

+l {fzf _%(Gﬂ)+b(s)/l(s)}5un(S)dS -0,

olup, asagidaki sabit kosullar

d’A d
Su, (s): 7 —E(aﬂ)+b(s)/1(t,s)=0,
5u, (1): 1-2l+a(s)z(s,s):o, (2.1.52)
s
5u;(t): l(s,s)zO,

seklinde elde edilir. Lagrange carpani ise

i :—exp{ja(f)df}[u(l) ()t (€)=t (5)ot (1) (2.1.53)

0

bi¢iminde tanimlanir. Boylece asagidaki iterasyon formiilii

., (1) =1, (t)—jexp {ja(f) d‘f}[“(l) (8)ugy) (£) =iy () (t)]{”n (s)

0

+au, (s)+bu,(s)~ f,} ds (2.1.54)
elde ederiz.

2.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)

Bu boliimde, topolojideki homotopi kavrami ile pertiirbasyon teknigini birlestirerek
pertiirbasyon metotlarinin dezavantajlarini ortadan kaldiran ve sadece zayif lineer olmayan
denklemler i¢in degil ayn1 zamanda kuvvetli lineer olmayanliga sahip denklemler i¢in de
elde edilen ¢ozlimlerin, tiim ¢dziim bdlgesinde gecerli oldugu, yar analitik bir metot olan
homotopi pertiirbasyon metodunu verecegiz [9,13,14,15,16,17,18,28,29].

Bu metodun temel yapisini agiklamak i¢in asagidaki lineer olmayan diferensiyel

denklemi g6z 6niine alalim.
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A(u)—f(r):O, reQ. (2.2.1)
(2.2.1) denkleminin sinir kosulu

B(u,0u/dn)=0, rel, (2.2.2)
seklinde belirlenir. Burada 4 genel diferensiyel operatorii, B sinir operatori, f (r) bilinen

analitik bir fonksiyon ve I' , Q’ ya bagl siirdir.
Genel olarak A diferensiyel operatorii, L ve N gibi iki parcaya ayrilabilecek
sekilde yazilabilir ki burada L lineer, N ise lineer olmayan bir operatordiir. (2.2.1)

denklemi asagidaki gibi yeniden yazilirsa

L(u)+N@)-f(r)=0 (2.2.3)
elde edilir. Buna gére homotopi teknigi ile bir homotopi olusturulabilir.

v(r,p):Qx[0,1] >0
olmak iizere,

H(v,p)=(1=-p)[L(v)-L(u,) |+ p[A(v)-f(r)]=0,reQ (2.2.4)
dir. Burada p [0,1] bir parametre ve u, ise (2.2.1) denkleminin bir baslangig kosuludur.
O halde

H(v,p)=L(v)—L(uy)— pL(v)+ pL(uy)+pA(v)—pf(r)=0

:L(v)—L(uO)—p[L(v)—L(uo)—A(v)+f(r):|:0

:L(v) L( )+pL uo p[L A(v)+f(r)]:0
olup, (2.2.1)den A(u)— f(r)=0 dir. Boylece
L(v) L(u0)+pL ”o p[L :I =0 (2.2.5)

olacak sekilde, (2.2.3) 6zdesligini kullanarak
L(u)+N(u)—f(r)=O:>L(u):—N(u)+f(r) (2.2.6)

denklemi bulunur. Bulunan (2.2.6) denkleminin (2.2.5) denkleminde yerine yazilmasiyla
L(v) L(uo +pL u,) p[ (r)]:O

elde edilir. Boylece (2.2.4) denklemi
15



H(v,p)=L(v)—L(uy)+pL(u,)+p[ N(v)-f(r)]=0, (2.2.7)
seklinde yeniden yazilabilir. Burada p €[0,1], u,baslangi¢ kosulu ve
v(r,p):Qx[0,1] > R dir. (2.2.4) veya (2.2.7) denklemlerinden

H(v,0)=L(v)~L(1,) =0 (2.2.8)

H(v,l):A(v)—f(r)zo (2.2.9)

oldugu acikca goriilebilir. Burada p =0 oldugunda (2.2.4) denklemi lineer bir denklem

haline gelir; p =1 oldugunda lineer olmayan bir denklem olur. Bu yilizden 0’dan 1’e p
nin degisim islemi, L(v)—L(uO) =0 denklemini A(v)— f (r) denklemine doniistiirtir.
L(v)—L(uo) =0 agikar problemi 0’dan 1’e monoton olarak artan p parametresi, siirekli
olarak A(v)—f(r)=0 problemine deforme oluyorsa, bu topolojide deforme olarak

adlandinlr. L(v)—L(u,)=0 ve A(v)-f(r) ifadelerine ise homotopiktirler denir.

Homotopi pertiirbasyon metodu geregince, ilk olarak yerlestirilen parametre olan p ’yi

kiiciik parametre olarak kabul ederek (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinin ¢oziimii
v=v0+pv1+p2v2+p3v3+---=2p"vn (2.2.10)
n=0

olacak sekilde p parametresinin kuvvet serisi

Pl f(vo)-f(x)=0, (2.2.11)
P f (vo)vi+ f(x)=0, (2.2.12)
pZ:f'(vo)v2+2i!f”(vo)v]2:O, (2.2.13)
P :f'(vo)v3 Jr%f"(vo)b/lv2 +%f’"(vo)v13 =0, (2.2.14)

yazilir. (2.2.11)-(2.2.14) denklemlerinin v,, v, ve v, i¢in ¢oziilmesiyle
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v = , (2.2.15)

(2.2.16)

S10)v S () (f(v‘))jz’

PTT ) 2 () ()

f”(Vo)Vlvz _fm(Vo)Vl3
S () 34" ()

:_l(f"(%)}z(f(%) I L S7() (f(%)}}, 2.2.17)

v, =—

2 f’(Vo) f'(vo) 6f’(vo) f'(vo)

(2.2.10) serisinin v,,v,,v,,--- elde edilir. Elde edilen (2.2.15)0 (2.2.17) denklemleri,
(2.2.10) denkleminde p =1 alinarak yeniden yazilirsa, (2.2.1) denkleminin ¢6ziimii

u= lim(v0 +pv+pv, +py, +)

p—l

o (2.2.18)
=V WAV Y =Dy,

n=0
seklinde elde edilir. Homotopi pertlirbasyon metodu geleneksel pertlirbasyon metodunun

tiim ozelliklerine sahiptir. (2.2.10) serileri 4(v) lineer olmayan operatoriine bagl oldugu

oranda yakinsamaktadir. (Asagidaki goriis; He [15] tarafindan 6nerilmektedir)

(1) N(V)nin V' ye gore ikinci tiirevi kiiciik olmalidir ¢linkii parametre oldukca biiyiik

olabilir. Yani, p —> 1.

(2) Serinin yakinsamasi i¢in L' (6N / 0V ) nin normu birden daha kiigiik olmalidir.

2.3. Adomian Ayrisim Metodu (ADM)

Ayrisim yonteminin [20,26,30,31], bir seri metodu oldugu, bir¢cok cebirsel, lineer
veya lineer olmayan diferensiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi
bilinmektedir. Genel olarak bu metottan bahsedecek olursak; kabul edelim ki F', hem
lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel

operator olmak iizere;

F(u)=g(x) (2.3.1)
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olsun. (2.3.1) denkleminde L - lineer operatdrii R- lineer operatoriin kalan kismin1 ve N -
ise lineer olmayan terimi gostermek iizere (2.3.1) denklemini

Lu+Ru+Nu=g (2.3.2)
seklinde ayristirarak yazalim. L bir lineer operatdr ve L' bu operatoriin tersi olsun. (2.3.2)
esitligi;

Lu=g—Ru—Nu (2.3.3)
seklinde yazilabilir ve (2.3.3) esitliginin her iki tarafina soldan L' operatdrii uygulanirsa;

L'Lu=L"g—L'Ru—L"Nu (2.3.4)
elde edilir.

L ’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatdr oldugunu kabul

edelim. (2.3.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra;
u=u(0)+mu (0)+L'g—L'Ru—L"Nu (2.3.5)

¢Oziim fonksiyonu bulunur. (2.3.5) ile elde edilen esitlikteki N (u) lineer olmayan terim

N(u)=34,

n=0
seklinde ifade edilmektedir. Buradaki 4, Adomian polinomlari 6zel polinomlardir ve bu

polinomlar daha sonra incelenecektir. (2.3.5) esitligindeki u ; ayristirllmis seri ¢dziim

fonksiyonudur. Bu seri ¢oziim fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen baslangi¢c degeri
sag taraf fonksiyonun integrali olmak iizere, u, =a+bt—L'g ile bulunur daha sonra u,

terimi kullanilarak u,,u,,u,,--- terimleri elde edilir ve ayristirilmis seri ¢éziim fonksiyonu

ux,t) =Y u,(x,t) (2.3.6)
n=0
olarak yazilabilir. Bu seri ¢6ziimii kullanilarak (2.3.5) esitligi tekrar yazilirsa

u=u,—L" D u,~L"Y 4, (2.3.7)
n=0 n=0
genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.3.7) esitligi agik sekilde
u,=—L"'Ru,— L4,

u, =—L"'Ru,— L4, 239

u,,=—L'Ru,—L"'A , n>0
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formunda yazilabilir. Buradaki 4, polinomlar: her bir lineer olmayan terim i¢in genel-
lestirilebilir ve bu genellestirmede A, sadece u,'a, 4, ise u, ve u,'e, A, ise u, , u, ve
u,'ye bagl ve benzer sekilde (2.3.8) esitligindeki biitiin 4, Adomian polinomlar: elde

edilebilir. 4, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde

Ay = f (uy)
[

{5t

RN A D o TP | I
n|dr \ & .

ile verilmektedir. Bazi problemlerin sayisal ¢éziimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi
durumlarda ayrisim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (2.3.9) genel formiiliiniin kullanilmasi, (2.3.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida
teriminin  hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir. Ayrisim metodu kullanilarak

u(x,t) kapali ¢oziim fonksiyonunun bu fonksiyona ait sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi

1¢in;
O (x,t)=>u,(x,t), n=0 (2.3.10)
n=0
olmak {izere;
Iim® =u(x,t) (2.3.11)

ifadesi, (2.3.8) indirgeme bagimntis1 goz Oniine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (2.3.11) seklindeki ayrisim seri ¢oziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok
hizli yakinsayan sonuglar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi literatiirde birgok

yazar tarafindan incelenmistir [26,30].
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3. UYGULAMALAR
3.1. Burgers’ Denklemine VIM, HPM ve ADM’ unun uygulanmasi

3.1.1. Varyasyonel iterasyon Metodu ile Coziim

u,‘uu, =u_, (3.1.1.1)
2

u(x,0)=1-— (3.1.1.2)
X

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan lineer olmayan Burgers’ denklemini [1,3,25,27] g6z

Oniine alalim. Bu denklem i¢in varyasyonel iterasyon formiili

0 ou, (x,& ou, (x,&) u,(x,&
un+1(x,t)zun(x,t)+£ﬂ(§){%+un(x,§) z(ax )_ 89(62 ) dg,  (3.1.1.3)
seklinde yazilabilir. Burada sabit kosullar1 asagidaki sekilde
2(£)=0
1+4(&£)=0

olup ve Lagrange carpani ise

2(£)=-1
elde edilir. Lagrange carpaninin (3.1.1.3) denkleminde yerine yazilmasiyla olusan iteras-
yon formiilii

¢l ou,(x,& ou, (x,&) ou,(x,&
u,, (x,t)=u, (x,t)—! {%H@ (x,¢) ch ) 8)(62 )}dg (3.1.1.4)
yazilir. Burada »n nin degerleri i¢in (3.1.1.2) baslangic kosullar1 g6z 6niine alinarak
u, (x,t), ul(x,t), u, (x,t), u3(x,t),~- (3.1.1.5)
terimleri agsagidaki gibi hesaplanabilir.
uo(x,t)zl—z, (3.1.1.6)
X
t 2
u, —uO(X,t)—I {8”0 (x t) +u, (X,t) %y (x,t) _6 al (zx’t)}d
0 O (3.1.1.7)
12
ox X
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« | Ou (x,t) Gul(x,t) azul(x,t)
U, =u (x,t)— L (x,t) - dt
r ! 1 ax ac
2
=1—g—2—§—2i3+kiigiik terimler (.1.1.8)
x x x

Boylece (3.1.1.1) denkleminin analitik ¢oziimiiniin kapali formu asagidaki sekilde

u(x,t)zl—% s

t

X

<1

yazilabilir. u (x,t) fonksiyonunun varyasyonel iterasyon metodu ile elde edilen yaklasik ve

analitik ¢oziimleri i¢in iki ve lic boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablolari

asagidaki sekilde olusturulmustur.

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.1. Burgers’ denkleminin, u (x, l) analitik ¢6ziimii ile yaklasik ¢oziimiiniin (VIM) {ig

boyutlu goriiniimii

o.op B 0.9 - -
0.85 - ] 0.85 | :

0.8} . 0.8

0.75 F 0.75

0.7 0.7

0.65 | 0.65

0.6 L/ ] 0.6 F/

0 15 20 25 0 15 20 25
ffffffff Anal . Cz. -—------- Yak . Cz
(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim

Sekil 1.2. Burgers’ denkleminin, analitik ¢6zlimii ile VIM kullanilarak elde edilen 3 terim igin
yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastirilmast
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Tablo 1.1. n =3 durumunda, VIM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen

mutlak hata tablosu
t/x 5 10 15 20 25
0.05 4.04040E-9 1.25628E-10 | 1.65160E-11 | 3.91609E-12 | 1.28242E-12
0.10 6.53061E-8 2.020200E-9 | 2.65142E-10 | 6.28141E-11 | 2.05623E-11
0.15 3.34021E-7 1.027920E-8 | 1.346800E-9 | 3.18797E-10 | 1.04306E-10
0.20 1.06667E-6 3.265310E-8 | 4.270940E-9 | 1.010100E-9 | 3.30323E-10
0.25 2.63158E-6 8.012820E-8 | 1.046240E-8 | 2.472310E-9 | 8.08081E-10

Tablo 1.2. n =3 durumunda, VIM formiilii ile kiigiik terimlerle birlikte hesaplanan
3 terim i¢in elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 5 10 15 20 25
0.05 4.03999E-3 1.00500E-3 4.45926E-4 2.50625E-4 1.60320E-4
0.10 8.15990E-3 2.02000E-3 8.94815E-4 5.02500E-4 3.21280E-4
0.15 1.23595E-2 3.04499E-3 1.34667E-3 7.55625E-4 4.82880E-4
0.20 1.66384E-2 4.07996E-3 1.80148E-3 1.01000E-3 6.45120E-4
0.25 2.09961E-2 5.12490E-3 2.25925E-3 1.26562E-3 8.07999E-4

3.1.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim

(3.1.1.1) ve (3.1.1.2) esitlikleri ile verilen lineer olmayan Burgers’ denklemini i¢in

homotopi yapisini olusturalim.

(1= p)[Y=u 1+ p[Y+YY' -Y']1=0 (3.1.2.1)
. 2

Burada Y = aa—j, Y = Z—Y , Y = Z f ve p e [O,l] dir. (3.1.2.1) denklemine gerekli islemler
X X

yapilirsa
Y—u,+ pu,+pY¥ - pY =0, (3.1.2.2)

denklemi elde edilir. (3.1.1.1) denkleminin ¢6ziimiinii (2.2.10) denkleminde de belirtildigi

gibi;
Y=Y+ pY+p’ Yy + pYy 4 =) p"Y, (x,1) (3.1.2.3)
n=0
Y=Yo+ pYi+ p* Yot p’ Yt (3.1.2.4)
Y =Y 4 pY + pY 4 pY, 4o (3.1.2.5)

22



Y =Y+ pY + p° Y+ Y+

(3.1.2.6)

seklinde ele alinabilir. (3.1.2.3) 1 (3.1.2.6) denklemlerinin (3.1.2.2) denkleminde yerine

yazilmasiyla

(Y0+pY1+p2 Yz+p3 Ysj—b.to#-pb'to

+p(Y,+ pY+ p’Y, + pY ) (Y, + pY, + p'Y, + p°Yy )= p(¥, + p¥; + pY, + p'Y, ) =0,

Yo+ pYi+ p* Yot p’ Vimu + pu + pY,Y, + p XY, + 'YX, + p’Y Y,

+p’ VY, + p’YY, - pY, - p’Y, - pY, =0,

elde edilir. Bu denklem p ’ nin ayni kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse

po :Yo—ito =0,
piVitu %Y, ~Y, =0,
P Y+ LY + XY, - =0,

P YL 4 VY + LY, - Y, =0,

bulunur. (3.1.2.7) 1 (3.1.2.10) denklemlerinin ¢6ziimii ile

pO:Yo—uo:O,:>Yo=u0:>YO=u0=l—;

:>YO:1—2,
X

P ViU ALY Y =0 V=i ~EY, + ]

PV Y 4 XY, =Y =0 Yo =[ LY - VY + Y |
t
=7, =[[-%Y -1Y,+¥ |t
0

2
~y :_2t

2 3
X
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(3.1.2.7)
(3.1.2.8)

(3.1.2.9)
(3.1.2.10)

(3.1.2.11)

(3.1.2.12)

(3.1.2.13)



P Vs A RY 4 Y Y, 0= Vs =[ <K, - RY - VY, + Y, |

=Y. =||-YY,-YY -Y.Y +Y, |dt
’ ! [hk Ry x4 (3.1.2.14)

3
=Y, :—2L

3 70
by

seklinde (2.2.10) serisinin ilk ii¢ terimi elde edilmis olur. (3.1.2.11) 1 (3.1.2.14)
denklemleri p —1 iken (3.1.2.3) denkleminde yerine yazilirsa (3.1.1.1) lineer olmayan
Burgers’ denkleminin yaklasik ¢oziimii
u(x,t)=limY =Y, +Y,+Y, + Y, +---
p—l
2 2t 2 27
=l-—-——-——+

2 3 4
X X X X

S AGHORONCRY

olarak elde edilir. Boylece (3.1.1.1) denkleminin analitik ¢ézlimiiniin kapali formu

u(x,t) zl—i
x—t

olur. u(x,t) fonksiyonunun homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen yaklasik ve

analitik ¢ozlimleri icin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu

asagidaki sekilde olusturulmustur.

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.3. Burgers’ denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (HPM) ii¢

boyutlu goriiniimii
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(a) Analitik ¢oziim
Sekil 1.4. Burgers’ denkleminin, analitik ¢ozliimii ile HPM kullanilarak elde edilen 3 terim igin
yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastirilmasi

20

(b) Yaklasik ¢6ziim

Tablo 1. 3. n =3 durumunda, HPM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 5 10 15 20 25

0.05 4.04040E-9 | 1.25628E-10 | 1.65160E-11 | 3.91609E-12 | 1.28242E-12
0.10 6.53061E-8 | 2.020200E-9 | 2.65142E-10 | 6.28141E-11 | 2.05623E-11
0.15 3.34021E-7 | 1.027920E-8 | 1.346800E-9 | 3.18797E-10 | 1.04306E-10
0.20 1.06667E-6 | 3.265310E-8 | 4.270940E-9 | 1.010100E-9 | 3.30323E-10
0.25 2.63158E-6 | 8.012820E-8 | 1.046240E-8 | 2.472310E-9 | 8.08081E-10

3.1.3. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim

25

(3.1.1.1) ve (3.1.1.2) esitlikleri ile verilen lineer olmayan Burgers’ denklemini tekrar

g0z Oniine alalim. Bu denklem asagidaki gibi

Lu=L u—uu,

operator formunda yazilir. Burada L, = g velL =—

operatdrii olup L' = I() dt seklinde gosterilir. (3.1.3.1) denkleminin her iki tarafina

t

0

soldan L' uygulanirsa

L' [Ltu] =L [Lxxu - uux]

elde edilir. Buradan

2

XX 2

Oox

u(x,t)=u(x,0)+m,(x,0)+L [Lxxu - (Mu)]

25

(3.1.3.1)

dir. Burada L' integral

(3.1.3.2)

(3.1.3.3)



olur. Boylece Mu=uu_= Z A, olmak iizere

Ay =y (1),

A=y )+ (u),

Ay =y (uy) +uy () +1y () (3.1.3.4)
A, =u, (u3 ) +u, (u2 )x +u, (u1 ) +u, (uo )

olarak alinabilir. (3.1.3.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintisi yazilabilir.

u,(x,0) :1—2
X ,n>0 (3.1.3.5)

()c,z‘):Lt_1 [L u —An]

XX n

u

n+l

Elde edilen (3.1.3.5) rekiirans bagintisindan

uo(x,t)zl—g, (3.1.3.6)
X
w (x,0)= L' [ Lo, (x,t)— 4, ] =—%, (3.1.3.7)
2
w,(x,0) =L, [ L, (x,0)— 4] =—%, (3.1.3.8)
4, 2f
uy(x,t) =L, [Lxxu2 (x,t)—AJ = (3.13.9)

olarak ayrisim serisinin ilk {i¢ terimi bulunur. Bulunan u,,u,,u,, terimleri (2.3.6)
esitliginde yazilarak (3.1.1.1) lineer olmayan Burgers’ denkleminin yaklagik ¢6ziimii

u(x,t):iun (x,t): Uy +u, +u, +u, +---
n=0
:1_2_31‘_3;2_31‘3_...

2 3 4
X X X X

2 3
t t t
+—+| = | =+,
SORON
olarak elde edilebilir. Boylece (3.1.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu
2

u(x,t)zl—z,
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olur. u (x,t) fonksiyonunun adomian ayrisim metodu ile elde edilen yaklasik ve analitik

cozlimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu asagidaki sekilde

olusturulmustur.

(a) Analitik ¢6zim

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.5. Burgers’ denkleminin, u (x, l) analitik ¢6ziimii ile yaklasik ¢oziimiiniin (ADM) ii¢

boyutlu goriiniimii

o.0f . ] ool T

0.85 | ) 0.85 .

0.8 0.8

0.75 | 0.75

0.71 0.7

0.65 | 0.65

0.6}/ ] 0.6}/

0 15 20 25 0 15 20 25

ffffffff Anal Cz —------- Yak . Cz

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.6. Burgers’ denkleminin, analitik ¢6zliimii ile ADM kullanilarak elde edilen 3 terim i¢in
yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastirilmast

Tablo 1.4. n =3 durumunda, ADM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 5 10 15 20 25

0.05 4.04040E-9 | 1.25628E-10 | 1.65160E-11 | 3.91609E-12 | 1.28242E-12
0.10 6.53061E-8 2.02020E-9 | 2.65142E-10 | 6.28141E-11 | 2.05623E-11
0.15 3.34021E-7 1.02792E-8 | 1.346800E-9 | 3.18797E-10 | 1.04306E-10
0.20 1.06667E-6 3.26531E-8 | 4.270940E-9 | 1.010100E-9 | 3.30323E-10
0.25 2.63158E-6 8.01282E-8 | 1.046240E-8 | 2.472310E-9 | 8.08081E-10
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3.2. Klein-Gordon Denklemine VIM, HPM ve ADM ’ unun uygulanmasi
3.2.1. Varyasyonel iterasyon Metodu ile Coziim

u, —u_+u’—uu =0, 0<x<1,t>0 (3.2.1.1)

u(x,0)=u(x,0)=¢", 0<x<l1
(.0)=u,(x,0) (3.2.1.2)
u(0,t)y=¢', (t>0),
baslangi¢ kosulu ile verilmis olan lineer olmayan Klein-Gordon denklemini [20] g6z 6niine
alalim. Bu denklem i¢in varyasyonel iterasyon formiilasyonu

o) =, )] {ﬂ(é){y”géf’f) - az“gfcf"f)H s

(3.2.1.3)

seklinde yazilabilir. Burada sabit kosullar1 agsagidaki sekilde

1-4 =0
A(E=1)=0
A'=0

olup ve Lagrange carpani ise
A(E)=¢&-1
elde edilir. Lagrange ¢arpaninin (3.2.1.3) denkleminde yerine yazilmasiyla olugan

iterasyon formiilasyonu;

v ()=, (xaf)+jj (g_t)Ha u, (x.&) 0 u,i(x,é)w;(x,g)_un a;:Hdé dé  (3.2.1.4)

0 ox

yazilir. Burada n nin degerleri igin (3.2.1.2) baslangi¢ kosullar1 g6z oniine alinarak

u, (x,t), ul(x,t), u, (x,t), u3(x,t),~- (3.2.1.5)
terimleri agagidaki sekilde hesaplanabilir.
uy(x,t)=e" (1+t), (3.2.1.6)
“ 82u x t O°u, (x,t Ou
w, (x,1) =u, (x .(l)'-([{ 0 g}gz )+u§(x’t)_u08_x0}dtdt

(3.2.1.7)

£ r
:e'”£l+t+—+—}
2! 3!
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Li10%u (x,t) 0w, (x,t 0
uz(x,t):ul(x,t)—“.{ 1852 )_ é)(cz )+u12 (x,t)—ul%}df dt
00

’ 3.2.1.8

R (3.2.1.8)
:e"(1+t+—+—+—+—+---j,

21 31 41 5!

(6] 0uy(x,0) uy(xt) Ou,

u3(x,t)=u2(x,t)—_([_([{ 5 +u, (x,t)—uzg dt dt

2 3 4 5 6 7
=e"(1+t+t—+t—+t—+t—+t—+t—+-~), (3.2.1.9)

21 31 41 51 6! 7!

Boylece (3.2.1.1) denkleminin analitik ¢6zlimiiniin kapali formu asagidaki sekilde
u (x, t) =
yazilabilir. u(x,t) fonksiyonunun varyasyonel iterasyon metodu ile elde edilen yaklasik

ve analitik ¢ozlimleri i¢in iki ve {ic boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu

asagidaki sekilde olusturulabilir.

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.7. Klein-Gordon denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢oziimiiniin (VIM) ii¢

boyutlu goriiniimii

2.75 2.75
2.5 2.5
2.25 2.25
2 /,// 2
1.75 1.75
1.5 1.5

1.25 1.25 -

0.4 0.6 0.8 1 0.4 0.6 0.8 1
******** Anal . C. -------- Yak . Coz
(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢oziim

Sekil.1.8. Klein-Gordon denkleminin, analitik ¢dziimii ile VIM kullanilarak elde edilen 3 terim igin
yaklasik ¢oziimiiniin karsilastirilmast
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Tablo 1.5. 7 =3 durumunda, VIM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
0.05 | 6.61340E-16 | 1.33227E-15 | 1.33227E-15 | 2.66454E-15 | 2.66454E-15
0.10 | 2.77112E-13 | 3.38618E-13 | 4.13225E-13 | 5.04485E-13 | 6.16396E-13
0.15 | 7.14384E-12 | 8.72569E-12 | 1.06573E-11 | 1.30171E-11 | 1.58993E-11
0.20 | 7.17608E-11 | 8.76488E-11 | 1.07054E-10 | 1.30757E-10 | 1.59706E-10
0.25 | 4.30158E-10 | 5.25397E-10 | 6.41720E-10 | 7.83800E-10 | 9.57335E-10

3.2.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim
(3.2.1.1) ve (3.2.1.2) esitlikleri ile verilen denklem i¢in asagidaki homotopi yapisini

olusturalim.

(1—p){Y—a5}+p[Y—Y"+W—YY}:O (3.2.2.1)

Y=a—§, Y = 0 12/, Y =8_Y ve pe [0,1] dir. (3.2.2.1) denkleminde gerekli
ot ox ox

islemler yapilirsa

Burada

Y—u,+ pu,— pY +pY>—pYY =0 (3.2.2.2)

denklemi elde edilir. (3.2.1.1) denkleminin ¢oziimii (2.2.10) denkleminde de belirtildigi
gibi;

Y=Y, +pY+p’Y,+ p’Y,+- =) p"Y, (x.1) (3.2.2.3)
n=0

Y=Yo+pYi+p* Yot p’ Vit- - (3.2.2.4)

Y' =Y, + pY + p*Y, + p*Y; +--- (3.2.2.5)

Y =Y, +pY, +pY,+ p’Y, +-- (3.2.2.6)

seklinde ele aliabilir. (3.2.2.3)u (3.2.2.6) denklemlerinin (3.2.2.2) denkleminde yerine

yazilmasiyla
(?o+p?1+p2 I“/z+p3 Ysj—d;)+pd;)—p(%'+p)’l" +p’Y, +p3Y3")
tp(Yy 4 pY 4 pY 4 pY) —p(Y,+ pY 4+ pY, + oY) (% + pY, 4+ pYs 4 p°Y,) =0

Yo+ pYi+ p* Yot p* Vi—uy+ puy— pY, = p°Y, = p’Y, + pY,Y, + p’L Y, + p’L,¥, + pY;
+p’ Y Y + P Y Y +2pY, Y, + p’Y + pY Y, +2p°Y Y, =0
30



elde edilir. Bu denklem p ’ nin ayni kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse

P’ Yo—u, =0,
P Yiu—Y, —YY, +Y2 =0,
P Ve Y, =X, - Y% +2Y, ¥, =0,

1

P Y=Y -YY, - Y+ -XY, +2Y,Y, =0,

bulunur. (3.2.2.7)u (3.2.2.10) denklemlerinin ¢oziimii ile

pO:Yo—d;) =0=>Y,=u, =Y =u,(x,0)=e"(t+1),

P Y=Y =YY, ~ VY +2Y, Y, =0

=Y =Y+, + LY, 2% Y,

P Y=Y =YY, -V Y+ Y - XY, +2Y,Y, =0

=Y:3=Y. +Y. Y +YY -Y*+YY, -2V Y.
2 270 171 1 02 0*2

tt
=Y, =[[ [N+ 0+ XY Y + VY, -2, Y, | dedr
00
t6 t7
:YC% :ex(_-i__jo
6! 7!
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(3.2.2.7)
(3.2.2.8)
(3.2.2.9)

(3.2.2.10)

(3.2.2.11)

(3.2.2.12)

(3.2.2.13)

(3.2.2.14)



seklinde (2.2.10) serisinin ilk ii¢ terimi elde edilmis olur. (3.2.2.11)-(3.2.2.14) denklemleri
p — 1 iken (3.2.2.3) denkleminde yerine yazilirsa (3.2.1.1) lineer olmayan Klein-Gordon
denkleminin yaklasik ¢6ziimii

u(x,t)zl}'jir}Y:Ig+K+Ig+I§+---

o tt P t*
=e +e (—+—j+e* [—+—j+e)‘ (—+—j+
2! 31 4! 5! 6! 7!

AT A S A A
=e' {1+t+—+—+—+—+—+—+-~1
20 31 41 51 6! 7!

olarak elde edilir. Boylece (3.2.1.1) denkleminin analitik ¢6zlimiiniin kapali formu

+1

u (x, t) =e"
olur. u(x,t) fonksiyonunun homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen yaklagik ve

analitik ¢ozlimleri icin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu

asagidaki sekilde olusturulmustur.

(a) Analitik ¢o6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.9. Klein-Gordon denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (HPM) ii¢

boyutlu gériiniimii

2.75 ) 2.75

2.5 ¢ 2.5}

2.25 | 2.25 ¢

2 3 2

1.75 | 1.75 |

1.5F 1.5 )

1.25 ¢ / 1.25 | /

0.4 0.6 0.8 1 I 0.4 0.6 0.8 1
———————— Anal . C. e Yak . Cz.
(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim

Sekil 1.10. Klein-Gordon denkleminin, analitik ¢oziimii ile HPM kullanilarak elde edilen 3 terim
icin yaklagik ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi
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Tablo 1.6. n =3 durumunda, HPM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
0.05 | 6.61340E-16 | 1.33227E-15 | 1.33227E-15 | 2.66454E-15 | 2.66454E-15
0.10 | 2.77112E-13 | 3.38618E-13 | 4.13225E-13 | 5.04485E-13 | 6.16396E-13
0.15 | 7.14384E-12 | 8.72569E-12 | 1.06573E-11 | 1.30171E-11 | 1.58993E-11
0.20 | 7.17608E-11 | 8.76488E-11 | 1.07054E-10 | 1.30757E-10 | 1.59706E-10
0.25 | 4.30158E-10 | 5.25397E-10 | 6.41720E-10 | 7.83800E-10 | 9.57335E-10

3.2.3. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.2.1.1) ve (3.2.1.2) esitlikleri ile verilen lineer olmayan Klein-Gordon

denklemini tekrar g6z oniine alalim. Bu denklem asagidaki gibi

Lu=L u—u’+uu, (3.2.3.1)
2 2

operatdr formunda yazilir. Burada L, = Pyl ve L = % dir. Burada L, integral
x

operatdrii olup L' = II() dt dt seklinde gosterilir. (3.2.3.1) denkleminin her iki tarafina
00

soldan L' uygulanirsa

LM Lu]=L [ Lou—u* +uu, | (3.2.3.2)
elde edilir. Buradan
u(x,t)=u(x,0)+m, (x,0)+ L' L u(x,t)- L (Nu)+ L, (Mu) (3.2.3.3)
olur. Béylece Nu=u’ = i A, ve Mu=uu_= iBn olmak iizere
n=0 n=0
A0=u§ Bo:”o(”o)x
A] = 2u0u1 i B1 =u, (“1 )Y +u, (uo )X
A4,=2 '
142 B :leollz %_lll Ve 132 =u, (142 ) 4_lll(lll 4—1[2 (1[0 ) (3.:2.3.‘1)
L =2uu, + 2uu, ¥ x x
B, =u, (u3 )x +u, (u2 tu, (u, )X +u, (uo )X

olarak alinabilir. (3.2.3.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintis1 yazilabilir.
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uy(x,0) =€+t =(1+t)e
,n=>0 (3.2.3.5)
u,, (xt)=L'[Lu,(x1)]-L'[4,]+L'[B,]
Elde edilen (3.2.3.5) rekiirans bagintisindan
u, (x,t)z(lﬂ‘)ex, (3.2.3.6)
w,(x,0)= L, (Lu,)— L, (4)+ L, (B,)
=L ((1+0)e )=, (1) &)+ ((1+1) ) (3.2.3.7)

1

2 3 2 3
= e S | -1 2 1+ e | S+ S
26 2 6
. s (3.2.3.8)
+L,| e (1+1)e' L e'(1+1)
2 6 2 6
it 7
=e | —+— 5
(24 120]

©
5t:X_+ 9
50 e(nost (3:23.9)

u,(x,0) =L, (L u)-L' (4)+L, (B)

olarak ayrisim serisinin ilk {i¢ terimi bulunur. Bulunan u,,u,,u,, terimleri (2.1.6)
esitliginde yazilarak (3.2.1.1) lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin yaklagik ¢oziimii

00

w(x,t) = u, (x,0) =y +u, +uy + 1+

n=0
o tt 7
:(1+t)e"+e“[—+—J+e*[—+—]+e‘”[—+—]
2! 3! 4! 5! 6! 7!

A A A A
=e [1+t+—+—+—+—+—+—+--},
21 31 41 51 6! 7!

olarak elde edilebilir. Boylece (3.2.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu

u (x, t) =

olur. u(x,t) fonksiyonunun adomian ayrisim metodu ile elde edilen yaklagik ve analitik
¢Oziimleri igin iki ve li¢ boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu asagidaki sekilde
olusturulmustur.
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(a) Analitik ¢6ziim

iic boyutlu goriiniimii

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.11. Klein-Gordon denkleminin, u (x, t) analitik ¢oziimii ile yaklasik ¢oziimiiniin (ADM)

2.75 2.75

2.5 2.5

2.25 2.25

2t 2t

1.75 1.75 |

1.5¢ 1.5¢

1.25 1.25 | /

0.4 0.6 08 1 I 0.4 0.6 0.8 1

ffffffff Anal —-----—- Yak. Cz.

(a) Analitik ¢6ziim
Sekil 1.12. Klein-Gordon denkleminin, analitik ¢dziimii ile ADM kullanilarak elde edilen 3 terim
i¢in yaklagik ¢6zimiiniin karsilagtirilmasi

(b) Yaklasik ¢6ziim

Tablo 1.7. n =3 durumunda, ADM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
0.05 | 6.61340E-16 | 1.33227E-15 | 1.33227E-15 | 2.66454E-15 | 2.66454E-15
0.10 | 2.77112E-13 | 3.38618E-13 | 4.13225E-13 | 5.04485E-13 | 6.16396E-13
0.15 | 7.14384E-12 | 8.72569E-12 | 1.06573E-11 | 1.30171E-11 | 1.68993E-11
0.20 | 7.17608E-11 | 8.76488E-11 | 1.07054E-10 | 1.30757E-10 | 1.59706E-10
0.25 | 4.30158E-10 | 5.25397E-10 | 6.41720E-10 | 7.83800E-10 | 9.57335E-10

35




3.3. Lineer Olmayan KdV Denklemine VIM, HPM ve ADM ’ unun Uygulanmasi

3.3.1. Varyasyonel Iterasyon Metodu ile Coziim
2
u,=3(u*) +u,, =0 (3.3.1.1)
u(x,O):6x (3.3.1.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan lineer olmayan KdV Denklemi [1,32] g6z 6niine alalim.

Bu denklem i¢in iterasyon formiilii
’ ou, (x, olu, (x.&)| &u (x,
. (50) =1, (x,2)+ [ 4(&) (,gg é8)—3 [ a(x )]+ aff ?) dé, (3.3.1.3)

0

seklinde yazilabilir. Burada sabit kosullar1 asagidaki sekilde

A (& ) =0
1+4(&£)=0
olup ve Lagrange carpani ise
A(E)=-1
elde edilir. Lagrange carpaninin (3.3.1.3) denkleminde yerine yazilmasiyla olusan
iterasyon formiilii;
t 0 2 , 3
s (x0) =1, (x.0) | un,(x.¢) 04 (%4)] 2 ””(f’g) dé (33.1.4)
0 o0& ox ox
yazilir. Burada »n nin degerleri i¢in (3.3.1.2) baslangi¢ kosullar1 géz dniine alinarak
u, (x,t), ul(x,t), u, (x,t), u3(x,t),--- (3.3.1.5)
terimleri agagidaki gibi hesaplanabilir.
u, =6x, (3.3.1.6)
t a 2 ,t 3
u, =M0(X,t)—J. aMO (x’t) -3 [uo (x )} + 0 U, (3)(,[) d
0 ot ox ox (3.3.1.7)
=6x+216tx
t a 2 ,t 3
e {140 e,
0 ot ox ox (3.3.1.8)

=6x+2160x+77761"x + kiiciik terimler
Boylece (3.3.1.1) denkleminin analitik ¢ézlimiiniin kapali formu asagidaki sekilde
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ulx,t)=
(v0)=
yazilabilir. u(x,t) fonksiyonunun varyasyonel iterasyon metodu ile elde edilen yaklagik

ve analitik ¢oziimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablolar

6x
-36t°

361 <1,

asagidaki sekilde olusturulabilir.

(a) Analitik ¢6ziim
Sekil 1.13. KdV denkleminin, u (x, t) analitik ¢6zlimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (VIM) {i¢ boyutlu

0.025

0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06

0.04 |~

01 0.015

0.02 0.025

(a) Analitik ¢6ziim
Sekil 1.14. KdV denkleminin, analitik ¢6ziimii ile VIM kullanilarak elde edilen 3 terim igin
yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastirilmast

(b) Yaklasik ¢6ziim

goriniimii

0.025

0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06

0.04 |~

01 0.015

0.02 0.025

(b) Yaklasik ¢6ziim

Tablo 1.8. n =3 durumunda, VIM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
0.005 | 3.84059E-5 7.68117E-5 1.15218E-4 1.53623E-4 1.92029E-4
0.010 | 7.87732E-4 1.57464E-3 2.36196E-3 3.14928E-3 3.93660E-3
0.015 | 5.54547E-3 1.10909E-2 1.66364E-2 2.21819E-2 2.77274E-2
0.020 | 2.87934E-2 5.75868E-2 8.63803E-2 1.15174E-1 1.43967E-1
0.025 | 1.96830E-1 3.93660E-1 5.90490E-1 7.87320E-1 9.84150E-1
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Tablo 1.9. n =3 durumunda, VIM formiilii ile kiigiik terimlerle birlikte hesaplanan
3 terimi¢in elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
0.005 | 1.73858E-2 3.47716E-2 5.21575E-2 6.95433E-2 8.69291E-2
0.010 | 5.82249E-2 1.16450E-1 1.74675E-1 2.32900E-1 2.91124E-1
0.015 | 1.48292E-1 2.96584E-1 4.44876E-1 5.93168E-1 7.41460E-1
0.020 | 3.28533E-1 6.57065E-1 9.85598E-1 1.31413E-0 1.64266E-0
0.025 | 5.70299E-1 4.10980E-0 1.71090E-0 2.28120E-0 2.85150E-0

3.3.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim
(3.3.1.1) ve (3.3.1.2) esitlikleri ile verilen denklem i¢in asagidaki homotopi yapisini

[Y uo} {Y 3 Y2 +Y"}:0

oY

ox

olusturalim.

Burada Y =

halinde

Y=uy+ pu,=3p(Y*) +pY" =0

denklemi elde edilir. (3.3.1.1) denkleminin ¢6ziimii (2.2.10) denkleminde de belirtildigi

gibi;

Y=Y, +pY+p’Y, + p'Y, +

3

Y=Y+ pY+ p Yyt p' Voo

Y =Y, +pY +pY, + PV, 4o

seklinde ele alinabilir. (3.3.2.3)u (3.3.2.5) denklemlerinin (3.3.2.2) denkleminde yerine
yazilmasiyla

Y—d0+pd0—3p(Y2) +pY =0,
(Yo+le+p Y,+p Yzj—uﬁpuo—@[(% +pY+p’Y, + p'Y,) }
+p (Y, +pY + PV, + p’Y)) =0,

(Yo+pY.+p2z+p32j—%+pao+[—3pﬁ—6p2m—3p3x2—6p3m]x

+p(Y, +pY + P’y +p'Y, ) =0,

.. =anYn (x,t)

38

(3.3.2.1)

, Y =5 ve p e [0 1] dir. (3.3.2.1) denkleminin genel agilim1 yapilmasi

(3.3.2.2)

(3.3.2.3)

(3.3.2.4)
(3.3.2.5)

X




Yot Yot 1" Yy p Yt pugt| ~(3p17) ~(6p%%) ~(3p77) ~(6p'%%;) |
+pY, +p'Y +p'Y, =0,
Yo+ pYt p’ Y4 p' Yi—ut pu—(3pY7) —(6p°%Y) ~(3p°%7) —~(6p°%Y;)
+pYy +p’Y +p'Y, =0,

elde edilir. Bu denklem p ’nin ayni kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse

P :Y()_do =0,
P :Yl+d0—(3Y02)x+Y0"' =0,
P Y,=(6%,Y) +Y =0,

P’ Y-(317) —(6%,Y,) +Y, =0,

bulunur. (3.3.2.6) 1 (3.3.2.9) denklemlerinin ¢6zlimii ile
pOZYO—dO =0=7Y, =d0:>Y0 =u, =Y, =6x,

P Fru,—(302) X =02 Y, =+ (3%) -,

=34 =j [—a0+(3Y02)x —Yo"}dt
0

=7, =I (3%) - % ar

= Y, =216,

P iY—(6%,) +Y =0=Y, = (6%,Y) -

X

=7, -] [(6%Y;), Y |dr

0

= Y, =7776tx,

P Y =(317) —(6Y,,) +Y, =0=Y, =(3%}) +(6YY,) -¥,

S = [(3%7)_+(6%,%,), -, [ar
0

=Y, =279936¢ x,
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(3.3.2.6)
(3.3.2.7)

(3.3.2.8)

(3.3.2.9)

(3.3.2.10)

(3.3.2.11)

(3.3.2.12)

(3.3.2.13)



seklinde (2.2.10) serisinin ilk ii¢ terimi elde edilmis olur. (3.3.2.10) U (3.3.2.13)

denklemleri p —1 iken (3.3.2.3) denkleminde yerine yazilirsa (3.3.1.1) lineer olmayan
KdV denkleminin yaklasik ¢oziimii
u(x,t)=§£rllY=Yo +Y 4+ Y, + Y, 4
=6x+2166x+ 7776t x +2799361x +---
= 6x (1436t +1296¢> + 466561 +---)

olarak elde edilir. Boylece (3.3.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu

6x
u(v1) =15

olur. u (x, t) fonksiyonunun homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen yaklasik ve

, |36 <1

analitik ¢coziimleri i¢in iki ve Ui¢ boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu

asagidaki sekilde olusturulmustur.

0.025 0.025
(a) Analitik ¢6ztim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 1.15. KdV denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (HPM) ti¢

boyutlu gériiniimii

0.18 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12
0.1 0.1
0.08 0.08
0.06 0.06 /
0.04 |- 0.04 |
01 0.015 0.02  0.025 01 0.015  0.02  0.025
ffffffff Anal . Cz. —------ Yak. Cz
(a) Analitik ¢6zim (b) Yaklasik ¢6ziim

Sekil 1.16. KdV denkleminin, analitik ¢oziimii ile HPM kullanilarak elde edilen 3 terim igin
yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastirilmast
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Tablo 1.10. 7 =3 durumunda, HPM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
0.005 | 3.84059E-5 7.68117E-5 1.15218E-4 1.53623E-4 1.92029E-4
0.010 | 7.87732E-4 1.57464E-3 2.36196E-3 3.14928E-3 3.93660E-3
0.015 | 5.54547E-3 1.10909E-2 1.66364E-2 2.21819E-2 2.77274E-2
0.020 | 2.87934E-2 5.75868E-2 8.63803E-2 1.15174E-1 1.43967E-1
0.025 | 1.96830E-1 3.93660E-1 5.90490E-1 7.87320E-1 9.84150E-1

3.3.3. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.3.1.1) ve (3.3.1.2) esitlikleri ile verilen lineer olmayan KdV denklemini tekrar

g6z Online alalim Bu denklem asagidaki gibi

Lu=—-L u+N(u) (3.3.3.1)

, 0 3 . o
operatdr formunda yazilir. Burada L, =—, L . =—— ve lineer olmayan terim ise

XXX

ot Oox

t
N(u)= 3(u2 )x olarak ifade edilmektedir. Burada L' integral operatorii olup L' = j() dt

0

seklinde gosterilir. (3.3.3.1) denkleminin her iki tarafina soldan L' uygulanirsa

L'[Lu]=L'[-L u+N(u)] (3.3.3.2)
elde edilir. Buradan
u(x,t)=u(x,0)+ L' [-L u]+L [N(u)] (3.3.3.3)

olur. Béylece N (u)= 3(u2) = ZAn seklinde tanimlanarak A, Adomian polinomunun

n=0

ilk ti¢ terimi (2.1.9) ifadesinde de belirtildigi gibi

(3.3.3.4)

A, =3(2uu, + 2u0u3)

olarak alinabilir. (3.3.3.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintis1 yazilabilir.
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(3.3.3.5)

uy(x, 0) =6x
. . , k>0,
e, (x,0)=L'[-L ]+ L' [4,]
elde edilen (3.3.3.5) rekiirans bagintisindan

u, = 6x
u, =j (L. (t,)+ 4, ] dt=j [—Lm(uo)+3(u§)x}dt=216xt

(=]

0

| Lo (1) +3(2g) | dr=7776x2

I
S —_

Ct— o

u, [—Lm (u, ) + A,:l dt =

(Lo (1) + 4 Jd = [ | =L (1) +3 (2, +17) | dt =279936x7

U, =
0

olarak ayrisim serisinin ilk ti¢ terimi bulunur. Bulunan u,,u,,u,, terimleri (2.1.6)

esitliginde yazilarak (3.3.1.1) lineer olmayan KdV denkleminin yaklasik ¢oziimii

u(x,t):iun (x,t): Uy +u, +u, +u; +---

n=0

=6x +2166x + 7776t x +279936£ x + - -

= 6x(1+36¢ +12961* +46656¢" +---)

olarak elde edilebilir. Boylece (3.3.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu
& per<1

ulx,t)= R
(1) 1-36¢
olur. u (x,t) fonksiyonunun adomian ayrisim metodu ile elde edilen yaklagik ve analitik

¢Ozlimleri i¢in 1iki ve li¢c boyutlu grafikleri ile birlikte mutlak hata tablosu asagidaki sekilde

olusturulmustur.

/°0.002

L
77
LT 777 77
L7777 AL T 77~
L7 7TF AL T TS A AL T 7
4 L77 LLT7
s s

0.025

0.025
(b) Yaklasik ¢6ziim

(a) Analitik ¢6ziim
Sekil 1.17. KdV denkleminin, u (x, t) analitik ¢6zliimii ile yaklagik ¢éziimiiniin (ADM) i¢ boyutlu

goruntimu
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0.18 ) 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12
0.1 0.1
0.08 0.08
0.06 0.06 /
0.06 | 0.04 |
01 0.015 0.02 0.025 01 0.015 0.02 0.025
ffffffff Anal . Cz —------- Yak . Cz
(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢oziim

Sekil 1. 18. KdV denkleminin, analitik ¢6ziimii ile ADM kullanilarak elde edilen 3 terim igin
yaklasik ¢ozlimiiniin karsilastirilmasi

Tablo 1.11 n =3 durumunda, ADM formiilii ile hesaplanan 3 terim i¢in elde edilen
mutlak hata tablosu

t/x 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
0.005 | 3.84059E-5 7.68117E-5 | 1.15218E-4 | 1.53623E-4 | 1.92029E-4
0.010 | 7.87732E-4 1.57464E-3 | 2.36196E-3 | 3.14928E-3 | 3.93660E-3
0.015 | 5.54547E-3 1.10909E-2 | 1.66364E-2 | 2.21819E-2 | 2.77274E-2
0.020 | 2.87934E-2 5.75868E-2 | 8.63803E-2 | 1.15174E-1 | 1.43967E-1
0.025 | 1.96830E-1 3.93660E-1 | 5.90490E-1 | 7.87320E-1 | 9.84150E-1
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4. SAYISAL SONUCLARIN IRDELENMESI

Bu c¢alismada, Homotopi pertiirbasyon metodu, Adomian ayristm metodu ve
Varyasyonel iterasyon metodu; Burgers’, Klein-Gordon ve KdV denklemlerine basarilt
bir sekilde uygulanmistir. Bu denklemlerin yar1 analitik metotlarla elde edilen yaklasik
¢oziim fonksiyonlarmin, ii¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri ¢izilerek sayisal veri tablolari
olusturulmustur. Her ii¢ metotta da serinin birka¢ teriminin kullanilmasi ile elde edilen
sayisal sonuclarin ve grafiklerin analitik ¢oziim fonksiyonuna cok iyi bir yaklagim
gosterdigi goriilmektedir. Ayrisim serilerine yeni terimler eklemekle hatanin daha da
kiiciildiigii gozlenebilir. Mathematica programi kullanilarak, sayisal ve analitik ¢oziimler
i¢in ¢oziim grafiklerinin hemen hemen ayni oldugu goriilmektedir.

Burgers’, Klein-Gordon ve KdV denklemlerinde, Homotopi pertiirbasyon ve
Adomian ayrisim metotlar1 kullanilarak elde edilen hata miktarlarinin aynm1 oldugu
tablolarda goriilmektedir. Sayisal veri tablolarinda Varyasyonel iterasyon metodu ile elde
edilen sayisal degerlerin hata miktari, Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim
metoduna gore elde edilen sayisal degerlerin hata miktarlarindan oldukga hassas olmadig:
goriilmektedir. Yani Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu ile elde
edilen sayisal sonuglarin, Varyasyonel iterasyon metoduna gore daha hassas oldugu
gorilmektedir.

Varyasyonel iterasyon metodunda, bazi denklemlerin ¢6ziim serisinin terimleri
hesaplanirken kiiciik terimlerin ortaya ¢iktig1 goriilmektedir. Eger bu kiiciik terimler ihmal
edilmezse VIM; HPM ve ADM ye gore hassas sonuglar vermemektedir. Ancak bu kiiciik
terimler ihmal edilirse VIM’in HPM ve ADM ye benzer sonuglar verdigi tablolardan

gozlemlenmistir.
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5. SONUC

Varyasyonel iterasyon metodu, Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian
ayristm metodu herhangi bir varsayim ve simirlama olmadan sadece bir baslangi¢
kosulunun verilmesi ile lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlere kolaylikla
uygulanabilmektedir. Ancak bazi denklemlerin VIM kullanilarak elde edilen ¢6ziim
serisinde, ortaya ¢ikan kii¢iik parametrelerin ¢oziim serisine dahil edilip edilmemesine gore
analitik ¢oziime olan yakinsama de8ismektedir. Bu c¢alismada goriildiigii gibi Klein-
Gordon denkleminin VIM ile ¢6ziimiinde elde edilen ¢ozlim serisinin terimlerinde kiigiik
parametreler goriilmemekte olup, Burgers’ ve KdV denklemlerinin VIM ile ¢oziimlerinde
ise goriilmektedir. Bu nedenden dolayi, yukaridaki denklemler icin  Homotopi
pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodunun kullanilmasiyla elde edilen yaklasik
¢ozlim serisinin terimleri birbirleri ile benzer oldugu ancak Burgers’ ve KdV
denklemlerinin VIM kullanilarak elde edilen ¢6ziim serisinin terimlerinin farkli oldugu

gorilmektedir.
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