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OZET

Regiiler ve Singiiler Diferansiyel Operatorler icin Farkli Spektral Verilere gore Ters
Problem

Bu calisma yedi boélimden olusmustur.

[k bolimde; Sturm-Liouville, Bessel, Difiizyon ve Dirac operatorlerinin spektral
teorisinin tarihgesi verilmistir.

Ikinci boliimde; diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde ve sunulan tezde sik
stk kullanilan bazi ter‘nel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde; bir boyutlu stasyoner Dirac operatoriiniin genel goriintiisii ve
kanonik formlari, 6zdegerler i¢in asimptotik formiil, kanonik Dirac operatorii i¢in matris
doniisiim operatdrii incelenmistir.

Dérdiincii boliimde; Bessel diferansiyel denklemi ve temel 6zellikleri verilmis,
doniisim operatorii ve Gelfand-Levitan integral denkleminden faydalanilarak Bessel
operatorii i¢in isospektral problem incelenmistir.

Besinci boliimde; Difiizyon operatoriiniin bazi fiziksel ve spektral ozellikleri
verilmis ve bu operatér i¢in isospektral problem incelenmis ve genel durumda ¢ekirdekler
icin genel dejenerelik farkli bir yontemle elde edilmistir.

Altmer ve yedinci boliimde araligm i¢ noktasmda siireksizlie sahip Dirac
operatorii i¢in iki farkli problem ele alinmis, bu problemlerin 6zdeger ve dzfonksiyonlar
icin asimptotik formiiller elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bessel operatorii, Diflizyon operatori, Dirac operatorii,

Isospektral Problem, Ozdeger, Ozfonksiyon, Genel dejenerelik.
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SUMMARY
The Inverse Problem According to Different Spectral Datas for Regular and Singular
Differential Operators

This thesis consists of seven chapters.

In the first chapter the history of spectral theory of Sturm-Liouville, Bessel, Diffu-
sion and Dirac operators were given.

In the second chapter some fundemental definitions, often used in spectral theory of
differential operators, were given.

In the third part general form, canonic forms, asymptotic formula for eigenvalues of
one-dimensional stationary Dirac operator and matrix transmutation operator of canonic
Dirac operator were investigated.

In the fourth chapter Bessel differential equation and basic properties of this
equation were given and the isospectrality problem for Bessel operator is investigated by
using transmutation operator and Gelfand-Levitan integral equation.

In the fifth chapter some physical and spectral properties of the diffusion operator
were given and isospectrality problem for this operator is examined and in the general case
general degeneracy of the kernels is obtained by a different method.

In the six and seven chapter two different problems for diccontinuous Dirac opera-
tor is considered and asymptotic formulas of eigenvalues and eigenfunctions for this ope-
rator were obtained.

Keywords: Bessel operator, Diffusion operator, Dirac operator, Isospectrality

problem, Eigenvalues, Eigenfunctions, General Degeneracy.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin cesitli alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari
bir yandan lineer cebir olmak iizere diger yandan titresim teorisinin problemleridir (telin
titresimi, zar titresimi, vb.). Lineer cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri
arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi ¢ok eskilere dayanir. Integral denklemler
teorisinde yapilan ¢aligmalarda bu benzerliklerden siirekli faydalanan ilk olarak D. Hilbert

olmustur. Bunlarin sonucu olarak énce [, uzayr daha sonralar1 ise genel Hilbert uzayi

meydana gelmistir.

Matematikte /, ve H soyut Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra H da lincer self-

adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baslamigtir. XIX—-XX. asirlarda birgok mate-
matikci sayesinde bu teori miikemmel bir seviyeye ulasmistir. Ozel olarak bu ¢alismalarda
ozdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirict sayilar gibi spektral veriler
tanimlanmis ve farkli yontemlerle bunlar icin asimptotik formiiller bulunmustir.

Regiiler ve singiiler olmak tizere iki tiir diferansiyel operatdr tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim boélgesi sonlu ve katsayilari siirekli
fonksiyonlar olan diferansiyel operatore regiiler; tanim bdolgesi sonsuz veya katsayilari
(bazilar1 veya tamamu) toplanabilir olmayan (veya her ikisi saglanacak sekilde) diferansiyel
operatorlere singiilerdir denir. Ikinci mertebeden regiiler operatérler igin spektral teori
giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden
diferansiyel operatorler i¢in sonlu aralikta regiiler smir sartlar1 saglanacak sekilde keyfi
mertebeden adi diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoff tarafindan
incelenmistir. Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatérlerin
0zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok onem tagimaktadir. Birinci
mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmistir. Singiiler
operatorler icin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan incelenmistir. Daha sonra F.
Rietsz, J. Von Neumann, K. O. Friedrichs ve diger matematikgiler tarafindan simetrik ve
self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Simetrik operatérlerin tiim
self-adjoint genislemelerinin bulunmasi probleminin ise Neumann tarafindan bir siire sonra
yapildig1 bilinmektedir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklaslmi 1946

yilinda E. C. Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan) potansiyelli

zl
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L=-— +4q(
o q(x)

Sturm-Liouville operatérleri i¢in 6zdegerlerin dagilim formiilii Titchmarsh tarafindan
bulunmustur. Son yillarda bu operatdre sik sik bir boyutlu g(x) potansiyelli Schrédinger
operatérii de denir. Ayni zamanda bu calismada Schrédinger operatérii icin 6zdegerlerin
dagilim formilii de verilmistir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine 1iliskin ve diferansiyel
operatorlerin spektral teorisinde nemli bir yere sahip olan calismalar 1949 yilinda B. M.
Levitan tarafindan yapilmistir. Levitan bu ¢aligmalarinda spektral teoriyi esaslandirmak
icin kendine has bir yontem vermistir. Farkli singiiler durumlarda diferansiyel operatérlerin
spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigine ve 6zfonksiyonlarin
tamligia iligkin konular R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P.
Maslov, M. V. Keldish gibi matematikg¢iler tarafindan gelistirilmistir.

Lineer diferansiyel operatorler teorisinde spektral analizin ters problemleri 6nemli
bir yere sahiptir. Diferansiyel operatdrler i¢in ters problem asagidaki sekilde tanimlanir:

1. Bazi spektral verilere gore operatoriin tanimlanmasi,

2. Spektral verilere gore operatdriin birebir olarak tanimlanmast,

3. Bu verilere gore operatorlerin tanimlanmasi i¢in yontem arastirmasi.

Ters problemlerle ilgili ilk sonug, V. A. Ambartsumyan’ a [1] aittir. 1929 yilinda
V. A. Ambartsumyan Sturm-Liouville operatorleri icin ters problemlerle ilgili asagidaki

teoremi ispatlamistir.

Teorem 1.1 ¢g(x), [0,7[] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak iizere

Aoy Ay Ayeeeler

y"+{/1—q(x)}y=0, (0<x<n) (1.1)

¥'(0)=y'(7) =0, (1.2)
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger 4, =n® (1=0,1,---) ise g(x)=0 dur.

Bu calismadan sonra ters problemler teorisinde ¢esitli problemler ortaya ¢ikmis ve
bu tip problemlerin ¢6ziimii i¢in farkli yontemler verilmistir. Bu problemlerle ilgili en
onemli sonuclardan birisi G. Borg’a aittir [2].

Teorem 1.2 A, A4, --,4,,--- ler (1.1) diferansiyel denklemi ve

¥'(0)—hy(0)=0, (1.3)

R



Y'(7)+ Hy() =0, (1.4)

sinir sartlar ile verilen problemin, 4, 24,--+, 4,,---’ler ise (1.1) denklemi ve
Y'(0)=my(0)=0, (h=h) (1.5)
y'(7)+ Hy(7) =0,

sinir sartlar ile verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {4}, ve {u,},., dizileri

q(x) fonksiyonunu ve h, hyve H sayilarin tek olarak belirtir. (4, i,ve H sonlu gercel

sayilardir).

G. Borg’un bu ¢aligmasinda {4} ., ve {,},., dizilerinin verilen operatériin farkli

spektrumlart oldugu farz edilir ve operatér bu diziler yardimiyla belirtilir. Yani, bu tip
operatdriin varliginin dnceden belli oldugu kabul edilir. G. Borg, ayni ¢aligmada bu tip

diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi igin bir tek {4 } ., spektrumunun yeterli

olmadigin1 gostermistir. O yiizden de, V. A. Ambartsumyan’in sonucu istisnai bir durum
olarak diisiintilmektedir.

Bu c¢aligmadan sonra potansiyelin g(7z—x)=g(x) simetriklik sartin1 saglamasi
durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii tanimladigint N. Levinson [3], [4]
ispatlamistir. Ayrica N. Levinson negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi durumda, sagilma
faziin potansiyeli birebir olarak tanimladigini géstermistir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan ydntemlerden biri de
ters problemin ¢dziimlerinde 6nemli bir arag olan doniisiim operatorii kavrami olmustur.
Bu kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde J. Delsarte [5], J. Lions [6]
ve B. M. Levitan [7] tarafindan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in
doéniisim operatdriiniin yapisini ilk olarak A. V. Povzner [8] gostermistir.

Daha sonra ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatérler igin ters problemler
teorisinde teklik problemiyle ilgili en 6nemli ¢alismalar A. N. Tichknof [9] ve V. A.
Marchenko [10] tarafindan yapilmistir. Marchenko bu ¢aligmasinda teklik problemlerinin
¢Oziimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.

¢(x,A) fonksiyonu (1.1) diferansiyel denkleminin
(0,2)=1, ¢'0,)=h (1.6)
baglangi¢ sartlarmi saglayan ¢ozimii, ¢(x,4,)=¢,(x) fonksiyonlari ise bu problemin

6zfonksiyonlar1 olsun. Bu durumda
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a, = [¢" (x,4,)dx (1.7)

0

sayilar1 verilen operatériin normlastirict sayilari,

pA)=3

2,<A &,

fonksiyonu ise bu operatériin spektral fonksiyonu olmak iizere V. A. Marchenko yukarida

bahsedilen ¢alismada G. Borg’un ispatladigi teoremi p(A) spektral fonksiyonu yardimi ile
vermistir. Ayrica, bu ¢alismada p(A) fonksiyonunun Sturm-Liouville tipinde bir diferan-

siyel operatoriin spektral fonksiyonu olmast i¢in gerek ve yeter sart verilmistir. V. A.

Marchenko’nun c¢aligmalar: ile hemen hemen ayni zamanda M. G. Krein [11], [12]

calismalarinda Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatorii {4 },., ve {u,},.,

dizilerine gore belirtmek icin etkili bir yontem vermistir. Fakat bu caligmalarda verilen
gerekli ve yeterli sart {4, } ., ve {4}, dizileri yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla
kurulan yardimci fonksiyon kullanilarak verilmistir.

1949 yilinda V. A. Marchenko’nun ¢aligmasi yayinlanmadan énce A. N. Tichknof
[9] tarafindan V. A. Marchenko’nun ispatladigi teklik teoremine denk olan bir teorem

ispatlanmigtir.

Teorem 1.3 A <0 i¢in
U'+p’(x)U=0, x>0, U(o)=0,
probleminin ¢oziimii U(x,A) olsun. Burada p(x) pargali analitik fonksiyon ve

U'(0,2)
U(,1

2

p(x)=p, >0 dir. R(A)= olsun. Bu durumda A <0 oldugunda R(A) fonksiyo-

nuna gore p(x) fonksiyonu tek olarak belirtilir.
1951 yilinda I. M. Gelfand ve B. M. Levitan [13,14], p(A4) monoton fonksiyonunun

Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmast igin gerek ve yeter sartlart verdi-
ler. Ayrica bu ¢alismada Sturm-Liouville operatdriiniin belirtilmesi i¢in etkili bir yontem
verilmistir.

Sturm-Liouville operatdriinii inceleme siirecinde o&zellikle XX. asrm ikinei
yarisinda kullanilan yontemler stirekli bir artis gostermistir. Buna kanit olarak 1967 yilinda
bir grup Amerikan fizik ve matematikgileri G. S. Gardner, J. M. Greene, M. D. Kruskal, R.
M. Miura [15] ve P. Lax [16] tarafindan bulunan bazi kismi tiirevli lineer olmayan

evalusyon denklemleri ile Sturm-Liouville operatorlerinin spektral teorisi arasindaki

4
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bagint1 gosterilebilir. Bu konu ve jeofizikte bir¢ok uygulamalari olan singiler Sturm-
Liouville operatérleri i¢in kuantum teorisinin ters sagilma problemleri halen yogun bir
sekilde fizik¢i ve matematikgiler tarafindan arastirilmaktadir. Kuantum sag¢ilma teorisinin
ters problemleri ile ilgili tarihgesi detayli bir sekilde L. D. Faddeev’in [17] ¢alismasinda
verilmigtir.

Simdi ise Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait bazi Onemli sonuglar
hatirlatalim. Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk calismalar dogal olarak

fizikgiler F. Prats, J. Toll [18], H. E. Moses [19] ve digerleri tarafindan yapilmistir. Dirac

operatorii i¢in (O,oo) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M. G. Gasymov
ve B. M. Levitan [20] tarafindan ¢oziilmiistiir. Bu ¢alismada p(x) ve g(x) fonksiyonlari

[O,oo) yari ekseninin her sonlu araliginda siirekli, reel fonksiyonlar ve

0 1 p(x)  q(x) »n(x,A)
B: = 5 )_,ﬂ = s
(—1 0]’ S (qm —p(x)j ey (mx,mj

olmak tizere

BQ+Q(x)y:/1y, 0<x<o (1.9)
dx

»(0)=0, y,(7)+Hy (7)=0 (1.10)
(0 =0, y,(m)+H,y(7)=0, H, #H) (L.11)

@ (x, 4)

smir deger problemi ele alinmigtir. Bu takdirde ¢(x, 1) :[
P, (x, 4)

J , (1.9) denkleminin

@1 (On /1) = O: gpz(()a /1) =-1

baslangic sartlarini saglayan ¢6ziimii, monoton artan p(4) (—oo <A <co) fonksiyonu (1.9),

(1.10) probleminin spektral fonksiyonu ve her f(x) e L*(0,0) fonksiyonu icin
F ()= [ /7@t A
0
ve
lim [ {F)-F, (1 dp(2) =0
olmak iizere

[ /76 f@de= [ P p(2) (1.12)
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Parseval esitliginin saglandig1 gosterilmistir.
Ayrica, bu caligmada agsagidaki 6nemli sonuglar elde edilmistir.
Teorem 1.4
A
a(A)=p(A)——
. "
[L ve
o (l—coslxy : o -
| —Cos sin
;,g Fayn=—o|l /4 [ - yjdo(ﬂ)
| Oxdy * | —sin ﬂy A A
A
olmak tizere y <x i¢in K(x,y) matris fonksiyonu
F(x,9)+K(x,0) + [ K(x,8)F(s, y)ds =0 (1.13)
0

integral denklemini saglar.

Teorem 1.5 p(A) fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

1. g(x)eL’(0,00) keyfi sonlu vektor fonksiyonu ve

r sin Ax
G(A) = j g" (x)s(x, A)dx, s(x,/l)z( j

0 —Ccos Ax

olmak tizere

T G*(A)dp(A) =0

ise g(x)=0 du.
2.

(1—-cos Ax)
O‘(/i):p(/l)—'§7 C(x7/1)2 . A

olacak bigimde

[y = [ (o) e’ (v, da(A)

matris fonksiyonu ikinci merteben siirekli /(x, y) = F(x, y) tlreve sahiptir.

Bu takdirde her sabit x>0 i¢in (1.13) integral denklemi her iki degiskene gore

stirekli olan bir tek K(x, y) ¢oziimiine sahiptir.
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Teorem 1.6 O(x) siirekli matris fonksiyonu olmak iizere monoton artan (A1) fonk-

styonunun (1.9), (1.10) smir deger probleminin spektral fonksiyonu olmasi i¢in asagidaki

sartlarin saglanmasi gerek ve yeterdir:

1. g(x)el’(0,) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

G(1) = j a” (%) s(x, A)dx

olmak tizere
| G (dp2)=0

ise g(x)=0 dir.

2

7= [ et Gy )2

matris fonksiyonu, F,(x,0)=F,,(x,0)0=0 olmak {izere ikinci mertebeden siirekli
f"(x,y)=F(x,y) tireve sahiptir.

Iki spektruma gore regiiler Dirac operatériiniin belirlenmesi problemi M. G.
Gasymov ve T. T. Dzhabiev [21] tarafindan yapilan ¢alismada verilmistir. Bu ¢alismada

asagidaki 6nemli teorem ispatlanmistir:

Teorem 1.7 p(x)ve g(x), [O, 7r] araliginda tanimh reel fonksiyonlar ve k. mertebeden

tirevleri L*(0,7) ’de olmak iizere {1, }”, ve {x, )", dizilerinin sirast ile (1.9), (1.10) ve

1S —o0

(1.9), (1.11) problemlerinin spektrumlar1 olmast i¢in

1. {4} ve {u,} sayilarinmn siralt olmasi, yani

”'</1——n</“l—n<ﬂ’—n+l<.“</10</'l()<ﬁ1 </'ll <~”<Z"r1<ILtn</’L <

n+1

0 > e 2 . .
2. a#=pf, 0SB, a<rx ve Z ve lﬁ” ,‘_‘ serileri yakinsak olmak tizere

an,k
n=—o n=—n

a o O o, .

Ay =g
T n n n

B

U, =,1_£+£+...+%+ "l:’
T n n n

asimptotik formiillerinin saglanmasi gerek ve yeterdir.
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Ayrica { } normlastirici sayilari i¢in

CH—H {2, A=A,
Il'ln _ln k= luk _lun

, (n=0,71,%2,..) (1.14)

n

bagmtisinin saglandigini gostermistir.

Singiiler diferensiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve diferensiyel operator-
lerin spektral teorisinde onemli bir yere sahip olan ¢aligmalar Levitan [7,22] tarafindan
yapilmigtir. Levitan bu ¢aligmalarinda spektral teoriyi esaslandirmak i¢in kendine 6zgii bir
yontem vermistir. Farkli singiiler durumlarda diferensiyel operatérlerin spektral teorisi,
ozellikle oOzdegerlerin, ozfonksiyonlarn asimptotik formiillerinin  bulunmasi  ve
ozfonksiyonlarin tamligina iligskin konular Keldysh [23], Courant [24], Birman, Solomyak
[25], Maslov [26] ve birgok matematik¢i tarafindan ele alinmistir.

[(I+1
Singiiler Sturm-Liouville operatérler ailesinden olan ve sifir noktasinda ( : )
x

seklinde tekillige sahip operatorler igin spektral fonksiyona goére ters problemi
Stashevskaya [27,28], dontisiim operatérinden faydalanarak ise Volk [29] incelemistir.
Daha sonra iki spektruma gore ters problemi Gasymov [30,31] ve kismen ¢akigsmayan iki
spektruma gore ters problemi Panakhov [32,33] ele almistir. Ayrica jeofizikte birgok
uygulamalar1 olan Bessel operatérleri i¢in kuantum sacgilma teorisinin ters problemleri
Watson [34], Chadan, Sabatier [35], Carlson [36] ve bir¢ok matematike¢i tarafindan ele
alinmis ve ¢oziilmustiir [37-45].

Ozdeger parametresine bagli adi diferansiyel denklemler icin sinir-deger
problemleri ilk defa C.Sturm-J. Liouville tarafindan 19. yiizyilin ilk yarisinda matematiksel
fizik alaninda Fourier yontemi ile ele alinmistir. Yaklasik 50 yil sonra bu konuda ilk ciddi
sonuglar Birkhoff [46] tarafindan bulunmustur. Birkhoff, 6zdeger parametresine bagl adi
diferansiyel denklemlerin temel ¢6ziim sistemindeki ¢oziimler i¢in asimptotik esitlikler
elde etmis, regliler siir sartlarmi tanimlamig ve bu regiiler sinir deger probleminde
Ozfonksiyonlara bagli fonksiyonlar sisteminin tamlig1 ile ilgili teorem ispatlamistir.

Walter [47], hem denklemde hem de sinir sartlarinda 6zdeger parametresi iceren
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in smir deger probleminin uygun Hilbert
uzaylarinda kendine eslenik operatdrle baglantisini kurmus ve bu sekildeki problemler i¢in
operatériin teorik yorumunu vermistir. Bunlarla birlikte bu ¢aligmada Hilbert uzaylarida
kendine eslenik operatdr teorisinden yararlanarak 6zfonksiyonlar i¢in agilim teoremi ispat-

lanmuistir.
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Ancak Schneider [48], smir sartlarinin bir tanesinde 6zdeger parametresi i¢eren uy-
gun problem i¢in ag¢ilim teoremini farkl bir yontemle, S-hermityen yontemiyle arastirmis-
tir. Fakat Schneider bu c¢alismasinda agilim teoremini sadece diizgiin fonksiyonlar i¢in
ispatlamistir.

Fulton [49], ¢alismalarinda bu tipten problemlerin arastirilmasinda Titchmarsh'in
klasik yontemlerinin sinir sartlarmda 6zdeger parametresi iceren problemlere de uygula-
nabilecegini (6zellikle 6zdeger ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiillerin bulunmasin-
da) gostermistir. Fulton bu ¢alismasinda klasik yontemlerle Walter 'un operator-teorik
yontemini birlikte gézoniine alarak yeni bir yontem gelistirmistir. Bu ¢alismada 6zdeger
parametresinin smir gartlarnin sadece bir tanesinde lineer olarak bulundugu durum igin
6zdeger ve 6zfonksiyonlarm asimptotigi bulunmus ve farkli acilim teoremleri ispatlanmis-
tir.

Daha sonraki yillarda bu konularla ilgili en 6nemli ¢alismalar Hinton [50],
Shkalikov [51], Zayed ve Ibrahim [52], Kerimov ve Allakhverdiev [53], Kerimov ve
Memedov [54] ve Yakubov [55] tarafindan yapilmistir.

Araligin bir i¢ noktasinda ¢6ziimiin kendisi veya tiirevi tizerinde siireksizlik iceren
sinir deger problemleri bircok matematikg¢i tarafindan ¢alisilmistir [56-70]. Coziimlerin sag
ve sol limitlerini iceren boyle kosullara gegis kosullart denir. Béyle problemler siireksiz
ozellikler, 6rnegin 1s1 ve kiitle transferi, nokta kiitlelerle ayrica yiiklenen, ip titresimi prob-
lemleri, dagilma(kirilma) problemleri ile ilgilidir [71-73] ve baska ¢esitli fiziksel
problemlerde ortaya ¢ikar [74]. Ayrica, gegis kosullu bazi problemler ince katmanli levha
(yani kalinliginda farkli 6zellikler yigili materyaller ile olusan levha) i¢in termal 1s1 ileti-
minde ortaya cikar. Levhadaki ¢oziimle tabakanm eslesen bolgesinde ¢oziimiin temel
yapisinin analizi, pargali siirekli katsayili ve gegis kosullu ikinci-mertebeden diferensiyel
operatdrler igin 6zdeger probleminin gézoniine alinmasima olanak saglar [75]. Bu tiir prob-
lemler 6zel olarak genel durumdakinden farklidir ve bunlarin aragtirilmasi, degiskenlerine
ayirma yontemine dayali 6zel bir yaklagim gerektirir. Problemin 6zfonksiyonlar1 genel
olarak g6zoniine alinan araligin bir i¢ noktasinda siireksizdir.

[76] ve [77] de siireksiz Dirac sistemleriyle ilgili sampling teoriler verilmistir. [77]
ve [78] caligmalarinda sinir kosullarinin birinde 6zdeger parametresi bulunan Dirac sis-
temi, [79,80] de ise aralign i¢ noktasinda siireksizlige sahip spektral teorinin diiz ve ters

problemleri incelenmistir. [81] de ise, siireksizlik kosullarinin birinde ve siir kosullarmin
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her ikisinde de 6zdeger parametresi bulunan Dirac operatérleri incelenmis ve bu konu

bir¢ok matematikei tarafindan ele alinmigtir [82-87].

Bu calismada [—I,O)U(O,l] araliginda smir kosullarinda 6zdeger parametre bulu-

nan ve x =0 stireksizlik noktasindaki ge¢is kosullar1 ile verilen regiiler Dirac sisteminden
olusan problem gozoniine alinmistir ve Tharwat’m [76-77] deki ¢aligmalarina goére, bu
problem i¢in 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar asimptotik formiilleri hesaplanmuastir.

Simdi, g(x) reel siirekli fonksiyon, & ve H reel sayilar olmak iizere

—Y'+q(x)y=A4y, 0<x<m) (1.15)
YO -hy(0)=0, (1.16)
Y'(m)+ Hy(r) =0, (1.17)

problemi gozoniine almsm. (1.15)-(1.17) seklindeki biitiin problemlerle aynt spektruma
sahip olan problemlere, isospektral problem denir.

Skaler Sturm-Liouville denklemleri igin isospektral problemler birgok matematikgi
tarafindan calisilmugtir. Ik olarak bu problem Borg [2], Trubowitz [88-90] ve Poschel-
Trubowitz [91] tarafindan incelenmistir. Daha sonra Jodeit ve Levitan [92], déniisiim
operatdrii ve Gelfand-Levitan integral denklemine dayali yeni bir yontemle bu problemi
ele almiglardir. Ayrica, Jodeit, Levitan ve Chern [93], gbzoniine alinan problemleri hem
aynt spektrumlu hem de 6zfonksiyonlar1 aymi baslangi¢ kosullu (smir kosullu) alarak
potansiyellerin bazi isospektral kiimelerini kurmuslardir. Vektérel durumda Sturm-
Liouville denklemi i¢in isospektral problem ise, [94-96]’da calisiimistir.

Difiizyon operatérii igin ilk kez gerekli altyapiyr olusturan ve bu problem i¢in ters
problemi ele alan Jaulent ve Jean olmustur [97].

Gasymov ve Guseinov, iki tiirlii ters problemi (6zdegerler ve normlastirici sayilara
gore ters problem ve iki spektruma gore ters problemi) spektral parametre iizerinde ikinci
dereceden bagimlilik olarak asagidaki Sturm-Liouville 6zdeger problemi olarak gdzéniine

almistir [98]:

=" +(22p(x) +q(x))y =A%y, (0<x<7) (1.18)
¥'(0)—hy(0) =0, (1.19)
y'(m)+ Hy(7) =0, (1.20)

Burada g(x), p(x) reel-degerli fonksiyonlar, /1 ve H reel sayilar ve A spektral paramet-

redir. (1.18) denklemi i¢in doniisiim operatorlerinin ¢ekirdekleri mevcut oldugundan bu
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denklem sonlu veya sonsuz aralikta ters problem olarak aragtirilabilir [99,100]. (1.18)

denklemi genel kullanim formiilasyonlarinda tek olarak ¢oziiliir. Soyle ki;  g(x), p(x)

fonksiyonlar1 spektral él¢iime gore (6zellikle 6zdegerler ve normlastirict sayilara gore)
veya iki spektruma gore tek olarak tanimlanir.
Nabiev [101], difiizyon operatérii i¢in hemen hemen periyodik ters problemi

incelemigtir. Weyl fonksiyonunu kullanarak Buterin ve Yurko [102], ters spektral problemi

sinir deger problemi olarak goézoniine almistir. Koyunbakan ve Panakhov [103], [O,;r]

sonlu araliginda difiizyon operatérii i¢in yari ters problemi aragtirmislardir. Koyunbakan
[104] ve Yang [105] difiizyon operatérii igin nodal problemi incelemistir. Sat ve Panakhov
[106], bu denklem icin sonlu aralikta Levitan yontemini kullanarak ¢ekirdeklerin genel
dejenereligini elde etmistir. Daha sonra Guseinov [107], difiizyon operatorii igin ters
problemi sonlu aralikta gozoniine almis ve doniisiim operatorlerinin gekirdekleri i¢in
onemli formiiller vermistir.

Bu ¢aligmada Bessel diferansiyel denklemi, difiizyon operatérii ve daha sonra Dirac
sistemi i¢in ayni spektruma sahip (isospektral) iki problem goézoniine alinmistir. Bu
problemler i¢in Gelfand-Levitan integral denkleminden faydalanilarak 6zel formiiller
bulunmus ve Levitan yonteminden farkli olarak genel durumda g¢ekirdeklerin genel deje-

nereligi gosterilmistir.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

2.1. Diferansiyel Operatorlerin Spektral Teorisinde Kullanilan Onemli Kavramlar
Bu bolimde, sunulan tezde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik

kullanilan 6nemli kavramlar ve teoremler verilmistir.
Tanim 2.1.1 (Metrik Uzay)
X bir cimle olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan d: X xX —R doniisiimiine X
izerinde bir metrik denir. Bu 6zellikler Vx,y,z € X i¢in

M1) d(x,y) =0,

M2) d(x,y) =0 x=y,

M3) d(x,y) =d(y,x),

M4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y),
seklindedir. (X,d) ikilisine ise bir metrik uzay denir. Bir uzay iizerinde birden fazla

metrik tanimlanabilir [108].
Tanim 2.1.2 (Tam Uzay)

Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam uzay denir.
lstc, C [a,b], R" gibi uzaylar tam uzaylardir. Fakat Q uzayi tam degildir [109].
Tanim 2.1.3 (Normlu Uzay)

X bir lineer uzay olsun. HHX — R fonksiyonunun x € X noktasindaki degerini Hx” ile

gosterelim. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa, HI fonksiyonuna X iizerinde bir norm,

(x.

) ikilisine ise bir normlu uzay denir. Bu sartlar
Vx,ye X icin

N1 =0,

N2) [x|=0x=0,

N3) Hka =[k|Hx , k skalerdir,

N4y e+ ] <[l -+,
seklindedir [109].
Tanim 2.1.4 (Hilbert Uzayr)

K, R veya C olmak iizere X bir vektér uzayr olsun. <,>: X xX — K doniisiimii




asagidaki ozelliklere sahipse <,>’ye X iizerinde bir i¢ ¢arpim, (X ,<,>) ikilisine de i¢

carpim uzayi denir.
1) (x>0, {(x,x)=0=x=0,

2) VaeR igin {ax,y)=alx,y),

3) <xy>=(yx),
4) (x+y,2)=(x,2)+(y,2), X, y,z€ X.
Ayrica,
d(xy)=x-y|=J<x-y,x-y>
metrigine gore tam i¢ carpim uzayina ise Hilbert uzayi denir [108].

Tanm 2.1.5 (L, [a,b] Uzayr)

a <t <b olmak iizere (L, [a, b]) uzayi,

(L,[a.b]) = {x(r) [ [xO] dr < oo}
seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ise
(f>8)=[ f(0)g(ydx

seklinde tanimlanir (reel durumda E(?) = g(x) dir) [108].

Tanim 2.1.6 (Sinir Sartlar)

Smirlt bir D bolgesinde fiziksel bir olaymn matematiksel davranisi kontrol etmek
isteniyorsa, D bdélgesinin smirinda, genellikle bagimli degiskene baglh bazi sartlar
yiiklenmesi gerekir. Verilen bu sinir degerlerine diferensiyel denklem igin siir sartlar
denir. Sinir sartlart 3'e ayrilir [110].

1) Dirichlet Simir Sarti: Bu durumda u fonksiyonu smirli bir D bélgesinin smin
lizerinde tanimlidir. D=(0,L) bdolgesinde Dirichlet smur sartlary; u(0)=ea, u(L)=f
seklinde tamimlanir. Burada a, § sabittir. Bir dikdortgensel bolgede 0<x< L, 0<y <L,
olmak tizere Dirichlet smur sartlar1; u(0,y), u(L,, y), u(x,0) ve u(x,L,) olarak verilir. Eger
bagimli degisken u, sinirin herhangi bir noktasinda sifir ise bu simnir sartina homojen sinir

sart1, aksi taktirde homojen olmayan sinir sart1 denir.

2) Neumann Sinir Sarti: Bir L uzunlugu i¢in Neumann sinir sartlari
u (0,0)=c,u (Lt)=p4

13
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olarak tanumlanir.

3) Kanisik (Robin) Simir Sarti: Bu durumda « bagimli degiskenin bir lineer kombinas-

d : :
yonu ve d_u normal tiirevi smir lizerinde tammhdir. Eger u(0,y)+u_(0,y) veya
n

u(L,,y)+u (L,,y) gibi sartlar varsa bu sinir sartlart karigik(Robin) sinir sartlaridir.

Tanmm 2.1.7 (Baslangic Sartlar)

Difiizyon denklemi ve dalga denklemi gibi kismi diferensiyel denklemlerin ¢ogu zamana
baghdir. Baglangic zamam olan =0 aninda bagimli degiskenin baslangic degerleri
verilmelidir. Birinci mertebeden bir diferensiyel denklemde baslangi¢ sarti u(x,0), ikinci
mertebeden bir diferensiyel denklemde baslangi¢ sarti ise u(x,0) ve u,(x,0) seklindedir
[110].

Tamm 2.1.8 (Operator)

Tanim ve deger ciimlesi vektdr uzay1 olan dontisiimlere operator denir [111].

Tanim 2.1.9 (Lineer Operator)
E. ve E, iki reel lineer topolojik uzay olsun. Deger bélgesi E, “de bulunan ve E de ta-
mimli y = Ax operatérii gz oniine alinsin. 4 operat6rii igin

1) x,,x, € E_olmak iizere A(x, +x,)= Ax, + Ax,,

2) A bir skaler olmak iizere Vx € E i¢in A(Ax) = AA(x),

sartlar1 saglaniyorsa A4 operatoriine lineer operator denir [111].
Tanim 2.1.10 (Simirh Operator)
X ve Y birer normlu uzay ve D(L) © X olmak tizere L:D(L)—> Y bir operatér olsun.
[ 2] < ]|
olacak sekilde bir ¢>0 reel sayis1 varsa L operatoriine siurlidir denir. Bu esitsizligi
saglayan en kiigiik ¢ sayisina ise L operatoriiniin normu denir [111].
Tanim 2.1.11 (Siirekli Operator)
X ve Y normlu uzaylar, L bir operatér, x,€X olsun. Ve>0 ve VxeX icin

Hx—xOH<5 oldugunda HLx—Lx0||<£ olacak sekildle >0 sayist varsa x,eX

noktasinda L operatorii siireklidir denir [111].
Tanum 2.1.12 (Adjoint Operatior)

H, ve H, iki Hilbert uzayr ve L:H — H, smuh lineer operatér olsun. Eger

14
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L :H, — H,operatorii

(Lx,yy =(x,L’y)
sartin1 sagliyorsa L° operatériine L ’nin adjointi denir. Eger L' =L ise L ’ye self-adjoint
operator denir [111].
Tanim 2.1.13 (Simetrik Operator)
H Hilbert uzay1 ve A:D(A)c H — H lineer operatdrii verilsin.
<Ax,y>=<x,Ay >,
esitligi her x,y € D(A) icin saglaniyorsa, 4 operatoriine simetrik operatér denir. Simetrik
operatorlerin biitlin dzdegerleri reeldir ve farkli 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar
ortogonaldir [112].
Tamm 2.1.14 (Doniisiim Operatorii)
E Hilbert lineer topolojik uzay, 4 ve B de A:E —FE, B:E— FE seklinde tanimli iki
lineer operatér olsun. £, ile £, de E lineer uzaymin kapali alt uzaylari olmak iizere E
uzaymin tamaminda tanimli, £, den E, ye doniisim yapan ve lineer tersi olan X
operatort,
1) X ve X' operatérleri E uzayinda siireklidir,
1) AX = XB operator denklemi saglanir.
sartlarini sagliyorsa, bu operatére A4 ve B operatorler ¢ifti icin doniigiim operatorii denir
[113].
Tanim 2.1.15 (Spektrum)
L—21 operatériiniin siirh (L—A/)™ tersinin mevcut olmadigi A ’lar ciimlesine L ope-
ratériiniin spektrumu denir [114].
Tanim 2.1.16 (Rezolvent Operatorii)
Herhangi A igin L—A/ operatérii tersi meveut olacak sekilde R, =(L—AI)™" operatériine
Lx—Ax=y veya (L—-Al)x=y
denkleminin rezolvent operatori denir [114].
Tamm 2.1.17 (Ozdeger, Ozfonksiyon)
L smuirlt lineer bir operatér olsun. L operatdriiniin tanim kiimesinde
Ly =24y,

olacak sekilde bir y#0 fonksiyonu varsa, A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y
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fonksiyonuna ise 4 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir [113].
Tanm 2.1.18 (Ozdeger, Ozvektor Fonksiyonu)

D(L) tanim bélgesi, L siirl lineer bir operator ve

B:( 0 1], Q(x):[p(X) q(x) j y(x,/i):(yl(x,i)j,
-1 0 q(x) —p(x) ¥,(x,4)
olmak tizere

Ly =By'+Q(x)y =1y
esitligini saglayan y(x,A)=0 vektor fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin
6zdegeri, y(x,A) fonksiyonuna ise A sayisina kargilik gelen 6zvektor fonksiyonu denir
[113].
Tanmum 2.1.19 (Sturm-Liouville Operatorii)
p(x), g(x) ve w(x) fonksiyonlar [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar olmak {izere
Sturm-Liouville denklemi

d

—a[p@c)%}q(x)y=zw<x>y, @.1.1)

formuna sahip ikinci mertebeden bir diferensiyel denklemdir. w(x) fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu veya yogunluk fonksiyonu denir. Sinir sartlarint saglayan yukaridaki
denklemin agikar olmayan ¢6ziimleri igin A degerlerini bulmak, Sturm-Liouville problemi

olarak adlandirilan problemin bir par¢asidir.
(2.1.1) denkleminde w(x) =1 alinirsa
Lu = Au,
6zdeger problemi elde edilir.
Uygulamalarda sik sik kullanilan en temel operatorlerden birisi de q(x) reel

degerli ve [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere

2

d
L=———+qg(x),
. q(x)

formundaki Sturm-Liouville operatériidiir. Bu operatdr i¢in y(x) ¢oziim fonksiyonlari
ctimlesi diferensiyellenebilir ve [a,b] araliginn u¢ noktalarinda verilmis sartlarla

belirlenir. L operatorii i¢in sik kullanilan sinir sartlardan biri

16
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y(a)cosa+y'(a)sina =0,
y(b)cos f+y'(b)sin =0,
seklindedir.

2

, d
Lyz—dy+q(x)y=/1y, (2.12)

2

denklemini ve
y(a)cosa+ y'(a)sina =0,
y(b)cos S+ y'(b)sin =0,

siir sartlarini gézontine alalim. (2.1.2)-(2.1.3) sinir deger problemine Sturm-Liouville

(2.1.3)

problemi denir. (2.1.3) sinir sartin1 sina # 0 ve sin ## 0 olmak iizere

y(a)cota +y'(a) =0,

' (2.1.4)
y(b)cot f+y'(b) =0,
biciminde de yazabiliriz. (2.1.4)’de cota =—h ve cot f=H almirsa
"(a)—hy(a) =0,
y(a)-hy(a) 2.1.5)

y'(b)+ Hy(b) =0,
sinir sartlari elde edilir. Eger q(x) reel degerli ve siirekli fonksiyon; H ve A sayilan da

sonlu ise (2.1.2)-(2.1.5) problemine regiiler Sturm-Liouville problemi, bu sartlardan
herhangi biri bozuldugunda bu probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir [113].
Tanim 2.1.20 (Analitik Fonksiyon)
f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin bir z, noktasmn herhangi bir ¢
komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir [115].
Tanim 2.1.21 (Tam Fonksiyon)
f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f(z)’ye tam
fonksiyon denir. €, sinz, z*> gibi fonksiyonlar tam fonksiyonlardir [115].
Tamm 2.1.22 (Normlastirict Sayilar)
ly=—y"+q(x)y=Ay, O<x<z (2.1.6)
U(y)='(0)=hy(0)=0,7(y)=y'(r)+Hy(7)=0,
Sturm-Liouville sinir deger problemini gézoniine alalim. Burada A4 spektral parametre,

h ve H reel sayilar, q(x)eLz(O,ﬂ) dir. (o(x,/l) ise
9(0,4)=1, ¢'(0,2)=nh,

17
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baslangi¢ sartlarini saglayan (2.1.6) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu olsun. ¢, :(p(x, /1”)

ozfonksiyonlari igin

g02 (x, A,)dx,

a” =

o t—3

esitligi ile taniml1 «, sayilarina normlastirict sayilar denir [116].

Teorem 2.1.1 (Rouche Teoremi)

f ve g kompleks diizlemin bir B bdolgesinde sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida

kutup yerleri diginda analitik olan fonksiyonlar ve y, B bolgesinde bulunan f ve g nin

higbir sifir ve kutup yerinden ge¢meyen basit kapali bir egri olsun. Eger y iizerinde
]f (z)- g(z)\sl f (z)l esitsizligi gergekleniyorsa, Z, —P =7, —F, esitligi gegerlidir.

| Burada Z, ve Z,, f(z) ve g(z)’nin y’nin smirlandirdigi bélge igindeki sifirlarinin

sayisini; Pove P, ise f(z) ve g(z)’nin y’nm sinirlandirdigi bolge icindeki kutuplarinin
sayisin gostermektedir. Eger f ve g, B igindeki analitik fonksiyonlarsa Z,=7, [117].
Tanim 2.1.23 (Tam Fonksiyonun Mertebesi)
f(z) bir tam fonksiyon ve

M, (r)=max /(=)
olmak tiizere yeterince buyiik 7 ’ler igin

M (r)<exp(r") (2.1.7)
esitsizligi saglayan g >0 sayist varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir. Bu
esitsizligi saglayan u sayilarinin infimumuna f(z) 'nin mertebesi adi verilir ve p ile gos-
terilir [117].
Tanim 2.1.24 (Tam Fonksiyonun Tiirii)
f(2) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak tizere yeterince biiyiik 7 ’ler igin

M(r) <exp(ar”)

esitsizligini saglayan a >0 sayist varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir. (2.1.7) esitsizligini
saglayana sayilarmin infimumuna f(z) fonksiyonunun tipi adi verilir ve o ile gosterilir
[117].

Tanim 2.1.25 (Volterra integral Denklemi)

K(x,y) karesel bir bolgede tanimli siirekli bir ¢ekirdek fonksiyonu olmak iizere

18




£ =40+ A[ K(x, )4 ()dy

integral denklemine ¢(x) bilinmeyen fonksiyonuna gére ikinci tiir Volterra integral denk-

lemi denir [118].
Tanim 2.1.26 (O ve o sembolleri)

x€X oldugunda verilen x-ler i¢in ‘f(x)‘<C| (x)| olacak sekilde bir C sabiti varsa

f(x)=0(g(x)) seklinde yazilir. x — x, iken lim S )

X=X, g(x)

=0 1se f(x)=o0(g(x)) seklinde

yazilir [119,120].
Tanim 2.1.27 (Noktasal Yakinsakhk)

(f,) dizisi 4 ciimlesi tizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir<> Ve >0 ve her bir
x € A i¢in dn, vardir dyle ki Vn>n, i¢in | f.x)—fr (x)‘ < & . Burada herbir x € 4 i¢in bir

n, bulunacagindan n, sayist hem ¢’a hem de x noktasmna baghdir [121].

Tanim 2.1.28 (Diizgiin Yakinsakhk)

(f,) dizisi 4 ciimlesi iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir< Ve >0 igin 3n,

vardir dyle ki Vn2n, icin ve her xe 4 i¢in f”(x)—f(x)‘ <& . Burada sozii edilen n,

sayist sadece & sayisina bagli olup, x noktasina bagl degildir. Buna gore diizgiin ya-
kinsak her dizi noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Eger 4
ctimlesi sonlu ise diizgiin yakinsaklik ile noktasal yakisaklik birbirine denktir [121].
Tanim 2.1.29 (Parseval Esitligi)

f(x),g(x)eL,(a,b) olmak tizere

o0

[ £ guydu = b oy (jf(u)ﬂu &)duj(jg(u)axu, ,,>du]

0 P,
dir [122].

Tanim 2.1.30 (Genel Dejenerelik)
Eger

K(x,s)zif"(x)gn(s), s<x

ise K(x,s) cekirdegi genel dejeneredir denir [122].

Teorem 2.1.2 (Levitan)
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{/1 }: ve {/1}: spektrumlart  cakigsin. {/:L”}: ve {i }: spektrumlarr ise sonlu

n n n

n=0,1,---,N igin /{” # /{n ve n>Nigin /i” = ﬂj" olsun. Bu takdirde ters problemin temel

integral denklemi
K(x,5)+ F(x,5)+ [ K(x0) F(t,5)ds =0, (0 <x < 7)
0

genel dejeneredir [122].
Tanim 2.1.31 (Sobolev Uzay1)

(a,b) araliginda tamimli, (k—1). mertebeden tiirevleri mutlak siirekli olan ve

oS " [P e L,(a,b) sartmi saglayan fonksiyonlar uzayma Sobolev uzayr denir ve

Wy (a,b) ile gosterilir [123].
Tanim 2.1.32 (Dirac-Delta Fonksiyonu)
0, O0=Zit<t—um

1

6, (t—t)=9—; L—ast<t,+a,
2a
0, t>t,+a

olmak tizere

o(t—t,))= lin(}é'a(t—to)

fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir. Bu fonksiyon
o, t=1,
0, t#t¢,

b

1) 6(t—1,) :{

2) T(S(t—to)dtzl,

3) Herhangi siirekli bir G(¢) fonksiyonu icin

T&(t —a)G(t)dt = G(a)

ozellikleri ile karakterize edilir [124].
Tanim 2.1.33 (Hankel Doniisiimii)

f (1) fonksiyonunun v —inci mertebeden Hankel déniisiimii

0

A= [ (. ),

20
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seklindedir. Burada J, v —inci mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonudur (v > —%)

[125].
Teorem 2.1.3 (Birinci Fubini Teoremi)
B= {(x, y):a<x<b,c<y< a’} ve f:B—R fonksiyonu siirekli olsun. Bu taktirde

d

[ 1 Ce, p)dxay = | [ [ 7, y)dy]dx = [ | f(x,y>dxjdy,

c

seklindedir [121].

Teorem 2.1.4 (ikinci Fubini Teoremi)

Ve [a,b] — R fonksiyonlari sirekli ve Vx e [a,b] igin go(x) <y< W(x) ve

B= {(x,y) ca<x<b, p(x)<y< W(x)} olsun. f:B— R fonksiyonu siirekli veya parcali

sirekli ise

b(w(x)
[[ 1 Ce, p)dxay = | ( [ rex, y)a’y]dx,

B a q7(x)

seklindedir [121].
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3. DIRAC OPERATORU
3.1 Bir Boyutlu Dirac Sistemi

P (x),(0,k=1,2),[0,7] araliginda tanimli ve siirekli reel fonksiyonlar olacak sekilde

L :(pll('x) p]z(x)

Px(x) pzz(x)J » Pa(®)=Pa() (3.1.1)

bir matris operatorii olsun. y(x) iki bilesenli vektor fonksiyonu

B »(x) (01 (10
y(x)‘(w)) a B‘(—l 0) ’ 1“[0 1]’
olmak tizere
(B%+L(x)—i[jy=0, (3.1.2)

denklemi, iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemden olusan

dy,
dx

dy
=L P ()Y + pp(X)y, =1y,
dx

+p, (O +p,(X)y, =4y,
(3.1.3)

denklem sistemine denktir.
Bu durumda V(x)—potansiyel fonksiyon, m—parcacigin kiitlesi olacak bi¢imde
@)= pu()=0 ve p, () =V () +m, pp(x)=V(x)-m (3.14)
olurken relativistik kuantum teorisinde (3.1.2) sistemi 1-boyutlu stasyoner Dirac sistemi

olarak bilinmektedir [113].

01 ; 0
dz () =z, (3.1.5)
-1 0)dx 0 rx)
denklem sistemine Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.
01\d ;
dz (p()  q(x) e (3.16)
-10)dx \gq(x) —p(x)

denklem sistemine ise Dirac denkleminin II. kanonik formu denir. (3.1.5) ve (3.1.6)
denklemlerine (3.1.2) sisteminin kanonik formlar1 da denir. (3.1.2) denklem sisteminin
spektral teorisinin ¢esitli sorunlarini incelerken bu veya diger kanonik formlardan
faydalanmak bize kolaylik saglar. Omegin, 6zdegerlerin ve 6zvektor fonksiyonlarmin

asimptotik davranigi arastirilirken ve keyfi vektor fonksiyonunun (0ve =z noktalarinda
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homojen smir sartlar1 saglandiginda) (3.1.2) denklem sisteminin 6zvektér fonksiyonlarina
gore acilimi incelenirken (3.1.5) kanonik denkleminden faydalanmak kolaylik saglar.
Sonsuz aralikta verilmis (3.1.2) denklem sisteminin 6zdegerlerinin asimptotik davranisi ve
ters problem incelenirken de (3.1.6) kanonik denkleminden faydalanmak kolaylik saglar.

(3.1.5) kanonik denklem sistemi i¢in p(x)ve r(x), [0, 7] aralifinda reel degerli ve

stirekli fonksiyonlar olmak tizere

Y, H{p) =43 =0, y—{r(x)—-A}y, =0, (3.1.7)
»,(0)cosa + y,(0)sina =0, (3.1.8)
¥,(z)cos B+ y,(z)sin S =0, | (3.19)

sinir problemi gozoniine alinsin. Herhangi bir 4, degeri i¢in bu problemin sifirdan farkl

yl(x,ﬂl)
¥, (x, 4)

y(x,4,) e de dzvektor fonksiyonu denir [122].

¢cOzimii y(x,/%):[ ] olsun. Bu durumda A,’e 6zdeger, buna karsilik gelen

Lemma 3.1.1 A4 # A4, olmak iizere A ve A,ozdegerlerine karsilik gelen y(x,A)ve

z(x,A,) d6zvektor fonksiyonlar: ortogonaldir, yani,

[ 0106 2)7,(6, ) + 3, (%, 4)2, (3, 4,)}dx = 0
0
dir [122].
Ispat: y(x,A)ve z(x,1,) 6zvektsr fonksiyonlari (3.1.7) sisteminin ¢6ziimleri oldugundan,

Y, (6, 2) +{p(x)= A}y, (x,4) =0
2106, 4) = {r(x) = A} py(x, 4) =0
2, (x, ) +{p(x) = 4, }7,(x, 4,) =0
2,6, 2) = {r(x) = 4,}2,(x,4,) =0

dir. Bu denklemler sirasi ile z(x,4,), —z,(x,4), =y (x,4) ve y,(x,4) ile ¢arpilip ve

daha sonra sonuglar toplanirsa,

%{yl(x,&)zz(ﬁﬂz)—,Vz(x,ﬂq)zl(&ﬂz)} = (4 =L)n(6A)z7 (X 4) + 3, (%, 4)z,(x, 4,)},

elde edilir. Bu son esitlik x’e gore 0'dan 7 ’ye integrallenirse
(A =) [ 15 47,06 2) + 7, (5, 4)7, (3, 4,) el
0
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= (6 A4)z,(x4) =2, (6 4)z(x, 4,)}

bulunur. Buradan

Ve
0 >

(A =) 0106 47, (35, ) + 3, (6, )7, (6, Ay ) b =0
veya
(4 =4[ V" (6, 4)2(x, 4, )de =0,

olur. 4, # A, oldugundan, y(x,4,) ve z(x,A4,) 6zvektor fonksiyonlar1 ortogonal olurlar. Bu

da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.1.2 (3.1.7)~(3.1.9) smur deger probleminin 6zdegerleri reeldir [122].

Ispat: Aksini varsayalim yani, A, =u+iv kompleks 6zdeger olsun. p(x) ve r(x) reel

fonksiyonlar ve «, f sayilari reel oldugu i¢in Dirac operatdriiniin genel denkleminde egle-
nigi alinirsa, 4, = 2—1 =u+iv sayisi da bir 6zdegerdir. 4, ye karsilik gelen ;(X,A) Ozvektor

fonksiyonudur. Bu takdirde Lemma 3.1.1°den dolay1
(A =) 016 A3 (6 ) + 35 (6, 4)y, (6, Ay )yl = 0
0
ve

A Al + [y, e 2)f e =0,

olur. 4 £ A oldugundan, y,(x,4,) ve y,(x,A4) sifir olur ki, bu da 6zvektér fonk-

siyonlariin sifir olmamasi gergegi ile ¢elisir. O halde 6zdegerler kompleks olamaz. Bu da

ispatt tamamlar.

3.2 Kanonik Dirac Operatérii Icin Matris Doniisiim Operatorii

4, ve A, iki lineer diferansiyel operator, E, ve E, ise iki lineer fonksiyonel uzay olsun.
Tamm 3.2.1 X:E — E, lineer siirekli operattr olmak iizere
1. 4X =XA4,, (3.2.1)

2. X! mevcut ve siirekli,

ise X’e A ve A, operatorler ¢ifti igin doniisiim operatorii denir [113].
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Lemma 3.2.1 A 6zdegerine karsilik gelen 4, operatoriiniin 6zfonksiyonu ¢, € £, , yani
4.9, =29,
olmak iizere aym A Ozde8erine karsilik gelen y, =X¢,, 4 operatorinin 6zfonk-
siyonudur. Dolayisiyla,
Ay, =2y,
seklindedir [113].
Ispat. 4.X = X4, oldugundan
Ay, =A4Xp, =X4,¢, =Xp, =AX@, =y,

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.2.2 Lineer topolojik £ uzaymnda 4,4, ve 4, lineer operatorleri ve £, E,, E,
kapali alt uzaylari verilmis olsun. 4, ve 4, operator ¢ifti i¢in X, , doniisiim operatorii
XAI’AZ (B, - K
seklinde, 4, ve 4; operatérler ¢iftii¢in X, , doniisiim operatdri ise
Xy 4 E—E,
seklinde tanimlansin. Bu durumda, 4, ve 4; operatér ¢ifti i¢in X, , déniisiim operatorii,
X4 EDE
scklinde olmak tizere
XAI,A_, :XA],AzXAZ,Aj’

formiilii ile ifade edilir [113].

Ispat. Déniisiim operatériiniin tanimidan dolay:
"41)(,4,,/12 :XAI,AzAZ’
AzXAZ,A3 = XA:,A3 4;,
seklinde olup, ikinci denklemden 4,=X, , A X, elde edili. Bu esitlik birinci

denklemde yerine yazilirsa

_ -1
AlXAl,AZ - *"(,«11,,«12 XAZ,A3 ABXAZ,A3 >
veya
AIXAI Ay XAz,A3 = XA, Ay XAZ,.43 4,
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elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
p;(x) ve r(x), (i=1,2), her sonlu aralikta (0 <x <b <o0) integrallenebilir reel fonk-

siyonlar olacak sekilde

d

px)  —
Y i :(o lj_d_{p,(x) 0 szLQm o)

d -1 0)dx | 0 5(x)) ~ax
—— 1)
dx
AORE-
T de |0 Nd fp(x) 0 pd

4= d _(_1 Ojdx+( 0 rz(x))_dedez(k)’ (3.2.3)

_; r,(x)

operatorleri g6z oniine almsin. Keyfi sonlu reel /4, sayisi icin
/:(0)=h f,(0)=0, (3.2.4)

sinir sartini saglayan [O,b) araliginda tanimli siirekli, diferansiyellenebilen

fl(x)J
f>(%)

vektor fonksiyonlarmin ciimlesi E, olsun. Keyfi sonlu reel £, sayisi i¢in

f(X)=(

2,(0)—h,g,(0)=0, (3.2.5)

sinir sartini saglayan [0,b) araliginda tanimli siirekli, diferansiyellenebilen
$ 2

o 20

vektor fonksiyonlariin ciimlesi £, olsun. X operatdr matrisi f(x) € E, igin
X {f ()} = RG) () + [ K (x,9) £ (s)ds, (3.2.6)
0

seklinde ifade edilir. Burada R(x) ve K (x, S) iki boyutlu veya 2x2 tipinde kare matris-

lerdir.

(3.2.2) ve (3.2.6)’dan,
AX{f(x)} =BR'(x) f (x)+BR(x) f'(x) + O (X)R(x) f (x) + BK (x, %) f (x)
+ I{BK; (x.8)+Q (DK (x,5)} f(s)ds, (3.2.7)

dir. Diger taraftan (3.2.3) ve (3.2.6) dan dolay1
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XA, { ()} = R()Bf'(x)+ R(x)0,(x) f (x) + IK (e, $){Bf'(s)+ Q5 (5) f ()} ds,

dir. Son esitlikte kismi integrasyon uygulanirsa

XA, {f(x)} = R()BS'(x) + R(x)Q,(x) f (x) + K (x, x) Bf (x) — K (x,0) Bf (0)

=

+

{K (x,5)0,(s)—K!(x,5)B} [ (s)ds, (3.2.8)

o —)

elde edilir. f(x), E, uzaymda keyfi vektér fonksiyonu oldugu i¢in (3.2.1) esitliginden
dolayr f(x) ve f'(x) in katsayilar1 ve (3.2.7), (3.2.8)’in integral altindaki ifadelerinin esit
olmasi gerekir. Bu sebeple f'(x) lerin katsayilar i¢in

BR(x)=R(x)B, (3.2.9)

elde edilir. Eger

365 o)

seklinde alinirsa (3.2.9) esitliginden
(. 68 S8 50 )
oldugundan

§(x)=a(x), y(0)=-A),

bulunur, yani R(x) matrisinin goriintiisii

o[« B ;
R(x) (_ﬂ(x) a(x)], (3.2.10)

olur.

Simdi a(x) ve f (x) fonksiyonlar1 hesaplansin. Bunun i¢in (3.2.7) ve (3.2.8) de, f(x) in

katsayilari esitlenirse R(x) matrisinin tanimlanmasi i¢in agagidaki denklem elde edilir:

BR'(x)+ Q,(x)R(x) — R(x)O,(x) = K(x,x)B— BK(x, x), (3.2.11)
K(x,s):(K”(x’S) Ku(x,s)}
Kalxet B izs)

olmak tizere Q,(x), O,(x), R(x) ve B matrislerinin goriintiilerinden faydalanarak (3.2.11)

denklemi
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:(—Ku(x,x) K, (x, x)} (KZI( X) K, (”)J

—Ky(x,x) K, (x,x) K, (x 7C) 12(\ x)
veya
(‘/”'(X)Jf[l’l ()=p(2)Ja(x) o' (x)+[p(x)-7 (x)]ﬂ(x)J
x)+[ 2, (x)=r(x)]B(x) A (x)+[1(x)=-n(x)]a(x)

_ —[Klz(x,x)+K21(x,x)] Kll(x,x)—Kzz(x,x) (32.12)
K, (x,x)-K,(x,x) K, (xx)+K, (x,x) ’

seklinde yazilabilir. Burada sagdaki matrisin esas kdsegen elemanlarinin sadece isaretleri
farklidir, diger kosegen tizerinde bulunan elemanlar ise esittir. Simdi matrislerin
esitliklerinden dolayi, bu 6zellik sol taraftaki matris i¢in de saglanmalidir. Bu sebeple

(3.2.12) denklemlerinden

o (x) +[P1 (¥)=7. ()] B(x) == (x) +[ 2, (x) =71 (x) | B(¥)

x)=[p (%)= P2 (¥) J (x) == (x) + [ 3 (x) =13 (x) ] (%),

bulunur, yani

20! (x) + q(x)ﬂ(x) =),

—2f'(x) +gq(x)a(x) =0,
olur. Burada

q(x) = p,(x) = p,(x) +1,(x) =15 (x), (3.2.14)

seklindedir. (3.2.13) sisteminde bulunan birinci esitligi a(x) ile ikinci esitligi de B(x) ile

(3.2.13)

carpip, birinciden ikinci ¢ikarilirsa
2a(x)a(x)+24(x) B'(x) =0,

yani

(o (x)+ £ (x)) =0,

elde edilir. Buradan

o’ (x)+/32 (x):az (0)+,B2 (O), (3.2.15)
bulunur.
£(0)=1 , [ (0)=h, (3.2.16)
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sartlar1 saglanmak iizere f (x):( ¢ ] vektor fonksiyonu stirekli, diferansiyellenebilir

£(%)

olsun. Bu takdirde f(x) in (3.2.4) smir sartin1 sagladig1 agiktir ve bu sebeple f(x) € E,

dir. Yine kabul edilsin ki, g()c):(g1 (x)} vektor fonksiyonu, E, uzaymin eleman,

£ (x)
dolayisiyla (3.2.5) sinir sart1 saglanacak sekilde
X{f(0)}=g), (3.2.17)
olsun. Bu takdirde x=0 i¢in (3.2.17) esitliginden ve X matris operatoriiniin tanimindan

dolayi, yani (3.2.6) ve (3.2.10) bagntilarina gére
X{/(0)}=g(0)=R(0)/(0)
veya
£0)=a(0)£(0)+5(0) 13 (0),
£:(0)==5(0)£(0)+a(0) £,(0),
elde edilir. Bu denklemlerden (3.2.5) smir sarti ve (3.2.16) sartlart géz 6niine alinmak tiize-

re son esitliklerin birincisi /4, sayist ile carpilip, daha sonra ikinciden ¢ikarildiginda,

h —h
plO)= {50 a(0),
elde edilir.
a(0)=1, (3.2.18)
alinirsa,
h —h,
B(0)= 11,11,1‘2 : (3.2.19)
olur. Buna gore,
) ) (1+m)(1+m)
a*(0)+p (O):W =1, (3.2.20)
olur. Simdi (3.2.15), (3.2.18)-(3.2.20) esitliklerinden faydalanilarak (3.2.13) sistemi ¢6ziil-
stin. Eger,
a(x) = ysink(x) ve f(x) =y cosk(x), (3.2.20%)

olarak almuirsa,

a'(x) =k'(x)y cosk(x) ve f'(x)=—k' (x) xsink(x),
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bulunur. Bu degerler (3.2.13) de yerine yazilip elde edilen denklemlerden birincisi

cosk(x) ile ikincisi de sink(x) ile carpilip, elde edilen denklemler toplanirsa
17 1
k(x)=—= J q(z)dz +arcsin—,
¥ 3 X

esitligi elde edilir. Bu degerler (3.2.20°) de yerine yazilirsa, g(x) fonksiyonu (3.2.14)
formiilii, y sayisi ise (3.2.20) formiili ile tanimlanacak sekilde a(x) ve S(x) fonksi-

yonlart i¢in

a(x xsm{—lj (z)dz+arcsini}, (3.2.21)
25 X

ﬁ( ) ¥ cos {——J.q(z)dz+arcsm %} (3.2.22)

ifadeleri bulunur. Simdi (3.2.7) ve (3.2.8) de integral altindaki ifadeler esitlenirse, K(x,s)
matris ¢ekirdegi icin,
K (x,S)BJrBK; (x,s) = K(x,s)Q2 (S)— O, (x)K(x,S), (3.2.23)

matris denklemi veya

oK, oK, oK, 0K,
Os Os (0 1)4_[0 1) ox Ox _
oK, oK, \-1 0 -1 0)| 0K,, OK,,
R x ox

_(K”(x,s) an(x’s)) p(s) 0 }_ p(x) 0 (K, (xs) Ky, (x,5)
B KZI(X,S) K22(x,s)[ 0 rz(s) { 0 rl(x)j(KZI(x,s) Kzz(x,s)j’
0K, N oK, 0K, N 0K,,
o ox 0s  ox _((M(S)"PI(X))KH(X,S) (1, (5) = P (DK, (x, 9)
_0K,, oK, oK, oK, N (p,(8)—r(x)K,, (x,5) (rz(s)—lq(x))Kzz(x,s)j’
os ox 0s ox

oK,, 0K,

—— 2= (pa(s) - p (%) K (x:5)
oK, oK,

XJFT{:(Q (s)-p, (x))K12 (x.5),
_aKzz —%Z(pz(s)—l](x))K21(X,S), (3.2.23")

os ox
= (1 (s) =7 (%)) Ky (x,9),

oK, 9K,
denklem sistemi elde edilir. Sonug olarak (3.2.8) ifadesinde f(0)’1 igeren terim ((3.2.7)’de

Os Ox
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benzer terim olmadigi i¢in) sifira esit olur. Boylece,
K(x,0)Bf (0)=0,

yani,

bu ise

K, (x,0)£(0) = K,,(x,0) 1,(0),
K,,(x,0)/,(0) = K,,(x,0) 1,(0),

denklem sistemine esdegerdir. (3.2.4) siir sartindan dolay1
K,(x,0)=hK, (x,0), K,(x,0)=hK, (x,0) (3.2.24)
elde edilir. ¢(x) ve w(x) keyfi diferansiyellenebilir stirekli fonksiyonlar olacak bigimde,
K\x0)=p) , K, (x0)=y(x) (3.2.25)

ele alinirsa (3.2.24) ve (3.2.25) sartlari, K(x,s) matris ¢ekirdegi icin

gp(x) /7@()6))
v(x) hy(x))

fonksiyonunu tanimlar. Burada (3.2.26), (3.2.23) denklemi ile birlikte bir Cauchy problemi

K(x,s)|= ( (3.2.26)

tanimlar ve bu problem ¢oziilebilirdir [126].

Benzer sekilde Dirac operatdriiniin II. Kanonik formu igin

dx

L »(x) %w&ﬂ _[o l]d [pl(x) ql(X))j:Bd

—i+ql(x) - (%) -0 a(x) -p(x E+Q‘(x)’
dx

| e L4, :(o 1jd+[p2(x) qz(x))_ J

——+q,(x)  -py(x) =1 &)k

olmak tizere (3.2.11) denklemi
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[Klz(x,);) K”(x,x)j_[K,l(x ,X) Kzz(x,x))

—K,,(x,x) K, (xx) Ka (x,x) -K
veya

(—ﬂ’(x)+(p, =p)a(x)=(q+a:)B(x) o' (x)+(q—4,)a(x)+(p +p,) Bx) J
—a'(x)+(¢0 = a2)a(x)+(p+p,) B(x) =B'(x)+(ps—pr)a(x)+(a+4,) B(x)
_(—[Kn(x,x)wLKﬂ(x,x)] K”(x,x)—Kzz(x,x)]
- K, (x,x) =Ky (x,x)  K,(x,x)+K, (x,x) ’
seklinde yazilir. Burada sagdaki matrisin esas kdsegen elemanlarinin sadece isaretleri
farklidir, diger kosegen lizerinde bulunan elemanlar ise esittir. Simdi matrislerin esitlik-

lerinden dolay1, bu 6zellik sol taraftaki matris i¢in de saglanmalidir. Bu sebeple

+[‘11 (x)]a(x)+] 2 (x)+ py (x) | B(x)
= +[q1 2(X)}a )+ 2 (x)+ p,(x) ] B(x),
—[p. *]
[Pz (

)Jer (%) +[ 4 (x) +4. (x) ] (%)
%) Ja(x)+ [, (x)+4,(x)] B(x)

bulunur, yani
20'(x)=0, 2p'(x)=0,
dir. Burada ¢, ve c, birer sabit olmak iizere

o (x) =¢,, P(x)=c, bulunur. Ayrica (3.2.23) denkleminden

oK, oK, oK,, 0K,
Os Os 0 1 N 0 1 Ox Ox
oK, oK, \-1 0 -1 0)| 0K,, 0K,

Bs O B O



veya
—%Jr%:(pz ()= Py (%)) Ky (%,8) + 0 (5) Kop (%,5) =, (x) Koy (,5),
%*% =, (8)K,, (%:5) (2, (x) + P> (5)) Koo (x.8) =4, (%) K (,5),
—%—%qu () Ky (x:8)+ (21 () + 2 () Koy (3,5) + 5 (%) K (,5), |
s Dot g, () Kis(5,5) VKo (55)+ (1 ()P (5)) Kis ),

(3.2.27)

denklem sistemi elde edilir. Burada (3.2.26), (3.2.27) sistemi ile birlikte bir Cauchy

problemi tanimlar ve bu problem ¢éziilebilirdir.
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4. BESSEL OPERATORU
4.1 Bessel Diferensiyel Denklemi, Temel Ozellikleri

V" +q(x)y =4y, (0<x<x) (4.1.1)
diferensiyel denkleminin

y(0)=1, »'(0)=4, (4.1.2)
baslangic kosullarini saglayan ¢6ziimii (p(x,ﬂ) olsun. Burada ¢(x) fonksiyonu her sonlu
aralikta toplanabilir, @ ise keyfi reel say1 olsun. € =co i¢in baslangic kosulu

(0)=0, ¥(0)=1, | @.13)
seklinde olur.

Diferensiyel operatorlerin spektral teorisinden bilindigi gibi spektral fonksiyon

olarak bilinen her sonlu aralikta azalmayan sinirli p(l) fonksiyonu vardir ve her

F(x) e 2 (0,00) igin

f(x)= T E,(A)p(x,A)dp(A), (4.14)
acilimi saglam:[3127,128]. Burada

E, (1) :j Flap (i, ), .15)

seklindedir. (4.1.4) ve (4.1.5)’deki integraller sz (—00,00) ve [’ (0,00) uzaylarinda taniml

metrik anlaminda yakinsaktirlar. Bu durumda
[£2 = £ (A)p(2),
0 —0

Parseval esitligi saglanir. Bunlara karsilik gelen p(i) spektral fonksiyonun tek olup
olmadig, diferensiyel operatoriin ¢éziimlerinin birinin veye her ikisinin L* (O,oo) uzayin-
dan olmasuyla ilgilidir.

Spektral fonksiyonun diferensiyel operatorii birebir tanimladigint Marchenko
[10,129] gostermistir. Spektral fonksiyona gore diferensiyel operatorlerin tanimlanmasini
Gelfand-Levitan [130] ve Krein [131,132] incelemistir. Bu tiir problemlere spektral

analizin ters problemleri denir.

Ikinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklemler arasinda Bessel




diferensiyel denkleminin 6nemli bir yeri vardir. Matematiksel fizik ve miihendislik
bilimlerinin ¢aligma alanima giren birgok problemin ¢dziimiinde bu denklem ve denklemin
¢6ziimii olan fonksiyonlarla sik karsilasilir.

v herhangi parametre olmak iizere
xzy”+xy'+(x2—v2)y:0, (4.1.6)
seklinde verilen denkleme v —inci mertebeden Bessel diferensiyel denklemi denir. Bu

sekildeki denklemin ¢6ziimii, ikinci mertebeden degisken katsayili denklemlerin ¢oziimii

icin kullanilan Frobeniiis metodu ile ¢6ziiliir ve bu ¢6ziim
(1) -3 (x)m | “.1.7)
Bl ) i : 1.
! Sk (k+v+1)\2
seklindedir. Bu sekildeki J, (x) ¢oziimiine birinci tiir Bessel fonksiyonu, bu ¢6ziimden

lineer bagimsiz olan

7, ()= Lo (H)eost0 = (5)

sin(vx)
¢Oziimiine ise ikinci tiir Bessel fonksiyonu denir. Bu durumda (4.1.6) denkleminin genel

2

¢Ozimu
Y() = 4, () + BY, (x),

olur. Bu ¢6ziim v 'nin tamsay1 olmasi halinde elde edilir. Eger v bir tamsay: degilse
y(x)=A4J, (x)+BJ_, (x),

olur.

2
xz"+z'+(lx—-‘i—jz =0, (4.1.8)
X

seklinde verilen Bessel diferensiyel denklemi gozoniine alinsin. Bu denklemde y =[xz

doniisiimii yapilirsa,

1
y,:Ex 1/224—\/;2',

1
-3/2 -1/2 1/2
V'=——x""z+x " +x"Z",

4

olup buradan

1 _»
yr X 1/~Z 1
r 2 r_—1/2 5|
Z = T =yx T——Xx z,
X 2
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1
~1/2 —2 ~1
2" =y +sz —z'x7,

olur. Elde edilen bu degerler (4.1.8) denkleminde yerine yazilirsa

y"+(%x’2 +/1—x_2v2)y =0, veya

y"+ A~ X2 y:()r

denklemi elde edilir. Son denklemde v ——;— =/ donustimi yapilirsa,

y"+(l—l(1tl)jy:0,
<

elde edilir.

[28] calismasinda ise,

" n(n—1
L[y]+/1y:—y +[q(x)+ (»cz )}y+/1y:0,
lingy(x;/i):“ i 1 1Y
‘ * 2"71"(11+~j

2

elde edilir.

Teorem 4.1.1

0
1. Her x>0 i¢in _[ Py p(A) integrali mevcuttur.

@

0<x<oo, 0<u<oo igin

2. 220i¢in o(A)=—

F(x,u)= B{ NIR(NA )dzH{ ANA )dt} Ado(A) (v =n —%j

AR

fonksiyonu dordiincii mertebeden stirekli tiirevlere sahiptir.

=]
=
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+p(4), A<0 igin o(1)=p(A) alinirsa,

(4.1.9)

(4.1.10)

problemi i¢in ters problem incelenmistir. Burada n, pozitif tam sayidir. Bu tiir operatorler,
tam n’ler igin karesel simetrik potansiyel enerjilere sahip Schrédinger operatdriiniin

degiskenlerine ayrildig siiregte elde edilir. 7 =1 i¢in 6zel olarak (4.1.1), (4.1.3) problemi
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3. (O,x) araliginda p(/I) fonksiyonunun artma noktalart N (x) olmak iizere,

liTnN(x):oo

o [y

(Ozel olarak, ,0(/1) fonksiyonunun artma noktalarinin sonlu bir limite sahip olmast yeterli-

dir.)
kosullarini saglayan azalmayan p(/i) fonksiyonu mevcutsa, (4.1.9) denklemi ve (4.1.10)
kosulu ile taniml1 ikinci mertebeden bir tek diferensiyel operatér mevcuttur, 6yle ki ,0(/1)

bu operatériin spektral fonksiyonu olur. Bu durumda g(x) fonksiyonu siirekli olmak tizere

5 dK (x,x) ’
dx

ile tanimlanir [28].

g(x)

(4.1.9) diferensiyel denkleminin birebir tanimlanmasi problemi, [10,128-131]
calismalarinda incelenmigtir. Marchenko, (4.1.9) diferensiyel denkleminin spektral fonksi-
yona gore birebir olarak tanimlandigint ispatlamigstir. Bessel denklemi i¢in benzer problem
ise asagidaki sekildedir:

n(n—1)

2
X

}y, L, [V] = J’"—{CIZ(X)JF n(”;l)}y opera-

X

Teorem4.1.2 L [y]=)" -[q, (x)+

torleri ayn1 spektral fonksiyona sahipse, ¢, (x) =gq, (x) dir [28].

Ispat: 57 (x, /1) ile L,[y]+ Ay =0 denkleminin, y, (x,/l) ile L,[y]+Ay =0 denkleminin
¢oziimleri gosterilsin. 0< x<a araligmnda u, (x,4) =y, (x,4), x>ai¢in u, (x,4)=0 ve
0<x<a arahifmnda u,(x,1)=y,(x, /1) , X>a i¢in u, (x, i) =0olsun (a herhangi pozitif

sayidir).

a

E, (A)= jul (x, 1)y, (x,4)dx,

0

olmak tlizere
w,(x, 1) = [ E,, (2)n, (x.2)dp(2). (4.1.11)

r (0,00) uzayindaki yakinsaklik anlaminda (4.1.11) esitligindeki integral yakinsaktir.

N

(. p1) = J- E, (A (x.4)dp(A),

-N
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M

olsun. y, (x,/i) Y1y, (x,/i) 'ya déniistiiren V =V, V. ! doniisiim operatdrii u,, (x, ,u) fonk-
siyonuna uygulanirsa,
Vi (x, 1) _[ E,(A)y,(x,A)dp(R),
-N

elde edilir. (0,00) uzayinda u,, (x, ,u) fonksiyonu u, (x, ,u) fonksiyonuna yakinsar.
Dolayisiyla Vu,,, (x, ,u) fonksiyonlar1 L’ (O,a) uzayinda Vu, (x, ,u) fonksiyonuna yakinsar.

0<x<a araliginda My, (x, ,u) =1u, (x, ,u) oldugundan

<]

)= [ B, (A, (x.4)dp(2),

—0

dir. Buradaki integral L’ (O,a) uzayindaki yakisaklik anlamindadir. Son integralin her iki

tarafl u, (x, ;1) ile carpilip x'e gore 0'dan a'ya integrallenirse

j)zj(x,u)dx—i{]oElﬂ Joes i, y)yz(x,l)dp(/i)}dx

0

—0

{ 9 j (x,0) v, (x, ﬂ,)dx}dp(l)

é‘—-—-% é*—-—:é@

£, (A)p(4)

\f def s,

Iy§ (x,,u)a’x < ny (x,,u)dx, (4.1.12)
0

0

bulunur. Béylece

olur. Benzer sekilde

a

J-yf(x,y)dxsj‘yzz(x,y)dx, (4.1.13)
0

0

oldugu gosterilebilir. (4.1.12) ve (4.1.13) karsilastirilirsa, her sonlu a >0 igin
Jyf (x, ) dx = Ivf (ox, 1) dx,
0 0

saglanir. Boylece

‘yl (x,/l)l = ‘yz (x,/l) ,

(4.1.14)

38




elde edilir. Bu durumda y, (x,/1) ve y, (x,ﬂ,) fonksiyonlar1 ayni anda sifir olabilirler. Bu

taktirde her sonlu aralikta bunlar sadece sonlu sayida sifira sahip olurlar. Aksi taktirde bu

fonksiyonlarin birinci mertebeden tiirevleri bu noktalarda da sifira esit olur ve ikinci merte-

beden diferensiyel denklemin ¢6ziimleri olan y, (x,/l) ve y, (x,/l) fonksiyonlar1 6zdes
olarak sifira esit olur. Bu sebeple, y, (x,/'t) ve y, (x,/l) 'nin sadece isaret farkiyla farkli

oldu-gu (4.1.14)’den elde edilir. Buradan g, (x) =q, (x) "dir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.1.3 p(ﬂ) fonksiyonu Teorem 4.1.1°1n 1. ve 2. kosulunu saglarsa,

b

jaelh) .,
d A

dir [28].

4.2 Bessel Operatorii icin Isospektral Problem

g, (x) reel diferensiyellenebilir fonksiyon, /,, sabit reel say1 olmak iizere

—y”+(q<,(x)+l(lfl)jy:iy, x€(0,1] (4.2.1)
X

¥(0,4) =0, 4.2.2)
V' (1L,A)+H,y(1,2) =0, (4.2.3)

Bessel problemi gézoniine alinsin. ¢, (x,l), (4.2.1) denkleminin ¢, (O,/"t) =0, ¢, (0, /1) =1
baslangic kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. (4.2.1)-(4.2.3) probleminin 4, <A, <4, <...
6zdegerleri

@, (LA)+Hyp,(1,1) =0, (4.2.4)

denkleminin kokleridir ve A ’lere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise ¢, (x, /1”), n=0’dmr.
fxu)+ K(x,u)+ IK(x, Hf(tudt=0, O<u<x<l) (4.2.5)
0

Gelfand-Levitan integral denkleminin ¢ekirdegi

flx,u)= icn% (x, A, )(po (u, A, ) , (4.2.6)

n=0

seklinde siirekli ve ikinci mertebeden stirekli tiirevlenebilirdir. Ayrica
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O°F
aron’ (4.2.7)

S Geu)=

olsun. Bu fonksiyon ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir ve asagidaki teorem

saglanir:

Teorem 4.2.1 Sabit x i¢in
SGow)+K(ou)+ [ f,0K (x,0di=0, (0<u<x<l) (4.2.8)
0

integral denklemi bilinmeyen K(x,u) fonksiyonuna goére bir tek ¢oziime sahiptir. Bu

durumda K(x,u) fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir [28].

Ispat: Integral denklemler teorisinden (4.2.8) denkleminin tek ¢6ziimiiniin olmast i¢in
g()+ [ f(w,0g®)dt =0, (4.2.9)
0

eslenik homojen denklem sisteminin sadece asikar ¢oziime sahip oldugunu gostermenin

yeterli oldugu bilinmektedir.
1(2)=[ &'t + [ [ 14,0808 (w)drc =0,
0 00

karesel formiiliinii gézoniine alalim ve [O, x] araliginin hemen hemen her yerinde sifira esit

olmayan her g(z) fonksiyonu i¢in 7(g) >0 oldugunu gosterelim. Once varsayahm ki g(¢)
fonksiyonu 0<¢<x araliginda siirekli tiirevlere sahiptir ve g(x)=0"dwr. Iki kez kismi

integrasyon uygulanirsa

X

I(g)= J\;gz(t)dt + J. ](.F(u, Hg'(H)g'(u)dtdu =0,

elde edilir. Son esitlikte F'(x,u) yerine

0

Feru) = | {IJ‘,(t\/—i)a’t}{]‘.J‘,(t\/z)dt}ﬂ"’da(/l),

yazilirsa

o

I(g)= jgz (t)dt +”{ j U J (2 )va[fJ‘, A )va /1-"da(/1)}g'(z) g'(u)dtdu
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LS E e - e =

= ]igz (t)dt + ”{ T UJ‘,(V\/Z)dVJUJ‘,(V\/I)dvj i"”dp(/l)}g'(z) g'(u)dtdu -

—“{T U J (WA )dv]U J, 02 )dv] d(Ja )}g'(t)g'(u)dtdu,

=0
(4.2.10)

bulunur. p(/l) fonksiyonu i¢in Teorem 4.1.1’in 1. kosulu,

].J‘,(z\f/f)dt <& (0sx<o, 250) 4.2.11)

; VA
esitsizligi ve Lemma 4.1.3 kullanilarak,

sup | {J.J\,(V\/Z)dv}{jjv(v\/z)dv} A7 dp(A) <, 4.2.12)

O<r<x = 0 0

0<u<x

Burada (4.2.10)’un sag tarafinda Fubini teoreminden dolay: integral sinirlari degistirilirse

X

I(g)= [ g"(0)dt + T A’”Gz()i)dp(i)~]2G2 (1)d(N2), (4.2.13)

0

elde edilir. Burada
G(4)= Ig'(f){jfv (Vﬁ)dV}dl =—Ig(tV\,(tﬁ)dt, (4.2.14)
0 0 0
dir. Hankel doniistimi igin Parseval bagintist ve (4.2.14)’den
TGz(ﬂ)d(ﬁ):Igz(’)dﬂ 4.2.15)
0 0
olur. Boylece (4.2.13)’in goriintiisii
I(g)= T ATG (/l)dp(/l), (4.2.16)

seklinde olur. (4.2.16) esitliginde eger /(g)=0 ise g(r)=0 elde edilir. Boylece ispat ta-
mamlanmigtir.
Teorem 4.2.2 (4.2.8) integral denkleminin ¢6ziimii

o’K _[q(_x)ﬁ(lfl)},( :,52_1{{% (u)+ Z(ZH)}K, O<u<x<l 4.2.17)

9 2 2
Oox ou u

kismi diferensiyel denkleminin ¢6ziimiidiir. Burada

q(x)=q, (x)+2—:;K(x,x), (4.2.18)
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seklindedir. Ayrica K(x,u),

K(x,x)= %I[q(t)—qo (t) Jat - £ (0,0), (4.2.19)
K(x,0)=0, aalf s =10, (4.2.20)

sinir kosullarini saglar [29].

Ispat: J:f(.x,u)+K(x,u)+j'K(x,t)f(t,u)dt:O, O<u<x<l)

olsun. q(x), (4.2.18) ile tanimli ve g, (x) (4.2.1) denkleminin potansiyeli olmak iizere

" T —[q(x)+ 1(1:1):|J+[q0(u)+ ZUH)}J 0, 4.2.21)
X

u

seklinde tanimlansin. Buradan

I =L K ke x) fou) j K(" D i,
ToOx Ox 0
62f 0’K a’K(x ) T K(x t)
J.. +K t,u)dt,
w= Tt ot S o)+ K 2o === j ()
(4.2.22)
g, =L O8I ki
ou Ou y Ou
s i a £ j f (t “) K (x,0)dt, (4.2.23)
Ll 0
2 2
elde edilir. (4.2.23)’de integraldeki Q% terimi yerine % alinir ve elde edilen
u
integralde iki kez kismi integrasyon yapilirsa
2
jafK(x £)dt =K (x, x)— K(x O)Gf(t “) aalt(  fxu)
ot
0 (4.2.24)

oK L 0’K
e 0,u)+ —-dt
=l 700 {f —

olur. (4.2.24), (4.2.23)’de yerine yazilirsa

o' f K of (¢ oK
"]uu_ { _K( 0) f( u)‘to__r \f(x L{)
ou’  ou’
(4.2.25)
na
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(4.2.22), (4.2.25) ve J ’nin tanimi (4.2.21)’de gézoniine alinirsa
o f o°K a’K(x x)

- (x t)
JE= b S )+ K (x,: ) u)+ j u)dt
*f K % of (t,u K oK
—a—f—W—K(x,xfgj K, 0) 2L ‘)\ ,xf(x,w—g\,:of(o,u)
_j;f%t[fdt+(—q(x)—@+qo(u)+l(]+1))(f( u)+K(xu)+J.K(xt)f(t u)dtj
0 X u
ve buradan
R I(1+1)
3+ 250Dy 4 D e |
{ f a{ l(lerl) I(Ztl)jf}f (4.226)
Ox ou X u
+j q(x)—l(lxtl)—irqo(u) l(lt”)) }f(t w)dt,

bulunur. (4.2.19) ve (4.2.20) kosullart saglanir. Burada
{8 /o o’ f ( l(lt1)+l(l+l)]f}=0,
2

ot ou’ 2

u

oldugundan, (4.2.26)’dan

0K 5K I(+1 1(+1
{ax ou’ (_q(x)_ (x+2 )+q°(”)+ : ; )jKJ

u

JﬂazK azK+[“C](-’C)—Z(1+1)+%(“)+l(lt+1)

ot o x°

jK} @t u)dt,

elde edilir. Bu ise

K oK I(I+1 I([+1
0| T8 - T8 (a9 1D 0+ D |

u

fonksiyonunun (4.2.9) homojen integral denkleminin ¢6ziimii olmas1 ve bdylece sifira esit
olmas1 demektir. Bu ise (4.2.17) kismi diferensiyel denkleminin saglandigint gosterir.

Not edelim ki bu teoremin ispati farkli yontemlerle de ele alinmustir.

Teorem 4.2.3 Eger K(x,y), (4.2.5) integral denkleminin bir ¢6ziimii ve béylece (4.2.17)-
(4.2.19)-(4.2.20) probleminin bir ¢6ziimi ise, her 4 kompleks sayisi i¢in

0(52) =0y (1) + [ KCx, 0, (1,2, 42.27)
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fonksiyonu
q (vc) =q, (x) +2 %K(x, X),

olmak tizere

I(I+1)
x2

= +(q(X) + jy = Ay, xe(0,1] (4.2.28)

denkleminin ¢oztimiidiir [28].

Ispat: (4.2.27)’de x’e gore tiirev alinirsa,
' ' : 0K
@' (x,4) =g (X, A)+K(x, )@, (x, 1) + J.B;(po (¢,A ),
0

dK (x,x)

9" (x,A) =gy (x,A)+ @, (x,2)+ K (x,x)p} (x,2)

oK 10°K
+a =x Po (x>ﬂ“)+_[§(ﬂo (t>/1)dt7

bulunur. ¢, (x,/”t), (4.2.1) denkleminin ¢6ziimii oldugundan

I(1+1)

(pg(x,/i):(qo(x)Jr . -A)%(x,z),
ifadesi yukaridaki son denklemde gozoniine alinirsa

9" (x, )= (qo (x)+ 2D —Aj% (x,2)+ K&

¢ X
0K
= P (.’C,ﬂ)‘i’jy@o (t,l)dt,

0

9, (x,A)

(4.2.29)

oK
+ K (x,x)py (X, A)+—
(60 (3 2) +—=
bulunur. (4.2.27) denkleminin her iki yant A ile ¢arpilirsa
Ap(x,2) = Ay (%, 2)+ A K (x, )5, (1, A ),
0

olur.

Ay (6,4)=—@; (1,A)+ (qo (1)+ l([t—jl)j @, (1,4), yerine yazilirsa

Ag(x,4) :4%(x,a)+j1<(x,z){—¢g(z,z)+(%(z)+ ’(’tj”)%(m)}w,

=g, (_x,/l)—JEK(x, Dy (¢, A)dt +I(q0 (1)+ Kl;l))K(x,t)(po (,A)dt, (4.2.30)

elde edilir. Son esitlikteki ilk integralde kismi integrasyon yapilirsa
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oK
7 t=x ¢0 (x7 /l)

j K(x,0)@ (¢, 4)dt =K (x, %)@} (x,A) — K (x,0)0} (0, 1)

oK t0°K
+— ot ‘r o(r’)o(o /1) OWo(tal)dta

bulunur. (4.2.20) kosulu gézoniine alinirsa

0K
Peas o (8,A)dt, (4.2.31)

O ey

T ” r aK
[ K G0y (6,2)de =K (0004 (%, 4) == 00 (5 2) +
0

olur. (4.2.31), (4.2.30)’da yerine yazilirsa

oK

+§ t=x ¢)0 ('x’ﬂ’)
( [(I1+1

j > =20, (1, 1) dt+J'(q0 (r)+ (t )jK( ), (1, A )it
0

ve (4.2.27) denkleminden

(a9 2 o)~ 9+ 2 5. 2) {0+ L0 [ 0, o 23

Ap(x,A) =2, (x,A)—K(x, )¢, (x,l)
4.2.32)

(4.2.33)
elde edilir. (4.2.29), (4.2.32) ve (4.2.33) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

(P”_(Q(X)%-l(lx—l_l)j(/)ﬁLﬂ'@:[qo(l)*_—lg;:i)_ /‘t) ( /1)+ch(1x’X)(p0(x,/1)

X

X 2

oK K
T T=% (00 (xa ﬂ«)*‘faz—qﬁo (f,/l)df

o ¢

_(q(x)+ l([x “Zl)j(po (x,/l)—(q(x)+ l(lxt U)J\;K(x,t)(po (LAY (42.34)

+ K (x,x)p, (x, /1) +

, oK L0°K
+ 20, (x,4) = K(x,X), (x,/l)+5 00 (5 4) — 20, (1, A)dt
0

+I(q0(t) I(ZH)jK( 0@, (2, A)dt.

veya buradan tam diferensiyelin tanimimdan

2dK (x, x)

cﬂ"—(fl(x)Jr[({xtl))go+i¢=(qo(x)—q(x))goo(x,A)er—)'c’%()M)
1| K I(+1 K I(+1
+'([|:6X2 _(Q(x) (x+ ))K— P +(q0(t)+ (Z_Z’_ )]Kziq%(t,/l)dt’

bulunur. (4.2.17) denkleminden ve (4.2.18) bagintisindan son denklem
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co”—(q(X)+ l(lgl))wﬂw:&

seklini alir. Béylece ispat tamamlanir.

(4.2.1)-(4.2.3) problemine isospektral olan problemi elde etmek i¢in (p(x,/ln)’in
bazi reel H ’lar i¢in

¢'(x,4,)+Ho(x,2,)=0,

sinir kosulunu sagladigini gostermek gerekir ve ayrica H icin bir formiil elde edilecektir.

(4.2.5) ve (4.2.6) bagmtilarindan

K(x,u)=—f(x,u) —j-K(x,t)f(t,u)dt
:—ch(po X, A 0 (1, 44) jK(x t)(chgoo (2,4 oy (u, 2, ))

== (1, 4, ){% (x4 )+ j K(x,0), (2, /lk)dt},
k=0 0
olup (4.2.27) denkleminden
K(xu)==Y ¢, (u, 4, ) o(x, 4,), (4.2.35)
k=0

bulunur. Diger taraftan (4.2.1)-(4.2.3) probleminin ¢6ziim fonksiyonu

@ (%, 2) = Jx (\/_x) jK(x £)— Jt J,(Na)dt, v= 1+l (4.2.36)
(v2) ()
seklinde,
_y"+(q(x)+l(ltl)jy:ﬂy, xe(0,1] (4.2.37)
X
y(0,2)=0, y'(L,A)+Hy(1,A)=0, (4.2.38)

probleminin ¢éziim fonksiyonu ise

L T TR

seklindedir. Burada K, (x,t) ve K, (x,t) ¢ekirdek fonksiyonlaridur.

(4.2.27)’de bir kez tiirev alinirsa

X

! 4 aK
» (x,/i) =0, (x,/?.)+K(x, x)@, (x,/l)+jg(po (t,l)dt,

0 ¢
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olur. Buradan ve (4.2.27)’den

X

@' (x,2)+Ho(x,A) =0, (x,A)+Hep,(x,A)+K(x,x)¢p, (x, 1)+ J(Z—K +HK)(/)0 (1, A1,

0

elde edilir. Son denklemde x =1 ve A =4, alinirsa
@' (LA)+Ho(LA,) =0, (LA,)+Hp, (1,4,)+ K1, De, (1, 4,)
1
o+ J’(fo - HK) @ (2.2,
o\ Ox

olup (4.2.3) ve (4.2.38) kosullarindan

@ (2,4,)dt =0. (4.2.40)

(H —Hy) oy (L4, + K0, Doy (L4, )+ j[?a&HKj
o\ Ox

Diger taraftan n — oo iken (4.2.36) ¢oziimii igcin ¢, (l,ﬂ" ) — (—1)”( A )_V oldugundan

(4.2.40)’dan
H-H,+K(1,1)=0, (4.2.41)

1
'[(QIE+HK)|X_I 0, (1, 2,)dt =0, n=0,1,2,...
o\ Ox
bulunur [32]. (4.2.41) ve (4.2.35) birlikte gézoniine alinirsa
H-H,-Y ¢, (LA )e(1,4,)=0,
k=0
ve buradan

H=H,+ ick (4)", (4.2.42)
k=0

2 1 .
olup n - iken A4, ~ 7~ (k——;{v—ED dir.

1
a, = J.(pz (x,4,)dx,
0

(4.2.37)-(4.2.38) probleminin normlastirict sayist olsun. Bu durumda asagidaki lemma

saglanir.
Lemma 4.2.4
o, =|e(1,4, )HD(&, )I, n=012,.. (4.2.43)

seklindedir. Burada D(ﬂ”), D(/In) ‘nin A, ’e gore tlirevini belirtir.
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Ispat Keyfi Ave u icin (4.2.1)’den
I
—"(x,A)+ ( )+ X +1)jgp(x,/1):/1gp(x,/1),

—¢"(x, 1) +(q(x) + %)w(-\', 1) = pp(x, 1),

ve buradan

0" (%, A)p(x. 1) = (%, 4) 9" (x, 1) = (1= 2) (%, 2) 9 (x, 1),
olup

d 4 !

—LP'(® )0 (x 1) =0 (xA) 0 (v.1) | = (1=A) 0 (x. ) 0 (. 1),

bulunur. Son ifadede 0 ’dan 1’e integral alinirsa

j[(ﬂ(xa/l)(D(X,y)dx = gD'(l’ﬂ')(p(l’/u)—(/’(1”1)60’(1,;1).

0 H=A

¢'(1,2)= —H(p(l,ﬂ) oldugundan s — A iken son bagintidan
1

[ (x.2)de =9/ (1,4)p(1,2) = (1,4) ' (1,4).

0

A=2, almirsa ¢'(1,4,)=—He(1,4,) oldugundan

a,=—p(1,4,) [(o )+ Ho( ],/1”)]
=—p(1,4,)D(4,) =|p(1,4,)|D(4

Burada D(1)=¢'(,LA)+H (p(l, i) seklindedir. Bununla ispat tamamlanir.

(4.2.1)-(4.2.3) ve (4.2.37)-(4.2.38) problemlerini tekrar gozoniine alalim.

j(po x,A,)dx, a, —j(/) x, A, )dx,

olsun. Bu durumda (4.2.5) integral denkleminin bilinmeyen fonksiyonu

fx,u)= Z(——a J ,1)(00(u,/1”),

n=0

seklindedir. (4.2.6) ile (4.2.44) birlikte gézoniine alinirsa
1 1

g, =—m—

n 2

a (24

n 1,0

olur. (4.2.43) formiiliinden
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1 1 1
":)D(ﬂn)[Ico(l,ﬂn)l_\%(%)]’ HEA

olup (4.2.42) formiiliinden

H:Ho+i (_/1 ”)_v)|(|¢ : 7 ! ] (4.2.46)

‘@0 (1’ n

bulunur.
Simdi (4.2.1)-(4.2.3) ve (4.2.37)-(4.2.38) problemlerinin farkli {/1,,}: ve {,U,,}:

spektrumlarina sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda

fxu)= Z( @ (. 1, ) 0 (4, 14, ) — 1 %(x,ﬂ,,)coo(u,i,,)}

n=0 n,0
(4.2.42) formiiliinden
H=H i RN (4,)"
0 g a” O—’”,O 1
= (m)” (4)"
H=H,+ - — : (4.2.47
! §£|8(u”)l|§o(1,#,,)\ ID(2,)||e, (14, )] :

[ Burada D(A) =@, (7,A)+H,p, (7[,/1) , W) =¢'(m,A)+ H(D(ﬂ, /1) dir.

49



5. DIFUZYON OPERATORU
5.1 Difiizyon Operatoriiniin Baz1 Fiziksel ve Spektral Ozellikleri

Jaulent ve Jean [97] difiizyon operatorii i¢in ters problemi ele almis ve bu ope-
ratoriin esas altyapisini kurmuglardir.

Pargaciklarin ¢arpismast sirasinda etkilesimleri tanimlama problemi, fizikte ilging
bir temel olusturur. Bir¢ok durumda tanimlama, iyi bilinen teorik modele uygulanabilir.
Ozellikle bu, iki tane dénmeyen pagaciklarin ¢arpigmasiyla ilgilidir ve s— dalga baglanma
enerjisi ve s—dalga sagilma matrisinin ¢arpigma deneylerine gére tamamen bilindigi var-
sayilir. V' dairesel durgun potansiyelli s —dalga Schrédinger denklemi

V' +[E-V(x)]y=0, x>0 (5.1.1)
seklindedir. Burada potansiyel fonksiyon bir sekilde enerjiye bagimlidir ve U(x) ve O(x)
kompleks-degerli fonksiyonlar olmak tizere enerji bagimlilig

V(x,E)=U(x)+2EQ(x), (5.1.2)
seklindedir. (5.1.1), sifir kiitleli bir tanecik i¢in Q(x) durgun potansiyelli ve U(x)=-O’(x)
ek kosulu ile JE enerjili Klein-Gordon s —dalga denklemine indirgenir [97].

Klein Gordon denklemi, kuantum alan teorisindeki en énemli matematiksel model-
lerden biri olarak gozoniine aliir. Bu denklem relativistik fizikte ortaya ¢ikar ve genellikle
dagitict dalga olaymi tanimlamak i¢in kullanilir. Ayrica lineer olmayan optik ve plazma

fiziginde de ortaya ¢ikar. Klein-Gordon denklemi, fizikte lineer ve lineer olmayan form-

larda ortaya ¢ikar [110].

Hi%—eqﬁj —(—}V—eﬁj}w:mzw, (5.1.3)

Klein Gordon denklemi gézoniine alinsin. Bu denklemden belli doniigiimler yardimiyla
difiizyon denklemini elde etmek miimkiindiir [133]. ¢ skaler potansiyeli, ;I(r,t) vektor
potansiyelinde e donmeyen yiik parcacigini ve m kiitleyi ifade eder. Burada i=c =1 do-
gal birimleri kullanilmistir. E(r,t):o ve skaler potansiyel zamandan bagimsiz oldugu

durumda (5.1.3) denklemi

v? —~(?f——2ei¢g+e2¢2 =m’ (5.1.4)
or? ot el & o

denklemine indirgenir.
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=

v(rt)=p(r)e™
alinirsa (5.1.4) denklemi
| V2 =(E-ep)’ |o(r)=rlo(r), (5.15)

olur. Burada

v, (r.t)=—p(r)iEe™,
v, (rt)=—o(r)E’e ’E',
seklindedir. Bu denklem iyi bilinen Klein-Gordon denklemidir. (5.1.5) kiiresel simetrik

potansiyel enerjili dalga denklemi kiiresel koordinatlarda

1 a(,0d 1 o(. .8 1 8 )
— L e —| sinfd— |+ E— = ) 5.1.6
{[7"2 ar(' 61"] rzsiné?aﬁ( ! aej e smeaez} (E=ef) }¢ e (L8

olarak yazilabilir. (5.1.6) denkleminde ilk olarak dairesel ve agisal kisimlar
o(r,0,4)=R("Y(0,9),

seklinde ayrilarak ve ¢ ile boliinerek

ld(rzde [( e¢) —m} ——l 1 6( 16’6Y) 1 82_Y (5.1.7)
Rdr\' ar Y| sin@ 06 80 ) sin’0 o4 | o

elde edilir. (5.1.7)’nin sol tarafi sadece r ’ye ve sag tarafi sadece @ ’ya bagli oldugundan /

kuantum yoriinge sabiti olmak tizere her iki tarafi /(/+1) gibi bir sabite esit olmalidir.
Boylece (5.1.7) denklemi, Klein Gordon denklemi i¢in /=0,1,2,...0lmak iizere ¥V =egp

skaler potansiyelli

1 d( ,dR , I +1)

75(' E)J{(E —m*)+V(V —2E) - > =0, (5.1.8)
dairesel denklemini verir.

(5.1.8) denkleminde R = V/—(F—) almirsa, E* =K +m’ olmak iizere

r
W' (r)+ [K V- 2E)—[(1+1)}//(; )=0,
r

bulunur. /=m =0 igin

" (r)+[ 1 =2KV |y (r) ==Ky (7). (5.1.9)

51




5.2 Difiizyon Operatorii icin Isospektral Problem
—y"+(2Ap(0) +q(x)y =2y, (0<x<7) (5.2.1)
¥'(0)—hy(0) =0,

y'(z)+ Hy() =0, (5.2.2)
ve

" +(2Ap(x) + gy (1)) y =A%y, (0<x<7) 523}

¥'(0) =R, y(0) =0, o

y'(m)+Hyy(7) =0,
difiizyon problemleri gozoniine alinsin. Burada A spektral parametre, ¢ (X)EWZl (0,7T ),
q,(x)eW; (0,7),p(x)eW;} (0,7), h, H, hy ve H, sonlu reel sayilardir. (5.2.1)-(5.2.2)
ve (5.2.3)-(5.2.4) problemleri isospektral yani aymi A (neZ) spektruma sahip olsun.
{,}" lericin

ln

A =n+g, + L=,

% (5.2.5)

asimptotik formiilii saglanir. Burada
¢, = ;1; [Pyt ¢, = %iih +H+|(q(t)+ pz(t))a’t} Z\cmf <o
0 0 n

(5.2.1) probleminin ¢(0, 1) =1,¢'(0, 1) = & sartin1 saglayan ¢oziimii ¢(x,A) olsun. ¢(x, 1)

¢Ozumu

o(x,A)=cos[Ax—a(x)]+ j A(x, 1) cos(Ar)dt +I B(x,1)sin(Ar)dt, (5.2.6)
seklindedir. Burada

a(x)=x +2I[A(cfé sinar(£)~B(&,¢)cosar(¢)]de,

dir. A(x,t) ve B(x,t) ¢ekirdekleri

61;(32”‘) . ()aB(xt) . t)_aA(xt)7
0’B(x,1) 04 ( 1) 0’ B(x,1) (527
——+2p(x)——— (X)B(x,t)=T,
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q (x) =-p’ (x) + 25; [A(x, x) cosa (x) +B (x, x)sin a (r)] , (5.2.8)

OA(x, z)' _

A(0,0)=h, B(x,0)=0, (5.2.9)

N Ip(t)dt,

probleminin ¢éziimleridir. (5.2.3) denkleminin ¢,(0,4) =1, ¢,(0,1) = A, sartin1 saglayan

¢coziimii ¢,(x,A) olsun. ¢,(x,1) ¢oziimii asagidaki formda ifade edilir [107]:
N (x, ﬂ,) =cos [/lx = a(x)] + J Ay(x,t) cos(At)dt +J- B, (x,t)sin(At)dt. (5.2.10)
0 0

(5.2.10)°daki 4,(x,t) ve B,(x,t) cekirdekleri,

aAg(;c,t) ) ()GB(xt) 0o (%) 4y (35,) = aAO(xz)7
B, (x,t) 04, (x,1) 8B, (x,1) G210
x X, x
T+2 p(x)—— o —q,(x) B, (x, f)—T,
q(x)=—pz(x)+2%[AO(x,x)cosa(x)+Bo(x,x)sina(x)], (5.2.12)
4,(0,0)=h, B,(x,0)=0, M’%f’t)\,ozo, (5.2.13)
0

probleminin ¢éziimleridir. (5.2.6) ile (5.2.10) taraf tarafa ¢ikarilirsa
0(x,2) = @y (x,4) + [ (A(x, 1) = 4, (x,0)) cos(A0)dt +[ (B(x, 1) = By(x,0) )sin(A0)dt,  (5.2.14)
0 0

(5.2.7) ve (5.2.11) taraf tarafa cikarilirsa,

TUA) 2 8] g1 gy92, =T 1ETA)
it a (5.2.15)
P(r-8) , olied) _# (-5,
2 2y 4B +q,(0B, = %),
Ox ot ot”

clde edilir. «,, p(i) Ve &, o, P (l)sn‘amyla (5.2.1)-(5.2.2) ve (5.2.3)-(5.2.4) problem-

lerinin normlagtirict sayisi ve spektral fonksiyonu olmak iizere

a, :J‘(pz(x,l”)clx—/%.[p(x *(x,4,)dx,

' ! 1" i (5.2.16)
au,O :J.go()2 (X’A’n)dx—l—J‘p('x)q)O (x’/ln)d

0

53




p(1)= Y= A(A)= T —

2, &, A<t @y o
dir. (5.2.1)-(5.2.2) problemi i¢in Gelfand-Levitan integral denklemleri
E, (x,t)cosa(x)+ F,(x,0)sina(x)+ 4(x,1)
+[ 4G, EF, (£,0)d¢+ [ Bx, E)Fy(£,0)dE =0, (0<1<x)
! b (5.2.17)
Fy (x,0)cos a(x)+ Fy, (x,t)sina (x)+ B(x,1)
+[ A, OF (E0)dE+ [ B(r,O)F,(8,0dE =0, (0<1<x)
0 0
veya tek bir denklem olarak

(F“(x,l) + FZI(x,l))cos a(x) +(F,2(x,t) +F,,(x, t))sin o (r) + A(x,t) + B(x,1)

H A &) (B &0+ Fy(E.0)dE + [ BOo &) (Fa(Eat) + Fn(&.0))dE =0, (0<1<x)
(5.2.18)
seklindedir. (5.2.17)’deki F,(x,t), F,(x,1), F;,(x,t) ve F,,(x,t) fonksiyonlar

R (%0)= L cos (cox)cos(cyt)+ Z{—l— cos(A,x)cos(4,1) ) cos((n+¢,)x)cos((n+c, )t)},
r . n

2a,

(5.2.19)

F,(x,t)= %sin (cox)cos (cot) + ;{%‘” sin(i”x)cos (/"t”t) —%sin ((ll +c, )x)cos((n +c, )t)},
(5.2.20)

1 . 1 . 1 .

E,(x,t)= ;cos (cox) sm(cot) + 2{7" cos (Z.nx)sm (/"L”t) —;cos ((n +c, )x)sm ((n +¢, )t)},
(5.2.21)

F,(x,t)= %sin (cox)sin(cyt )+ 2{2%“” sin (A, x)sin(4,t) —;;sin ((n +¢,)x) sin((n+c, )t)},
(5.2.22)

seklindedir. Benzer sekilde (5.2.3)-(5.2.4) problemi i¢in Gelfand-Levitan integral denk-
lemleri

E(x,t)cos ar(x)+F, (x,0)sin a (x)+ Ay (x,1)

3 x ) (5.2.23)
4, OF (E.0dE+ [ By(x,E)Fy(&,0dE =0, (01 <)
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F, (x,t)cos a(x)+ Fy (x, ) sin ar (x) + By (x,1)
[ 400 F (EDdE + [ By(x,O)Fn(£,0)dE =0, (051 <)

veya tek bir denklem olarak

(El(x,t) + F}l(x,t))cosa(x) +(1512(x,t) + ﬁzz(x,t))sin a(x)+ 4,(x,1) + By(x,1)
[ 400 (B (&0 + F(£.0)dE + [ By &) (Fu(&a) + Fnl&0))dE =0, (05t <)

seklindedir. (5.2.23) deki F, (x,7), F,(x,1), F, (x,t) ve E,(x,t) fonksiyonlar:

E (x,1)= Lo (cox)cos(cyt)+ Z{ cos(A,x)cos(A,t)— 2 o ((n+ ¢y )X)cos ((n+c, )t)},
r r

n 2an.0

(5.2.24)

F’l2(x,t) = %sin(cox)cos(c()t) + 2{2; sin(l”x) cos(/"tnt)—%sin ((n +c, )x)cos((n +c(,)t)},
n 1,0

(5.2.25)

F, (x,z‘):lcos e,% Jsinl ¢t )+ 1 cos(A,x)sin(A,t —lcos n+cy)x)sin((n+c,)t)¢,

. T 2a Vs !

n n,0

(5.2.26)

Fzz (x: t) = lSill (COX) SiH(COI) + Z{
T

n

sin (A,x)sin(A,¢)— % sin((n 4 co)x)sin((n + & )t)}

2an,0

(5.2.27)
Teorem 5.2.1 (5.2.17) ((5.2.23)) Gelfand-Levitan integral denklemi her siirekli a(x)

fonksiyonu i¢in bir tek A(x,2) ve B(x,t) (A4,(x,t) ve B,(x,t)) ¢oziimiine sahiptir ve bu
¢Ozim

A(x,0) = A (x,t)cosa (x)+ 4, (x,1)sin o (x),

B(x,t)=B,(x,t)cosx (x) + B, (x,t)sina (x) ,
seklinde a(x) fonksiyonuna bagimlidir. Burada 4, (x,t) ve B, (x,t), (5.2.17) sisteminin

a(x) =0 olmak tizere

E.(x,f)+Al(x,t)+IA1(-’C,§)E1(§J)61§+I31(x,§)Ez(§,f)d§ =0, (0<r<x)

le(x,t)+Bl(x,t)+'JiAl(x,é‘)le(f,t)déJerl(x, §)F,(&,0)ds =0, (0<t<x)
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seklinde ¢oziimii, 4, (x,t) ve B, (x,t), (5.2.17) sisteminin a(x) =7 /2 olmak lizere

Fa (1) + 4, (xr>+jA<x§) <§z)d§+jB<x§>Fn(§r>d«: 0, (0<1<x)

(xz)+B(xz)+jA(xf)gl(gt)d§+[3(x§) JEDAE=0, (0<t<x)

seklinde ¢oziimiidiir [107].

Teorem 5.2.2 Eger A(x,t) ve B(x,t) (A,(x,t) ve By(x,t)) (5.2.17) ((5.2.23)) integral
denklem sisteminin ve boylece (5.2.7)-(5.2.9) ((5.2.11)-(5.2.13)) probleminin ¢6ziimleri
ise,

1) Her A kompleks sayisi i¢in
p(x,A)= +j (A(x, 1) — 4y (x, 1)) cos(Ar)dt +J. B(x,1) = By(x,1))sin(Ar)dt, (5.2.28)

fonksiyonu

g(x)=q,(x)+ 2%[(A(x,x)— 4, (x,x))cos a(x)+ (B(x,x) - B, (x,x))sina(x)],

olmak iizere (5.2.1) denkleminin ¢6ziimudiir.

[24 [24

n n n,0

2) ¢(x,A) fonksiyonu ¢(0,2)=1, ¢'(0,1) = h, —%Z[L —L] = h baslangi¢ sartin
saglar.
ispat.

@' (x, /1) = ng' (x, /1) + (A(x, x)— A, (%, x)) cos(Ax)+ (B(x, x)—By(x, x))sin(/bc)

ol . 5.2.29
+jwcos(,u)dt + { a(Ba—xBO)sin(/lt)dt, ke S0

0 X

()= (x,4)+ LAED—A00)
d (B(x,x) - By(x,x))

dx
+6<A_-Aol

cos(Ax)—A4 (A(x, x)—A4,(x, x))sin (Ax)

sin(Ax)+ A4 (B(x, x)— B (% x))cos(lx)
) (5.2.30)
1o, SIN(Ax)

cos(Ax)+

1=x

é(B-B,
a

+ IM cos(At)dt +I (7) sin(Ar)dt,
o’ ox’

0

Ve
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(24p(x)+ q(x))go = (21p(x) -+ q(x)) @, + (2lp (x)+ q(x))j(A(x,z‘) — Ay (x,1) ) cos(Ar)dt

+(2lp(x)+q(x))j(3(x, £)— B, (x,t))sin(At)d. (5.2.31)

(5.2.9) ve (5.2.13) g6zoniine alinarak (5.2.31)’de bir kez kismi integrasyon yapilirsa

(2/1p (x)+q (x)) p= (2/1p (x)+qg (x)) @, +2p(x)(A(x,x) = 4,(x, x))sin(Ax)
- 2p(x)j; é(fla_[_Ao) sin(At)dt—-2p (x) (B(x,x)— B, (x,x))cos(Ax)

+2p (x)j‘ a(Ba_t 5,) cos(At)dt+q ('x)j;(A(x,t) — Ay (x, 1)) cos(Ar)dr

+q (x) j (B(x, )y —8,(x t)) sin(Af)dt,

(5.2.32)
bulunur. (5.2.28)’den
Vo=, + lzj(A(x, £)— A, (x, ) ) cos(At)dr +ﬂff(3(x, £)—By(x,0))sin(An)dt,  (5.2.33)
0 0

(5.2.33)’de iki kez kismi integrasyon yapilirsa
A= 2@, + A(A(x, %) — 4 (x,x))sin(Ax) + a(ia—z@ _cos(Ax)— W\,,O

= j il (gtj ) cos(Ar)dt — A( B(x,x) — B, (x,x) ) cos(Ax) + A( B(x,0) — B (x,0))

0
+ a(Ba_t 5) |, sin(Ax)— ! _5%90_) sin(Ar)dt, (5.2.34)

olur. (5.2.9) ve (5.2.13) kullanilarak (5.2.30), (5.2.32) ve (5.2.34)’den

(p"—(2/1p(x)+q(x))go+ﬂf(p —

g (20 (x)+4(1)) g + 22, + LA A )

cos(Ax)
dx
fHBED=BD) g SAA)) g
dx Ox }
n a(B - BO) \’:x sin(Ax) + M‘r:x cos(Ax)+ 6—(3—:3—0)\1:_‘, sin(Ax)
ox ot ot

-2 p(x) (A(x, x)— A%, x)) sin(Ax)+2 p(x) (B (x,x) =B, (x, x)) cos(Ax)

(52 (A— o(B— 02 (A-
+£ {%—219(@%30)—61@)(/4 - Ao)"%@}cos(mdf
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Boylece
Q" —(2/1p(x)+ q(x))g0+ Ap=

=g, —(2/’tp(x) 4 q(x))gao + A0,

. 2d (A(x, x)= AL x, x)) . 2d (B(x,x) =B, (x,x))
dx dx
-2 p(x) (A(x, x)—ad %, x)) sin(Ax) + 2 p(x) (B(x, x)—B,(x, x))cos(/bc)
£ 0%(4- o(B—-B o*(A- -
+J. {»—( 73 AO) - 2p(x)—( Py 0) = q(x)(A = Ao)——(é‘ 4 )}Cos(lt)dt

2
X

sin(Ax)

+I {a(g—‘&) n 2p(x)ﬂfla_t—’4°) ~g(x)(B- Bo)—lgt:ﬁ“)}sm(md’f’ (3-2-36)

2
0 X

dir. ¢,(x, ), (5.2.3)’lin ¢6ziimii oldugundan

%" —(2ﬂ,p(x)+ q(x))% +/12§00 = (% (V) “Q(x))%a
olur. (5.2.10)’dan

(qo (x)—q (x)) 0 =(2,(x)—1q (x)) cos[Ax —a(x)]+ (qo (x)—g (x)) JX. A, (x,1) cos(At)dt

+(q0(x)—q(x))IBO(x,t)sill(/lt)dt, (5.2.37)

bulunur. Diger taraftan

[P (x)+q(x) Jeosa(x) = Ewd(;—’x))ﬂp(xw(x,x) - p'(x)sina(x), (5.2.38)
[P (x)+4() ]sina(x)= ~2d(i[+x))—2p(J\’)A(x,x) +p'(x)cos ar(x), (5.2.39)
[ 77 (%) +4,(x) Jeosa(x) = gw+2p(X)Bo(x,X)—p'(x)sina(x), (5.2.40)
[ P’ (%) +¢,(x) Jsina(x) = 3‘1—@;@ —2p(x) 4y(x, %)+ p'(x) cos a (). (5.2.41)

seklindedir [107]. (5.2.38) ile (5.2.40) ve (5.2.39) ile (5.2.41) taraf tarafa ¢ikarilirsa
2 (A(x, xX)—A4,(x, x))

[g(x)—g,(x)]cos a(x) = " +2p(x)(B(x,x) - By(x,x)), (5.2.42)
[4(0)—q,(0)]sina(x) = 2 Bl xa)l; Byxm) PO (ACxx)— 4y(x, ). (5.2.43)
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(5.2.42) ve (5.2.43)’den

(4(x) =40 (x))cos[Ax - ax(x)] =
:{2d(A(x,x)—A0(x,x))

dx

+{2d(8(x,x)—30(x,x))
dx

+2p(x)(B(x,x)—Bo(x, x))} cos(Ax) (5.2.44)

=2 p(x) (A(x, X)=A,(x, x))} sin(Ax),

bulunur. (5.2.37) ve (5.2.44), (5.2.36)’da yerine yazilirsa

Q" —(Z/Ip(x) + (x))(p+ o=

j{a U=4) 500 ( 2 )—Q(X)A(x )+ 4,(x) 4, (1) - %@}coww

+

(A Ao) 82(8—30) .

j +2p(x) = — g(X)B(x, ) + ¢y () By (x,1) ———5—2L Lsin(Af)dt.
. ot ot
Son bagintida (5.2.15) gézoniine alinirsa

(0”—(2/1p(x)+q(x))go+/12go =({),
elde edilir. Boylece go(x,/'t), (5.2.1) denkleminin ¢ozlimiidiir. Ayrica (5.2.28)’de x=0
alinirsa go((),ﬂ,) =@, (O,/l) =1 bulunur. ikinci sartin ispati ileride ele almacaktir.
Simdi F,(x,7) (i, j=1,2) fonksiyonlarii kullanarak A(x,?), 4,(x,7), B(x,t) ve

B, (x,t) igin bazi formiiller elde edilecektir.

(5.2.17y’deki ilk denklemden
A(x,£) = —F;, (x,0) cos ot (x) — F}, (x, 1) sin o (x j A(x, EF (&,0)dE - j B(x,E)F(E,0)dE,
ve (5.2.19) ve (5.2.20)’den son denklem

A(x,t) = L cos(c,x)cos(c,t)cosar(x)— LI (cox)cos(c,t)sina (x)
n

, o ﬂ

n

2a T

n

Lcos(ﬁ,”x)cos(ﬂ,"t)—lcos((nJrco)x)cos((n+co)Z)}cosa(ﬁc)
—Z{—sm (4,x)cos(A, t)—lsm((n+c0)x)cos((n+co)t)}sina(x)

v

- j A(x, &) cos (c,&) cos ¢yt ) dé& —lj;B(x, &)sin(c,&)cos(cyt)d&
4 0 4 0

T

- JE A(x, &)Y {i cos(4,&)cos(A,1)— 1 o ((n+cy)&)cos((n+c,) t)}df
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—IB(x,cf)Z{—sm A& )cos /1t)—lsm((n+co)§)cos((n+co)t)}dg‘,
; z

A(x,t):_w cos(cx o jA(x &)cos(c,é d.§+_[B(,\ &)sin(c Oé)dgf}

_zﬁ%@{cos(m a jA<x £)cos(4,€)dé+ JB<x .f)sm(ﬂé)df}

n

+Z‘ cos((n+c0)t)

T

{cos((zﬁco)x af J'A(x &)cos((n+cy)¢) f}

cos((n+c,)t) [*

£y {jB(x, §)sin((n+co)§)d§}, (5.2.45)

seklinde yazilir. Benzer sekilde (5.2.23), (5.2.24) ve (5.2.25)’den

Ao(x,t):_M{cos(cx af jA (x, &) cos (& dg+jB (x,&)sin(c 0§)d§}
A

_Z%{COSM}C a '[Ao(x EU)COS(/1 ¢ d§+.‘-B (x, f)sm(ﬂ, §)d§}

an,O

o/

+Z‘M{Cos((n+c0)x—a(x))+£/10(x, cf)cos((n+co)§)d§}

cos((n + co)t) T

+y { j B, (x,&)sin((n +c0)§)d§}, (5.2.46)

olur. (5.2.45) ve (5.2.46) taraf tarafa ¢ikarilirsa

0

” cos(z/“ {[a al Jcos(ﬂ,,x—a(x))+]; (a%_ai]cos(ﬁ"g)df}

AQx, 1) — A, (x,1) :_@{T(A—AO)cos(cof)dé+I(B—B0)sin(c0df)d(§}

n,0 0 n,0

2>
TR s

n 0
e
n

veya

2
cos( n+c

{j (A 4y)cos((n+c,)E) d§+j B-B,) s1n((n+co)§)d§} (5.2.47)
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cos c0

A(x,t)— Ay (x,t)=— {JX. A A0 cos coéf d‘fJ“J‘ B B sm(coé) f}

;COS(Z"){(% a,l,,(,]cos(h o (x ))+£(%—iJcos(z,,§)d§}
Zcosle t){{ 5 Oi:jsin(/lng)dr:}

cos((n+cy)&)cos ((n + co)t)} dé

1
+I(B—Bo){Z%sin((n+co>§)cos((n+co)f)}» (5-2.48)

elde edilir.
Benzer sekilde (5.2.17), (5.2.21) ve (5.2.22)’den B(x,t) ve B,(x,t) i¢cin asagidaki

formuller elde edilir:

B(x,t):—s'i—nm{cos(c x—a( j.A(x E)cos(c,é) d§+IB(r &)sin(¢,&)d f}
Vs

_ZSir;(i/l”t){cos(/l x—a| IA(X &)cos (4,8 d§+J‘B(7€ §sin(4,£)d f}

a”

+;M{cos((;¢+co)x—a(x))+‘([A(X,é‘)COS((ﬂJrCO)f)d(f}

T

+Zsm((l++co>t){j3(x,§)sin((n+CO)§)d§}, (5'2'49)

Bo(x,t):—M{cos(cox af JAO(x &)cos(cyd d§+JB (x, f)sm(cof)df}
T

sin(4,7)

-y ’ {cos(ﬁ x—af JAO(x &)cos(A,8 dg+jB (x,&)sin (4, cf)dé}

+;M{COS((n+co)x—a<x))+£ Ao<x,¢>cos(<n+co>é)df}

/A

2a,

+Zw{j30(x,§)sm((n+c0)§)d§}. (5.2.50)
n T 0
(5.2.49) ve (5.2.50)’den faydalanarak
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B(x,t)— B, (x,1) :—%ﬁ{j(A—Aﬂ)cos(coé)d§+]E(B—Bo)sin(cof)dé:}

0

R FRA R P
)

n,0 0 a an,o

A
lesm(2 1 {.([(a_n_%}m(iné)df}

+Z sin (n + co

n

T

{j. A 4, cos((n+co)§ dcf+I B B, sm((n+c0)§)d§}

veya

B(x,t)— B, (x,1) =— {j (A— 4, )cos(c,&)dE+ [ (B—B,)sin(c,&)d g}

Zsm(l,t {[a al Jcos(z,,x—a(xw] [i_i}os(&'é)dﬁ}

n n,0 0 a/z an,O

2
Zsm(zzl,Z {I[aﬂ f” ]Sm(z,,g’)dg}

n 0 n,0

j(A AO){Z;COS((n+C )é)sm((n+co)t)}d§

+'(\[(B—BO){;i«sin((lz+co)§)sin((n+co)t)}. (5.2.51)

bagintist elde edilir. Diger taraftan (5.2.6) ve (5.2.10)’da A yerine A, almirsa

@(x,4,)=cos[A,x—a(x)]+ j A(x, 1) cos(A,1)dt +J§ B(x,1)sin(A,t)dt,
' ' (5.2.52)
0y (x,4,) = cos[ 4, x— ()] + [ 4,(x,0) cos(4,0)dt + B, (x, ) sin(4,)dr.

Ayrica

Zlcos((n +¢,)x) cos((n+ co)t) = lcos(co)c)cos (cot)+0(x—1t)cos(c, (x—1)),
r n

n

Zlcos((n + co‘)x)sin((n + co)t) = lcos(cox)sin(cot) +8(x—1)sin (co (x—t)), (5.2.53)
n r

n

lein((n +¢)x)sin((n+c,)1) = lsin(cox)sin(col‘)+ S(x—1)cos(c, (x~1)),
n

n

oldugundan, (5.2.52) kullanilarak, (5.2.48) ve (5.2.51) denklemleri
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A= Ay (1) ==Y cos (A1) (w(x’ ) _ o (x’;t”)], (5.2.54)

n 2 an an,O
in( 1, %A )
B(_(,[)_Bo(x’[):—zsnl(z nt)((p(:;’ n)_go()gjﬂ n)J7 (5255)
n n n.0

seklinde yazilabilir. (5.2.28) de A yerine A, alinirsa

go(x, A, ) =@, (x, A, ) +

O ey

(A(x,1)— Ay (x, 1)) cos(A,1)dt + j (B(x,1) = By(x,1))sin(4,1)dt.
0
Son denklemde (5.2.54) ve (5.2.55) gdzoniine alinirsa

P(x,4,) =, (x,ﬂ«,,)—fZ(w(x’ %) _ ool l”)j. (5.2.56)

2 104 a

n n n,0

Simdi teorem 5.2.2' deki ikinci sartin saglandigimi gosterelim. (5.2.29) da x=0

almirsa

' (0,2) = g (0,2) +( 4(0,0)— 4,(0,0)).
(5.2.17) ve (5.2.23)’de x=1¢=0 alirsa

¢'(0,2) = 2} (0,4) ~(F,,(0,0)~ £;,(0,0)).
(5.2.19) ve (5.2.24)’den

p00)-si04)- 5[ L1 ]

i & a

n n,0

elde edilir. ¢'(0,4) =", ¢, (O,ﬂ,) = /1, oldugundan

h=h, _%Z(L_L} (5.2.57)

.\ a

n n,0
bulunur.

Diger taraftan n — co iken
((A(r, )= 4y(7r, 7)) cos(cym) —((B(z, 7) - By (7, 7) )sin(c,m) = Hy— H,  (5.2.58)
seklindedir [106]. (5.2.54) ve (5.2.55)’de x = alinirsa son esitlik

DESCSLILCEMEL)

n 2 an an,O

seklinde olur. n —> oo iken A, — n+c, oldugundan
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2 a

H:H0+z(‘l>"[4”(”’”"1)—@0(”’“}

: % (5.2.59)
bulunur.
«, normlastiric sabiti i¢in asagidaki lemma saglanir.
Lemma 5.2.3
a, —%‘gp(n,lﬂ) ID(4,), n=0,1,2,... (5.2.60)

dir. Burada D(l”), D(Z,)’nin A, e gore tiirevini belirtir.

Ispat Keyfi 1ve u igin (5.2.1)’den

go"(x, /1) +(2lp(x) + q(x)) (p(x,ﬂ) = ﬂ,zgo(x, /"L),

—¢" (2, 1)+ (2p(x) +q(x)) @ (x, 1) = 2 p(x, 1),
ve buradan

o (6 2) (% 1) =0 (%, A) 9" (3, 12) =| (17 = 2 ) = 2p(x) (1= 2) |0 (x,2) 9 (x, ),
olup

dir. '
E[(p (% 2)p(x, 1) =p(x%,2) @' (%, 1) | = (= 2)[ (14 2) =2 () [0 (%, ) (%, ).
yazilabilir. Son ifadede 0 ’dan 7 ’ye integral alinirsa

s

[[(A+1)=2p() | (x,2)p

(X /,l)dX: §0’(7T71)(P(7f:ﬂ)_40(777/1)(/7,(”’#)
) =2 :
Boylece 1 — A iken

2J.(/”t—p(x))go2 (x,/l)dx =

@' (m,A) (7, A)—p(m,A) @' (7, 2).

elde edilir. =4, aliirsa ¢'(7,4,) =—Ho(

,4,) oldugundan

2/1nau = —gﬁ(ﬂ', 2’11 )|:¢, (ﬂ-’ /Fi’n ) +H§D(7[’ ﬂ’n ):l

=—p(m,4,)D(4,).

1
=—|o(7,4
@,= 57 o)

b(4,)

b

bulunur. Burada D(1) =¢'(7,A)+ H gp(ﬁ, /1) dir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi (5.2.60) formilii kullanilarak (5.2.57) ve (5.2.59) asagidaki formda yazila-
bilir:
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A 1 1
h=hy—) — : ' (5.2.61)
;‘D(ZH)‘[M)( 7T, n ‘@0 7, n)]
(A p(xAh)_o(mh)
H=H, - . 5.2.62
"2 e A ) Tn(en) o

(5.2.1)-(5.2.2) ve (5.2.3)-(5.2.4) problemlerinin spektrumlan swasiyla {1,}" ve {u,}"

olsun. Bu durumda F}(x,7) ve Jjjj(x,t) (i, j=1,2) fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanim-

lanir:

cos /lx cos /1t

El(x,t)—E](x,t):Z{—L cos ,ux cos(u Z) (5.2.63)

2a 2a,,

sm ﬂx cos ﬂ,t

Flz(x,t)—ﬁlz(x,lr):Z“{L sin (p,x)cos (u,t) - (5.2.64)

2

SQ

2an,0

~ 1
Fvll(xﬁ)_‘FZl(xa[):Z{T cos ,le sin ,U, )

Q

n,0

sm ﬁ,x sm /lt

(5.2.66)

cos /”tx qm /?.l } (5.2.65)

= 1
Fzz(X,t)—Fzg(x,t)ZZ{_ sin (41,x)sin (f,1)—

F.25 4 2a,,

(5.2.57) ve (5.2.60)’dan

ﬂ'n
h=hy Z(\Mm ,,>|"\%(mz,aubu,,)l]' een

Burada D(A) =@, (7, A1)+ H @, (7[,/1) , D) =¢'(m, )+ H(o(ﬁ, /1) dir. Bu durumda

~cos t cos( At
A(x, 1) = Ay (v, ) == %w(x,ﬂ,,)——zo(:"—) (x,/ln)} (5.2.68)
no| n 1,0
_sin Lt sin( At
B(x,t)—B,(x,t) :—Z 2(! : )go(x,y”)—#go(x,ﬂ” )}, (5.2.69)
no| a,, an,O

ve (5.2.58) formiili bu durumda da gecerlidir. Boylece n—oo iken (5.2.68) ve

(5.2.69) dan
A,
A, ) — Ay(m, ) = Z( 1)”{ o(7.4) %2(2 )} (5.2.70)
n aun¢(7z ILIII) /1@0 (” /1”)
HeH,+3 (-1 5271
+;( )(lfp(ﬂ,uﬂ)l () oo (= 4)D(4 )J e
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6. DIRAC SISTEMI iCIN ISOSPEKTRAL PROBLEM
6.1 Isospektral Problem

Do(x) ve gy(x), 0<x <7 aralifinda reel diferensiyellenebilir fonksiyonlar, 4, ve
H, sabit reel sayilar olsun.

BY'+0,(x)y=A4y, 0<x<rx (6.1.1)

¥, (O) —hyy, (0) =0,

¥, (7) +.H0y1 (7)=0,

Dirac sistemi gozoniine alinsin. Burada
X 0 1
Qo(x):(po(x) qy(x) ], B:( j’ y:(yl)’
qo(x)  —py(x) -1 0 Y2

A
dir. (/)0(.x,ﬂ)=£%](x’ )], (6.1.2ynin ¢, (0,4)=1, ¢, (0,4)=h, sartim saglayan ¢o-

P (xa /1)

ziimi olsun. Boylece her A i¢in ¢, (x,ﬂ), (6.1.2)’nin ilk sinir sartn1 saglar. (6.1.1)-(6.1.2)

(6.1.2)

probleminin 6zdegerleri
Doz (72',/1)+H0¢0| (7[,/1):0, (613)

denkleminin kokleridir. Karsilik gelen 6zfonksiyonlar ¢, (x, A, ),n >0 dir.

0

Fx,p)=. ~12—¢o (x,4) @, (1, 4), (6.1.4)

n=-m "n 0
matrisinin bilesenleri siirekli ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir. Ayrica bu

serinin x ve y ’ye gore ye gore diizgiin yakinsak oldugu kabul edilsin. Burada
K(x, )+ F(x,p)+ [ K(x,)F (¢, y)dt =0, 0< y<x <7, (6.1.5)
0

integral denklem sistemi ele almir. F(x,y), y’nin bilinmeyen matris fonksiyonudur, x
parametredir ve K(x,y) (y ’nin bilinmeyen matris fonksiyonu olarak) bilinmeyen matris

fonksiyonu olarak bilinir [113].

Teorem 6.1.1 Her n>0 i¢in

oty = [{@5 06, 1)+ 93, (x, 1)} dx, (6.1.6)
0



olsun. Boylece (6.1.5) integral denklem sistemi her x, 0 <x <7 i¢in bir tek ¢6ziime sahip-
tir [113].
ispat

h.(y)+ j- F(t,y)h (t)dt =0, (6.1.7)

homojen denklem sisteminin sadece asikar ¢oziime sahip oldugunu géstermek yeterlidir.

(6.1.7) denklem sistemi sagdan £ (y) ile ¢arpilip ve y’ye gbre 0’dan x’e integre edi-

lirse
[5Gy + [ [ £t v, (09h, ()t =0,
0 00

elde edilir. Burada (6.1.4)’den

X 2 X X o0 1 T
[Reay+[[] X =0 (tA) 0 (y,/l),}’u(l‘)h\.(y)dldy =0,

00 n=*"n0

ve Dirac-Delta fonksiyonunun tanimindan
[12 )y + [ [ 18 =), ey =,
0 00
bulunur. Buradan
Ihf (»)dy =0,
0

olup 4 (y)=0 elde edilir. Ispat tamamlanr.

Teorem 6.1.2 (6.1.5) integral denklem sisteminin ¢oziimii

3% s 0K () =~ B0,V K (), 6.18)
ox oy
diferensiyel denklem sistemini saglar. Burada
O(x) = 0, (x) + BK(x,x) - K(x,x)B, (6.1.9)
ile tanimlidir. Ayrica K(x, y),
BK (x,x) = K(x,x)B = 0(x) = 0, (x), (6.1.10)
K, (x,0)=K,,(x,0) =0, (6.1.11)

sartlarini saglar [113].
ispat
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J=K(x,y)+ F(x,p)+ [ K(0OF@,y)d =0, (0<y <x <),
0

olsun. Boylece Q(x), (6.1.9) agilimma sahip ve Q, (x) (6.1.1) sisteminin potansiyeli ol-
mak tlizere

3=BJ_Y+J),B+Q(x)J—QO(y)J:O, (6.1.12)
seklinde tanimlansin.

BJ, = Ba—K+Ba—F+BK(x,x)F(x, )+ j BE(K(x,t))F(t, y)dt,
’ ox ox e Ox

- J\,B:—a—[im@m j K(x,t)i(F(f, »))Bdt,
SN %) G oy

ifadesinin saginda bulunan integral i¢in -;— (F (t, y)) B ifadesi yerine —B aé (F (t, y)) alinir-
'y '

sa ve elde edilen integralde kismi integrasyon yapilirsa

—IK(x, t)B%(F(t, y))dt =—[K(x,0)BF (t, )]|; +I§(K(x,r))BF(z,y)dt,

—I K(x,0)B % (F(t,y))dt =—K(x,x)BF (t,y) + K(x,0)BF (0, y) + I%(K(x, 1)) BF (1, y)dt,

0
elde edilir. Buradan § ’nin tanimindan K(x,0) = F(x,0)=0 olup XK,(x,0)=K,,(x,0)=0
ve K(x,0)BF(0,y)=0 bulunur. Béylece

oK oF o
J B=—B+—B—-K(x,x)BF(x,y)+ | —(K(x,t))BF (¢, y)dt,
e (x, X)BF (x, ) !at( (x,0)) BF(t,7)

olarak bulunur. Diger taraftan

0(x)J = 0(x)K +0(x) F +0(x) [ K(x.)F ¢, y)dr,

~0,(7)J =0, ()= 0 (¥)F =0, () [ K(x,)F (1, y)d,
0
olup bu ifadeler (6.1.12)’de yerine yazilirsa

J —[B o + Y B+Q0(x)K Qo(y)K}JrJiB = + o B+0(x)K Qo(z‘)K}F(z‘,y)dt*O,

elde edilir. Diger taraftan K(x,y), (6.1.10) ve (6.1.11) sartlarin1 saglar. Bu ise yukaridaki

son denklem icin
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oK oK .
) =B+ Y B+O(x)K-0,(»K,

matris fonksiyonunun (6.1.7) homojen integral denkleminin ¢6ziimii olmas1 ve bdylece si-

fira esit olmast demektir. Bu (6.1.8) denklem sisteminin saglandigini ispatlar.

Teorem 6.1.3 Eger K(x,y), (6.1.5) integral denklem sisteminin bir ¢6ziimii ve boylece

(6.1.8)-(6.1.10)-(6.1.11) probleminin bir ¢éziimii ise,
1) Her 4 kompleks sayist i¢in

0(52) = 0, (1, A)+ [ K (5.0) 9, (1, ), | (6.1.13)

vektor-degerli fonksiyonu

O(x) =0, (x)+BK(x,x)—-K(x,x)B,
olmak iizere

BY'+Q0(x)y=21y, 0<x<7x (6.1.14)
diferensiyel denklem sisteminin ¢6ziimiidiir.

2) (p(x,/l) vektor-degerli fonksiyonu

2 (0,4)=1, ¢, (0,A)=h, = h, (6.1.15)

sartlarini saglar [134].

Ispat Teoremin birinci sikkinin ispatr agiktir [113]. Ikinci sikkin saglandigmi gosterelim.
(6.1.13)’den

ACHREAMEED S

X

o (x,4) =@, (x,A)+ JO‘[K“ (x.0) @y, (1, A)+ Ky (x,0) @ (1, 4) ] it

X

0, (3 24) = s (36, A) + [[ Koy (6:8) 000 (1:2) + Koy (x,8) 0, (1, 2) ]

0

olup

bulunur. Yukaridaki denklemlerde x =0 alinirsa,
?, (O,/t) = Py (0,1) =1 ve ¢, (O, /1) = @y, (0,/1) =h, =Ah,
elde edilir.
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Teorem 6.1.4 A ,n=0, (6.1.1) ve (6.1.2) probleminin 6zdegerleri olsun. Béylece A yeri-

ne A, almarak (6.1.13) ile taniml go(x, A”)vektér—degerli fonksiyonlari

P(x,2,)=0,(: ZcAgo (x,4,) Igoo (6.4 )@, (1,4,)dt, (6.1.16)

formiilii ile tanimlanabilir [134].

Ispat (6.1.4) ve (6.1.5) integral denklem sisteminden

K(x,t)=—-F(x,t) —jK(x,s)F(s,t)ds
——ZCA(/)O (x, 4 ), (6, 4) jK(x S)[ZC,\(/)O (s,4) @, (1,2, )]a’
= —ick |:g00 (x,ﬁk)+IK(x,,9)¢o (s,/lk )ds}og(l,/lk),

bulunur. (6.1.13) gbézontine alinirsa
K(x,0)==Y c,o(x.A4 )0 (x. 7). (6.1.17)

(6.1.13)’de A yerine A, alinirsa

o(5A,) =0, (6 2)+ [ K (5.0)9, (1., ),

olup (6.1.17)’den

(vc, ” Koy +J.[ chgo(x A )@0 x, A )}/)O(t,/ln)dt,
0 —00

go(x,l Z Ago X, /1 I (t A, )gpo(t A, )d

k=—n0 0

elde edilir. Ispat tamamlanr.

(6.1.13) ve (6.1.16) formiilleri, Dirac sistemi i¢in isospektral problemi gozéniine

% almaya olanak saglar. Simdi /, ve H in sonlu oldugu varsayilsin. Teorem 6.1.3’de goste-
rildigi gibi, go(x, /1”), n =0 vektor-degerli fonksiyonlart (6.1.14) denklem sisteminin ¢6-

ziimleridir ve (6.1.15) sartlari saglarlar ve boylece simur sarti

h=h,, (6.1.18)
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olmak iizere

o, (0, /1)— he, (0,/1) =0,
seklindedir. (6.1.1)-(6.1.2) isospektral probleminin elde edilmesi i¢in (p(x,/ln)’in X=7
noktasinda bazi reel H ’lar i¢in

o, (7{,/1)+H§0, (ﬂ,/l) =0,

smir sartini sagladigim gostermek gerekir. Ayrica A igin bir formil elde edilecektir.

(6.1.16)’da x = alinirsa
E T
| o(m,4,) =0, (7, 4,) ZcAgo 7,2 J.go L)@, (2, 4,)dt,
0

o(m,4,)=0,(7,4,)-c,alyp(m,4,), (6.1.19)

bulunur. Burada

2
;
i an,O

Il
O ) Oy c‘——.e‘-i

°~;

o (L. 4,) @0 (1,4, )t
(0 (:4,) %A%%D(%&L&g}ﬁ

¢OZ (t’ A’n

Il

[{ei @A)+ @A)t
dir. (6.1.19) formiiliinden
(6.1.20)
elde edilir. (6.1.20) agik olarak yazilirsa
e ialeld
9, (m.4,)) l+caly\ @y (7A,))

1
mr%l(”’;tn)’ 0, (7. 4,)=

n""n,0

1
m%z(”a )

n""n,0

o (m,4,)=

Dy (”, A, ) +H @, (7T, /1,,) 0 olup ¢, (72', A, ) =—-H,p,, (JT, /1,,) yukaridaki son ifadede
yerine yazilirsa

Q)Z (72-’2’11)+H0¢1(7Z-7 n) O
bulunur. Buradan

H=H,, (6.1.21)
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olarak elde edilir [134].

By'+0(x)y =21y,
¥,(0)—hy, (0) =0, (6.1.22)
N2 (”)+Hvl (7[) =0,

problemi gézoniine alinsin. go(x, /”L”), (6.1.22)’nin ¢, (0,/1) =1, py (O,Z) = h sartlarini sag-
layan ¢oziimidir. (6.1.22)’nin ...< A, <A, <A,<0<A,, <A <A, <... 6zdegerleri tani-
ma gore

D(A) =g, (7[,/1) +Ho, (7[,1) =0,

denkleminin kokleridir. Bu da (6.1.22)’nin ikinci sartindan elde edilir.

o= { o7 (x5, A)+ @2 (x, A, )}dx, n=0,

S =N

olsun.

Lemma 6.1.5
a; =9, (7,4,)D(4,), n=0,1,2,.. (6.1.23)

dir. Burada D(4,), D(4,) nm A, e gdre tiirevini belirtir [135].

. ispat
By' (x,2)+0(x)p(x, A) = Ag(x, A), (6.1.24)
denkleminde A ’ya gore tiirev alinirsa
B¢ (x, A) +0(xX)p(x, 1) = p(x, 1)+ Ap(x, A), (6.1.25)

olur. (6.1.24) ¢(x,A) ile, (6.1.25) de ¢(x, A)ile skaler olarak carpilirsa, sirasiyla,
B/ (x, 1) 9(x, 1) + Q(x)p(x, )@, A) = Agp(x, Ayl ),
Bg/ (x,2) p(x, )+ Q()g(x, Dp(x, A) = 9” (x, ) + A (x, Dp(x, A),
elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarilirsa
B¢’ (x, Z) p(x,)—Bg' (x, /1) P(x, 1) =@ (x, ),
bulunur. R* Oklid uzayinda
< go(x,/l),gp(x, Z) >=<B@'(x,1),p(x, 1) >—<Bp'(x,1),p(x, 1) >,

seklinde tanimlanir.
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B¢%LﬂJ(Ol<g(;j_[j%}
soe=( ", D7)

ifadeleri skalar olarak gézoniine alinirsa
< (p(x,i),qp(x,/”t) FER ((/7;’_(/)1,)’((/)17(02) >—< (§0£7_§01’)>(¢719¢2) >

bulunur. Bu esitlikte [O,ﬂ] araliginda A=A, alinip integrallenirse,

o) = [{f (x, )+ @3 (x, 4,) }dx,
0
olacak sckilde

a’? - {¢£ ('x’ in )@] (x7 /1/7 ) - ¢l’(x’ /1/1 )(pz ("\‘7 2,” )}dx
(6.1.26)

{(p; (X, ﬂ'n )wl (x? /ln) - ng'(x> ﬂ’n )(Z)Z (x’ /1/1 )}d\—’

S =N Ct——my

bulunur. Ilk integralde kismi integrasyon yapilirsa

'[ {(D; ('x’ )l’n )@1 (x’ /111) - gb{(-’C, 2’11 )gpl (x’ /1/1 )}dx - [@I (xﬂ /111 )(02 (x’ /1/1 ) - gb] (X7 Z‘n )q)Z (X" /1;7 )]
0

n
0
e

+ [{0(5, 2,005 (5, 2,) = 6, (x, 2,0 (x, 2,) .

0

Bu ifade (6.1.26)’da yerine yazilirsa

af = ¢’z (ﬂ-’ ﬂ“n )(pl (ﬂ-’ /’{’n) - ¢’[ (72-’ /117 )(02 (7[’ /1/1) - ¢2 (0’ ﬂ‘n )(Dl (O’ /111) + (bl <0’ /1/7 )@2 (O’ ﬂ,")
bulunur. Burada ¢,(0,4,)=1, ¢,(0,4,)=/h alinirsa,

af = (pZ (72-’ j’n )ng (72-’ ﬂ’n) - (bl (7[7 ﬂ'n )(02 (72-’ 2’/1 )7

olur. Burada ¢,(7,4,)+He,(7,A4,)=00lup ¢,(7,4,)=—He,(r,A,) oldugu gézéniine ali-

nirsa
(Z/’I.Z = ¢2 (ﬂ-’ A’n )(pl (ﬂ-’ /117) + qul (7[, 2’,, )gol (”9 ﬂ’n )a
= ng (7[’ /1/1 ) [¢2 (7[’ /111 ) + H¢l (ﬂ" ﬂ’n )]
=¢,(m.4,)D(,),
elde edilir.
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7. ARALIGIN iC NOKTASINDA SUREKSIZLIGE SAHIP DIRAC OPERATORU

7.1 Simir Sartlar1 Ozdegere Bagimh Dirac Sistemi
Bu bolimde smir sartlar: 6zdegere bagimli Dirac sistemi gézoniine alinmistir. Son-
ra gozoniine alinan problem i¢in bilinen bazi yontemler kullanilarak ¢6ztimlerin varlik ve

teklik sonuglar elde edilmistir.

B:(o 1]’ P(x):(pm q(x) ] u(x):(umx)}
=1 0 g(x) —p(x) i, (x)
olmak tizere
I(u) = Bu'(x) — P(x)u(x) = Au(x), xe[-1,0)U(0,1], (7.1.1)

veya

y () = [ p (), () + g (), (x) | = Aue, (),

{7.1.2)
) (x) + [ g (), (x) = p()u, ()] = = A, (),
Dirac sisteminin
L= Au,(-1)+(A—a)u,(-1) =0, (7.1.3)
Lu=u1)—u,(1)=0 (7.1.4)
6zdegere bagimli siur gartlarindan ve x =0 siireksizlik noktasimdaki
Lu:=u,(0")=0ou(0"), (7.15)

Lu=u,(07)=0ou,(0).
sartlarini saglayan sinir deger gecis problemi gozdniine alinacaktir. Burada A € C spckiral

parametre; p(0°) = lim p(x), g(0%) = lim g(x) sonlu limitlerine sahip p(x)ve g(x) reel-de-
x—0" x—0~

gerli fonksiyonlar [—1,0) Ve(O,l] araliginda siirekl, 6 e R, aeR, a>0 veo = 0dir [87].

7.2 Operatoriin Teorik Tamimlanmasi

Burada 6nce gozoniine alinan probleme uygun bir Hilbert uzayi, sonra da bu uzay-
da verilmis sinir-deger-gecis problemi ile ayn1 6zdegerlere sahip lineer operatér olusturula-
caktir. (7.1.1)-(7.1.5) probleminin teorik tanimlanmasi i¢in L =L, (—1,0) DL, (O, 1),
C? = C®C olmak iizere H = L®C* Hilbert uzayinda,

U(x) = (u,(x),1,(x),3)," V(%) = (v, (x),v,(x), vy )T € H elemanlarinin i¢ ¢arpimi




=

0 i
<U,V >, = J.uT(x)V(x)dxﬁL 52‘[ur(x)V(x)dxﬂlu3V3, (7.2.1)
a
0

=l

seklinde tanimlansi. Burada 7" matris transpozunu belirtir ve u,,v, € L, (—1,1), i=1,2

u,,v, € Cdir.
R, (u) =—au,(-1),
R, (u) =u, (1) +u,(~1)
olsun.
[-1,0) ve(0,1]araliginda, sirastyla,

u(x), -1,0 u(x), xe(0,1
%¢@={(0 e 4(ﬂ:{() st

TN (7.2.2
u(07), x=0 ) u(0%), x=0 )

fonksiyonlar1 tanimlansin.

A:D(A) < H — H operatorii tanimlansm. U(x) = (u, (), u, (x), u, )T e D(A)
16wy, Uy, (i =1,2), [—1,0) ve(O, l] araliginda siireklidirler ve w,(0*) sonlu limitlerine
sahiptirler; /(w)e H, [lu=lu=/u=0 ve

uy — p(X)u, —gq(x)u,

| B |
—R_(u)

uy (1) —u, (1)
dir. Boylece (7.1.1)-(7.1.5) problemi operatér formunda
AU = AU.
seklinde yazilir. (7.1.1)-(7.1.5) probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari, A operatériiniin,

sirastyla, 6zdegeri ve karsilik gelen 6z elemaninin ilk bilesenleri olarak tanimlanir [87].

Teorem 7.2.1 4 operatdrii simetriktir [87].
Ispat U, V € D(A) igin (7.2.1) formiiliinden
<AU,V >,=<U,AV >, +W,(u,v;07) =W, (u,V;—1) + 5*W,(u,V;1)

N 1 i (7.2.3)
-5 W,(0,v;0")—=R_ (u)R_(v),
a

dir. Burada
W (w,V; x) =1, (x)v,(x) —u, (x)v,(x).
uve v (7.1.4) smur sartni ve (7.1.5) gecis sartlarini sagladigindan, sirasiyla,
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W (u,v;1) =0, (7.2.4)

W, (0, ¥;07) = 5°W,(u,¥;0"), (7.2.5)

dir. Ayrica,
_ 1 ~ 1 ~
W@, %=1 == R (R () ==~ R, (MR, () (7.2.6)

oldugundan (7.2.4), (7.2.5) ve (7.2.6), (7.2.3)’de yerine yazilirsa
< AUV >,=<U, AV >,,
elde edilir.
Lemma 7.2.2 (7.1.1)-(7.1.5) probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir [87].

u,(x)

Ispat A, ve ( )j, sirastyla, (7.1.1)-(7.1.5) probleminin reel olmayan 6zdegeri ve bu

u,(x

6zdegere karsilik gelen asikar olmayan 6zfonksiyonu olsun. (7.1.2) denklemlerinden,
d — = & 2 2
o {“1 ()i, (x)—1u, (x)uz(x)} = (ﬂn ~Ag ) {|ul(x)| + qu (x)| } , XE€E [—1,0) U (0,1],

elde edilir. Yukaridaki denklem [—1,0] ve [O,l] araliklarinda integrallenirse
0

(% -4) j (I GO+, O Yoo =20, (07),(07) =70 ey (0°) e

[, (=i, (=1) =iz, (=D, (< D)],

(%- ﬂo)i(\ul(x)\z s (I =0, () =7 (D (1) (7.2.8)

[0z, (07) =5, (0")u,(0) ],
bulunur. (7.1.3), (7.1.4) sinir sartlar1 ve (7.1.5) gegis sartlarindan, sirasiyla,

1, (=1t (~1) =i, (= Dy (1) = a &, = 4 ),
u, (Dt (1) =iz, (D, (1) = 0,
1, (07)E,(07) =, (07)uu, (07) = 8 [ 4, (0),(07) 7, (0", (0%) |,

olur. Son ti¢ bagmti ve (7.2.7), (7.2.8) gézdniine alimirsa ZO # A, i¢in
0 1
| (‘u[ G+, (o) )a'x +8% (|u1 O+, )dx =g, (7.2.9)
-1 0

dir. Bu ise

f

-1

u, (x)‘2 + ]uz(x)‘z)dx + 52j<‘u1 ()c)l2 + ‘uz()c)l2 }ix >0,
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ve a >0 sart1 ile gelisir. Bununla ispat tamamlanir.

Teorem 7.2.3 A veA,,(7.1.1)-(7.1.5) probleminin iki farkli 6zdegeri olmak iizere bu

problemin karsilik gelen u(x, 4,) ve v(x,A,) 6ztonksiyonlari

[ Ce, 4)(x, A,)dx + 67 [0 (x, 4)¥(x, 4, ) + - R (w)R_(¥)=0, (7.2.10)
-1 0 a

anlaminda ortogonaldir [87].

spat Yukaridaki denklem [—1,0] ve [O,l] araliklarinda integrallenirse ve u(x,4) ve

V(x,4,), (7.1.1)«(7.1.5) probleminin 6zfonksiyonlar1 oldugundan A, # 4, i¢in (7.2.10) for-

miilil elde edilir.
Simdi (7.1.2)’nin ¢oziimlerinin 6zel bir temel sistemi olusturulsun. [113] deki

Teorem 1.1°den, (7.1.2) nin temel sistem olusturan iki ¢éziimii

A A) (L A)
.,A = P’y -,A« = 9
PloAd (%(-J)) st (wz(‘,m)

seklindedir. Burada

O T W

(s T b G
fonksiyonlart agagidaki gibi tanimlidir:

y (X) = [ P, (¥) + g (X, (x) ] = Aag, (), 72.13)

uy () +[q (), (x) = p(u, (¥)] = =Auy(x), x € (=1,0),

ul(—l):(ﬁ—a), u, () =-A (7.2.14)

baslangi¢c-deger problemi gozoniine alinsin. [113] Teorem 1.1°den bu problem, her sabit

@, (x, A)

¢Ozumiine sa-
q)?_l (X, j’)j

xe[—l,()] icin A e€C’ye gore tam fonksiyon olan bir tek u :{

hiptir. Benzer olarak, [113] Teorem 1.1’deki metod uygulanarak

0, (x) = [ P, (2) + g(x)u, (6)] = A, (),
/(%) +[q()u, (%) = p(X)u, (x)] = =Auy (x), x (0,0,

u =1, w)=1, (7.2.16)

(7.2.15)
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probleminin her sabit x € [O,l] icin A €C parametresine gore tam fonksiyon olan bir tek

( W12(X,ﬂ‘
u=

j ¢Oztimiine sahip oldugu goriilir.
Yo (%, 4)

Simdi ¢,(x,4), i =12 cinsinden ¢, (x, A1) fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlansimn:

1y () = (O, () + g (), (%)) = 24, (),

(7.2.17)
uy () +[g (), (%) = p()uy (x) | = —Au (x), x€(0,1),

1 1
.l == (0,1

1, (0) 540”(0,/1), .uz(O) 5%1(, ) (7.2.18)

@, (x,4)

?5,(x, 4)

Benzer olarak y,,(x,A), i =1,2 cinsinden y,, (x, A) fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir:

1y (x) = [ PO, () + g (), () | = A (),
u} () +[ (), (x) = p(u, (x) | = =Au, (), x € (1,0,

,(0) = 5/, (0, 1), 1,(0) = 5,,(0, 2, (7.2.20)

Wi (x,4)
vy (x,4)

(7.2.18) ve (7.2.20) sartlarindan bu ¢oziimlerin (7.1.5) gecis sartlarini sagladigi bulunur.

baslangi¢c deger problemi her A € C igin bir tek u :( jgézﬁmi’me sahiptir.

(7.2.19)

baslangi¢ deger problemi her A € Cigin bir tek u :[ ]gb’zﬁmﬁne sahiptir.

Béylece bu ¢oziimler tim x € [—1,0) U(O, 1] icin A ’ya gore tam fonksiyonlardir.
o(.,A) ve (., A) fonksiyonlarinimn W(¢(.,A),w(.,A)) Wronskiyani

24 (4

W(o(,A),w(, )= :
(p(, ), (,A)) ‘%(J) V.02

seklinde tanimlansin.
w,(4) =W (p(x,A),y(x,4))
= 0, (6 D, (6,1 = 0, (6, D, (5, ), x€[-1,0) (v e (0.1]),

Wronskiyanmim x e[-1,0) (x € (0,1]) a gore bagimsiz ve tam fonksiyonlar olduklart acik-

tir. (7.2.18) ve (7.2.20) bagmtilar1 gézoéntine alinirsa her A4 €C i¢in
w () =8"w, (D),

seklinde bir bagmt1 elde edilir.

Sonug 7.2.4 w (1) ve w,(A) fonksiyonlarimin sifirlart ¢akisir [87].
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Bu durumda w(A) karakteristik fonksiyonu

w(d) =w (1) = 5w, (1), (7.2.21)
scklinde olur.
Lemma 7.2.5 (7.1.1)-(7.1.5) probleminin tiim 6zdegerleri, sadece w(A1) fonksiyonunun
sifirlaridir ve w(A) nin her sifin1 tek kathidir (basittir) [87].
Ispat @, (x, 1) ve @,(x,A) fonksiyonlar: (7.1.3) smur sart1 ve (7.1.5) gecis sartlarini sagla-
digindan, (7.1.1)-(7.1.5) probleminin 6zdegerlerini bulmak i¢in, (7.1.4) smir sartinda
@,(x, 1) ve @,(x,A) fonksiyonlar1 yerine yazilirsa bu denklemin kokleri bulunur.

(7.1.2)den A, ueC, 1 # u igin

4 {00, Dy (x, 1) = 9, (x, 1), (6, A} = (1= ) {0, (3, D)oy (x, 1) + 0, (3, )y (x, 1)},
dx

dir. Yukaridaki denklem [-l,O] ve [O, 1] araliklarinda integrallenirse ve (7.2.14), (7.2.18)

ve (7.2.20) baglangi¢ sartlar1 gozoniine alinirsa,

[0 Gr, D)2, (5, 1) = 11 (5, 1), (6, ]|y + 82 [ 01, (35, D)oy (3, 12) = 0y, (%, 1), (5, V)] =

= (1= 2) [ (9,5 D)y (5, 1) + 03, (x, 1)y, (3, ) e

~1

(1= 2) 8 (911 (6, Dy, (5, 1) + 03 (5, 1) (6, ) Y,

(7.2.22)
bulunur. (7.2.22) nin her iki tarafi (A—,u) ile boliniirse ve u — A iken,
99,1, 4) 0py (1, 4)
+o,(LA) 22— (1,4) 2 =
a+@p(LA)—7— =, (LA =~
0 1 (7.2.23)

= __[ (‘(/’11(X> /1)|2 + ‘(/’21()@ /1)’2 )dx - 52_[(’?’12()‘7 /1)|2 + ‘%2 (x, l)‘z )dx,

~1
bagintist bulunur. Boylece

w(d) =-5" (4012(1:/1)_@22(1: 2’))7 (7.2.24)
denkleminin sadece basit sifirlara sahip oldugu gosterilmis olunur.

Tersi varsayilsin; yani A°,(7.2.24)’{in ¢ift kath kokii olsun. Bu taktirde

¢12(13ﬂ“*)_¢22(13/’t*):0’ (7.2.25)
0p,(LA) _0py(LA")
— =0, L.
EY) EY) (7.2.26)
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olur. Bu denklemlerden

09 (L") _ Sgn(LA) _,
oA

oL A) )

P (1LA) , (7.2.27)

bulunur. Béylece (7.2.27) ve (7.2.23) birlikte gézoniine ahnirsa, A = A" i¢in

0 1
[ (I G O +[, e, 20 e +-62 [ (0 (6, A+l e, ) Joe ==, (7.2.28)
=] 0

elde edilir. Buradan ¢, (x,A") =¢,(x,4") =0 elde edilir ki bu da geligkidir. Lemmanin is-

pati tamamlanir.

7.3 Asimptotik Formiiller

{p(, A} ,(7.1.2)-(7.1.5) probleminin {2,}" 6zdegerlerine karsilik gelen 6z-
vektor fonksiyonlarmin dizisi olsun. w(x, A1) nin (7.1.4)-(7.1.5)’1 sagladig1 gbzoniine alinir-
sa 6zdegerler

wd) =y, (1, ) -y, 1,A4)=0, (7.3.1)
ile tanimlidir. Tiim 6zdegerler basit oldugundan {1//(., A, )}:0:% ,

w(x,A)=c,p(xA). xe[-1,0)U(0,1], neZ (73.2)

seklinde {go(.,/In)l:i_x ile bagintil diger 6z-vektor-fonksiyonlar dizisidir.Burada ¢, # 0 ’ler

sabitlerdir. Ozdegerler reel oldugundan &z-vektor-fonksiyonlari reel-degerli olarak alabi-
lir.

Simdi sabitlerin degisim yontemi kullanilirsa, (7.1.2), (7.1.3), (7.2.11) ve (7.2.14)
denklemleri, [113],

@, (x,A) = Asm(A(x+1)) + (1 —a)cos(A(x +1))

- f {PO)sin(A(x—1)) +g(r) cos(A(x —1)) oo, (1, A)dt (7.3.3)

- I {g(©)sin(A(x~1)) = p(t) cos(A(x = 1)}y, (1, A)dt,
@5, (x,A) ==Acos(A(x +1)) + (A —a)sin(A(x +1))

+ j { p(t) cos(A(x — 1)) — g (1) sin(A(x — 1)) }p,, (1, A)dlt (7.3.4)

+ JE {q(t) cos(A(x—1))+ p(t)sin(A(x— t))}(p21 (¢, A)dt,
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P (X, A) = — (011(0 ,A)cos(Ax) — %(0 ,A)sin(Ax)

X

~[{p@)sin(A(x—1) + g(t) cos(A(x ~1) gy, (1, V)t (7.3.5)

0

~ [{(0)sin(A(x —1) - p()cos(A(x~1))p, ¢, A,
Pa(5,2) =5 (07, 2) () + < 2 (07, D) co5(A)
+I{p(z‘)cos(/1(x—z‘))—q(z‘)sin(/l(.x—t))}¢ll(t,/1)dt (7.3.6)

+ {q(z‘) cos(A(x—1)) + p(¢)sin(A(x— t))}(p21 (¢, A)dt,

S ey =

denklemlerine doniistiiriiliir.
|4| = 0igin @, (x,2) ve @,,(x,2) (i=1,2) ¢6ziimleri x, x €[-1,0)U(0,1]e gore
diizgtin olan asagidaki asimptotik formiillere sahiptir [113]:
@, (x, A) = Asin(A(x +1)) + (A —a)cos(A(x+1))+ O(1/ A), (7.3.7)
@,,(x, A) =—=Acos(A(x+1)) + (A —a)sin(A(x +1)) + O(1/ 1), (7.3.8)
@, (x, )= (1 / 5) ¢,(07,4)cos(Ax) — (1 / 5) @,,(07, )sin(Ax)+O(1/ 2), (73.9)
@,,(x,A) = (1 / 5) ¢,(07, ) sin(Ax) + (1 / 5) @,,(07, ) cos(Ax)+ 01/ A). (7.3.10)

Ozdegerlerin asimptotik formiilii icin asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 7.3.1 (7.1.2)-(7.1.5) probleminin A, 6zdegerleri asagidaki asimptotik formiilii sag-
lar [87]:

_aldnm) lj, n=0,4142,.. (7.3.11)
2(a+1) n

Ispat (7.1.2)-(7.1.5) probleminin 6zdegerleri
?,(LA) =@, (1,4)=0, (7.3.12)
denkleminin k6kii oldugundan (7.3.12)’de (7.3.9) ve (7.3.10) asimptotik formiillerinden

[%(pn(o_,/l)cosi—%gpzl(O",/l)sin/l}—[égol1(0",/1)sin/1+%(p21(0",2¢)cosi}+0(%) =0,

elde edilir ve buradan
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@,(07,2)(cos A—sin A)— ¢, (07, 1)(cos A +sin /1)+O(%j =0, (7.3.13)
olur. (7.3.7) ve (7.3.8)’den (7.3.13) denklemi

atan(2/1)+2/1—a+0(%j:0, (7.3.14)
dir. Biiyiik || ‘lar i¢in (7.3.14) denklemi

24, =1—3/1,,+mr+5,,, n=0,+1,42,.. (7.3.15)
a

seklinde ¢oztimlere sahiptir [113]. Bu degerler (7.3.14)’de yerine koyulursa,
tano, =O(1/n) yani 6, =O(1/n),
elde edilir. Boylece 6zdegerler icin (7.3.11) asimptotik formiili bulunur.

(7.3.11) formiilii kullanilarak, (., A,) 6z-vektor-fonksiyonlar: i¢in agagidaki asimp-

totik formiiller elde edilir [87]:

(@11(357/1”)} ‘e [—1,0)

@y (X, 4,)

(¢12(x5ﬂ’n)j’ xe (O,l],

@, (x,4,)

o(x,4,) =

olmak {izere
A, sin(A, (x +1)) + (4, —a) cos(4, (x+1)) + O(1/ n) o
—, cos(A, (x+ 1)+ (4, —a)sin(A, (x+1))+O0(1/n) ) xe[~1,0)

o(xA) =4[ L (A, sin(4, (x +1)) + (A, —a)cos(A, (x+1))) + O(1/ n)
o , X€E (0,1].

%(—zﬂ cos(A, (x+1))+ (4 —a)sin(4, (x+1)))+O0(/n)

7.4 Smr Sartlar1 Ozdegere Bagimh Dirac Sistemi icin Ikinci Tiir Problem
I(u) = Bu'(x)— P(x)u(x) = Au(x), xe[-1,0)u(0,1], (7.4.1)
veya

1y (x) = [ PO, (x) + g (X, ()] = Aaty (),

, (7.4.2)
1, (x) + [ (), (x) = p(X)u, (x) ] = = A, (x),
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Dirac sisteminin
Lu=u(-1)+ Au,(-1)=0, (7.4.3)
Lu:=cosau,(l)+sincu,(l)=0, (7.4.4)
6zdegere bagimli sinir sartlarindan ve x =0 noktasindaki

Lu =1 (07)=35u(0"),

Lu=u,(07)=35u,(0). (7.4.5)

gecis sartlarini saglayan sinir deger gegis problemi gézontine alinacaktir. Burada 4 € C

spektral parametre, p(x) ve g(x) reel-degerli fonksiyonlari [—1,0) ve(O,l] araliginda siirekli

ve p(0%) = lim p(x), g(0) = lim g(x) sonlu limitlerine sahiptir, § e R,z €[0,7),5 = Odir.
x—0"

x—0°

7.5 Ikinci Tiir Problem i¢in Operatoriin Teorik Tanimlanmasi
(7.4.1)-(7.4.5) probleminin teorik yorumu igin L = L, (—1,0)® L, (0,1),C* =C®C
olmak iizere H = L @® C* Hilbert uzayinda

U(x) = (u, (x),u,(x), uy )T ve V(x) = (v (x),v,(x), v, )T elemanlarinin i¢ ¢carpimi
0 1
<U,V >,= j u’ (xX)V(x)dx + 52juf(x)V(x)dx —u,v,, (7.5.1)
-1 0

seklinde tanimlansmn. Burada 7' matris transpozunu belirtir ve w,,v, € L, (—1,1),1' =1,2,
u,,v, € Cdir.

Rq(u) = u](—1)>
R~1(U) =u,(-1),

olsun. [—1,0) Ve(O, 1] araliginda, sirasiyla,

()= {u(x), xe [—1,0)’ iy () = {u(x), xe(0,1] |

) (75.2)
u(07), x=0 u(07), x=0

fonksiyonlar1 tanimlansin.
A:D(A) < H — H operatoril tanimlansin. U(x) = (“1 (), u, (x),uy )T e D(A)
icin uy;,u,,((=1,2), [—1,0) ve(O,l] araliginda siireklidirler ve ,(0") sonlu limitlerine

sahiptirler; /(w) e H, lu=Lu=/u=0 ve

&3




=

i

RN

=
Z
25

”%
=

=

uy — p()u, —q(x)u,

A uy +q(xX)u, — p(x)u, U eDA),
_R—l(u)

cosau,(1)+sinau,(l)

Boylece (7.4.1)-(7.4.5) problemi operatér formunda
AU = AU.
seklinde yazilir. (7.4.1)-(7.4.5) probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari, A operatoriiniin,

sirasiyla, 6zdegeri ve kargilik gelen 6z elemaninin ilk bilesenleri olarak tanimlanir.

Teorem 7.5.1 A operatorii simetriktir.

Ispat U, V € D(A) icin (7.5.1) formiiliinden

< AUV >, =<U, AV >, +W (0, %,07) =W, (u,¥;—1) + 5*W,(u, ;1)

=& W (,%;0°) = R, (R, (v), o

dir. Burada

W, (0, V; x) =1, (X)V,(x) — 1, (x)V, (X).
uve v, (7.4.4) sinir sart1 ve (7.4.5) gecis sartlarmi sagladigindan, sirasiyla,

W, (u,v;1) =0, (7.5.4)

W, (u,v;,07) =5 W,(u,v;0"), (7.5.5)
olur. Ayrica,

W,(u,v;—1)— R, (W)R_,(v) =—R_, (V)R _ (), (7.5.6)

oldugundan (7.5.4), (7.5.5) ve (7.5.6), (7.5.3)’de yerine yazilirsa
<AUV >,=<U,AV >

H»

elde edilir.

Lemma 7.5.2 (7.4.1)-(7.4.5) probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir.

. = u,(x
Ispat 4, ve ( IE ))) sirasiyla, (7.4.1)-(7.4.5) probleminin reel olmayan 6zdegeri ve bu
u

(%

ozdegere karsilik gelen asikar olmayan 6zfonksiyonu olsun. (7.4.2) denklemlerinden,
d B - _
(0, () =8 (e ()} = (%) {\u, @) +u, (x)|2}, xe[-1,0)u(0,1],

elde edilir. Yukaridaki denklem [—1,0] ve [O,l] araliklarinda integrallenirse
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0

(A= 20) | (1 O + a0 =04, 07T 07) =707, 0°) (157)

—[u, (=D, (=1) iz, (D, (1),

(% - /10)!(’“1 O [y GO e = 2, (T, (1) =, Lty (1) (7.5.8)

—[4,(0")ia, (07) =%, (0" )u, (0 |,
bulunur. (7.4.3), (7.4.4) sinir sartlart ve (7.4.5) gecis sartlarindan, sirasiyla,
(=Dt (=1) = i, (=D, (=1) = &, = Ay,
e, (0, (1) ~ 7, (D, (1) =0,
1, (07)7,(07) = 7,07 ), (07) = 8 [ 14, (01T, (07) ~7,(0 ), (0) ],

olur. Son ii¢ bagmt1 ve (7.5.7), (7.5.8) gozoniine alinirsa A, # 4, igin

i(\ul(x)\z +lu, () )d,wazi(]u] O+, (O Yoo =1, (7.5.9)
dir. Bu ise

iﬂ%cgf+pxnfyk+5ﬁ0%uﬁ?qu4@fya>a

ile celisir.

Teorem 7.5.3 A veA,, (7.4.1)-(7.4.5) probleminin iki farkli 6zdegeri olmak tizere bu prob-

lemin karsilik gelen u(x,4,) ve v(x,A,) 6zfonksiyonlari

} u’ (x, 4)V(x, 4, )dx + 52jur(x, A)V(x, A)dx +R_ (w)R_, (V) =0, (7.5.10)
anlamu_llda ortogonaldir. 0

Ispat Yukaridaki denklem [—1,0] ve [0,1] araliklarinda integrallenirse ve u(x,A4,) ve
v(x,4,), (7.4.1)-(7.4.5)’nin 6zfonksiyonlar1 oldugundan }; # A, 1¢in (7.5.10) formiilii elde

edilir.

Simdi (7.4.2)’nin ¢oziimleri i¢in 6zel bir temel sistem olusturulsun. [113] Teorem

1.1°den, (7.4.2) nin temel sistem olusturan iki ¢6ziimii
(> A) wi (- A)
¢)("A’):( : j’ l//('72’):( l 2
P, (., 4) w,(,4)
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seklindedir. Burada

A e P e o O
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fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlidir:

i (X) =[P (), () + g (), (x)] = A, (), (7.5.13)

uy () +[g(x)u, (x) = p(2)u, (¥)] = =Auy (x), x €(=1,0),

u (=) =4, u,(=1) =-1. (7.5.14)

baslangic-deger problemi gdzoniine alinsm. [113] Teorem 1.1°den bu problem, her sabit

@, (x,4)

¢Ozimiine
e /1))

xe[—l,O] icin AeC’ye gore tam fonksiyon olan bir tek u:(

sahiptir. Benzer olarak, [113] Teorem 1.1’deki metod uygulanarak

1ty (x) = [ P, () + g () (x) | = Aae, (x),
14y (x) +[q (), (x) = p(X)uy (x) | = =Au, (x), x €(0,1),

u,()=sine, u,(l)=-cose, (7.5.16)

(7.5.15)

probleminin her sabit x e [0,1] icin A € Cparametresine gére tam fonksiyon olan bir tek

[ Yo (x, 4
u=

coziimiine sahip oldugu gorilir.
Yo (X, 4)

Simdig, (x,4),i=1,2 cinsinden ¢, (x, A1) fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlansin:

() = [ P, (x) + g (), (x) ] = A, (x),

, (7.5.17)
1} (x) +[q (), () = p()u, ()] = =, (), x € (0,1),

u, (0)=l¢n(0,ﬂ), u,(0) =l¢zl(0,ﬂ), (7.5.18)
5 5

@, (x, 4)

§022 (X, ﬂ‘)

Benzer olarak y,,(x, 1), i =1,2cinsinden y, (x, A) fonksiyonlar1 agsagidaki gibi tanimlanir:

uy () = [ P, (%) + (), () | = Au, (),
u (x)+ [q(x)ul (x) = p(x)u, (x)] =-Au,(x), xe(-1,0),

1,(0) = 0y,,(0,A), ,(0) = 5y, (0, A), (7.5.20)

baslangi¢ deger problemi her A € Cigin bir tek u :£ ] ¢cozlimiine sahiptir.

(7.5.19)
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W (x,A)
¥ (x,4)

(7.5.18) ve (7.5.20) sartlarindan bu ¢oziimler (7.4.5) gecis sartlarini saglar. Béylece bu

baglangi¢ deger problemi her A € Cigin bir tek u :( j cdziimiine sahiptir.

coziimler tim x € [—I,O) u(O, 1] icin A ’ya gore tam fonksiyonlardir.
o(.,A) ve y(.,A) fonksiyonlarmin W(¢(., 1),y (., 1)) Wronskiyani

2(A (. A)
V/l('nﬂ') ‘//2(7/1)

2

W(p(, Ay (,4) = ‘

seklinde tanimlansin.
w,(A) =W (p(x, 1),y (x, 1))
= 0, (6, D, (5, 2) = 0, (x, D, (x, A), x €[-1,0) (xe(0,1]),
Wronskiyanmin x e [-1,0) (x = (0,1]) a gore bagimsiz ve tam fonksiyonlar olduklart agik-
tir. (7.5.18) ve (7.5.20) bagintilar1 gézéniine alinirsa her 4 € C i¢in
w (4) = 8w, (L),

seklinde bir bagint1 elde edilir.

Sonug 7.5.4 w,(4) ve w,(A) fonksiyonlarmnn sifirlari ¢akisir.
Bu durumda w(A) karakteristik fonksiyonu
w(d) = w (1) = 8w, (A), (7.5.21)

seklinde gézoniine almabilir.

Lemma 7.5.5 (7.4.1)«(7.4.5) probleminin tiim 6zdegerleri, sadece w(A) fonksiyonunun
sifirlaridir ve w(A) nin her sifir1 tek kathdir (basittir).
Ispat @,(x,A) ve @,(x,A) fonksiyonlart (7.4.3) siur sart1 ve (7.4.5) gecis sartlarini sagladi-

gindan, (7.4.1)-(7.4.5) probleminin 6zdegerlerini bulmak i¢in, (7.4.4) smir sartinda

@, (x,A)ve ¢,(x, 1) fonksiyonlar: yerine yazilirsa bu denklemin kékleri bulunur.

(7.4.2)den A, ueC, 1 # u igin

% {gol (x, D), (x, 1) = ¢, (x, 1), (x, /1)} = (/u - ﬂ') {§01 (x, V), (x, 1) + @, (x, D), (x, /U)}

Yukaridaki denklem [—1,0] ve [0,1] araliklarinda integrallenirse ve (7.5.14), (7.5.18) ve

(7.5.20) baslangi¢ sartlar1 gézoniine alinirsa,

&7
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(91, (e )5, (3, 1) = 3, (5, 1) 03, (6, V]| + 87 [0 (5, Ay (5, 12) = 0, (5, 203, (5, )] =

= (/u - /1) j (@11(% Ay, (x, 1) + 9, (x, ﬂ)@zl(x>/1))dx

+ (1= 2) 8" [ (91, (5, )2, (5, 1)+ 03, (x5, 1), (o, 2) Y,

(7.5.22)
bulunur. (7.5.22) nin her iki tarafi (/1— y) ile boliiniirse ve x — A iken,
op,(1,4) 0p,,(1, 1)
l+¢,(LA) /22—, (LA) /22— =
P (1, 4) ) P, (1, 4) Py)
0 1 (7.5.23)
2 2 2 2
== [ (I e O+l (6, A Y= 82 [ (6 A+l (5 D Y,
=4 0
bagmtist bulunur. Boylece
w(A) ==067 (cosa @, (1,A) +sina ¢,,(1, 1)), (7.5.24)

denkleminin sadece basit sifirlara sahip oldugu goéstermis olunur.
Tersi varsayilsin; yani A°, (7.5.24) nin ¢ift katli kokii olsun. Béylece asagidaki iki

bagint1 saglanir:

cosa@,(,A)+sinap,(1,47) =0, (7.5.25)
cosaMJrsinaM:O. (7.5.26)
oA oA
Bu denklemlerden
. 0p. (LA . 00, (LA
Py (1,4 )A—)—%(M )Mﬂ, (7.5.27)

oA oA
bulunur. (7.5.27) ve (7.5.23) birlikte gozéniine alinirsa, A=A1" igin

[l +louef Yo+ [ (e Homedf =1, (7529

dir. Buradan ¢,(x,4")=¢,(x,A") =0 elde edilir ki bu da celiskidir. Lemmanin ispat: ta-

mamlanir.

7.6 ikinci Tiir Problem icin Asimptotik Formiiller
{(p(.,ﬂ”)}:;_w ,(7.4.2)-(7.4.5) probleminin {i }:’:m ozdegerlerine karsilik gelen 6z-

n

vektor fonksiyonlarinin dizisi olsun. y(x,4) ‘nin (7.4.4)-(7.4.5)’1 sagladig1 g6zo6niine ali-
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nirsa 6zdegerler

wA)=cosay, (1,A)+sina y,,(1,4) =0, (7.6.1)
ile tanimlidir. Tdm 6zdegerler basit oldugundan,; {t,y(.,/?,”)}fyﬂ ,

w(x,A,) =c,o(x,4,), xe[-1,0)0(0,1], neZ. (7.6.2)
seklinde{¢(., /1”)}:;% ile bagmtil diger 6z-vektor-fonksiyonlar dizisidir. Burada ¢, # 0 ’ler

sabitlerdir. Ozdegerler reel oldugundan 6z-vektor-fonksiyonlari reel-degerli olarak alinabi-
lir.

Simdi sabitlerin degisim yontemi kullanilirsa, (7.4.2), (7.4.3), (7.5.11) ve (7.5.14)
denklemleri [113],

@, (x,A) =sin(A(x +1)) + Acos(A(x +1))

- j {p@)sin(A(x—1))+q(t) cos(A(x—1)) oy, (¢, A)di (7.6.3)

~ [ {q()sin(Ax—1) ~ p(0) cos(A(x ~ 1)}y, (2, A,
®,,(x,A) =—cos(A(x+1)) + Asin(A(x+1))

+ f {p() cos(A(x—1)) = q() sin(A(x = 1)}, (1, )t (7.6.4)

X

+ [{g®) cos(A(x=1) + p() sin(A(x =)}, (¢, A,

=1

1 _ 1 _ .
i @,(x,A)= g ®,,(07, A1) cos(Ax) - g @,,(07,4)sin(Ax)

| ~[{p@)sin(A(x—1)+q(t) cos(A(x— 1)}, (¢, Aat (7.6.5)

X

~[{g@)sin(A(x=1)) = p(t) cos(A(x 1)}, (1, D),

0
L 1 .
P2 (%.2) ==, (07, 2)sin(Ax) + —9,,(0°, 1) cos(2)

+ | { p(t) cos(A(x—1)) —q(t) sin(A(x — 1))}, (¢, A)dt (7.6.6)

+ {q(t) cos(A(x—1))+ p(t)sin(A(x— t))}(p21 (t, A)dt,

O ey . O ey

denklemlerine doniistiiriiliir.
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W — o0 icin @, (x,A) ve @,,(x,A) (i=1,2) ¢cdziimleri x, x e [—I,O)U(O,l]e gore

diizglin olan asagidaki asimptotik formiillere sahiptir [113]:

0,6, A) =sin(A(x +1)) + Acos(A(x + 1)) + O/ A), (7.6.7)

:
=
[

@,,(x, A) =—cos(A(x+1)) + Asin(A(x + 1)) + O(1/ A), (7.6.8)
- @, (x,A)=(1/8) ¢, (07, A) cos(Ax) —(1/ 8) ,, (07, A)sin(Ax) + O(1/ A), (7.6.9)

00 (5, 1) = (1/8) ,(07, A) sin(Ax) +(1/ 8) ,, (07, A cos(Ax) + O(1/ A).  (7.6.10)

Ozdegerlerin asimptotik formiilii i¢in asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 7.6.1 (7.4.2)-(7.4.5) probleminin A, 6zdegerleri agagidaki asimptotik formiilii

saglar:

A =“+3””+0[1j, n=0,21,12,... (7.6.11)
= n

Ispat (7.4.2)-(7.4.5) probleminin 6zdegerleri
cosa @, (1,A)+sina¢,,(1,4) =0, (7.6.12)
denkleminin kokii oldugundan; (7.6.12)’de (7.6.9) ve (7.6.10) asimptotik yaklasim formiil-

lerinden
1 B 1 - :
cosa{—gon(o ,A)cos A——¢,, (0 ,ﬂ)sml}
1) o
: 1 B . 1 _ 1
+sina —5—g0”(0 ,A)Smﬁ+g(pﬂ(0 ,A)cosA |+0O r =}
ve buradan
. 1
gpl](O“,A)cos(/l—a)—¢2,(0',/1)5111(/1—a)+0(ﬂj:0‘ (7.6.13)

(7.6.7) ve (7.6.8)’den (7.6.13) denklemi

tan(2/1——a)+/1+0(~/1—{) =0, (7.6.14)

formundadir. Buradan biiyiik |/1 ‘lar icin (7.6.14) denklemi
2, —a==A, +nr+06,, n=0,£1,%£2, .. (7.6.15)
seklinde ¢oziimlere sahiptir, [113]. Bu degerler (7.6.14)’de yerine koyulursa,
tano, = O(1/n) yani &, = O(1/ n) elde edilir. Boylece 6zdegerler icin (7.6.11)

asimptotik formiili bulunur.
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(7.6.11) formiilii kullanilarak, ¢(., A, ) 6z-vektor-fonksiyonlari i¢in asagidaki asimp-
totik formiiller elde edilir.

[(011()(7&1))’ xe [_1’0)

0y (x,4,)

(@12("6’&,)}, xe (0,1],

P(x,4,) =

P50 (%, 4,

olmak tiizere
sin(4,(x+1))+ 4, cos(4,(x+1))+O(1/ n) [ i 0)
y xe|—L
—cos(4,(x+1))+ A, sin(A, (x+1))+ O/ n)

o(x,4,) =4 L (sin(A, (x +1)) + A, cos(A, (x+1))) + O(1/ n)
g , xe(0,1].

% (—cos(4,(x+1))+ A4, sin(4, (x+1))) + O/ n)
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