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OZET

Bu ¢aligma ii¢ boliimden olugsmaktadr.

Birinci boliimde; Lorentz uzayr ve null egrilerle ilgili temel tamimlara ve teoremlere yer
verilmistir.

Ikinci boliimde; s-dejenere egrilerle ilgili temel tamim ve teoremler incelenmistir.

Ugiincii boliimiin ilk kisminda 4- boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan egrilerle ilgili bazi
tanim ve teoremler verildi. Ugiincii boliimiin ikinci kismu tezimizin orijinal olan kismin
olusturmaktadir. Bu kisimda, Lorentz uzaymda s-dejenere egrilerin 6zel bir hali olan 2-
dejenere egrilerin rektifiyan egri olmasi durumunda bazi karakterizasyonlar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Lorentz Uzayi, Null Egri, Rektifiyan Egri, s-Dejenere Egri, 2-
Dejenere Egri.



SUMMARY

s-Degenerate Curves in Lorentz Space

This thesis consists of three chapters...

First chapter provides fundamental definitions and theorems related to Lorentz space/
null curves and second chapter related to s-degenerate curves.

Third chapter first gives some definitions and theorems about rectifying curves in 4-
dimensional Euclidean space. Then, our major contribution, characterizations when 2-
degenerate curves becomes rectifying curves in the Lorentz space, is obtained in the
second part. Note that a 2-degenerate curve is a special case of a s-degenerate curve.

Keywords: Lorentz Space, Null Curve, Rectifying Curve, s-Degenerate Curve, 2-
Degenerate Curve.
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1. GIRIS

Null incelemesine ait ilk kapsamli ¢alisma [1] de Bonnor tarafindan verilmistir. Bu
calismada Minkowski spacetime da null egrilerin geometrisi iizerine genis bir inceleme
yapmis ve geodezik olmayan null egriler icin yapilan arastirmalarin Onciisii olmustur.
Bejancu [2], bu caligmayr Lorentz manifolduna genisletmistir. Daha sonra Duggal ve
Bejancu [3] “Lightlike Submanifolds of Semi-Riemannian Manifolds and Applications”
adl kitabinda null egrilerin teorisini detayl bir sekilde vermistir. Son yillarda null egriler
iizerine yapilan ¢aligsmalar oldukga fazladir.

Null egrilerin teorik fizikte de 6nemi oldukga biiyiiktiir. Ozellikle bu alandaki ©nemi
sicim teorisi ile artmistir. [4] de Nersessian ve Ramos, Minkowski spacetime’da bir
geometrik par¢acik modelinin null egriler iizerinde olusturulabilecegini gostermistir. Null
egriler genel relativite teorisinin gelismesinde de dnemli bir rol oynar. Ozellikle space-
time’1n causal yapisini, kara deliklerin, asimptotik flat sistemlerinin ve gravitational waves
(yer¢ekim dalgalarinin) yapisini anlamakta kullanilan bir teoridir.

Herhangi bir s-dejenere egri (s>1) bir uzayimn bir lightlike hiperyiizeyinde yatan bir
space-like egridir. Literatiirii inceledigimizde s-dejenere egriler ilk olarak [5] de Ferrandez,
Gimenez ve Lucas tarafindan calisilmistir. Bu ¢alismada s-dejenere helisleri karakterize
ettiler ve dort boyutta 2-dejenere helislerin tam bir simiflandirmasini elde ettiler.

s-dejenere egriler iizerinde karakterizasyonlara literatiirde raslanir. Bu nedenle bu

calismada Lorentz uzayinda s-dejenere egriler incelendi. [6] ve [7] de verilen rektifiyan
egriler kavrami, M;' Lorentz uzay formunda 2-dejenere egriler igin karakterize edilip,

bununla ilgili baz1 teoremler ifade ve ispat edildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Yan1-Oklid Uzay ve Yari-Riemann Manifoldlar

2.1.1 Tammm: V, bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxXV - R
doniisiimii Va, b € R ve Yu,ve V igin
(@): g(u,v)=g(v,u)
(ii): g(au+bv,w) = ag (u,w)+bg (v,w)
g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg (u,w)
ozelliklerine sahip ise, g doniisiimiine V vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form denir

[8].

2.1.2 Tamm : V bir n-boyutlu reel vektdr uzay: ve Viizerinde simetrik bilineer form

g:VxV >R
olsun. VveV i¢in g(&,v)=0 olacak sekilde bir £#0eV vektdrii meveut ise g ye V

izerinde dejenere simetrik bilineer form denir. Aksi taktirde g ye non-dejeneredir denir.
g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vve V icin
g(uv)=0=>u=0

olmasidir. Bir V reel vektor uzay1 iizerindeki simetrik bilineer form, V uzaymin altuzayi

iizerine dejenere veya non-dejenere bir bilineer forma indirgenir [3].

2.1.3 Tammm: V bir reel vektor uzay1 ve g, V iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. V
nin

RadV ={£eV:g(&v)=0,VveV}
seklinde taniml1 alt uzayina, g ye gore V uzaymn radikal (veya null) uzayr denir. RadV ’nin
boyutuna g’nin nulluk derecesi denir ve nullV ile gosterilir. Eger nullV >0 ise g dejeneredir,

nullV =0 ise g non-dejeneredir [3].



2.1.4. Tammm: g, V vektor uzayi izerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik bilineer

form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir;

1) Definit Durum: Eger,
i) Vve V,v#0 i¢in g(v,v)>0ise g simetrik bilineer formuna pozitif definit,
ii) Vve V,v#0 i¢in g(v,v)<Oise g simetrik bilineer formuna negatif definit denir.

2) Semi-definit Durum: Eger,
i) VveVigin g(v,v)20 ise g simetrik bilineer formuna pozitif semi-definit,
ii) VveV i¢in g(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna negatif semi-definit denir.
3) Nondejenere Durum: Eger,
VweV igin g(v,w)=0 iken v=0 ise g simetrik bilineer formuna non-dejenere simetrik

bilineer form denir [8].

2.1.5. Tanmmm: V, bir reel vektor uzay1 ve

g:VxV —->R
simetrik bilineer form olsun. W <V olmak iizere
8|, WxW —>R

negatif definit olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altvektér uzayinin boyutuna g simetrik

biliner formun indeksi denir ve g ile gosterilir [8].

2.1.6. Tamim: Bir V reel vektor uzay tizerinde non-dejenere simetrik bilineer g formuna, V
reel vektor uzayi iizerinde bir skalar carpim (yar1 Oklid metrigi) ve (V,g) ikilisine de skalar

carpim uzayi (yar1-Oklid uzay1) denir [3].

2.1.7. Tammm: V, yari1-Oklid uzayi iizerinde tanimh bir g skalar carpimu igin,
i) g pozitif tammli ve g=0 ise g ye Oklid metrigi, (V,g)’ye de Oklid uzay,
i) g’nin indeksi g=1 ise g’ye Lorentz (Minkowski) metrigi, (V,g) yede Lorentz (Minkowski)
uzayl,

iii) g dejenere ise V vektor uzayima gore light-like (dejenere) vektor uzay1 denir [3].



2.1.8. Tammm: V, yari1-Oklid uzayi iizerinde tanimh bir g skalar carpimu igin,
i) g(v,v)>0 veya v=0 ise v ye space-like,
ii) v#0 iken g(v,v)<0 ise v ye time-like,
iii) v#0 ise g(v,v)=0 ise v ye lightlike (null veya izotropik) vektdr denir. veV

vektoriiniin bu {i¢ tipine v’nin causal karakteri denir [3].

2.1.9. Tamm: V, bir reel vektor uzay1 ve W V' de bir alt uzay olsun. Bu durumda g .

dejenere ise W ye light-like (dejenere) alt uzay denir.

Genel olarak W 'nin diki
wt :{ve V:g(v,w):O, Ywe W}

seklinde tanimlanir ve bu iki uzay arasinda, W "W+ # {0} bagintis1 vardir [3].

2.1.10. Tamm: V, bir light-like vektor uzay1r ve V' nin radikal uzayr RadV ’ye tiimleyen

olan non-dejenere alt uzaya goriintii (screen subspace) denir SV ile gosterilir [3].

2.1.11. Tamm: R", n-boyutlu Oklid uzay1 olsun. R" iizerinde 0<¢g<n olmak iizere, ¢

tamsayis1 i¢in

q n
g(x.y) =—Zx,-yi + Z x,y;,Vx,ye R"
i=1

i=q+1
ile verilen metrik tensor goz Oniine alinarak elde edilen uzaya ¢ indeksli n-boyutlu yari-Oklid

uzay denir ve R} ile gosterilir [8].

2.1.12. Tamm: n-boyutlu R} yar1-Oklid uzayina;
i) g=0ise R" Oklid uzay1,
ii) g=1 ve n>2 ise R' Minkowski n-uzay,

iii) g=1 ve n=4 ise R’ Minkowski space-time denir [8].

2.1.13. Tammm: M, bir C™ n-manifold olsun. Buna goére; M iizerinde,
i) Bir g Riemann metrigi tamimli ise M ye Riemann manifold,

ii) Bir g Lorentz metrigi tamimhi ise M ye Lorentz manifold denir ve (M,g) ile gosterilir

4



[9].
2.1.14. Tammm: M, bir C~ manifold olmak iizere,
g:X(M)Xx(M)— C™(M,R)
(X.Y) —g(X.Y)
bigiminde tamimh simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyonuna M iizerinde bir metrik tensor

denir [8].

2.1.15. Tammm: M, bir C” manifold olsun. M, bir g metrik tensorii ile donatilmissa, M ye

yari-Riemann manifold denir [8].

2.1.16. Tammm: Bir M yarn-Riemann manifoldu {izerinde g metrik tensoriiniin indeksine
yar1-Riemann manifoldun indeksi denir, indM veya ¢ ile gosterilir. M manifoldunun ¢ indeksi

icin 0< g <boyM esitsizligi vardir [8].

2.1.17. Tamim: Bir M yari-Riemann manifoldu tizerinde g metrik tensoriiniin q indeksi i¢in;

1) g=0 ise Vpe M ig¢in 8, T,M iizerinde pozitif tammli bir i¢ ¢arpim oldugundan M bir

Riemann manifolddur;

ii) g=1 ve n =2 ise M bir Lorentz manifolddur [8§].

2.2. Null Egriler

2.2.1. Tamm: M, n-boyutlu C* manifold olsun. Vpe M icin T,M tanjant uzaylarin

ayrik birlesimi olan
™ =]JT.M
peM

ye M nin tanjant demeti (tanjant bundle) denir. 7M tanjant demetinin kesitine M iizerinde

vektor alan1 denir [3].

2.2.2. Tammm: M sabit g indeksli reel (n+2)-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. 7, R
de bir acik aralik olmak iizere «r:1 — M diferensiyellenebilir doniistimiine M de bir egri ad1
verilir [8].

M de bir egri, i:a— M immersiyonu seklinde de tammlanir. Simdi o, M iizerinde

5



diferensiyellenebilir bir egri ve « lizerinde bir koordinat komsulugu U olsun. U ya karsilik

gelen lokal parametrenin de ¢ oldugunu kabul edelim. Bu taktirde & egrisi lokal olarak

Vte I igin,
@ =a,t), ie{l,2.3,...n+2}, ranl{%,...,%} =1
dt dt
denklemi ile verilir [3].

2.2.3. Tamm: M, bir (n+2)-boyutlu Lorentz manifold ve «:1 — M diferensiyellenebilir
bir egri olsun. & egrisinin ¢t € I ya karsilik gelen a(¢) noktasindaki hiz vektorii ya da tanjant
vektorii

_da_ da,

/ dan+2
@) dt  dt i dt 2

seklinde tanimlanir [8].

2.2.4. Tammm: M, bir (n+2)-boyutlu Lorentz manifold ve «: 1 — M diferensiyellenebilir

L . .. dd .
bir egri olsun. & mn tanjant vektorii ” olmak iizere
t

i) g(d—a,d—a) >0 ise & ya space-like egri,
dt dt

da do . . . .
—,—)<0ise & yatime-like egri,
@ dr) Y e

iii) g(i—f,‘;—“) =0 ve ‘;—“ #0 ise @ ya null veya light-like egri denir [8].
t t

i) g(

M bir (n+2)-boyutlu Lorentz manifoldu ve &, M de bir null egri olsun. ¢ nin tanjant
demetine T« diyelim. & nin non-null egri olmasi durumunda da, é‘p, p noktasinda & ya
teget null vektor olmak iizere

Ta" =T Ta" ={v,eT M:g(,.&)=0}

pEC
tammlayalim. Burada Tar", & iizerinde (n+1)-rankh bir vektor demetidir.
g(¢,.¢,)=0
oldugundan @ nin T tanjant demeti Tr™ in bir alt vektdr demeti olup ranki 1 dir.

Simdi Tar" de Ter mn tiimleyeni olan S(Tar™) vektor demetini goz Oniine alalim. Bu



taktirde

Ta'=Ta lSTa")
yazabiliriz. pe€ o noktasmda S(Te") in lifleri T, in en az bir goriintii (ekran) altuzay:
olup S(Ta") non-dejenere bir vektor demetidir. Dolayistyla

™ \,,,= S(Tat) L S(Ta)*

olur. Burada S(Tar")* , TM|, da S(Ta") ortogonal timleyen vektor demetidir [3].

2.2.5. Teorem: M bir Lorentz manifoldu, M de bir null egri & ve « nin goriintii
(ekran=screen) vektor demeti S(Ta") olsun. Bu taktirde E, « iizerine ranki 1 olan bir tek

vektor demeti olup, her bir U < & koordinat komsulugu iizerinde
)
dt 2.1
(N,N)=(N,X)=0,vX e (S(Ta)"|,)

olacak sekilde bir tek N € F(E| ») mevcuttur [8].

Buradaki E vektor demetine ¢ nin null transversal demeti denir ve ntr(a) ile gosterilir.
Simdi

tr(e)=ntr(a) L S(Tar™) (2.2)
vektor demetini goz Oniine alalim. Bu fr(e) vektor demeti TM |a ve (2.1) ifadelerine gore
tlimleyen uzayidir ancak TM |a da T ya ortogonal degildir. Boylece

™|, =Ta®tra=Ta®nra) LSTa')

elde edilir [3].

2.2.6. Tamm: (2.2) esitligi ile verilen tr(ar) ya « nin S(Ta™) e gore transversal vektor
demeti denir. Teorem 2.2.5 de verilen N vektor alanina & nin C;—a ye gore null transversal
t
vektor alanmi denir [3].

2.2.7. Tammm: M, bir Lorentz manifoldu olsun. M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu V

olmak iizere, M lizerinde & egrisi boyunca



vV, =0

ise a egrisine bir geodezik egri ad1 verilir [8].

2.2.8. Tammm: M, bir Lorentz manifoldu ve M tizerinde bir null egri & olsun. Eger & null
egrisi icin
vV, =0

ise a egrisine null geodezigi ad1 verilir [3].



3.s-DEJENERE EGRILER

3.1. s-Dejenere Egriler ve Frenet Catilar:

E, bir reel vektor uzay1 ve g E iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. £ nin

RadE :{fe E:g(&,v)=0,Vve E}
seklinde tanimh alt uzayina, g ye gore E uzaymin radikal (veya null) uzay1 denir. RadE nin
boyutuna g nin nulluk derecesi denir ve g, ile gosterilir. Eger g, >0 ise g dejeneredir, g, =0

ise g non-dejeneredir denir [3].

3.1.1. Tammm: Eger g(u,v)=0 ise u ve v vektorleri ortogonaldir denir ve u L v seklinde

ctimlesi ortogonaldir denir [10].

3.1.2. Tamm: V nin E NE, = {0} olacak sekilde E, ve E, gibi iki ortogonal alt uzay1

verilsin, E, ve E, nin ortogonal direkt toplam1 E, L E, seklinde yazilir [S].

3.1.3. Tanim: M. n-boyutlu Lorentz manifold ve [ < R olmak iizere y:1 — M/
diferensiyellenebilir bir egri olsun. ¥ egrisi boyunca herhangi bir V vektor alan icin , V'
¥ boyunca V nin kovaryant tiirevidir.

E, (r)= Sp{}/ t).7 (). 7" (t)} olarak yazilsin, Burada re I ve i=1,2,...,n dir. d

sayist d = max{i: boyE, (t)=i,her ricin} olacak sekilde tanimlanur.

3.1.4. Tanim: Rad(Es);t{O} ve her j<s icin Rad(Ej)={0} olacak sekilde s,

(0<s<d), varsa ve her t icin, (1<i<d), olacak sekilde boyRad(Ei(t)) sabit ise

y:1 cR — M/ egrisine s-dejenere egridir denir.

3.1.5. Lemma: (E,<,>) bir bilineer uzay ve F, E nin bir hiperdiizlemi olsun.
qr =boyRad(F) ve q, =boyRad(E) olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar vardir.

i) Eger g, =0 ve g, =1 ise E=F Lspan{L} olacak sekilde bir L null vektdr vardur.



ii) Eger ¢, =¢,€{0,1} ise E=F Lspan{V} olacak sekilde bir birim non-null V vektor
vardir.

Ayrica Rad(E)={0} ise V tek olarak belirtilir.
iii) Eger ¢, =1 ve q, =0, Le Rad(F) ve F, non-dejenere olacak sekilde = F, L L ise bu
taktirde (L,N)=¢, e==%1 ve E =(span{L}® span{N}) L F, olacak sekilde bir tek N null

vektoril vardir [5].
ispat:

i) F non-dejenere olsun. Bu taktirde E=F 1 F* olup burada belirli bir L vektorii igin
F* =span{L} dir. Burada Rad(E)c F* olup Rad(E)=F" olur. Buna gore L bir null
vektordiir.

ii) g,=¢g,=1 oldugunu kabul edelim. F, non-dejenere ve L null olacak sekilde
F=F, L span{L} oldugunu goz oniine alalm. Bu taktirde E=F, L F" olur. boy F;* =2
oldugundan F* = span{L}® span{V} olur ki burada Rad(E)=span{L} ve V, F* de bir

non-null vektordiir. Boylece benzer sekilde diger durumda goz Oniine alinirsa ispat

tamamlanmuis olur.

iii) Benzer sekilde F=F Lspan{L}  oldufunu kabul edelim. Burada
F* = span{L} ® span{V} dir. Rad(E)={0} oldugundan (L,V)#0 dir. Ayrica N vektor

alam

N £ (V_<v,v> LJ

(Lv)y  2(LV)

olacak sekilde tammlansin. Bu durumda (N,N)=0,(L,N)=¢ ve Ne F" olur. Bu da ispat

tamamlar.
Frenet catilarin bulunmasi igin, sirasiyla, dort durum vardir [5].

1. Durum. d =n ve s <d olmasi durumu:

10



Bu halde, y egrisinin belirli Kiyeoos ks egrilik fonksiyonlart icin asagidaki

esitlikler elde edilir;
Y =kW,

W =k:W,,

W, ==k W, +kia W,

i+l

2<i<s-2,
W =k W_,+ek, L,

L'=gkgi L+kaoW,,

W, =¢ekus L—€kwua N,

N'=—kW_ —€kei N—kousW, +kusW,,,,

=—kys L+k,sW

s+2°

W,

s+1

W' :_k1+3Wj—l+i</+4Wj+l’ S+2S]Sm_1,

J

W =—knsW

m m—1*

S={W,, ... W_, LW, N, W,

s

, W,} climlesi ¥ boyunca Frenet catist olarak

adlandirihir. Yukaridaki denklemler 3 ciimlesine goére ¥ min Frenet esitlikleri olarak

adlandirilir [5].

2. Durum. d<n ve s =d olmasi1 durumu:

Birinci duruma benzer sekilde L null vektor olacak sekilde {Wl,...,WS_l, L} ciimlesinin

varlig gosterilebilir. {W,,...,W,_,} ciimlesi space-like vektdrlerin ortonormal ciimlesi olup
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E,=span{W,,..,W,,,L} dir. Boylece 7 egrisinin belirli {ki,...k.ip egrilik

fonksiyonlan i¢in asagidaki esitlikler elde edilir;
Y =kW,

VVl'=i€2W2,

W, ==k W, +kia W,

i+l

2<i<s-2,
VVSV_I = _l;s—l W/S—Z +8l€s L,

L’=8l;s+l L .
[5].

3. Durum. d<n ve s =d —1 olmasi durumu:
Birinci duruma benzer sekilde, E, = span{Wl,

denklemlerle elde edilir.
st—l = _I_CS_I WY—Z + gl_c‘ L s
L, = g]_Cs+l L+ ];H—Z Wv’

W =gk L.
[5].

4. Durum. d<n ve s<d-1 olmasi durumu:

Burada E, =span{W,,...W,_,L,W N, W,

s+12°°

W, LW} ciimlesi asagidaki

.,Wd_z} dir. Egrilerin non-dejenere

olmasi durumu [12] de calisilmistir, Eger M| Lorentz uzay form ise bu taktirde y d-

boyutlu non-dejenere total geodezik light-like altmanifold da yatar [5].

3.1.6. Ozellik: s-dejenere egrilerde s tipi, egrinin parametresinden bagimsizdur.

¢ bir diger parametre olsun ve ¥(t)= ,B(E(t)) seklinde yazilsin. ¢ ye gore diferensiyel
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almrsa ¥ (1) = x, (1)’ (1) elde edilir, yani

Jj=1

E, = span{y'®),...y" ()} = span{ B'®)..... BV (1)}
olup, kabul dogrudur.
Diger taraftan , ®: M — M bir izometri ve 7_/(t):(cbo}/)(t) olsun. Boylece ¥

boyunca her bir V vektor alani i¢in

dB(dCD V(t)):dCI)y(r)(%V(t)) olur. Burada D, ve D, sirastyla, y ve 5/ boyunca
t

7(1)

kovaryant tiirevlerdir.

ROREEET)
Buna gore <}/(i)(t), y(j)(t)>:<7/ ),y (t)> olur ki bu Lorentz doniisiimii altinda bu

egri cesitlerinin degismez oldugu anlamia gelir. Yani s-dejenere egrilerde s tipi

Lorentz doniisiimleri altinda degismez [5].

3.2. s-Dejenere Egrilerin Cartan Catilan

Bu boliimde Lorentz doniistimleri alunda deSismez olacak sekilde egrilik sayilarinin

minimum olmasi durumunda Frenet ¢atis1 verilmistir. Bu birinci durumun simirlandirilmis

halidir. Genelligi bozmadan, ¥ mn W, =y ve Igl =1 olmasi durumunda yay uzunlugu ile

parametrelendirildigini kabul edelim. k_s =¢ almarak 3.1.5 Lemma g6z oniine alinirsa
{W,,....,W_,, L} ciimlesi bulunur. Buna gére yalmz W, in bulunmasi gerekli olur.

Kabul edelim ki W, ve W, iki farkli Frenet ¢atisindan tiiretilmis iki farkli vektor alam

olsun. Bu durumda

W, ..W_,LLW,NW,,..,W,}— {kl =1, k2, ks =1, kot .o, km+3},

W W LW N W W > {kl =1,k ks =Lk suty s k %}

dir. Gerekli islemler sonucu
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F

W' =fL+W,, N*=—%f2L+N—fVK., ko =ksi— fkoz (3.1)

oldugu gosterilir. Burada f:1 — R diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Dolayisiyla

f» ka1 =0 olacak sekilde segilebilir. Buradan belirli {k,,....,k, } egrilik fonksiyonlari

icin, 1. Durumdaki Frenet catis1 tekrardan asagidaki sekilde elde edilir [5].
Y =W,

W, =kiW,,

VViv =—k_ W_+kW,

i+1°

2<i<s-2,
ch—l = _ks—Z WC—Z + L 2
L, = ks—l Ws ’

W =ek L—€k_, N,

N, = _SWC—I —£ ks Ws + ks+l WH—I 4

‘/Vs'+1 == gkﬁ-l L+ ks+2 ‘/Vs+2 >

W, ==k W_ +k, W, s+2<j<m-],

W;l = _km Wn—l * (3.2)

3.2.1.Teorem: y:1 — M, n=m+2, s>1 olacak sekilde birim s-dejenere egri olsun.

Kabul edelim ki T,

oM de {}/(t), (1), ..., 7(”)(1)} tarafindan gerilsin. Bu taktirde (3.2)

seklinde bir tek Frenet catis1 vardir [5].

3.2.2. Tamm: s>1 olacak sekilde bir s—dejenere egrisi yukardaki kosullart saglarsa bir
s —dejenere Cartan egri denir ve (3.2) denklemi » nin Cartan catis1 ya da Cartan gosterimi olarak
adlandirilir.

Burada m>s oldugunda £=—1 ve i # s icin k>0 oldugu gozlenir ve {¥'(t),..., " (1)} nin

pozitif ya da negatif yOnlendirilmis olmasina gore, swrastyla, k, > 0 ya da k,< O olur.
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Aksine, m=s oldugunda {7'(t),..., 7/")(t)} nin pozitif ya da negatif olarak yonlendirilmis

olmasina gore, sirasityla, £=1 yada £ =-1 olur ve i # s i¢in k,>0 dir [5].
3.3. Lorentz Uzay Formunda s-Dejenere Egriler

y:1 — M/ (c) s-dejenere Cartan egri olsun, M| (c) ¢=0,c=1 ve ¢ =-1 olmasina
gore, srastyla, R/, S ve H' e karsihik gelir. D,, ¥ boyunca M/ (c) de kovaryant
tirev olarak tanimlansin. Boylece 7 boyunca V vektor alam i¢in D,V = V'+c<V, 7/’) 14
elde edilir. Burada <,> metrigi R, R'"' ya da R)"' de tammlanan standart metriktir.

Eger {W,,...W _,L W, N,W,

s e

W,} Cartan gosterimi ise, (3.2) denkleminden

asagidaki esitlikler yazilir [5];

Y =W,

W =kiW,~cy,

W =—k_ W_+kW,, 2<i<s-2,
W =—k_W_,+L,

L'=k_W,

W =¢k L—€k_, N,

N =—eW_ —ek W +k W,

W, =—€k, Ltk W,,,

w.

W =—k,W_+k W, s+2<j<m-1,

Jj+l

W =—k,W (3.3)

m-1"*

3.4. M, de 2-Dejenere Egriler

Bu bolimde M, Lorentz uzay formunda 2-dejenere egrilerin siniflandirilmasi ve

Cartan catist verilmistir.
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3.4.1. Tamm: Bir 2-dejenere « egrisinde {W1 ,L,W,, N } pseudo-ortonormal bazi
(L,L)=(N,N)=0,(L,N)=(N,L)=¢€,&=+*1

(LW,)=(N,W,)=0,1<i<2

sartlarim1 saglar [5].
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4. REKTIFiYAN EGRILER

Bu boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda 4-boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan
egriyle ilgili [7] de ¢alisilmis olan tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci kisim ise bu ¢alismamun orijinal olan kismudir. Bu kistmda 4-boyutlu Lorentz
uzayinda 2-dejenere egrilerin rektifiyan egri olmasi igin tamimlar ve teoremler verilmis ve 2-

dejenere rektifiyan egriler karakterize edilmistir.

4.1. E* Oklid Uzayinda Rektifiyan Egrilerin Karakterizasyonlari

Bu kissmda E* Oklid uzayindaki temel tanmmlar ve rektifiyan egrilerin bazi

karakterizasyonlan verilecektir.

4.1.1. Tammm: / c R acik alt ciimle olmak iizere diferensiyellenebilir
a:1 > E"
t—a(t)=(),..,a,1))
fonksiyonu verilmis olsun. (/,) koordinat komsulugu ile tammlanan (/) c E" e E"de bir

egri denir. 1 ye o egrisinin yay parametresi ve [ ya da « egrisinin parametre araligl adi

verilir [10].

4.1.2. Tanim: E" de bir M egrisinin (I,a) ve (J ,,b’) gibi iki koordinat komsulugu
verilsin
h=a'of:J =1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi denir [10].

4.1.3. Tammm: M egrisi (I ,&) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Vse I icin
Jor (s =1
ise M egrisi (I ,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s€ [ parametresine

yay parametresi adi verilir [10].



4.14. Tanmm: M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
W= {a',a”,...,a’(’)} sistemi lineer bagimsiz ve V'), k > r, icin; ) e Sp{y} olmak iizere,
v den elde edilen {Vl,...,Vr} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani
me M igin {V1 (m)V, (m)} ye ise me M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her

bir 1 <i < r ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir [10].

4.1.5. Tamm: n=3 6zel halinde, {T'(s), N(s), B(s)} Frenet 3-ayaklisim gozoniine alalim:
Spir(s). N(s)}
vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya oskiilatr diizlem,
SpiN(s). B(s)}
vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya normal diizlem ve
SpiT (s). B(s)}
vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya rektifiyan diizlem denir.

Burada, oskiilator kelimesi yapigsan anlaminda, normal dik anlaminda ve rektifiyan kelimesi

de tamamlayan anlamindadir [10].

4.1.6. Tamm: T teget ve B binormal vektor alam olmak iizere, Oklid 3-uzayinda yer
vektorll, egrinin 7 teget ve B binormal vektor alanlart tarafindan gerilen rektifiyan
diizleminde yatan egriye rektifiyan egri denir.

Buna gore E° teki rektifiyan egrinin secilmis bir orijine gore yer vektorii

a(s) = A(s)T(s)+ u(s)B(s)
denklemini saglar.

Burada A(s) ve u(s), selcCR, yay uzunlugu parametresi icin keyfi

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir [10].

4.1.7. Tamm: E’ Oklid uzayma benzer yaklasimla, E* Oklid uzaymndaki rektifiyan egri;
a:1c R — E* birim hizli bir egri ve {T', N, B, Bz}, E* de a(s) egrisi boyunca Frenet
catis1 olsun, ¢ egrisinin a(s) yer vektorii, N nin dik timleyeni olan N* ={T, B, Bz} de
yatiyorsa, ¢ birim hizli egrisine rektifiyan egri denir.

Buradan E* teki bir & rektifiyan egrinin secilmis herhangi bir orijine gore yer vektorii;
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als)= A($)T (s)+ u(5)B, (5) +V(5)B,(s)
denklemini saglar. Burada s yay uzunluk fonksiyonu A(s), u(s) ve v(s) diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir.

Bu tanimlardan sonra, rektifiyan egriler egrinin kendi egrilik fonksiyonuna gore k, (),
k, (s) ve k, (s) cinsinden karakterize edilmistir. E* teki herhangi bir egrinin rektifiyan egri
olmast icin gerek ve yeter sartlar bulunarak E* teki bir rektifiyan egri icin agik bir denklem
elde edilmistir [7].

4.1.8. Teorem: a, E* de k(s), k,(s) ve k,(s) egrilikleri sifirdan farkli olan birim hizl

bir egri olsun. Bu takdirde & egrisinin bir rektifiyan egriye kongruent olmasi igin gerek ve

yeter sart,

j =0,ce R

k,(s) ky(s) (s +¢) . k,(s) ky(s)+ (s +c) (kl'(s) ky(s)—k,(s) k, (s))
k,(s) k2 (s) ky(s)

olmasidir [7].

4.1.9. Teorem: Tamarm E* de bulunan, k,(s), k,(s) ve k, (s) egrilikleri sabit ve sifirdan

farkl olan rektifiyan egri yoktur [7].

4.1.10. Teorem: a = a(s), E* de k,(s), k,(s) ve k,(s) egriliklerine sahip birim hizli egri
olsun. Bu takdirde

a) k,(s)=sbt>0,k,(s)=sbt #0 ve k,(s)= ! ,ce R, c,e R".
\/‘—s2 —ZCS—ZCI‘
Ceik3(s)+c e*ik3(s)
b) k,(s) = sbt # 0,k,(s) = sbt 20 ve k,(s)=-" +2 ,ceER, ¢, c,eR".
s+c
+
¢) k,(5) = sbt > 0.k, (s) = sbt # 0 ve k(s)= —7——» cER. ¢ ;€ R".
ce +ce ?

ise « bir rektifiyan egriye kongruenttir [7].

4.1.11. Teorem: «(s), E* de sifirdan farkh k,(s), k,(s) ve k, (s) egriliklerine sahip birim
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hizli rektifiyan egri olsun. Bu takdirde asagidaki sartlar saglanir.

i) p(s)=|als) vzaklik fonksiyonu p°(s)=s>+cs+c,, ¢, € R, ¢, € R, denklemini
saglar.

ii) Egrinin yer vektoriiniin teget bileseni (a(s ), T(s)> =s+c, ce R denklemini saglar.

iii) Egrinin yer vektoriiniin a” (s) normal bileseni sabit uzunluga sahiptir ve p(s) uzaklik
fonksiyonu sabit degildir.

iv) Egrinin yer vektoriiniin birinci binormal bileseni ve ikinci binormal bileseni, sirasiyla,

(als).B,(s) = alssx )

kz(s)

 k(9ky(9) + (s + K, (9 (5) — K, ()K3 (5)
(als).B,(s)) = k3 (s)ks (s)

,CER

denklemlerini saglar.
Tersine, eger a(s) E* de sifirdan farkls, k,(s), k,(s) ve k3(s) egriliklerine sahip birim

hizli egri olmak iizere, (i), (ii), (iii) ve (iv) durumlarindan birini saglarsa bir rektifiyan egridir

[7].

4.2. M, de 2-dejenere Rektifiyan Egriler ve Karakterizasyonlar

Bu kisimda M,' Lorentz uzaymndaki 2-dejenere rektifiyan egrileri a ile gosterip, bu
egrilikleri egrilik fonksiyonlarimi kullanarak karakterize edecegiz. Ayrica bu kisimda g metrigi

yerine <,> ifadesi kullanilacak ve kisaligin hatirt igin zaman zaman s paramatresine bagl olan

W, (s), L(s),W,(s),N(s) k,(s)vek,(s) ifadeleri s parametresi kullanilmadan ifade edilecektir.

42.1. Tanm: a:I cR—> M, egrisi @ ,a" space-like @, @ null olmak iizere

{Wl, LW, N } Cartan catisina sahip ise & egrisine 2-dejenere egri adi verilir.

4.2.2. Tamm: «, M, uzayinda bir 2-dejenere egri ve {W,,L,W,,N}, M} de a(s) 2-
dejenere egrisi boyunca hareketli Cartan catis1 olsun. 2-dejenere ¢ egrisinin  &(s) yer

vektorii, W, nin dik tiimleyeni olan W," = {WI,L,N } de yatiyorsa, 2-dejenere ¢ egrisine 2-
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dejenere rektifiyan egri denir.
Buradan M.’ teki bir & rektifiyan egrinin secilmis herhangi bir orjine gore yer vektorii;
Ot(s):ﬂ(s)Wl(s)+,u(s)L(s)+V(s)N(s) 4.1
denklemini saglar. Burada s yay uzunluk fonksiyonu A(s), u(s) ve V(s) diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir.

Bu tammlardan sonra, rektifiyan egriler egrinin kendi egrilik fonksiyonuna gore
w,,LLW,,N (s), k, (s) ve k, (s) cinsinden karakterize edilmistir. M ! teki herhangi bir egrinin

rektifiyan egri olmas icin gerek ve yeter sartlar bulunmustur.

4.2.3. Tamm: {WI,L,WZ,N }, 2-dejenere @ egrisi boyunca hareketli Cartan catis1 olsun.
Burada W,, L,W, ve N, sirasiyla teget, birinci binormal, asli normal ve ikinci binormal

vektor alam olarak tammlamr. Ayrica W,, W, space-like L, N null vektordiir. Bu taktirde

Cartan formiilleri
Wl' 0 1 0 0 [|wW
L 0 0 k 0 L
= ! 4.2)
W, 0 &, 0 =& |W,
N| |-¢ 0 -k, 0 |N

olarak verilir. Burada k, ve k, fonksiyonlar, sirasiyla, 2-dejenere & egrisinin birinci ve ikinci

egrilikleri olarak adlandirilir [5].

4.2.4. Teorem: o, M, de k,(s) ve k,(s) egrilikleri sifirdan farkh olan 2-dejenere bir egri

olsun. Bu durumda 2-dejenere & egrisinin bir rektifiyan egriye kongruent olmasi i¢in gerek ve

yeter sart,
kl(s)kz(s)z_kz(s)kl(s) = g+l, c#0eR
ki (s) ¢
olmasidir.

Ispat: Ik olarak M, deki rektifiyan egriler kendi egrilik fonksiyonlar cinsinden karakterize

edilecektir. a=al(s), M ! de 2-dejenere rektifiyan egri, k, (s) ve k, (s) sifirdan farkli
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egrilikler olsun. 2-dejenere @ egrisinin yer vektorii A(s), u(s) ve V(s) diferensiyellenebilir

fonksiyonlar cinsinden (4.1) denklemiyle belirtilmisti. Verilen (4.1) denkleminin s ye gore

tiirevi alinarak ve (4.2) Cartan formiilleri kullanilarak

Wi(s)= (2 (s)=ev(s)) W (s)+ (Als)+ p (s)) Ls)

+(us) Ky ()= v(s) Ky () Wy () + v (5) N s)

denklemi elde edilir.

Gergekten;

als)= A(s)W,(s)+ u(s)L(s)+v(s)N(s)
dir.

a (s)= LW, + AW, (s)+ 4 (9)L(s)+ u(s)L (s)+v ()N (s)+v(s)N (s)
“4.3)
olup, bu denklem Vs € I < R i¢in dogrudur.

Burada @ =W, oldugundan ve (4.3) denkleminden

W, =L L =kW, W, =é,L—&NveN =—eW, —k,W,
oldugu biliniyor. Bunlar (4.3) de yerine yazilirsa

W, = AW, + AL+ L+ u(k,W,)+V' N +v(— W, - k,W, )

W, = (1 —ev W, +(A+ 1 )L+ 1k, —vie, W, +V'N (4.4)
elde edilir.

Daha sonra (4.4) denklemi W, ile 2-dejenere egri i¢in Lorentz i¢ ¢arpimina tabi tutulursa,
W W) =< (A —ev W, + (A+ 1 )L+ (utk, —vic, W, +v' N )W, >
= (W,,W,) =< (A —ev W W, >+ <A+ LW, > + < (k, — vk, W, , W, >+ <V N.W, >
=(W,,W,) = (A —ev)<W W, >+A+u )< LW >+ (uk, —vk,) < W,,W, > +v < N.W, >
olur. Burada <W,,W, >=1, <L,W, >=<W,,W, >=< N,W, >=0 oldugu goz 6niine alinirsa

A-—ev=1
bulunur.

Simdi (4.4) denklemi L null vektor alan ile 2-dejenere egri igin Lorentz i¢ ¢arpimina tabi

tutulursa,

W Ly = (2 —ev)W, + A+ 1) L+ (k, —vie,) W, +v'N), L)

(W,, L) =< (A -ev)W,L>+<(A+u)L, L>+<(uk, —vk,)W,, L>+<v'N,L>
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(W, L)= (X —ev)<w,,L>+(A+u')<L,L>+ (uk, —vk,)<W,,L>+V <N,L>.
Buradan < L,N >=¢, <L,L>=<W,,L >=<W,,L>=0, oldugu goz dniine alinirsa
v =0
elde edilir.
Yine (4.4) denklemi W, ile 2-dejenere egri i¢in Lorentz i¢ ¢arpimina tabi tutulursa,
W) = (4 - ev)W, + (A ) L+ (e, —vie, )W, +v N W,)
(W,,W,) =< (A —ev)w. W, >+ <A+ 1 ) LW, >+ < (uk, vk, ) W,,W, > + <V'N,W, >
(W, W, )= (A —ev)<w, W, > +(1+ 4 )< LW, >+ (uk, —vk,) <W,, W, > +V < N,W, >
olur. Burada <W,, W, >=1, <W,,W, >=<L,W, >=<N,W, >=0, oldugundan
= pk, —Vk, =0

elde edilir.
Son olarak (4.4) N null vektor alam ile 2-dejenere egri icin Lorentz i¢ ¢arpimina tabi

tutulursa,
Wi N) = (X —ev)W, + (2 + 1) L+ (uk, ~vi, )W, +v'N) N)
(W,,N) =< (A —ev)W . N>+<(A+u )L N>+ <k, ~vk,)W,,N >+<V'N,N >
(W, N)= (2 —ev)T,B,)+ (1 —ev )L, N)+ (uk, vk, \W,, N)+V (N, N)
olur. Burada < L,N >=¢, <N,N >=<W,,L>=<W,,L>=0, oldugundan
= A+u =0
elde edilir. Boylece
A-ev=1 4.5)
v =0
Mk, —vk, =0
A+u =0
bulunur. (4.5) denklemleri ¢oziiliirse
A=0=v(s)=c
olur. Bulunan bu ifadeler gk, —vk, =0 esitliginde yerine yazilirsa,

o _ky(s)
Jk, sz—ojlu(s)—kl(s)c

elde edilir.
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H(s) in s ye gore kismi tiirevi alinirsa

(s )k, () = K, (ks ()

ki (5)

4=k e

bulunur. Buda A+ =0 esitliginde yerine yazilirsa

ﬂ(s)z_ﬂm:(h(s)kz(s)—k;(s)kl(s)}

ki (s)
dir. Boylece
) SR o
ki (s)
_ky(s)
(ﬂ—zzgc
v(s)=c

elde edilir. Burada ¢ #0e R dir. Bu yolla A(s), u(s) ve V(s) fonksiyonlar 2-dejenere «
egrisinin k,(s) ve k,(s) egrilik fonksiyonlar cinsinden gosterilmis olur. Ustelik (4.5) in en
son denklemini ve (4.6) esitliklerini kullanarak k,(s) ve k,(s) ile ilgili asagidaki esitlik
kolayca bulunabilir.

Gergekten A —&v =1 alimir ve burada (4.6) esitlikleri yerine yazilirsa

(hb%ﬁﬂ—kxﬂhh)'

jc—&zl,ciOeR

k()

veya

(k; (s)k, (s)z— K (s)k, (s)}c lie

k2 (s)

yada

k(5 (5) =K () s)) _, 1 47

k() c '

elde edilir.

Tersine; M 14 de herhangi bir 2-dejenere o egrisinin k,(s) ve k,(s) egriliklerinin (4.7)
denklemini sagladig1 kabul edilsin. X € M, vektorii

X (s)= als)— AW, (s) — u(s)L(s) —v(s)N(s)
olarak verildigi kabul edilip (4.6) esitlikleri kullanilirsa
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X(5)= a(s)—c[kl’ (S)kz(S)—kﬁ(S)kl(S)JW1 (s)—ci—zL(s)—cN(s)

ki (s) |
yazilabilir. Burada X in sabit bir vektdr oldugu gosterilirse & nin bir rektifiyan egriye
kongruent oldugu ispatlanmis olur. Boylece (4.2) ve (4.7) esitlikleri gbz 6niine alinirsa
X'(s)=0 oldugu kolayca goriiliir. Gercekten (4.2) ve (4.7) den

(o) a,(s)_c[k;<s)k2(s>—k;(s)kl(s>}m " _(k;(s)kz(s>—k;(s)kl(s)jm)

k2 (s) ki (s)

—c{kz‘s)jL(s)—c"z‘s)klwz—c(—em(s>—k2(s>w2(s>>

olur. Burada o (s) = W, (s) oldugu ve yine (4.7) denkleminden
X'(s)=01-(1+&)+ gc)Wl )+ (— A(s)— (s))L+ (- k, (s)c+ kz(s)c)Wz(s) =0
ve X (s)=0 bulunur bu da X in sabit bir vektor oldugu anlamma gelir. Bu ise @ nn bir

rektifiyan egrisine kongruent oldugunu gosterir.

4.2.5. Teorem: Tamami M 14 de bulunan, k,(s) ve k,(s) egrilikleri sabit ve sifirdan farkli

olan 2-dejenere rektifiyan egri yoktur.

ispat: K (s)=sbt, k,(s)=sbt olsaydi (kz(s)j =0 olup buda (4.7) denklemiyle

kl(s)

celisirdi. Dolayistyla tamam M, de bulunan, k,(s) ve k,(s) egrilikleri sabit ve sifirdan farkli

olan, 2-dejenere rektifiyan egri yoktur.

4.2.6. Teorem: a =a(s), M} de k(s) ve k,(s) ve egriliklerine sahip 2-dejenere egri

olsun. Bu takdirde

2

a) k,(s)=sbt #0 ve k,(s) = —[k1(8+1j%+cls+c2j ,cER,c,,c,eR",
C

1

b) k,(s) = sbt #0ve k,(s)=— , ceR, ¢, c,e R,

s
—+cstc,

ise 2-dejenere ¢ egrisi bir rektifiyan egriye kongruenttir.
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Ispat:

a) k(s)=sbt#0 ve k,(s) sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Burada k,(s) sabit

oldugundan ozel olarak k,(s) =k, alinacaktir. (4.7) den,

(kxﬂkxﬂ—kxﬂkxﬂ}

> =€+l,c¢OeR
ki (s)

Cc

bulunur. Burada &, = 0 oldugu gz dniine alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

(kb)) 41
k, c
olur. Dolayistyla
~lelo) =k e+
c
diferensiyel denklemi elde edilir. Elde edilen bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii igin,

yukaridaki esitlikte kl(e‘ + lj = a denirse,
c

~(l5(5) =a
- I (k2 (s )) ds = J.ads

—ky(s)=as+c,
__dkz(s) =as+c,
ds

—dk,(s) = (as +c, )ds

olur. Burada diizenlemeler yapilirsa,

2
k,(s) = —(k1(8+ljs—+cls+czj
c)?2

bulunur.

b) k,(s)# sbt ve kz(s):sbt>0 olsun. Burada £k (s) sabit oldugundan ozel olarak

k,(s) =k, alinacaktir. Bu fonksiyonlar (4.7) denkleminde kullanilarak

(hb%ﬁﬂ—kxﬂhhq'

> :€+l,c¢0€R
k1 (s)

c
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elde edilir. Burada k, = 0 oldugu gbz 6niine almip gerekli diizenlemeler yapilirsa

kz( ki(s) ] = e+l
k; (s) c

, 1
kis)) | €7,
K (s)) |k,

diferensiyel denklemi bulunur. Elde edilen bu diferensiyel denklemin ¢6ziimil i¢in, yukaridaki

E+—
esitlikte P € |=b denirse,

| (z;,—((ss))]’ds = [bds

(@J =bs+c,
ki (s)

d(l;l(s)) = (bs +¢ )ds
ki (s)
1
k,(s)
e+~ | »
Py €12 +es+e,
bulunur.

4.2.7. Teorem: afs), M * de sifirdan farkli k,(s) ve k,(s) egriliklerine sahip 2-dejenere

rektifiyan egri olsun. Bu takdirde asagidaki sartlar saglanir.

kz(s)

) pls)=|als) wuzakiik fonksiyonu p*(s)=s’c+es+c, +-2 ¢y, c,c, € R

ki (s)
¢,,¢; #0€ R denklemini saglar.

ii) Egrinin yer vektoriiniin " (s) normal bileseni ve o(s) uzaklik fonksiyonu sabit

uzunluga sahip degildir.
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Ispat:
i) (4.1) denkleminden <a'(s), a(s)> hesaplanirsa

(ads). eds)) = { As) W, (s)+ uCs) Lis)+v(s) N(s). A(s) W, (s)+ pas) Lls)+v(s) N(s) )
= () W,(s). A(s) W, (s)) + () Lls) v(s)N(s)) + (v(s) N(s), u(s) L(s))
= 2 (5) (W, (s), W, (s)) + pa(5) v(s) (L(s), N(s)) + () v(s) (N(s), L(s))
{as).als)) = 2 (s)+2u(s)v(s)e
bulunur.
A=l+e
oldugu goz oniine alinrsa,
A=(+&)s+c
elde edilir. Iki tarafin karesi alinirsa,
2(s)=((1+e&)s+c,) = 2(s)=(1+e&) s* +2(1+&c) sc, + ¢}
olur. Burada (1+&c)’ = ¢, 2(1+&c)c, = ¢, ve ¢ = ¢, alip denklemde yerine yazilirsa
A(s)=s’c+es+e,

elde edilir.

2u(s) v(s)e = Zi—zccs

1

esitliginde 2c’¢ = ¢, denirse

2eu(s) v(s)= Ili—2c3

1

olur. Boylece;
P6)=lals) = s'era et 2

olur ki bu da (i) nin ispatin1 tamamlar.

ii) M," de keyfi bir 2-dejenere @ egrisinin yer vektorii
als)=m(s) W, (s)+a" (s)
olarak ifade edilebilir. Burada m(s) keyfi diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve o (s) de yer

vektoriiniin normal bilesenidir. Eger & 2-dejenere bir rektifiyan egri ise (4.1) denklemi,
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" (s)= pu(s) L(s) +v(s) N(s)
olarak yazilir. Gergekten;

a" (s)= als)-m(s) W, (s)

= A(s) W, (s)+ u(s) L(s)+v(s) N(s)—m(s) T(s)

dir. Ayrica A(s) ve m(s) keyfi oldugundan A(s)=m(s) olarak segilebilir. Bu yukaridaki
esitlikte g6z Oniine alinirsa

a” (s)= pu(s) L(s) +v(s) N(s)
dir. Dolayistyla

<aN (s), ™ (s)> =2u(s) v(s)e

olarak elde edilir. (i) halinden p(s) in sabit olmayan bir fonksiyon oldugu biliniyor. Boylece

(i1) de ispatlanmis olur.

4.2.8. Teorem: a(s), M * de sifirdan farkli k,(s) ve k,(s) egriliklerine sahip 2-dejenere

rektifiyan egri olsun. Bu durumda asagidaki sartlar saglanir.

i) Egrinin yer vektoriiniin teget bileseni,

<(l(s),W1 (S)> — (k{(s)kz(s)—ké(s)kl(s)}’c 20e R

ki (5)

denklemini saglar.

ii) Egrinin yer vektoriiniin birinci binormal bileseni ve ikinci binormal bileseni, sirasiyla,

<Ot(s), L(s)> =c€ 4.8)

<a(s),N(s)> = i—zce,c #0e R

1

denklemlerini saglar.
Tersine; eger als), M * de sifirdan farkh k,(s) ve k,(s) egriliklerine sahip 2-dejenere egri

olmak iizere (i) ve (ii) durumlarindan birini saglarsa, bir rektifiyan egridir.
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Ispat:

i) (4.1) ve (4.6) denklemleri birlikte kullanilarak

<a'(s),Wl(s)>:C(k{(s)kZ(s)_ké(s)kl(s)}c;tOe R

k()

olur. Gergekten (4.1) den
als)= As)W,(s)+ u(s)L(s)+v(s)N(s)
oldugundan,
<a'(s), W, (s)> = </1(s) W, (s)+ HU(s) L(s)+ V(s) N(s), W, (s)>

= A(s) (W, (s). W, (s)) + 2(s) (L(s). W, (s)) + V(s N(s), W, (s))
<a(s), Wl(s)> = A(s) = [/ﬁ(s) kz(s)—k;(s) k, (S)JC

ki (5)

olur ki bu da (ii) nin ispatidir.

ii) Son olarak (4.1) ve (4.6) kullanilarak (4.8) kolayca elde edilir. Buda (iv) {in ispatidir.
Gergekten;

(als), Lis)) = (A(s) W, (s)+ pu(s) L(s)+v(s) N(s), Ls))
<a'(s), L(s)> V(s) (N(s), L(s)> =c&

<a(s), N(s)> = (l(s) W, (s)+ u(s) L(s)+v(s) N(s), N(s)>
= ﬂu(S)(W1 (s), N(s)> +,u(s)<L(s), N(s)> + V(s)(N(s), N(s)>

olur.

Tersine; (i) nin var oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
(als) wi(s) =4

dir. Bu denklemin s ye gore iki kez tiirevi alinir ve (4.2) denklemi kullanilirsa
() W (s) = 4
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{als) > 0
0!
W, (s), L(
k,(s) (e
olur. k, (s) # 0 oldugundan,

<0!(s), W, (s)> =0.

Buise @ nin 2-dejenere bir rektifiyan egri oldugu anlamina gelir.
Eger (ii) saglaniyorsa,
<0!(s), L(s)> =c€

denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve (4.2) kullanilirsa yani;

(& () Ls)) +{als). L (5)) =0
(W,(s). LE) + (als). k() W () = 0
ky(s) (a(s), W, (s)) = 0

olur. k,(s)# 0 oldugundan

<a'(s), W, (s)> =0.

Buise @ nin 2-dejenere bir rektifiyan egri oldugu anlamina gelir.

Benzer sekilde

dir. Bu denklemin s ye gore tiirevi alinir ve (4.2) denklemi kullamlirsa

(e (s). M)+ adls). N (5) = (ﬂJE

k, (s)




olup, a'(s), W,) = A oldugu g6z oniine almip (4.6) kullanlirsa,
1

. 8(@’ (5) ks (5) = K3 ) , (s)jc e (5) (o) W) = [k; () &, () =k () (s)},g

ki (5) ki (s)

k, (s) (a(s), W2> =0
olur, k, (s) # 0 oldugu g6z Oniine alinirsa
(a(s), W2> =0

elde edilir. Bu ise @ nin 2-dejenere bir rektifiyan egri oldugu anlamma gelir. Boylece ispat

tamamlanur.
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5.SONUC

Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5 e bagl ii¢ tane sonug elde edildi. Bu sonuglar;

5.1.1. Sonug: M.’ deki herhangi 2-dejenere rektifiyan egri 2-dejenere helis

olamaz.

5.1.2. Sonu¢: M/ ’deki herhangi 2-dejenere rektifiyan egrinin birinci ve ikinci

egriliklerinin her ikisi birden sabit olamaz.

5.1.3. Sonug: M.’ deki herhangi 2-dejenere rektifiyan egrinin birinci ve ikinci

egriliklerinin her ikisi birden sifir olamaz.
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