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OZET

Dort boliimden olusan bu ¢aligmanin ilk boliimiinde spektral teori, kesirli diferensiyel
denklemler, difiizyon denklemi hakkinda genel bilgi verilmis olup ikinci boliimde temel
tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, Sturm-Liouville problemi, dzdegerleri
ve dzfonksiyonlar1 tanimlanarak ozellikleri incelenmis ve 6zfonksiyonlariin sifirlar
verilmistir. Tezin son boliimiinde ise kesirli difiizyon denklemi ele alinmig, spektral

veriler yardimiyla ters problem incelenmigtir. Bununla ilgili sonuglar verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklem; Spektral analiz; Difiizyon

denklemi; Ters problem; Caputo tiirevi; Asimptotik formiil.
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SUMMARY
Inverse Problem for Fractional Diffusion Operator

This study consists of four chapters. In the first chapter general concepts of spectral
theory, fractional differential equations and diffusion equations are given.

In the second chapter, some basic definitions and theories are examined.

In the third chapter, Sturm-Liouville Problem, characteristic values and functions
are defined.

The last chapter of this thesis is on the spectral analysis and the inverse problem
for fractional diffusion equation and give some results.

Key Words: Fractional differential equations; Spectral analysis; Diffusion equa-

tion; Inverse problem; Caputo Derivative; Asymptotic formula.



SEMBOLLER LIiSTESi

Bu caligmada kullanilan bazi1 semboller, agiklamalar: ile birlikte asagida sunulmusg-

tur.

K (x,t)

Dogal sayilar kiimesi,

Reel sayilar kiimesi,

Kompleks sayilar kiimesi,

Tiirev operatorii,

Karesi integrallenebilen fonksiyonlar,

Oz fonksiyon,

Oz deger,

Gamma fonksiyonu,

Potansiyel fonksiyon,

Alfa,

Spektral fonksiyon,

Cekirdek fonksiyonu,

«. kattan integral,

«. mertebeden tiirev,

a. kattan Caputo tiirevi,

Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,
Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu.
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1. GIRIS

Fizik, sosyal bilimler, miithendislik gibi bir¢ok bilim dalindaki problemlerin ¢oziimii
icin bu problemlerin 6nce matematiksel ifadelerle formiile edilmesi gerekir. Buradan
dogadaki bir biiyiikligiin diger biiyiikliiklere gore degisim hizi matematikte tiirev olarak
ifade edilir. Bu ytiizden her siirecin farkli degigim hizlar1, degisik tiirevler bulunduran
bagintilar olarak kargimiza ¢ikar. Bu bagintilar karakterize eden fonksiyonlarin yam
sira bu fonksiyonlarin birinci veya daha yiiksek mertebeden tiirevlerini hatta kesirli
mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere diferensiyel denklem ya da kesirli diferen-
siyel denklem denir. Kesirli diferensiyel denklem de matematiksel analizin bir koludur.
Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in kesirli tiirev ve integral hesaplamalarinin
iyi bilinmesi gerekir. Kesirli hesap teknigi; tam sayili mertebeden tiirev ve integral hesap
tekniginin genigletilmis seklidir.

Kesirli hesaplamalarin temeli 300 yila dayanmaktadir. Bu siireg 1695 yilinda ilk

mn

olarak L’Hospital’in Leibniz’e n tamsay1 olmak iizere d—g: tiirev ifadesindeki n tam-
x

1
say1sini 3 alsan olur mu? Diye bir soru yoneltmesiyle basladi. Leibniz bunun sonsuz

seri yardimiyla tanimlanabilecegini soyledi ve
dV?x = aVdr

ifadesini 1/2. mertebeden tiirev oldugunu belirtti.
1730 yihinda Euler bu konu hakkinda galigmig ve Gamma fonksiyonunu tanim-
lamigtir. 1772 yilinda J. L. Lagrange

dm dn B dern
dx™ dx”y ~ dgmtn

Y

vermis oldugu mertebesi tamsay1 olan diferensiyel operatorler icin tisler kurali ile bu
konuya dolayl olarak katki saglamigtir. 1812’de P. S. Laplace kesirli tiirev ifadeleri
tamimlamig ve 1819’ da keyfi mertebeli bir tiirevden s6z etmistir. 1819’ da S. F. Lacroix
tiimevarimdan faydalanarak y = ™ ve m pogzitif bir tamsay1 olmak iizere, ™ nin n.

mertebeden tiirevini,



(m > n)

dy — om! . T'(m+1)

dm”_(m—n)!x S I'(m—n+1)

m—n

seklinde vermig ve m = 1, n = 1/2 alarak

d1/2y B 2\/5
del/2 Nz

elde etmigtir. Yine 1823 yilinda kesirli iglemleri ilk kulanan bilim adami N. H. Abel

olmustur. Abel,

xT

k= /(g; — )R F () dt

0

integral denkleminde kesirli hesabi kullanmistir. Bu denklemin sag tarafina

Vi [d712 da ) f ()

yazarak diizenleme yapmis ve

J1/2

Wk =Vrf(v)
denklemini vermigtir. Abel, bu denklemde f (x)’1 belirleyerek kesirli hesapta énemli bir
bagar1 saglamistir. Bu gekilde kesirli hesabin tarihgesine devam edersek, 1844’de Boole,
sabit katsayili lineer diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in sembolik yéntemler
geligtirerek, problemlerin ¢oziimiinde kesirli hesabi kullanmis ve bu alanda etkili ¢alis-
malar kaydetmistir. Bu calismalarin temeli, kuvvet serileri ve diferensiyel
denklemlerin ¢oziimii olarak tanimlanan diferensiyel operatoriin, keyfi bir fonksiyonunun
genel agilimina dayanir. Boole’nin bu metotlari, fonksiyonunun bazi siniflari icin dikkate
deger goriilmiis ve bir ¢cok yonde kullanima acik hale getirilmistir.

1892’de Heaviside, elektromanyetik teorisinin bazi problemlerini ¢ozmek igin kesirli

hesab1 kullanmig ve ayrica, genellegtirilmis tiirevlerin uygulanmasinda ¢nemli bir adim
atmigtir. 1920’de ise iletkenlik teorisinde, kesirli diferensiyelden yararlanmigtir. Bu

calismadan yola ¢ikan Gemant, 1936’da, esneklik problemlerinde kullanmak iizere kesirli
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diferensiyelden faydalanmigtir. Yine Weyl (1917), Hardy (1917), Littlewood (1925),
Kober (1940), Kutner (1953), Lebesgue ve Lipschitz’in gelistirdikleri fonksiyonlarin

kesirli tiirev ve integral ozelliklerini incelemislerdir.

Erdelyi (1939) ve Osler (1970), keyfi fonksiyonlar1 igeren kesirli tiirev ve integral
tanimlarim vermiglerdir. Riesz (1949), ¢ok degiskenli fonksiyonlar icin kesirli integral
teorisi geligtirmigtir. Erdelyi (1964), integral denklemler igin kesirli hesap teknigine
bagvurmustur ve Higgins (1967), diferensiyel denklemleri ¢ozmek igin kesirli integral
operatorlerini kullanmigtir. Bunun gibi bircok matematik¢i bu konu tizerine caligmig
fakat bazilarinin tezi basarili olmustur. Biz suan en yaygin olarak Riemann-Liouville,
Grunwald-Letnikov, Caputo ve Miller-Ross tanmimlarini kullanmaktayiz.

Kesirli hesaplamalarin matematikteki uygulamalar: 20. yy bitmeden ortaya konmusg
fakat miihendislik ve bilimdeki basarilar1 gectigimiz yiizyil igerisinde gerceklesmistir.
Giintimiizde 1s1 transferi, eloktromanyetik, akustik, elektrokimya, sivilarin kimyasal
analizi, difiizyon gibi bir¢ok alanda uygulamasini gérmekteyiz. Kesirli hesaplamalar
bir ¢ok denklemde hassasiyeti artirarak daha iyi sonuclar elde etmemizi saglamis ayrica
fiziksel denklemlerin yorumlanmasinda biiyiik katki saglamigtir. Son yiizyil boyunca
kesirli analiz, viskoelastiklik ve soniim, kaos, yayilhim ve dalga hareketleri, filitreleme ve
tersinemezlik, kontrolor tasarimi gibi pek¢ok alanda hassas modellemeler yapilmasinda
onemli katkilar saglanmigtir. Ayrica beyin analizinde sinir hiicrelerinin karmagik yapili
anormal davraniglarinin modellenmesi ile ilgili caligmalariyla tip alaninda, fiyat analizi
gibi dogrusal olmayan hareketlerin benzetimlerinin yapilmasi ile ilgili ekonomik alanda,
depremde fay hatlarinin anormal hareketlerinin incelenmesi ile ilgili pek ¢ok alanda
kesirli analiz kullanilmaktadir. Kullandigimiz tanimlar arasinda da Caputo tanim
baslangic kosullarin fiziksel durumlara en uygun sekilde veren tanim olmustur.

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik ve mekanigin bir ¢ok alaninda kul-
lanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari aynm zamanda
lineer cebir ve titregim teorisinin problemleridir. Bu problemler arasindaki benzerlik-
lerden yararlanan ilk bilim adami Hilbert olmustur. /> ve H soyut Hilbert uzay: tanim-
landiktan sonra bu uzayda lineer self adjoint operatorler teorisi gelismeye baslamis ve

XI1X.—XX. asirlarda iist seviyelere ulagmigtir. Bu konu hakkinda bir ¢ok matematikci



calismig, bu caligmalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirici
sayilar gibi spektral veriler tanimlanmig ve farkli yontemlerle asimptotik formiiller bu-
lunmustur. Ayrica acilim teoremleri ispatlanmigtir.

Regiiler ve singiiler olmak tizere iki tiir diferensiyel operatér tanimlanmig, bunlarin
spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar: stirekli
fonksiyonlar olan diferensiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilar:
sonlu sayida siireksiz noktaya sahip olan diferensiyel operatorlere singiilerdir denir.
Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville

teorisi olarak bilinir.

G. D. Birkoff tarafindan ikinci mertebeden diferensiyel operatorler igin sonlu aralikta
regiiler sinir sartlar saglayan keyfi mertebeden adi diferensiyel operatorlerin 6zdeger-
lerinin dagilimi incelenmigtir. Daha sonraki yillarda birinci mertebeden iki denklemin
regiiler sistemleri ele alinmigtir. Singiiler operatorler igin spektral teori ise ilk olarak
H. Weyl tarafindan incelenmistir. Simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral
teorisi daha sonra F. Riesz, J. von Neumann, K. O. Friedrichs gibi matematikgiler
tarafindan elde edilmistir. 1946 yilinda E. C. Titchmarsh ise ikinci mertebeden singiiler
operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklagim kazandirmistir ve dogru ekseninde

tanimh azalan veya artan potansiyelli
L=——5+q(x)

Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiiliinii vermistir. Giintimiizde
bu operatére bir boyutlu ¢ () potansiyeli Schrodinger operatorii denir.

1949 yilinda B. M. Levitan singiiler diferensiyel operatorleri incelemis ve diferensiyel
operatorlerin spektral teorisinde biiyiik ¢caligmalar yapmustir. R. Courant, T. Carleman,
M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P. Maslov, M. V. Keldish gibi
matematikcilerde ozdegerlerin, ozfonksiyonlarin asimptotikligine ve ozfonksiyonlarin
tamligina iliskin konulara katki saglamistir. Diferensiyel operatorler icin ters problemle
ilgili ilk sonug ise V. A. Ambarstsumyan tarafindan elde edilmigtir. Fakat spektral
analizin ters problemler konusundaki temel caligmasi I. M. Gelfand ve B. M. Levitan

tarafindan yapildi. 1964 yilinda I. M. Gelfand ve B. M. Levitan Sturm-Liouville



operatorleri i¢in ters probleminin iki spektruma gore tam ¢oziimiinii vermigtir. Son 20
yilda ise spektral veriler olarak 6zfonksiyonlarin sifirlar yani nodal noktalar ele alinarak,
Sturm-Liouville operatorii ve diger diferensiyel operatorleri icin spektral teorinin bazi
problemlerine yogun bir gekilde ¢aligilmaktadir [15, 16].

Difiizyon denklemi maddenin korunumu prensibinden hareket edilerek,

%///c(?,t)dv:—]{7(?,t)d?

seklinde yazilir. ¢ (7, ) birim hacimdeki parcacik sayisini veren konsantrasyon, 7 (7, 1)
ise, birim ytiizeyden ve birim zamanda gecen parcacik sayisidir. Bu denklemin sol tarafi
V' hacmindeki parcacik sayisindaki degisimi, sag tarafi ise, V' hacmini g¢evreleyen S
yiizeyinden birim zamanda gecen parcacik miktarini verir. Kaynak veya kayiplarin
bulunmadigi durumlarda her iki terim de birbirine esit olacaktir. Gauss teoremini kul-
lanarak yiizey integralini hacim integraline cevirirsek, difitizyon denklemini asagidaki

gibi yazabiliriz:

%///c(?,t)dw%///?7(?,@@ =0,
/// {%(?,tﬂ??(?,w} d = 0
J

V' hacmi rasgele secilebileceginden, konsantrasyon igin ¢oziilecek diferensiyel denklemi

de

olarak elde ederiz. Ancak, bu denklem tek bagma c¢oziilemez: c(7,t) ve 7 (7, 1)
arasinda bir bagintiyada ihtiya¢ vardir. Parcacik akimi dogal olarak konsantrasyonun
yiiksek oldugu bolgelerden alcak oldugu bolgelere dogru olacagindan, akim ve kon-

santrasyon gradyant1 arasinda alinacak
— —
J =—kVe(7,t)

seklinde dogrusal bir bagint1 pek ¢ok durumda yeterli olacaktir. Burada k difiizyon

sabitidir. Bu da bize ¢ (7", ) icin ¢oziilecek ve Fick difiizyon denklemi olarak da bilinen
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denklemi verecektir:

9.
ot

Einstein, difiizyon problemlerinde konsantrasyonun ayni zamanda da bir parcacigin

(7,1) — kY2 (T,t) =0 (1.1.1)

verilen bir noktada ve zamanda bulunma olasiligina orantili oldugunu goriir. Dolayisiyla,
P (7,t) ile gosterecegimiz olasilik dagilimi konsantrasyon ile aym (1.1.1) diferensiyel
denklemi saglayacaktir. Bu denklemin ¢ = 0 aninda merkezde olan bir parcacik icin

¢oziimii, Gauss dagilimi olarak bilinen

P(7,1) 1 ( - )
r,t)=———exp|———
(4mkt)? 4kt

formiilii ile verilir. Bu dagilima gore 7 'nin ortalama degerini gosteren (7°) sifir ol-

2

v — P
masina karsin, parcacigin merkezden zamanla uzaklagmasini veren 7°“'nin ortalama

sapmasi ise,

(7= (7)Y = (7= / 2P (7, 1) dr
6kt

olacaktir. Burada dikkatimizi ¢eken

(72) > oot
iligskisidir. Bu difiizyon denklemindeki zaman tiirevinin birinci dereceden olmasindan
kaynaklanmaktadir. Sistemdeki zaman 6lcegi mesafe 6lgeginin karesi ile degigmektedir.

Siire dort kat arttirilinca alinan yol sadece iki kat artmaktadir. Ancak, bazi deneylerde

bu iligkinin bozuldugu ve
<72> > oot a#1

seklinde oldugu goriilmiistiir. Bunun difiizyon denklemine yansimasinin ise,

%P (711) = ko V2P (7,0) =0, ko #1

seklinde olmas1 beklenir.

Daha sade sekilde ifade edersek bir parabolik denklem olan

P00
or2 Ot

bu denkleme difiizyon olaylarinin incelenmesi ile ilgisinde dolayi bir boyutlu difiizyon

denklemi ve k bir sabit olmak iizere



00
2y _
kv H—at

denklemine genellestirilmis diftizyon denklemi denir.

Fizikte difiizyon denklemi baz1 durumlarda ortaya ¢ikmistir bu durumlar; katilarda
1s1 iletimi, es yapili cisimler iginde difiizyon, nétronlarin madde icinde yavaslatilmasi,

burkacin difiizyonu ve iletken ortamlarda ortaya ¢ikmig ve kullanilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. Z fx, bir A kiimesi iizerinde taniml fonksiyonlarin bir serisi olsun. Z fr
serisi A iizerinde diizgiin yakinsaktir <= Ve > 0 i¢in dng € N o6yleki Vo € A ve her

n > m > ng igin

> fi(@)

k=m+1

<€

dir [2].
Tamim 2.2. (fn) dizisi f fonksiyonuna A {izerinde diizgiin yakinsaktir < Her ¢ > 0

icin en az bir ny vardir 6yle ki Vn > ng ve Vo € A igin

() = f(2)] <€

olmasidir. Burada ny noktasi sadece €’a baghdir [2].

Tamim 2.3. Bir f (2) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z; noktasinin ¢ komsu-
lugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyorsa f (z) fonksiyonuna zy noktasinda
analitiktir denir [17].

Tamim 2.4. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f (z)’e
tam fonksiyon denir [5].

Tanmim 2.5. 0 < |z — 29| < R bolgesinde f (z) analitik fonksiyon olmak iizere,

lim f(z) = o0

Z—Z20

ise zp’a f (2)’in kutup noktas1 denir [17].

Tanim 2.6. Sadece G ciimlesinin noktalarini igeren zy € G noktasinin komsulugu varsa
zp’a G nin ig noktasi denir [5].

Tanim 2.7. f(z) fonksiyonunun z, noktasi ayrik tekil noktasi olsun. z; noktas: harig
basit diizeltilebilir v egrisinin i¢ noktalarimin tamaminda ve v egrisinde f (z) analitik

olsun. Bu takdirde
1
N

integraline z noktasina nazaran f (z) fonksiyonunun rezidiisii denir [5].



Tanim 2.8. Noktalar1 sadece kutup noktalarindan olusan fonksiyonlara meramorf
fonksiyon denir [5].

Tanim 2.9.

[e.o]

C{f () = / et f (t)di = F(s)

denklemi ile tanimlanan, £ {f (t)} veya F' (s)’ye f (t) fonksiyonunun Laplace doniigtimii
denir [9].
Tanim 2.10. a < x < b olmak iizere,

b

12[a,1] = f(x)s/[f<x>]2d:c<oo

a

bu uzayda i¢ ¢arpim

seklinde tanmimhidir [5].
Teorem 2.11. (Ikinci ortalama deger) f (z) ve g () [a,b] arahgmnda tammh g (z)

azalan veya artan bir fonksiyon olmak iizere ve [a, b] araliginda bir ¢ noktasi igin

/f<x>g<x>dx:g<a>jf<x>dx

dir.
Tanim 2.12. Gamma fonksiyonuna faktoriyelin genellegtirilmis fonksiyonu denir. I' (2)

ile gosterecegimiz gamma fonksiyonu

[o.9]

['(z) = /ett“dt, z€N (2.1.1)
0

integrali ile tanimlanir [20].



En belirgin 6zellikleri

F'(z+1)=2I'(2), TI'(x)=(=—-1)! zeN

esitliklerini saglamasidir. Bu ifadeler kismi integrasyon yontemiyle kolayca elde edilebilir.

[(z+1)= /e‘ttz+1_1dt = /e_ttzdt
0 0

olur. Kismi integrasyon kullanarak bu integrali bir defa integre edelim.

u = t*,dv = e~'dt olsun. Bu taktirde du = 2t*~'dt,v = —e ! olur. Bu ifadeleri

/udv:uv—/vdu

formiiliinde yerine koyarsak

oo b
F(z+1) = /e_ttzdt = blim e 't7dt
0 0

b

_ : —t,z]t=b : —tpz—1
= z}gglo [—e t ]tzo + zblirg) e "tFTdt
0

= z/ettZIdt

0

olur, buradan
I'(z+1)=2I(2) (2.1.2)

elde ederiz. Bu ifade gamma fonksiyonu i¢in bir rekiirasyon formiiliidiir.
(2.1.1) integralinde z = 1 alirsak,

[e.9] [o.9]

I(1) = /e‘ttodt = /e_tdt =——cl=-(0-1)=1

0 0

dir. (2.1.2) egitliginde z = 1,2, ... degerleri igin

10



'n+1) = nl'(n)=n.(n—1)!=n!

elde ederiz. Bu formiilden anlagilmaktadir ki gamma fonksiyonu faktoriyelin
genellegtirilmesidir.
Tanim 2.13. m,n kompleks say1 olmak iizere Beta fonksiyonu B (m,n) ile gosterilir

ve

B(m,n) = / 2™ (1 —2)" " de, (Re(m)>0,Re(n)>0)

seklinde tanimlanir [20].
Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonu arasinda

T (m)T (n)

B(m,n) = T'(m-+n)

Re(m) > 0,Re(n) > 0
bagintis1 vardir. ve
B(m,1—=m)=T(m)I'(1-m) Re(m)>0,Re(n)>0

seklinde kullanilir.
Tanim 2.14. €7 iistel fonksiyonun genellestirilmesi olan ve 1903 yilinda Mittag-Leffler

tarafindan bulunan bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

B = 2 Ty

olarak ifade edilir. Tki parametreli fonksiyon tipi ise

) K
Eaﬁ(Z):Zm, (1/>0,6>0

k=0
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seri agilimi geklinde tammlanmugtir [20]. « ve § min belli degerleri igin Mittag-Leffler

fonksiyonu temel fonksiyonlara indirgenebilir.

o0 o0 k.
Biale ;r k+1) :Z%_ez
=0 k=0

Bial) = Zmzzmw

ve genel olarak

1
El,m (Z) = m—

elde edilir.
Hiperbolik siniis ve cosiniis fonksiyonlar1 Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel hal-

leridir. Yani;

o0 52k 0 2%
E21( ):kz_;F(Qk’le) kz_;@k)'—cosh()
Baa () = ) T 222:2 _é ) 2k2]j:11 Sm};( )
k=0 =0
seklindedir.

Teorem 2.15. o < 2, 3 keyfi reel bir say1 olmak tizere, u de

e’ ,
- <K< min {m, T}

ve C bir reel sabit iken,

C
1+ |z

[Eap (2)] <
dir. p <larg(2)| <m, |z| > 0 [20].
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Tanim 2.16. Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi ¢ > 0, g e Rven —1 < g < n,

n € N olmak tizere,

dif (z) / f
dx? (n — q) dz™ 1 ntq

0

seklindedir. Kesirli integral tanimida g > 0, ¢ € R olmak iizere,

dif(x) 1 [ f(t)dt
dx—1 _F(q)o/(x—t)l‘q

seklindedir [20]. Riemann-Liouville yaklagimimin baz1 6zellikleri soyledir:

L. p > 0,q > 0 olmak iizere

oDy (oD f (1) =a D7 (D f (1) =a D7 (1)

dir.

II. p > 0 olmak {izere

DF (D7 f (1) = f (1)

dir. Fakat (k—1 <p < k) igin

DI GDE () = 10— Y LD 0], Lm0
= t“F(p—JJrl)
dir. Eger 0 < p < 1 ise yukaridaki ifade
_ _ t—a)!
DI GDEE () = 0 = LD @),

olarak elde edilir.

III. p > 0,q > 0 olmak {izere
DY (D f (8) =a DY S (1)

k _\P—d
D DL (1) = DI (=3 DI 1 0], e o<k -1 <g <k
J=1

(p—Jj+1)
dir.
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IV. n tamsay1 olmak iizere eger f*) (a) = 0,(k=0,1,2,....n — 1) ise asagidaki
esitlik elde edilir.

dn

. " f (1)
dtn

pr o) = (Dr ) = s 0

m—1<p<mven—1<g<n olmak iizere

- , (t — a)_p_j

DY (oDEf () =a DYFF () = 3 [DE7F )], T e (2.1.3)
D} (DY f (1)) =4 DY f (1) Z (DY f (t (t—a) 7" (2.1.4)

— “‘F(—q—j+1)

dir. Ayrica (2.1.3) ve (2.1.4) denklemlermm esit olmasi icin
LDV @], =0, (j=1,2,...,m)

DI7f(1)],_, =0, (j=12..n)
sartlarinin saglanmasi gerekir.
Tamim 2.17. m,m < p < m + 1 sartim saglayan bir tamsay, f (¢) fonksiyonu siirekli
ve f®) (1), (k=1,2,..,m+ 1) tiirevleri de [a,t] kapali araliginda siirekli olsun. Bu
takdirde f (t) fonksiyonunun p—inci mertebeden Grunwald-Letnikov kesirli tiirevi,

n

p

DIF() = lim By (1) f(t—rh)
nh=t—a r=0 r
_ f:f(k) (a) (t—a) "
~ T(—p+k+1)
1 t
t—7) Pt (1) d 2.1.
o T () (215
dir [20]. Burada
Py _plp=1D(P=2)..(p—r+1)
B r!
r
olarak alinmigtir.
Ayrica polinomlar icin f(t) = (t —a)” olmak iizere f (¢) fonksiyonunun kesirli
tiirevini,
I'(1+wv) _
aDp t— B _ t— B—p
t( CL) F(1+U—p)( a’)
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seklinde tanimlamigtir
f (t) fonksiyonu [a,t] kapali araliginda siirekli olmak iizere f (t) fonksiyonunun p
mertebeden Grunwald-Letnikov kesirli integrali

n

p

DiPf(H) = lim By f(t—rh)
nh=t—a r=0 r
1 t
= — [ @t=7P""f(ndr 2.1.6
o KA (2.1.6)
olarak tamimlanmr. Burada
p pp+ 1) (p+2)..(p+r+1)

|
r r

dir.
Eger f'(t) tiirevi [a,t] kapah araliginda siirekli ise o zaman (2.1.6) denklemine bir
defa kismi integrasyon uygularsak

t

)/(t—r)pf/(r)dr

a

f(a)(t—a)pJr 1
F'(p+1) F'(p+1

oD () =

elde edilir. f (¢) fonksiyonu [a, t] kapali araliginda m+1 defa siirekli diferensiyellenebilir
ise o zaman (2.1.6) denkleminden

t

_ 2 f® (@) (t = a)P 1 oM e(mal
aDtpf@):kZ:Ofl“gp)—ikjLi) +F(p—|—m—|—1)/(t_7) fD () dr

a

elde edilir. Grunwald-Letnikov yaklagiminin bazi 6zellikleri soyledir;
I. Grunwald-Letnikov kesir mertebeden tiirev operatorii lineerdir.
I1. n tamsay1 ve p > 0 olmak tizere f (a) =0, (k=0,1,2,...,n — 1) ise

G W0t ) = 0t () = o o)

dir.
HNLO<m<p<m+1ve0<n<qg<n-+1olsun.
Eger f® (a) =0,(k=0,1,2,...,7 — 1;7 = max (n,m)) ise

Df (DY f (1) =a DY (DL f (1) =0 DY (2)
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esitligi mevcuttur.

IV.O<m<p<m+1veq<0olsun. Eger f* (a) =0,(k=0,1,2,....m — 1)
DY (WDYS (1)) =a DTS (8)

olur.

V. p < 0 ve g herhangi bir reel say1 olmak {izere
Df (DY f (1) =a DI (1)

elde edilir.

Grunwald-Letnikov yaklagiminin, Riemann-Liouville yaklagimi ile iligkisine bakacak
olursak, eger f (t) fonksiyonu [a,t] kapal arahiginda siirekli ve m + 1 defa siirekli
diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde her p (0 < m < p < m+ 1) i¢in ,D{ f () Riemann-
Liouville kesirli tiirevi mevcuttur ve Grunwald-Leetnikov kesirli tiirevine esittir. Gercek-
ten de Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminda m + 1 kez kismi integrasyon uygu-

lanirsa

DVF() = F(—p—l—lm+1) (%)m /(t—r)m—pf(f)m (2.1.7)

a

RN O
B Z L'(—p+k+1)

t

(2.1.8)

1 _ ) TPtm p(m+1)
+F(—p+m+1)/(t 7) foY (1) dr

a

= JDif (1)

elde edilir. Sonug olarak eger t > a igin f (¢) fonksiyonu m + 1 mertebeden siirekli
tiirevlere sahipse o zaman (2.1.5)’de verilen Grunwald-Letnikov kesirli tiirev tanimi
ile (2.1.7)’de verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi birbirine denktir. Bunun
yaninda (2.1.7)’de verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi f (¢) fonksiyonu

tizerinde bazi gartlar gerektirir. Gergektende f (¢) fonksiyonunun integrallenebilir olmasi
(2.1.7)’de verilen integralin varhig icin yeterlidir ve bu integral m + 1 kez diferensiyel-

lenebilirdir.
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Simdi (2.1.8) denkleminin ¢zel halini diigiinelim. Eger f (¢) fonksiyonu siirekli ve
f'(t), [a,t] kapali araliginda siirekli olsun. O zaman her p (0 < p < 1) i¢in Riemann-
Liouville kesirli tiirevi ve Grunwald-Letnikov kesirli tiirevi mevcut ve

fl@(t—a™ 1
Ti-p) Ta-p

t

/ (t—7)"f (r)dr

a

oDEf(t) =a DYS (E) =

olarak yazilir.
f (t) fonksiyonu m + 1 mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve m < p < m + 1 olmak

izere

DYV f (8)]4—q = O (2.1.9)
sart:

f9()=0,(j=0,1,2,...,m—1) (2.1.10)

sartina denktir. Gergekten de (2.1.10) sart1 saglanir ve sonra (2.1.8)’da t — a alinirsa
(2.1.9) elde edilir. Diger taraftan (2.1.9) sarti saglanirsa (2.1.8)'nin her iki tarafi
(t — a)pfj (j=m—1,m—2,...,2,1,0) ile carpilir ve ¢t — a i¢in limit alinirsa

f = (a) =0, f™ D (a) =0,...,f"(a) =0, f (a) =0, f(a) = 0 elde edilir. Bu da
(2.1.10) sartidir. Boylece

WDV f (1)],—, =0 <= fY(a) =0,(j =0,1,2,....,m — 1)

elde edilir.
Tanmim 2.18. Riemann-Liouville yaklagimi ¢ = a da kesirli tiirevinin limit degerleriyle

verilen baglangic sartlarini icermektedir. Ornegin;

lim DF'f (1) = by,
lim Df2f () = by,

%im JDET3f () = by,

dir. Burada by, k = 1,2,3,...,n dir. Boyle basglangi¢ kosullarinda olusan baslangi¢ deger
problemi Riemann-Liouville yaklagimi ile basariyla ¢oziilebilir. Bu ¢oziimler pratikte

kullanigsizdir. Ciinkii boyle basglangic sartlarinin fiziksel karsiligi mevcut degildir.
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Bu durum M.Caputo tarafindan gelistirilen, 3’ (a), 4" (a), ... gibi tamsay1 mertebe-
den tiirevlerin ¢ = a noktasindaki limit degerlerini igeren kesirli tiirevlere sahip
diferensiyel denklemler icin verilen baglangic-deger problemlerinin baslangic sartlarini
formiilize eden Caputo yaklagimi ile ¢oziilmiistiir. Caputo kesir mertebeden tiirev
tanimu, f (t) fonksiyonu n defa siirekli diferensiyellenebilir olmak iizere n — 1 < a <n

igin

I, 1 / "(r)dr
gD?:Da D f(t):F(’I’L—OZ)/(tf ()iJrln

olarak Caputo tarafindan tanimlanmigtir [20].

Tanim 2.19. erf (z) ile gosterilen hata fonksiyonu

2 i 2
erf (l’) = ﬁ/e_t dt
0

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyona iligkin agagidaki degerler ve egitlikler mevcuttur.
1) erf (—z) = —erf (x)
2) erf (0) =0
3) erf (00) =1
Tanmim 2.20. AngerJ (v, x) fonksiyonu homojen olmayan bessel denkleminin ¢oziimiidiir.

AngerJ (v, x) fonksiyonu

(x — v) sin (v)

vy +ay + (x—v)y = -

denklemini saglar.
f(x)
g (x)

siirli ise f (x) = O (g (x)) olarak gosterilir [18].

~~

(x

()

Tamim 2.21. Eger x — 0 (veya © — o0) iken — 0ise f(z) =o0(g(x)) ve

<«

Tanim 2.22. f(x) fonksiyonu [—L, L] araliginda 2L peryotlu periyodik bir fonksiyon

olsun. Yani, f(z+2L)= f(z) olsun. f (z) fonksiyonunun Fourier serisi agilimi

@—l— N a cos@—l—b s'nlm—x
2 RCOS T T ORI
k=1
seklindedir.
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Burada ay, ve by fourier katsayilar olup, (k =0,1,2,...)

/f cos —dx

/f sin @d:c

degerlerine sahiptir.
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3. STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN SPEKTRAL ANALIiZi

Bu boliimiin ilk kisminda Sturm-Liouville problemi ve spektral veriler tanitilmis,
ikinci kisminda ise dzfonksiyonlarin sifirlar1 ve bununla iligkili teoremler ve ispatlari

verilmigtir [15, 16].
3.1. Sturm-Liouville Problemi ve Spektral Veriler
q(x), [a,b] arahiginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak {izere,
L=——+q(2)
seklinde tanmiml L operatoriine Sturm-Liouville operatorii denir. Ayrica,

" +qx)y= Ny (3.1.1)

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklemin spektral ¢zellikleri bu-
lunurken genelde 3 tiir sinir sartlariyla gozoniine alinir.

1. Ayrik sinir sartlar::
y(a,\)cosa+y (a,\)sina =0 (3.1.2)
y(b,\)cos S+ 1y (b,\)sin3 =0 (3.1.3)
2. Periyodik ve antiperiyodik sinir sartlar::
y(a,\) =y (b, A), ¥ (a,A) =y (b))
y(a, ) ==y (0, ), ¥ (a,A) = =y (b, A)
3. Uglar sabitlenmis sinir gartlar::

y<a7)‘) = y(b,)\):O
y,<a7)‘) = y,<b7)‘>20

seklindedir. (3.1.1) denklemine (3.1.2) ve (3.1.3) sinir sartlariyla Sturm-Liouville prob-
lemi denir. (3.1.2) sir sartinda her iki tarafi sina’ ya ve (3.1.3) smur sartlarinda her

iki tarafi sin 3’ ya bolersek



y(a,A) +y'(a,A) =0
a
cosf B
YN o+ (b0 =0
olur. Buradan
cos cos f3
cot @ = — =—h, cotf=— =H
sin « sin (3
seklinde alirsak,
v (a,\) — hy (a,\) =0 (3.1.4)
v (b,\) + Hy (b,\) =0 (3.1.5)

siir gartlarii elde ederiz. Eger h = oo ise (sina = 0),
y(a,\) =0

H = oo ise (sinff =0),
y(b,\) =0

olur.

(3.1.1)—(3.1.3) Sturm-Liouville probleminde ¢ (z) € C'[a, b] ve h, H sonlu reel sayilar
ise bu takdirde Sturm-Liouville problemine regiiler, bu sartlardan biri saglanmaz ise
singiiler Sturm-Liouville problemi denir.

y € Ly [a,b] olmak iizere
Ly =Xy

denklemini saglayan y # 0 fonksiyonu mevcutsa A’ya L operatoriiniin 6zdegeri, y (z, A)
fonksiyonunada A’ya karsilik gelen 6zfonksiyonu denir. Buna gore asagidaki lemmay1
verelim.

Lemma 3.1.1. A; # )y olmak iizere \; ve Ay 6zdegerlerine kargilik gelen y (z, A1) ve

y (x, Ag) Ozfonksiyonlar1 ortogonaldir. Yani,

™

/y (x, M)y (x,\o)dz =0, x€l0,7]

0
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dir.
Ispat. f ve g siirekli ve ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.
Lf = f"(z) — q(2) f (v) esitligini goz oniine alalm. Iki fonksiyonun Wronskian

determinanti

(z) g (z)
seklindedir . Lfg(x) ifadesini 0 ’dan 7 ’ye integrallersek ve birinci terime iki kez kismi

integrasyon uygularsak;

Ky

[rrotaas - / (" (@ (2)} gl)d

0

_ / 7 () g(a)d — / 1(2) ] (@) gla)de

= WL {f g}t Welfog) + / Lof(x)da (3.1.6)

elde ederiz.

y(0)cosa+1vy (0)sina = 0

y(m)cosf+9y (m)sinff = 0
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sinir gartinl kullamirsak, W, {f, g} = 0 ve Wy {f, g} = 0 olup, (3.1.6) esitliginde yerine

yazarak

™

/Lfg(:c)d:c = ngf(x)dx (3.1.7)

0

esitligi elde edilir. f (x) yerine y (x, A1) ve g (x) yerine y (z, A2) alirsak ve
Ly (z, M) = Ay (z, M), Ly (2, 22) = Aoy (2, A2)

ifadeleri (3.1.7) de yerine yazilirsa

s ™

/Aly (x, M)y (z, ) dx = /)\gy(x,)\g)y(x, A1) dx

0 0
™

(A — A2) /y (x,\)y(z,A2)dx = 0

0
A1 # Ag icin

™

/y (, M)y (z, Ay)dx =0

0
elde edilir. Yani y (z, A1) ve y (z, \2) fonksiyonlar1 diktir ve boylece lemma ispatlan-
magtr.

Lemma 3.1.2.
Ly=—y"+q(@)y= Xy, ve€l0,n]
y(0)cosa +y (0)sina = 0

y(r)cosf+9y (m)sin = 0

sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.
Ispat. Kabul edelim ki \; = u + 70 kompleks bir 6zdeger olsun. ¢(z) fonksiyonu [0, 7]

araliginda reel degerli siirekli fonksiyon, «, 5 reel say1 oldugundan dolay1

23



A = A\ = u — v sayist da Ozdeger olur. Bu ozdegere karsilik gelen dzfonksiyon

Y (:z:,)\_l) =y (x, A1) 'dir. Bu takdirde Lemma 3.1.1 geregince,

™

/y (z, M)y (z,\)dz =0

0

olur. Yani;

&/wmAm%M=o
0

oldugundan y (z, A1) = 0 olur. Halbuki y (z, A1) # 0 oldugundan bu bir ¢eligkidir. O
halde 6zdeger kompleks olamaz. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.1.3. ¢ (x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, reel degerli bir fonksiyon ve

d*p
Ly = 2 +q(x)p=Xp, z € la,b] (3.1.8)
denkleminin,
¢ (a,\) =sina, ¢, (a,\) = —cosa (3.1.9)

baglangig sartlarim saglayan ¢oziimii ¢(z, A) olsun. Bu takdirde her reel « i¢in = € [a, b]
olacak bigimde bir tek ¢(x, \) ¢dziimii vardir. Ayrica her sabit x € [a,b] i¢in ¢(x, \)
¢oziimii \'ya gore bir tam fonksiyondur.

Ispat. Baglangic fonksiyonunu
Yo (z,\) =sina — (z — a) cosa

olarak segelim. Bu fonksiyon (3.1.8) denkleminin (3.1.9) kosullarim saglayan ¢oziimiidiir.

n > 0 icin,
wALM:waam+/kﬂw—&¢%manw—wﬁ (3.1.10)

seklinde olsun. ¢ (z) € [a, b] araliginda siirekli oldugu i¢in sinirhdir.
Yani |¢ (z)] < M'dir. |A| < N olsun. Bu takdirde Vz € [a,b] igin |¢, (z,\)] < K
olur. Boylece n = 1 i¢in (3.1.10) denklemi

¢mam:¢uan+/kaw—ﬁwauww—wﬁ
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seklinde olur. Bu sebeple

o1 (2, 2) — gy (2, N)] = /kq Moo (8 N) (2 — by d

< /ﬂam+muwanwu—ﬂw

(M+N)K/(:c—t)dt

<
= (M+N)K (—(x;t)2>
_ %(M+N)K(x—a)2
elde edilir. n = 2 i¢in
¢xam:¢uan+/kaw—ﬁwmuww—wﬁ (3.1.11)
¢mam:¢uan+/kaw—ﬁwauww—wﬁ (3.1.12)

(3.1.11) esitliginden (3.1.12) c¢ikarihip esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alimrsa

|902 (xa )‘) — ¥ (x> A)‘ =

/m N i (6N — o (6 V)] (2 — 1) dt

< /m “Aler () — o (8 V)] [ — ] dt

IN

%(M+N)(M+N)K/(t—a)2(x—t)dt

(M4 N?K (b—a)(z—a)’
2.3

K (M4 N?((b—-a)(z—a)
3!

olur. Boylece bu siireci devam ettirirsek,

K(M+N)"b-a)"" (z—a)"
(n+1)!

}Son (2, A) = @1 (, A)} <
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sonucu elde edilir. Buradan

o (1,0) = 0o (2,0 + Y {en (2,3 — ¢, (2, )} (3.1.13)

n=1
x € [a,b] igin |[A| < N olacak bigimde X" ya gore diizgiin yakinsak olur. Simdi n > 2

icin ¢ (z,\)’ nin X’ ya gore tamhgimi gosterelim.
O (@A) =y (2, A) = /{q (1) = M H{en1 (6N = na (B, A)
90;;—1 (l’, )\) = {q (Zlf) - >‘} Pn—2 (l’, >‘)
P (@A) =g (2,0) = {a(@) = A} [on (2,0) = 9 (2, 0)]
elde edilir. Simdi (3.1.13) esitligini z’e gore iki kez diferensiyellersek

o' (z, ) = Z{w” (@, A) = @y (2, A)}
= ¢/ (z,)) (z, ) +Z{g0” T, N) — oy (z, )}

= la(@) = Al | (z,A) + Z {en-1 (@A) = @na (2,0}
n=2
= {a(@) = Atp(z,))
olacak sekilde Jp (z,\) ¢oziimii mevcuttur. Yani ¢ (x, ), (3.1.8) denkleminin (3.1.9)
baglangi¢ kosullarim saglayan bir ¢oziimiidiir. Ayrica (3.1.13) serisi diizgiin yakimsak

oldugu igin ¢ (z, A) fonksiyonu \’ya gore tam fonksiyondur.

Teorem 3.1.4. (3.1.8) denkleminin

(0,0 =1, ¢(0,\)=h (3.1.14)
baglangi¢ kogullarim saglayan ¢oziimii ¢ (z, A),

$(0,0) =0, ¥ (0,\) =1 (3.1.15)

baglangi¢ kogullarini saglayan ¢oziimii ¢ (x, A) olsun. Bu takdirde (3.1.8) — (3.1.14) ve
(3.1.8) — (3.1.15) problemlerinin ¢oziimleri olan ¢ (x,\) ve v (x,\) fonksiyonlar1 igin

sirasiyla agagidaki bagintilar s6z konusudur:

oz, \) = COS\/_:L“—I—781n\/_:B+—/Sln $—7’)}(](7’)g0(7’,>\)d7' (3.1.16)
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Y (z,\) = TSIH\/_$+—/SIH 33—7')] q(T)v (1, \) dr (3.1.17)

Ispat. Once (3.1.16) esitligini gosterelim, ¢ (z, A), (3.1.8) denkleminin ¢oziimii oldugu

igin,

=" (T, N) (1) (1. 0) = Ap (7, 4)
denklemini,

¢ (1)@ (1, 0) = " (T, 0) + Ap (7, A)

seklinde yazabiliriz. (3.1.16) esitliginin saginda bulunan integrali hesaplayalim,

T x

[sn[VAa@-n]a@ernar = [{snvi@-n}e )+ o) dr

0 0

xT

= )\/{sin\/X(x—T)}gp(T,)\)dT

0

T

+/ {Sin\/X(ZL‘—T)}QOH (1,\)dr  (3.1.18)

0

olur. Simdi son egitligin saginda bulunan ikinci integrali hesaplayalim. Bunun igin iki

kez kismi integrasyon uygulayalim,

xT

/sin{\/X(g; - 7‘)} O (t,\)dr =

0

sin {\/X (x — 7‘)} dy' (1, )

= {Sin\/X(SC—T)}(p,(T,)\) z

o' (T, )\)dsin{\/X(x — T)}

S O —,,

= gp’(x,A){sin\/X(x—x)}—@’(O,A)sin{\/X(x—O)}
+\/X/COS{\/X($—T)}QO, (1, \)dr

T

= —hsin (\/XI) +\/X/cos{\/X(x—7')}d<p (1, \)dr

0
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= —hsin <\/Xx> + \/X{go (T, A) cos <\/X (x — T)> )I

—\/X/xap(T,)\)dcos{\/X(x —T)}dT}

—h sin <\/_x> + \/_{ (x,\) cos <\/X( )) ¢ (0, \) cos (\/X(x — 0))

_ﬁ/sm{m }
= —hsin(\/Xx)+f< — COS (\/X:c)) /Sln{\/X(.T—T)}gO(T,)\)dT

elde edilir. Simdi (3.1.19)’1 (3.1.18) formiiliinde yerine yazalm,

/sin {\/X(x - 7‘)} q(t)e(r,\)dr = —hsin <\/Xx) + Vg (z,\) — VAcos <\/Xx>

0

—)\/Isin{\/X(x — 7‘)} w (T, \)dr

0

+)\/Z {sin\/X(:c —T)}(p(T,)\) dr

0

olur. Buradan

/Isin {\/X(x - 7‘)} q()e(r,\)dr = —hsin (\/Xx) + Vg (z,\) — VAcos (\/Xx)

Vg (z,)) = VAcos (ﬁx) + hsin <\/Xx>

+/s1n{\/X(x—T)}q(T)w(T,A)dT

0

olur. Bu esitligin her iki tarafim1 v/A’ ya bolersek (3.1.16) esitligini elde ederiz. Simdi de
(3.1.17) esitliginin saglandigim gosterelim, ¥ (z, A) , (3.1.8) denkleminin (3.1.15) baglangig
kosullarii saglayan ¢oziimii oldugundan
" (2, A) +q (@)Y (z,A) = M(z,A)
q(@) ¥ (z,A) = " (2, A) + M (2,))
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olur. Bu nedenle,

x x

/sin [\/X(x—r)} g(1) ¢ (r, N dr = /sm{\/X(:c —T)}w” (r,\) dr

0 0
x

+)\/sin{\/X(:U — 7')}1/1(7’,)\) dr

0

son egitligin saginda bulunan birinci integrale iki kez kismi integrasyon uygulanirsa ve

(3.1.15) baslangig kosullar gz 6niine alinirsa

xT

/Sin{\/X(x—T)}@D”(T,A)dT = —sinVaz + VI (2, ))

0
T

—A/sin{\/X(:c —r)}w(f, A) dr

0
elde edilir. Boylece,

xT

/sin{ﬁ(x —T)}q(f)zp(f, \)dr = —sin VAz + VA (2, \)

0
esitligi bulunur, bu esitligin her iki tarafi v/A ’ya boliiniip, v (7, \) cekilirse (3.1.17)
esitligini elde ederiz. Bu da ispat1 tamamlar.

Sturm-Liouvile probleminin 6zdegerlerin olugturdugu ciimleye bu problemin
spektrumu denir. Ozdegerler, 6z fonksiyonlar, 6z fonksiyonlarmdan olusan normlastirici
sayilara spektral veriler denir. ¢ (x) potansiyelinin bilinerek spektral verilerin bulun-
mas1 problemine diiz spektral problem denir. Spektral verilerden ¢ (x) potansiyelinin

bulunmasina da ters problem denir.

3.2. Ozfonksiyonlarin Sifirlar:
(3.1.1) — (3.1.3) Sturm-Liouville problemini gtz oniine olahm. ¢ (z) = 0 olacak

sekilde asagidaki basit sinir-deger problemi

y'+ly = 0

y(0) = y'(m)=0
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dir. Bu problemin 6zdegerleri Ay = 0,\; = 12, A\, = 2%, ..., \,, = n%... olmak iizere bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar
p(z,X0) = @o(x)=0,
o(@, ) = ¢ (z)=cosz,
o, Ae) = py(x)=cos2z,...po(x,\,) = ¢, (r) = cosnz, ...
seklindedir. Boylece sifirdan baslanacak sekilde ¢zdegerlerin artis sirasina gore 6z-
fonksiyonlar dizisini olusturmus oluruz.
@ (z, \,) Ozfonksiyonlarmin sifirlar1 agagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) n. dzfonksiyon olan ¢ (x, A,) 'nin [0, 7] araliginda tam olarak n -tane sifir1 vardir.
2) n. ve (n + 1). 6z fonksiyonlarin sifirlar1 siralidir (veya gaprazlagirlar).
Yani n. ozfonksiyonun ardigik iki sifirn arasinda (n + 1). 6zfonksiyonun bir sifiri
bulunur. Ozfonksiyonlarm bu ozellikleri genel halde de saglanir.
Ornek 3.2.1.
v +ly = 0
YO = ¥ (m)=0

probleminde ¢, () = cos 2z, ¢4 (x) = cos 3z olup

wy(x) = 0= cos2z=0
20 = g+lm:>x:%+k—;:g(%+k), (k=0,41,42,..)
T
k = O:>x0:§,
7T
k = 1:>:L°1:Z,
ko= 2:>x2:%”¢, L [07]
p3(r) = 0= cos3x=0
3r = —+kw:>x:%+k—;:g(%+k>, (k=0,41,42,..)
k = 0:>:c0:%,
E = 1:>x1:g,
k = 2:>:U2:%T
ko= 3:>x3:7—g¢[0,7r]
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olur.

Teorem 3.2.2. (1.Mukayese Teoremi)
u' 4+ g(x)u=0 (3.2.1)

V' +h(z)v=0 (3.2.2)

seklinde verilen iki denklemi gtz 6niine alahm. Eger [a,b] araligimin tamamu iizerinde
g () < h(x) ise bu takdirde birinci denklemin asikar olmayan herhangi bir ¢dziimiiniin
her iki sifir1 arasinda ikinci denklemin her ¢oziimiiniin en az bir sifir1 vardir.

Ispat. (3.2.1) denklemi v ile (3.2.2) denklemini u ile garpip birbirinden ¢ikarirsak

v/u"+g(x)u = 0
u/ V" +h(x)v = 0
W' —v"u+ (g(z) —h(z)uww = 0
% (Wv—vu) = (h(z)—g(@)w  (3.2.3)

'U///'U _ 'U//u —

denklemini elde ederiz. v'nun ardigik iki sifirmi z; ve x5 ile gosterelim.
Kabul edelim ki v’'nin (z1,zs) araliginda sifirn bulunmasin. Bu taktirde (3.2.3)

esitligini z;’den x5’ye kadar integrallersek

T2
/% (u'v —v'u)dr = (uv—o'u);

1

- /(h(x)—g@))u(x)v(x)da:

z2

u' (z2) v (22) =" (1) u (w2)—u' (21) v (21) 40" (21) u (21) = /(h () —g (@) u(r)v(z)de

1

elde edilir.

Simdi(x,z9) arahiginda v’'nin sifira egit olmadigim kabul edelim. Genelligi boz-
madan (1, z3) araliginda u (x) > 0, v (x) > 0 alabiliriz. Dolayisiyla bir tnceki esitligin
sag tarafi pozitiftir. w(x) > 0 oldugu igin z; noktasinda u(z) fonksiyonu artandir.
Dolayisiyla v’ (1) > 0 'dir. Benzer gekilde x5 noktasinda da u (z) fonksiyonu azalandir

ve u' (x2) < 0 oldugu sonucuna varilir. Bu sebeple «' (z2) v (z2) — v/ (z1) v (z1) < 0
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dir. Bu ise bir geligkidir. Boylece (z1, x2) araliginda v’nin sifirlarinin varlig ispatlanmig
olur.

Sonug 3.2.3. g(z) < —m? < 0 ve (—oo < a < x < b < 00) olmak {izere

Y +g@)y=0

denkleminin her ¢oziimiiniin en fazla bir sifir1 vardir.

Ispat. g (z) < h(z) = —m? <0 ise
y// _ m2y =0

denkleminin ¢oziimiiniin sifirinin olmadigini gosterecegiz. Bu denklemin ¢oziim
fonksiyonu e™® geklinde olsun. m?2e™ — m?2e™ = 0 oldugundan e™® # 0 icin sifirlar

var olmadig1 icin her sonlu aralikta y” 4+ g () y = 0 denkleminin en fazla bir sifir1 vardir.

Teorem 3.2.4. (2. Mukayese Teoremi)
(3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerinin

u(a) =sina, v (a) = —cosa (3.2.4)

v(a) =sina, v'(a) =—cosa (3.2.5)

baglangig sartlarim saglayan ¢oziimleri u (z) ve v (x) olsun. Ayrica [a,b] araligimin
tamaminda ¢ () < h(x) olsun.

Eger u (x) fonksiyonu, a < = < b araliginda m—tane sifira sahip ise, bu takdirde
v (x) fonksiyonunun aym aralikta en az m—tane sifirlar1 mevcut olup, v (z)’in k. sifiri
u (z)’in k. sifirndan kiigiiktiir.
Ispat. u(z)’in a noktasma en yakmn ve a’dan farkli sifirmm z; ile gosterelim. Bir énceki
teoreme dayanarak v (z)’in (a,x;) araliginda en az bir sifira sahip oldugunu gostermek
yeterlidir. Aksine bu aralikta v (x) ’in sifira sahip olmadigini kabul edelim.

Genelligi bozmadan (a,x;) araliginda u(z) > 0 ve v(x) > 0 olsun. u(x;) = 0
oldugundan w(x) fonksiyonu z; noktasimin bir komsulugunda azalandir. Bu nedenle
u'(r1) < O0’dir. (3.2.3) egitligini a’dan z;’e integrallersek

1

o (21) v (21) = / (h(2) — g (1)) u(2) v (z) de

a
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elde edilir. (a,x;) araliginda u(x) >0, v (x) > 0ve g (z) < h(x) oldugundan yukaridaki
esitligin sag tarafi pozitiftir. Fakat sol tarafi pozitif degildir. Bu ise bir celigkidir.
Boylece teorem ispatlanmig olur.

Lemma 3.2.5. Eger x¢(a < g <b), ¢ (2, \) 6zfonksiyonunun sifir1 ise bu durumda
yeterince kiigiik € > 0 sayisi i¢in 30 > 0 bulmak miimkiin ki |\ — Ag| < § olacak sekilde

¢ (z, A) fonksiyonunun |z — x| < ¢ i¢in sadece bir tek sifir1 vardir.

Teorem 3.2.6. (Sturm Osilasyon Teoremi)

(3.1.1)—(3.1.3) Sturm-Liouville problemini siirsiz olarak artan \;, Ao, ... 6zdegerleri
vardir. Bu takdirde A, 6zdegerlerine kargilik gelen ¢ (xz, A,,) 6zfonksiyonunun a < = < b
araliginda m—tane sifir1 vardir.

ispat.
u(a) =sina, u' (a)=—cosa (3.2.6)

baglangi¢ sartlarimi saglayan (3.1.1) denkleminin ¢oziimii ¢ (x, A) olsun. 2.Mukayese
teoreminden dolay1 A artarken ¢ (x, \) fonksiyonunun sifirlarinin sayisi azalir.

a<z<b,|q(x)] <colsun. Bu takdirde (3.1.1) denklemini
" +A+c)y=0 (3.2.7)

denklemiyle kargilagtiralim. (3.2.7) denkleminin (3.2.6) baslangi¢ sartlarim saglayan
¢OzUimiiniin goriintisi

COS «v

y(x,\) = sinacosh{(—)\ — )z - a)} - 7z sinh{(—)\ — o)V (z - a)}

(=A—¢)

seklindedir. A parametresinin negatif degerlerinin mutlak degerlerinin yeterince biiytiik
degerleri i¢in bu fonksiyonun sifir noktalarinin mevcut olmadig1 asikardir. Bu nedenle
tekrar 2.Mukayese teoreminden faydalanarak A parametresinin negatif degerlerinin mut-
lak degerlerinin yeterince biiyiik degerleri i¢in ¢ (x, A) fonksiyonunun sifirlarinin mevcut

olmadigi sonucuna varilir. Karsilagtirma icin
' +(A=c)y=0

denklemini segersek pozitif ve simirsiz olarak artan A "lar igin (3.1.1)—(3.1.3) probleminin
¢oziimii olan ¢ (z, A) fonksiyonunun sifirlarimin sayisiin [a, b] arahiginda sinirsiz olarak

arttigini elde ederiz.
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Simdi ¢ (z,A\) = 0 denklemini goz ¢niine alalm. Bu durumda Lemma 3.2.5’den
dolay1 bu denklemin kokleri A ’ya baglh siirekli fonksiyonlardir.

Diger yandan 2.Mukayese teoreminden dolay1 A’lar artarken ¢ (x, A) fonksiyonunun
her sifir1 sola kaymig olur. Sifirlarinin sayis1 azalmadigi i¢in a noktasinin diginda sifir
noktasi bulunamaz. Bu sebeple Lemma 3.2.5’den dolay1 bu fonksiyonun yeni sifir-
lar1 b noktasindan igeri girer. ¢ (b,\) = 0 olmak iizere u, ile bu esitligi saglayan
A parametresinin ikinci degerini gosterelim. Boylece ¢ (b, p,,) = 0 olacak sekilde,
v (x, p,,) fonksiyonu agik (a,b) araliginin igerisinde m—tane sifira sahip olmak iizere
Ho. His-- s 15 M, Say1 dizisi elde edilir. Eger sin 3 = 0 ise bu takdirde (3.1.3)
siir sartinin saglandigii goriiriiz. Dolayisiyla p,, 'ler 6zdegerlerdir. Ayrica (3.1.1) —
(3.1.3) probleminin ¢ziimii olan ¢ (x, \), (3.2.6) baglangi¢ kosullarini sagladigi igin bu
¢oziimiin (3.1.2) smur kogulunu da sagladigini goriiriiz. Boylece bu durumda sin = 0
durumunda teorem ispatlanmis olur.

Simdi sinf # 0 olsun. u(z) ve v(z) ise 1.Mukayese teoreminde gtz Oniine alinan
fonksiyonlar olsun. (3.2.1),(3.2.2),(3.2.6) baslangig kogullarim saglayan denklemler ol-
sunlar. (3.2.1),(3.2.2)’yi gtz oniine alirsak

O O e N NN Y] Y T N A ) N 0
dx u v U v U v u? v2
(u'v — v'u)

= WU 2 () — g ()} > 0 (3:28)

02
elde edilir.

Bu sebeple v’ nin sifira doniismedigi her aralikta u? [% — ”ﬂ fonksiyonu monoton
artandir. u (z),v (x) fonksiyonlarmin (a,b) araliginda esit sayida sifira sahip oldugunu
varsayalim. z ile u(x) fonksiyonunun b noktasina en yakin sifirmi gosterelim.

z; < x < b arahginda v(x) fonksiyonunun sifirlarinin mevcut olmadigimi gosterelim.
Gergekten 2. Mukayese teoreminden dolay1 a ve z; noktalar: arasinda v(z)
fonksiyonunun en az i—adette sifirlar1 bulunur. Eger v(z) fonksiyonu x; <z <b
araliginda sifira sahip olursa bu takdirde (a, b) arahiginda v(z) fonksiyonu varsayimimizin
tersine u(x) fonksiyonundan daha fazla sifira sahip olur. (3.2.8) esitligini x; ve b arasinda

integrallersek

0 [0 L0 gy [0 vl

- u (z;) v ()

u(®) ()
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ise

3.2.9
u) v ) (3.2
Py < A< N < pu,,,41 olacak sekilde u (z) yerine ¢ (x, \'), v (x) yerine ¢ (z, \") alirsak
/
(3.2.9) esitsizliginden dolay1 % fonksiyonu (ft,,, ftp1)
! | b A)
araliginda monoton azalir ve ¢ (b, i,,,) = ¢ (b, Lo +1) oldugu icin o (b N = —cotf

olmak tizere (,um, o, +1) araliginda bir tane \,,,; noktasi bulunur. Dolayisiyla bu nok-
tada (3.1.3) sart1 saglanir. Bu ise \,,+1 in bir 6zdeger olmasi demektir. (x, A, +1) ise
bu tzdegere kargilik gelen 6zfonksiyondur. Boylece (a, b) araliginda ¢ (z, \p1)
fonksiyonunun (m + 1) — tane sifir1 vardir. Bununla teorem ispatlanmigtir.

Teorem 3.2.7. (Agilim Teoremi) Eger f (x) ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip
olsun. f (x) fonksiyonu (3.1.1) — (3.1.3) smur deger probleminin 6zfonksiyonlarina gore

mutlak ve diizgiin yakinsak Fourier seri acilima,

)= e
n=0

seklinde yazilabilir. Burada

vy () = iy (x,\n), cn= /f () vy, (x) dz

Qn

dir.
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4. KESIRLI DIFUZYON OPERATORU IiCIN TERS PROBLEM

4.1. Kesirli Difiizyon Denkleminin Coziimii

Asagidaki siir deger problemini gozoniine alalim. Oyle ki,

SDu (2,1) = gy (2,1) — q () u (2,1) (4.1.1)

uz (0,t) —hu(0,t) = 0

Uy (m,t) + Hu(m,t) = 0 (4.1.2)

u(z,0)= f(x) (4.1.3)
(4.1.1) denklemi (4.1.2) smur sartlarini ve (4.1.3) yan sartini saglayan kesirli mertebeden
diftizyon problemidir. Burada § Dfu (z,t),

(-2,

ngu(t):/mu (.’,U)d.fll

ile tamimlanan Caputo kesirli tiirev operatoriidiir. Bu ¢alismada Caputo kesirli tiirevini

kullanacagiz. (4.1.2) sir sartim agik bir sekilde yazacak olursak

u(0,t)cosa + u, (0,t)sinae = 0

u(m,t)cos B+ u, (m,t)sing = 0

olup

COS (v cos
N ) H == o /8
sin « sin 3

h=—

alalm. Buradan hareketle diiz problem i¢in asagidaki dort sinir sartimi ele alalim.

Uz (0,t) —hu(0,t) =0 h # oo ise
u(0,t) =0 h=o00 ise

ug (m,t) + Hu(m,t) =0  H # oo ise
u(m,t) =0 H =00 ise



Simdi H ve h sabit olmak tizere

" (2, \) + q(z) o (z,\) = A (2, M), O<zx<m (4.1.4)
0,\) =1, "(O,LN)=h h i

PON=1L  FON=h htoo ke s

©(0,A\)=0, ¢ (0,\)=1 h=o0 ise

o' (m,A\)+ Hp (m,A) =0 H # oo ise (4.16)

o (m,A) =0 H =00 ise
Sturm-Liouville problemini goz 6niine alalim. (4.1.5) ve (4.1.6) smur sartlar altinda bu
problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: sirasiyla A, ve ¢ (z, A,,) dir.
Biittin siur sartlar igin ||+, ]|, = 1 olmak iizere ¢, (x), normlagtiric1 6zfonksiyonu

ve ¢ (x,A\,) nin Ly [0, 7]’de normu «, olarak ifade edilsin. Bu durumda

1

n

dir. Yan simur gart1 olarak aldigimiz f € Ly [0, 7] fonksiyonunu,

F@) = cup (@A)

n>0
. = (f;¢n> _ <f,<pc(j; An)) (4.1.7)

seklinde Fourier serisine agabiliriz.
Degisken degistirme metodu kullanilarak (4.1.1) denkleminin seri ¢oziimlerini elde

edebiliriz, u (z,t), (4.1.1) denkleminin ¢oziimii olsun. Bu takdirde

u(z,t) =T(t)p ()

seklinde iki fonksiyonun garpimi olarak alalm. Simdi bu son ifadenin (4.1.1) denkle-

mindeki tiirevlerini alirsak
6 Dyu (z,t) =§ DT (t) ¢ (x)
ve

Uy (2,1) = T (t) " ()
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olur. Bu tiirevleri (4.1.1) denkleminde yerine yazarsak

6 DPT (1) o (x) =T () ¢" (x) —q (@) T (t) ¢ (x)

elde ederiz. Her iki tarafi 7' (t) ¢ (x) ifadesine bolersek

CDRTW) )
T e '@

olup esitligin sol tarafi ¢ ye sag tarafi = e bagh oldugundan bu esitlik sabit bir sayiya

egittir. O halde

SOPT() @)
M e 1WA

yazabiliriz. Buradan

SDYT, (1) = = AT, (1), Tn(0)=c,
ve

=" (2, M) + () @ (T, M) = Ap (T, An)
bulunur.

SDOT, (t) = AT, (t), T, (0) = cy

Kesirli mertebeden basglangic deger problemini ¢ozelim. Bunun icin her iki tarafin
Laplace doniigtimiinii alalim.

Caputo’nun Laplace doniisiimii olan

n—1
L{TDRf ()55} = s"F (s) = ) s* 1 1(0)
k=0
tanimini kullanirsak,
sYT (s) — s* M, (0) = —NT(s)

YT (5) + M\T (s) = s*7'T,(0)
(5" + )T (s) = s*7'T,(0)
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elde ederiz. T, (0) = ¢, oldugundan

(5 + M) T (s) = cps™!

Soz—l &

T = efminy =5 )

olur. Simdi ise her iki tarafin ters Laplace doniigiimiinii alirsak
T, (t) = e By (—Ant?)

buluruz. Burada E, (),
2
- ; I'(na+1)

ile taninlanan Mittag-Leffler fonksiyonudur. Buradan (4.1.1) denkleminin u ¢tziimiin
seri gosterimi

ch o (= AutY) o (x, An) (4.1.8)

n>0
olur. Tiirevi de

= tnEa (=Mal®) ¢ (2, An) (4.1.9)

n>0

seklindedir.

4.2. Siir Deger Probleminde Seriye Acgilim

Lemma 4.2.1. (4.1.8) ve (4.1.9) serileri ¢t > 0, igin [0, 7] aralig1 iizerinde diizgiin yakin-
saktir.

Ispat: Lemmay: Diizgiin yakinsakhik prensibinden faydalanarak gosterelim. h # oo

durumu igin ¢ (z, A,) 6zfonksiyonlarmin asimptotik formiilii

o () :cosﬁﬁ%smﬁﬁo (%)

dir. Tiirevi de

o (2,) = —VAsinVAz + heos VAz + O (%)

seklindedir ve 6zdegerler

\/E:n+0<%), n— oo (4.2.1)
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dir. Buradan
oz, \)=0(1), ¢(z,\) =0(n), z€l0,7] (4.2.2)

olur. h = oo i¢in ¢ (x, \,,) asimptotik formiilii ve tiirevi
sin vV Az 1
A) = O~
ple) = B0 (5)

¢ (2, N) = cosvViz+0 (%)

dir. Ozdegerler icin ise asimptotik formiiller

\/)\_n:n+%+0(%), H # oo ise

(4.2.3)
\/)\n:n+0(%), H = o ise
seklindedir. Buradan
1
o (z, ) =0 (ﬁ) , P, ) =0(1) z€]0,n] (4.2.4)
dir. Mittag-Lefler fonksiyonu,
C aT
Eq FE—E - < <
B < i Go<n< <
olacak sekilde simirlidir. Buradan,
B (2t < — S 0 < Jars(t)| < <mm{wf—f} (4.2.5)
[e% n 1—'—An|t‘a’ —ag —M— 7a 2 o=

elde edilir.
Boylece t > 0 igin,

-0 (L)

olur. Cauchy-Schwartz esitsizliginden
2

D nEa (=Mt @ (2, An)| < ZmZ\E —~Aat®) @ (2, M)

n>N n>N n>N
< C E lea|? g — < g2
n>N n>N

olur. z € [0, 7] olmak iizere N yeteri kadar biiyiik segilirse (4.1.8) serisi [0, 7] araligi

tizerinde diizgiin yakinsaktir.
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Benzer gekilde (4.1.9) serisi igin

2

D eBa (Mt @ (@A) < D leal” D 1Ba (F0t®) ¢ (@, )

n>N n>N n>N
1
2 2
<O el Y 5 <e
n>N n>N
yazilabilir.

N yeteri kadar biiyiik segilirse (4.1.9) serisi [0, 7] aralig1 iizerinde diizgiin yakimsaktir.
Bu ise Mittag-Leffler fonksiyonunun serileri olarak x = 0 ve x = 7 sinir noktalarinda
ki fonksiyon goriintiilerini elde etmemizi saglar. Buradan asagidaki tabloyu verebiliriz

21].

h x = 0 degerinde
= u,(0,8) = Z EnEq (— 1t ™)
n=0
= ul0,£) = ¥ g E (—A,t%)
H x = 7w deerinde
= U ) = ) cnEa(—Ant®)@'(m Ar)
=0
= o H{EJ t:] = ':'nEa {_Anta:] ‘P{m‘lnj
(4.2.6)
4.3-Smir Deger Problemi i¢cin Analitiklik
Lemma 4.3.1. Smir degerleri (0, o) arahginda kisith ve 0 < |arg ()] < p < min {7, — 2}
acl araliginda analitikdir.
Ispat: (4.2.1) — (4.2.4) den 4 durum icin (h = 0o, h # 0o, H = oo, H # 00)
o(mA) =0(1), ¢(m ) =0(n), A\, ~n? (4.3.1)

dir.

. T
{t,oo>t12\t| > 19> 0, 0< |arg (t)| g,ugmm{w,——a}}
Q
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ciimlesini K ciimlesi olarak alalim. F, (—\,t*), Mittag-Leffler fonksiyonu K iizerinde
analitiktir. (4.2.5) ve (4.3.1) asimptotik formiillerden kompakt K iizerinde yeteri kadar

biiyiik N ler icin
2

D eBa (S0t (@A) Y Jeal” D |Ea (=2t ¢ (7, M)

n>N n>N n>N
< O lafd T <
n>N n>N 1 + )\ tOé

esitsizligi mevcuttur. Buradan

> enEo (= Mat®) ¢ (. )

n>N
K iizerinde bir analitik fonksiyona diizgiin yakinsaktir. Boylece tg — 0,t; — o0,
1 — min {7, L — 2} alindiginda u, (, t) 'nin analitikligi sonucu gikar. u (0,¢), u, (0,1),
u (m,t) iginde ispat benzerdir.

Lemma 4.3.1 bize t € (Tp,11) baz1 zaman araliklar iizerinde u (0, ¢) fonksiyon goriin-

tiileri, analitik siireklilik ile £ > 0 icin u (0, ¢) siur degerlerinin tekliginin ifade edilebile-

cegini gosterir. u, (0,t), u, (7, t),u(m, ) iginde benzerdir.

4.4. Siir Spektral Verilerinin Bulunmasi

Siur spektral verileri olarak H # oo durumunda {\,,, ¢ (7, \,) }, H = 0o durumunda
ise {\n, ¢’ (m, \)} ciimlelerini aliriz. Buna gore agagidaki Lemmay1 verelim.
Lemma 4.4.1. ¢, # 0 olsun. Bu taktirde (7y,7}) tizerindeki siir degerlerinden simir
spektral verilerini elde edebiliriz.
Ispat. Lemma 4.3.1 den h # oo durumunda u (0,¢) fonksiyonu ve h = co durumunda

u (0,t) fonksiyonu

T 7
0< larg ()] < p < '{,———}
< larg (t)| < g < min 7Ta 5

tizerinde analitiktirler. Buradan t € (7},7}) tizerinde x = 0 degerlerinde « (0,t) ve
ug (0,t) fonksiyon goriintiileri ¢ > 0 igin tektir. O halde x = 0 i¢in (4.2.6) gosterimli

serilere sahiptirler.

O takdirde

= B (=Mt®), t>0 (4.4.1)

n>0
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serisini ele alalim. Her iki tarafin Laplace doniistimiinii alalim.

Mittag-Leffler fonksiyonu icin Laplace déniistimii;

[e o]

LA{E, (=Mt*)} = /G_StE —Apt®) dt =
0

dir [20]. Burada X, ~n*, 3 -, lea|” < 00 ve

Z R (s)* 7
| R ()" + A

serileri yakinsaktir. O zaman (4.4.1) in Laplace doniigiimiinii alirken integral ve toplami

yer degistirebiliriz. Bu taktirde

a—1

o - CnS
(ch «a )\t ) ;Sa+)\n

n>0

olur. Burada s yerine sa alip esitligin her iki tarafin sa ile carparsak;
1 1 CnS
S S =
n>0

olur ki bu seriler R (s) > 0 igin analitik fonksiyonlar: ifade eder ve { -\, }, -, kutup nok-

talarinda kompleks diizlemde bir meramorf fonksiyonlardir. {—c,\,},, reziidiilerine
karsilik gelirler.

Boylece sol taraf olan £ {g (t)} fonksiyonunu yani g (¢) fonksiyonunu bildigimiz za-
man t € (Ty, T}) olmak iizere ¢, # 0 aldigimizda A, ve ¢,’e ulagabiliriz. Benzer gekilde

H # 0o durumunda x = 7 sinir degerindeki fonksiyon goriintiimiiz
= B (=Mt @ (m ), te(Tp,Th)
n>0
formuna sahiptir. ¢, # 0 oldugu zaman ¢ (¢) nin Laplace doniigiimiinden {\,,, ¢, (7, \,) }
spektral verisini ifade edebiliriz. Buradan z = 0 degerlerinden ¢, i buldugumuz takdirde
 (m, \n)’1 de bulabiliriz.
H = 0o ve x = 7 degeri i¢in ise

= B (=Mt ¢ (m X)), tE(Ty,Th)

n>0
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formuna sahiptir. Aym sekilde ¢, # 0 oldugu zaman ¢ (¢) nin Laplace doniigiimiinden
{ A\, eny’ (m, \) } 1 ifade edebiliriz. @ = 0 degerinden ¢, bilindigi zaman ¢’ (7, A,,) bu-
lunur. Boylece ¢, # 0 oldugu zaman sinirdaki fonksiyon goriintiilerinden sinir spektral

verilerini bulabiliriz. Bu da bize ¢,, # 0 sartinin 6nemini gosterir. Bu sart

{(fs )

Qn

Cn

oldugundan

(fivn) #0 (4.4.2)

sartina denktir.

4.5. Sinir Spektral Verilerine Gore Potansiyelin Elde Edilmesi
Bu boliimde (4.4.2)’de verilen f baglangig sartinin segiminden 6nce ¢'nun elde edilmesi
i¢in sinir spektral verilerinin 6nemini elde edecegiz. ¢'nun elde edilmesi i¢in {\,,, ¢’ (7, \,)}

sinir spektral verileri yeterlidir. Simdi bazi durumlara gére sonuclar verelim.

Lemma 4.5.1. H = oo, durumunda {A,,¢’ (7, A\n)},5o Ve H # oo durumunda
{An; @ (7, An) },,50 sinar spektral verileri ¢ potansiyelini tek olarak ifade eder.

Ispat: Ispat1 A lar icin ¢ (x,\) ¢oziimiiniin analitik 6zelligini kullanarak yapacagiz.
(4.1.4) — (4.1.5) iin 6zdegerleri A\, ler, H # oo durumu igin ¢’ (7, t)+ H (7, t) ifadesinin

sifirlaridir. H = oo ise ¢ (z, A)’nin sifirlaridir. O halde bu durumlar igin

O (m,\)+ Hp (7, \) H #
@ (m, ) H =00

P (A) =
tam fonksiyonu {\,}, ., sifirlan tarafindan tek olarak ifade edilir. Bu taktirde ¢ (1),

P =7 -N]] ()‘nn; )\)

n>1

tam fonksiyonun sifirlarina acilimi seklinde yazabiliriz. Buradan {)‘n}nzo biliniyorsa
Y (A) ve O\ip (\) tek olarak ifade edebiliriz. O halde simdi ¢ (A\) ve {¢ (7, A\n)},50

fonksiyonlarindan «,, normunu bulalim.

a)\QO <7T7 )‘) = 30 (7T7 )‘)
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ile gosterilsin. Bu taktirde

_¢,/(xaA)+Q(x)90(xaA) = )\(,0($,)\)

_9.0” (l‘, >‘) +4q (CL‘) P (l‘, >‘) = Ap (xa )‘) + ¢ (l‘, >‘)

denklemlerini ele alirsak ve ilk denklemi ¢ (z, A) ve ikinci denklemi —¢ (x, \) ile garparsak

—<p”(x,)\)<'p(:c,)\)+q(:c)<p(:c,)\)gb(x,)\) = )‘()0@:7)‘)30(*%7)‘)
Qb,,(x>A)90(xaA)_q(x)¢(x>A)9b(xaA) = —)\§0($,)\)gb(l‘,>\)—g02($,)\)

bulunur. Taraf tarafa toplar gerekli islemleri yaparsak

@ (*Tv)‘) ()0” (*Tv )‘) - ()b// (*Tv)‘) (p(:l?, )‘) = 302 (*Tv)‘)

elde ederiz. Bu esitligi

(¢ (2,2) ap (,A) = @ (2, 2) Oag' (2,0))" = ¢* (2, \)

seklinde yazabiliriz. Buradan H # oo ise

m m

an = /902 (2, \n) dx:/(so’é’xso—soé‘w’)'déﬂ

0 0
= (PO —¢) ]

= ¢ (m, M) Oap (m, M) — @ (m, An) Oag (m, M)

—¢"(0,22) Oap (0, An) + 0 (0, M) Or¢" (0, A
= @ (m, ) O (m, An) — 0 (1, M) Org’ (, An)
= —o(m, ) O (An)

olur ki burada 9xy () ve ¢ (7, A,,) bilinirse «,, normlagtirici sayilar1 bulunur. H = oo

durumu iginde benzer sekilde ¢ (7, A,) = 0 dir. Buradan

Oé?z = ()0/ (ﬂ-v )\n) a)\(p (ﬂ-v )\n) 4 (7T7 )\n) aASO/ (7T7 )\n)
= 90, (7T> )\n) a)\’l?b ()‘n)
olur ki burada da 0y (A\,,) ve ¢’ (7, \,,) bilinirse a,, normlagtirici sayilarimi buluruz. De-

mek ki H # oo durumundaki { A, ¢ (7, An)},,50 ve H = oo durumundaki { A, " (7, An) },, 50

sinir spektral verilerinden «,, normlastiric1 sayilar1 bulunur.
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Gelfand Levitan-Gasymov [15,16] teorisine gére {\,,an},>, spektral verilerinin
tamanu bilinirse potansiyel ¢'nun tekligini elde ederiz. Gergekten (4.1.4) ve (4.1.5), (4.1.6)
sinir sartlarii saglayan Sturm-Liouville problemi igin spektral verilerin tamami spektral

fonksiyonlarla,

p(A) = Z o (4.5.4)

An<A
seklinde ifade edilir.
F(z,t) = / Ccos (\/X:c) cos (\/Xt) d (F (A) — g\/)\+)
7T

alalim ki burada A > 0ise A, = A ve A, = 0 dir. Diferensiyellenebilirligi bilinen K (z, t)

igin
F(x,t)+K(:c,t)+/K(x,s)F(s,t)ds:0, 0<t<z<m
0

Volterra integral denklemini ¢ozerek, ¢ fonksiyonu

1(2) = 3K (2,2)

elde edilir. H = oo oldugu zaman

{)‘na 90, (7T> An)}nzo

veya H # oo oldugu zaman
{An, 0 (, )\n)}nzo
sinir spektral verileri ¢ potansiyelini tek olarak ifade eder.
4.6. Biiyiik Ozdegerlere gore Potansiyelin Tanimlanmasi
u (0,t) veya u, (0,t) degerlerine gére )\, 6zdegerlerini nasil bulundugunu biliyoruz.
Buna gore f € Ly (0,7),

F@) =3 cup (@A)

n>0
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var iken (4.4.1)’den A, o6zdegerlerini elde etmemiz i¢in n > 0 i¢in ¢, # 0 oldugunu
gostermemiz gerekir. Buradaki problem ¢ (z, \,,) ortagonal sisteminin bilinmemesidir.
cn 7 0 iken bunu saglamak kolay degildir. Simdi agagidaki Lemmay1 verelim.

Lemma 4.6.1. « € (—%,0) olmak iizere f (z) = x® yan sir sartim ele alalim. Bu
takdirde n > N i¢in ve N > 0 igin ¢, # 0 dir.

Ispat. a € (—%, O) sart1 icin f € Ly (0, 7) yakimsaktir. Ispati1 3 durumda ele alacagiz.

a) h # oo, H # oo ise 1, normlagtirilmig fonksiyonu,

¢n(:c):\/§cosnx+0<l), n — 00
T n

asimptotik formiiliine sahiptir [16]. f (z) = z® alirsak

]f(w)w (z) dz

integralinde f (z) ve 9, (x) yerine yazihip £ = na degisken degistirmesi yaparsak

/f ()Y, (x)de = nal\/g/ga cos&dE + O (%)
0 0

elde ederiz. Bu esitlikteki son integral n — oo icin sifira yakinsamaz.

¢(a) = lim \[ / £ cos&dé = \f / £ cos £dE = 203 Eé; (4.6.1)

olur. Boylece

™

e = [£0) 0, @) de =55+ 0 (15)

0

dir. Buradan (4.1.7) esitliginden

anean® —c(a) #£0, n— o0

olur. Boylece f (z) = 2 segersek, —3 < a < 0, n > N i¢in 6yle bir N > 0 vardir ki
cn # 0 dir.

b) h = oo ve H # 0o durumunu ele alahm.

wn(fv)z\/%sin(nJr%)erO(%) n— oo

47



asimptotik formiiliiniin varoldugunu biliyoruz. Buradan

[ G 1
OénCn—O/l’ Y, () dz = (n_l_%)a-f—l +0 (na+1>

yazabiliriz. Burada ¢ (),

\[/g sin €€ = \f I (o +1)sin *‘21) £0 (4.6.2)

ile tanimlanir. Sonug olarak n > N i¢in dyle bir N > 0 vardir ki ¢, # 0 dur.

c) Son olarak h = H = oo durumunda

wn(x):\/gsinnx—i-O(l), n — 0o
T n

asimptotik formiiliinii aliriz. Buradan

[ ‘() 1
ancn:/x wn(:c)d:czw—i-O(naH)
0

olur ¢ (a), (4.6.2) ile ifade edilir. n > N icin 6yle bir N > 0 vardir ki ¢,, # 0 dir.
Lemma 4.6.2. [l¢|, < Q ve f(z) = 2% a € (—1,0), h # oo durumunda

_ , (o) m G
N—max{ Q2§7r2—i {1+a+1(Q+h)} } (4.6.3)
ve h = oo durumunda
N = max { 4Q? ¢ () 1+——0Q B (4.6.4)
2377‘2_% a+1 e

vardir ki A, > N icin ¢, # 0 dir. Burada ki ¢ («), (4.6.1) ile ¢ (a), (4.6.2) tarafindan
verilen egitliktir.
Ispat: Iki durumda gosterelim

a) h # oo durumunda

o e
¢ (x, A\n) = cos V Az + ﬁ sin vV Az + ﬁo/ sin <\/X (x — t)> q(t)p(t,\)dt (4.6.5)



vardir buradan her iki tarafin normunu alirsak

lo @M. < 1+ ;x Hso(cc,AJ)rA_uoanl
Hso(cc,A)Hoo—"¢<f’k¢>lxioouqr|l . 1+%
||so<x,A>||oo( —’“’T'L) <k
h
i Mlleo < 11—+ﬁ (4.6.6)
v

elde ederiz. Burada v\ > ||q||, dir.
Simdi (4.6.5) denkleminde cos v/ \z sol tarafa gecirip her iki tarafin normu alinirsa

ve (4.6.6) esitsizligi kullanilirsa
e (2, Mo llally

h
go(x,)\)—COS\/XZL‘H < —+
H R
L[y
< —=|ht lally
AL 1=l
- Hrla g 4 A
= 52 kw f]
A 1-—- \/X
1 lglly +h ||QH1 +h
- llally
Vi1l
olur. Yine
/:cacp (z, A\p) dx — /x” cos \/ Apxdr| < /:UO‘ [gp (z,\) — cos \/)\nl‘] dz
0 0 0

(x,\) — cos\/ \px|dx

< /ﬁ99
0

1 flgll, +h
N ml/?dx

1!mm+hﬁ“

/\ nl— qH a+1

olur. ¢ artarken 2. ortalama deger teoremi kullanilarak

IN

(4.6.7)

/xacosxd:c = (ﬂ'\/)\n)a / cos xdx
VAn ™/An

< 2(rvn)

49



elde ederiz. Simdi

s s o0

/xacos\/)\n:cdx—ﬁcg_l) = /xacos\/)\n:cd:c— \/z;l

/ t* costdt
0 \/5)\77, 2 0 \/5)\77/ 2 0

SIS

olur. Ilk integralde
dt

n

\/E:c:t:>\/)\7nd:c:dt:>dx:

degisken degistirmesi yaparsak
™ An TF\/E

/ (L)acosti _ 1 /ta cos tdt
Vn Vi \F
0 0

olur. Denklemde yerine yazarsak,

3

s 77\//\71

1 17
/xa cos \/ \p,xdx — \/7?0‘(111) = T / t* costdt — —= /ta cos tdt
0 \/§>\n2 )\n2 0 >\n2 0
1 o0
= =) / t* cos tdt
2
)\n TV An

VAN
)
S

3
5
3
N
e
[a—y

— (4.6.8)

elde ederiz. (4.6.7) ve (4.6.8) numaral denklemleri taraf tarafa toplarsak ve

{f> @ (2, An))

Cn =
ap

s a2 = (o (0, A)) = / fods
0

esitligini kullanirsak

/xaQO(xv)‘)dﬁC—/:L’acos /)\nxdx+/$aCOS /)\nxdx_\/%cg
0 0 0 \/5)\712

1 Jg|l, +h 7t 27~

llgll
vV, 1_7)\1 a+1l )\,

o (lall, +h =
< 2
—\m(l_%mﬁ
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elde ederiz. ¢ (a) > 0 oldugundan ancak ¢, # 0 olmasi durumunda

Ve (a)

NOIE

An

Ap > max {4@22

saglanir.

<||q||1+h T
_ liqll 1
n \1 ﬁa—l-

c(@)

¢ (o)

V2roh (Hqulm ™
_ llally 1
1 ﬁ16+

™

1
2-a

e

a—+1

b) h = 0o durumunu gozoniine alalim.

(10(1:>>‘) =

olsun. Buradan

lp (2, Ml oo

o (e Ml (1= 5 lal )

e (2, Moo

elde ederiz.

sonu¢ olarak

/xaw (x,\)dx — /anHl \/Xxdx
0 0

/xadx:
VA0

@-+1)]

)
3

}

+%0/sin(\/X(:n—t))q(t)go(t,)\)dt

e (2, Moo

1

IN

AT

(,0(513,)\) -

VA

IA
S

VR

Al—m a+1
NG

Sl-sl-3

IN

N 1%

(@, Ml llall,

Sl

VA

1

IN

o (z, A

~—

ﬂ

oo N4l

S

1

1‘%“9”1 B VA

VA

=
=

=
=

> =
—_
|
5]

VA

lall,

o1

a+1

||QH1
1- % ||QH1>

(1= 2 lall,)



olur. ¢ artarken 2. ortalama deger teoreminden yararlanirsak

/xasinxdx = (W\/)\n)a / sin zdx
\/E TV An

< 2 <7T\/)\_n)a

™

o Sin \/Xxd:z: B \/Ecg(cﬁ
VA V22

TV An oo oo
1 1 1
= a1 / t* sin tdt — a7 /ta sintdt| = RS / t% sin tdt
2 2 2
A P N L
< ==

a+1
S%(mkﬂﬂ+%j
1401
n\1- 1 a
dir. Burada ¢ (a) > 0 oldugunda ancak ¢, # 0 oldugu zaman

~ a+1
Vrc(a) 1 ( lall, ma)

A 1_%04—1—1

esitsizligi saglanir o zaman

~ 2 =
> S [} mlal,]™
A, > max {4 ||Q||1 93 2—1 {1 * ﬁll

dir. Lemma 4.6.2 bize sunu gosterir. Aranan 6zdegerlerin sayisini hesaplayabilmek i¢in

|¢l,’in st smir1 olan () 6nemlidir. Agikcasi eger ¢ > 0 ise bu takdirde

™

lall, = / ¢ (z) d

0

dir.

n

1
VAL =n+ag+ = : 210 (—) (4.6.9)
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1 ™
a; = —/q(x)dx
27
0
% h =00, H # 00, veya h # oo, H = o0
0

diger durumlarda
h=o00, H=00
hiH h # oo, H # oo
h =00, H# o0
h# 00, H= 00

Al 3T 3

\

ozdegerlerinin asimptotiklerinin bulunan sabitleridir. ¢ > 0 ile ilgili gerekli veriler varsa
bu taktirde ||¢||, 6zdegerlerden hesaplanabilir. ¢ > 0 icin gerekli spektral verilere gore
lql|; tammlanir.

Lemma 4.6.3. ¢ > 0 ise bu takdirde

lall, = 2n Jim | (VA —n o) n —as]

olur.

Ispat. ¢ > —C durumunu yukaridaki duruma indirgeyebiliriz.

doniisiim problemini goz 6niine alalim ki buradaki ¢ = ¢+ C' > 0, ;\ = A+ C dir ve
(4.1.5),(4.1.6) gibi aymi smir kosullaria sahiptir. Boylece C' den ¢ ve ¢ elde edebiliriz.

Bunun igin de

g (z) + C|; :271-7}220 [(\/)\n+0—n—ao)n—ag]

ve
lally < llg () +Clly +Clly = llg (@) + Clly + =C

olur.

Sonug 4.6.4. ¢ > —(C verilirse, bu takdirde
lgll, < Q@ =nC + 27 lim [(VA+C —n—a0)n—a)
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dir.

4.7. Alt Ozdegerlere gére Potansiyelin Tanimlanmasi

Daha 6nceki kisimlarda yan sart olarak f(z) = x® alimarak problemimizi tanim-
lamigtik. Ancak alt simirdaki 6zdegerler icin durum biraz daha farklidir. Burada
baglangic kosullara ilaveten ekstra verilere ihtiyacimiz vardir. Ciinkii N tam olarak
bilinmiyor. ((k’ +ag— 1,2, (k+ ag + 1/2)2) araligimin i¢inde bulunan (M —1,/2)°
den daha biiyiik M sayisi tiim 6zdegerlerdir. Burada k > M ve ay’da (4.6.9) da tanim-
landig1 gibidir. Bu araliklardan herbiri 6zdegerlerden en az birini kapsar. Boylece M
nin varhigr (4.6.9) ve Lemma 4.6.1’den ¢ikar.

Dolaysiyla ((k + ag — 1,/2)%, (k+ ag + 1/2)2) , k > M arahgmdaki 6zdegerleri
Ar’lar ve bu siralama k > P = max (M, N) oldugundan rastgele bir gekilde
siralayabiliriz.

Simdi varsayalim ki ilk 6l¢iimlerden sonra (—oo, A\ys) araliginda L tane 6zdeger bu-
lunsun. [Ay, A,) araligr {Aa, ..., Ap_1}, P — M tane ozdeger icerdiginden (—oo, Ap)
araligindaki ozdegerlerin gergek sayis1 L + (P — M) dir. A, ve daha yukarisinda sirala-
manin gergeklestigini gozoniine alirsak bu ytizden A, den 6nce P tane 6zdeger olmalidir.
Boylece ilk olgiimlerde M — L tane 6zdeger bilinmez. M’yi bilmekle aranan 6zdegerlerin
sayisini bulabiliriz.

Ornegin k > 50 ile baglayarak ((k: +ag—1/ 2)2 J(k+a+1/ 2)2) araliklarinin her
biri tam olarak bir ¢’yu tamimlayan 6zdeger icerir. Oyleki A, bu araliklardan birine
dahil olmadig1 durumda bu 6zdegerler rastgele siralanabilir. Eger hesaplanirsa A5y den
az yalnmizca 40 6zdeger buluruz. Bu demektir ki ilk degerlerden sonra tam olarak 10
tane ozdegeri kaybederiz. Buradan siralamadaki zorluk sudur ki kaybolan 6zdegerler
As0 nin altinda olmak zorunda degildir.

Simdi { Ao, ..., Ap_1 } kiilmesindeki biitiin aranan 6zdegerleri bulmak igin « (0, t) ailesinin
mutlaka icerdigi aranan 6zdegerleri saglayan uygun baslangic kosullarin1 secerek bir
metod verecegiz. Bagka bir deyisle her n = 0,..., P — 1 i¢in ¢,, # 0 oldugunu garanti

eden baglangi¢ kogullarini bulmaya ihtiyacimiz vardir.
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Lemma 4.7.1. Herbir j sabiti ve en az bir £ =0, ..., j icin
cj (k)= /xkgp (x,Aj)dx #0
0

dir.

Ispat. h # oo durumunu gozoniine alalim.
cj(k)=0, k=0,..,J (4.7.1)

oldugunu varsayalim. (4.1.4)%tin j. dzfonksiyonlar1 j kadar basit sifira sahiptir. a;; lar
(4.1.1) denkleminin sifirlar1 olsun. Bu taktirde ¢ (ajz, A) = 0 dir. & = 1,...,j icin aj
sifirlarini veren polinomu
J J
Pi(x)=¢; [[(x—au)=>_ bt (4.7.2)
k=1 k=0
seklinde yazabiliriz. Burada ki €;, P (0) = 1 oldugunda secilir. P; polinomu ile ¢ (z, A;)

ayni derece ve ayn koklere sahiptir. Her ikisi icin de
Py (0) = 9 (0,)) = 1

olur. O halde = € [0, 7] i¢in aym isarete sahiptirler. a;;, # =, k = 1,2, ..., ise
Py (x) ¢ (,A5) >0

olur. Boylece

™

/Pj (x)p(x,\j)dz >0 (4.7.3)

sonucuna varilir. Buradan (4.7.1) ve (4.7.2) aym anda gozoniine alinirsa

m K

/Pj () p(x, A\j) de = Z bk/xkgo (x,\j) de = Zbkcj (k)=0

0 k=0 0 k=0

olur. Buda (4.7.3) ile gelisir. Bu celiskiye ¢; (k) = 0 ile diistiik o halde ¢; (k) # 0 dir.

Yukaridaki sonuca gore sunu diyebiliriz.

{u (0 t)}P_l

k=0
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ailesiyle ilk P tane 6zdegeri elde edebiliriz. P bilinmiyor. M — L tane aranan 6zdeger-
lerin sayisinin verisini kullanabiliriz. Boylece aranan 6zdegerleri bulmak igin u* (0,1)
degerlerinden baglariz. Eger bu ¢zdegerlerden sonra hala bilinmeyen 6zdegerler varsa
bir sonraki u®" (0, t) degerine gegeriz ve boylelikle biitiin M — L tane bilinmeyen 6zdeger-
leri bulana kadar devam ederiz. Lemma 4.7.1 bu yontemin bir noktada (en fazla

LP—1

(0,t) degerinden sonra) duracagini garanti eder ve biylece degerlerinin sayisinin

sonlu oldugunu goriiyoruz.

4.8. Ikinci Baglangic Sart1

¢’nun alt siir1 bilindigi zaman, aranan 6zdegerleri bulmak i¢in daha fazla 6zel sart
gereklidir.
Lemma 4.8.1. ¢(z) > —C alirsak ki C' negatif olmayan bir say1 ve

1 O<ar<w
X, (T) =
0 v<zxr<m
alalim burada
S E— (4.8.1)

4N, + O

dir. 7 =0, ...,n i¢in bu takdirde

Cj = (va(pj) 7& 0

olur.

ispat.
_90// (2, ) +q(z) (2, A\n) = Ao (T, An)

e(0,N) =1, ¢ (0,N\)=h

— ¢ (2) = €9, (z) = Ao, (2)
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iki baglangic deger problemini karsilagtiralim.

—¢n (2) = €9, (x) = Ao, (2)

probleminin ¢oziimiinii bulalim. Buradaki denklemin karakteristik denklemini yazacak

olursak

-m:—-C = \,
m?* = —(\,+CO)
mip = /= +0)
iy = /0010

bu koklere gore ¢oziim
¢, () = e* (Acos 5 + Bsin f)

olur. Bizim a =0, § = \/(\, + C) dir. Gerekli iglemler yaparak

¢, (x) = cos (\/)\n + Cx) + LC’ sin (Mm)

An +

elde ederiz.
Sturm-Liuoville mukayese teoreminden, ¢,, ()’in ilk pozitif sifirlar1 ¢ (z, A,) 'nimn ilk

pozitif sifirlarindan daha azdir. h # oo durumundaki ¢éziim

¢, (x) = cos (\/ An + C’:c) + sin (Wz)

olur.

h
VA, +C

h =0 ise ¢, (z)’in ilk pozitif sifir

v
r= 2\, + C
dir.

Vi, +C =t
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alalim. ¢, (z)’in sifirlar igin

h . h
costx—l—?smtx = 1+?tantx:0

1 t 1 VA, +C
r = —arctan| —— ) = ———arctan| ————
t h A+ C h

ifadesinden hareketle
h > 0 ise ¢, (z)’in ilk pozitif sifirim

™

> —_—
S/ W
seklinde ifade edebiliriz.

h < 0ise /A, +C > |h|, ¢, (x)'in ilk pozitif sifir1

™

>7
SRV, werrg

sinir sartlarina gore ¢oziim

o, () = ;C’ sin (\/)\n + Cl‘)

An +
olur. Boylece ¢,, (x)’in ilk pozitif sifir1

T
K= x0

dir. (4.8.1) tarafindan verilen v’nin tiim durumlar i¢in, ¢ (x, \,,)’'nin ilk pozitif sifir-
larindan daha azdir. ¢ (z, \,) nin ilk pozitif sifirlar1, j = 0, ..., n olmak tizere ¢ (x, \j)
nin bazi pozitif sifirlarindan kiigiiktiir. Boylece (0,v) arahig) {izerinde tiim ¢ (z, A;) ,

7 =0,...,n nin igareti degismez.

1 .
'__/Xv dx——Q/ (x,Aj)dz #0, (j=0,..,n)
]
0

Lemma 4.6.2 ve Lemma 4.7.1 birlestirilirse ¢ (z) > —C ise u*" (0,t) (veya u" (0, 1)
h = oo ise)’nin Mittag-Leffler serisi tiim A,, > N’leri igerir ki burada ki N, (4.6.3) yada
(4.6.4) yardimiyla ifade edilir.

T
= — 4.8.2
T L /NTC (482)
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olur.
Bu taktirde A\, < N durumunda uXv (0,¢) (veya h = oo durumunda u;z” (0,t)) tagmur.
Iki tane baslangi¢ kosullar1 2 ve , (z) biitiin spektral verilerin yeniden tanimlanmasi

i¢in yeterlidir. Bu durum potansiyel ¢ icinde aynidir.

4.9 Temel Sonug
Teklik teoremi
h, H # oo durumlarinda ¢ potansiyelinin tekligini gosterecegiz. Diger durumlar igin
benzer sekildedir.
Teorem 4.9.1. ¢ € L, (0,7) icin T > 0,—1,/2 < 3 < 0 olsun. Oyle bir N > 0 vardir

ki, bir (7p,7}) zaman araliginda

o () ()t () ()
ve
« (0,8), u* (0,8),u® (0,8),...,u"" (0,t)

sonlu sayidaki degerleri tarafindan ¢ tek olarak belirlenir.
Ispat. N > 0 icin iki potansiyel ¢,§ € Ly (0,7) oldugunu varsayalim. Her iki potan-

siyeller igin

w (0,1),u® (0,8),u® (0,8),...,u"" (0,t)

u® (m,t) ,uIO (m,t) ,ugc1 (m, 1), ..., s (m,t)

degerleri aynmidir. Buna gore
g tarafindan tamimlanan {\,}, ozdegerlerin ciimlesi, {¢ (x,\,)}, Ozfonksiyonlar
ciimlesi olsunlar. Aymi sekilde ¢ icin 6zdegerlerin ciimlesi {)\Nn} ve ozfonksiyonlarinin
ciimlesi {(,Np (x, )\n)} olsunlar. f € Lo (0, ) iki fonksiyon iginde
f(x) =) cap(m,0) =Y (@, M)
n>0 n>0
seklinde ifade edilir. ¢ potansiyeli icin difiizyon dagilim,

u(x,t) = Z o (=Anl®) @ (2, An)

n>0
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dir. z = 0 noktasindaki difiizyon

w(0,t) =3 cnBa (= Ant®)

n>0

dir. ¢ potansiyeli icin de difiizyon dagilim

W 1) = 3 (<At) B (M)

n>0

x = 0 noktasindaki difiizyon

w(0,t) = B, (—AZtO‘)

n>0
dir. » (0,¢) nin ¢ > 0 igin analitikligi sonlu (75, 7} ) zaman aralig) iizerinde tekligini ifade
etmek icin yeterlidir.

Boylece ¢ ve ¢ aymi
w(0,1) 0™ (0,1),u” (0,1), ..., u” (0,8), te(0,00)
sinir fonksiyonlarini verir. Diger bir deyisle

3 caBa (At =GB (—fnta) . t>0 (4.9.1)

n>0 n>0
olur. (4.9.1)’in sag ve sol taraflarimin Laplace doniigiimleri aymdir. Bu nedenle ayni
rezidii ve ayn1 kutba sahiptirler. Lemma 4.4.1 ve (4.9.1)’den ¢,, # 0 olmak iizere her n

icin k tektir oyle ki \,, = 5\k ve ¢, = Cp, oldugu durumda n tektir. Bu nedenle
{An | en # 0}
ve
{nlé#0}
climleleri ¢akigir. Ancak
{A\ilen#0, j=0,..,N, 2/ ve 2* dan en az bir f i¢in}
ctimlesi {\,},, dzdegerlerin ciimlesi ile cakisir ve
{)\Nn | ¢ #0, 7=0,....,N, 27 ve z* dan en az bir f igin}
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~

ciimlesi {)\n}
n>0
Benzer sekilde {¢ (7, A,)},50 = {(} (, )\n)} gosterebiliriz.
= n>0

ozdegerlerin ctimlesi ile cakigir. Bu nedenle {\,}, ., = {):;Z} dir.
- n>0

q potansiyeli icin difiizyon dagilimi
ch o (= AutY) o (x, \n)
n>0

dir. x = 7 noktasindaki difiizyon
ch o (= AtY) o (T, A)
n>0
dir. § icin difiizyon dagilim
=3 o (—Ant”) B (2, 0n)
n>0
x = 7 noktasindaki difiizyon
=3 G (<At?) 3 (m, )
n>0
dir. w(m,t) nin ¢ > 0 igin analitikligi sonlu (75, 71) zaman aralig: iizerinde tekligini

ifade etmek icin yeterlidir. Boylece ¢ ve ¢ aym
W (b)) u () b () (b)), t € (0, 00)
siir fonksiyonlarimi verir. Diger bir deyigle f € Lo (0, 7) iki fonksiyon iginde

= Z CnP (1;, )\n) = Z CA;LQND (x, )\n) R t>0 (492)

n>0 n>0

dir. (4.9.2)’in sag ve sol taraflarmin Laplace doniigiimleri aynidir bu nedenle aym rezidii
ve ayn kutba sahiptirler. Lemma 4.4.1 ve (4.9.2)’den ¢,, # 0 olmak iizere her n igin k

tektir oyle ki A\, = S\k ve ¢, = oldugu durumda n tektir. Bu nedenle

{An [ cn # 0}

ve

(515 #0)
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ctimleleri aynidir. Ancak
{A\ilen#0, j=0,..,N, 2/ ve 2* dan en az bir f i¢in}
ctimlesi {\,},, dzdegerlerin ciimlesi ile cakisir ve

{)\Nn | e #0, 7=0,....,N, 2/ ve z* dan en az bir f igin}

~

ciimlesi { An }

~

ozdegerlerin ctimlesi ile cakigir. Bu nedenle {A,}, -, = {)\n} dir

n>0 n>0

ve buradan {a,},., = {&n}wo olur. Fakat g potansiyeli {\,,an},, tiim spektral
verileri tarafindan ifade edilir. Bu nedenle ¢ = ¢ olur.

SONUGQ: Bir kesirli difiizyon denklemini gtz éniine alalim. Bu taktirde ¢ € L, [0, 7],
t € (Tp,T1) igin z = 0 ve x = 7’de (4.2.6)’daki verilere gore ¢ tek olarak tanimlanir.
lqll; , @ tarafindan tistten sinirh oldugu bilinirse N'nin degerlerinin sayisi (4.6.3) , (4.6.4)
ve ) nun bir fonksiyonu tarafindan bilinir. Eger ¢ (z) > —C' alt simr bilinirse, bu

takdirde en fazla iki spektral veri tarafindan ¢’nun tekligi belirlenir.
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