1. TEMEL TANIM VE ESIiTSIZLIKLER

Fizik, miihendislik ve bir ¢ok bilim dallarinda karsilasilan problemleri ¢ozmek i¢in 6nce
problemler matematiksel ifadelerle formiile edilir. Matematiksel modelleri kurulan problemlerin
daha sonra uygun teknik ve yontemlerle c¢oziimleri arastirilir. Bu kisimda, genel tanimini
verecegimiz diferensiyel denklemler teorik ve pratik agidan olduk¢a 6nemli olup tiim bilim
dallarinda ¢ok genis uygulama alanlarina sahiptir [1-4]. Diferensiyel denklemler tanimini
vermeden dnce analiz derslerinden bildigimiz adi ve kismi tiirevleri kisaca verelim.

x bagimsiz degisken, y de bu bagimsiz degiskene bagh bir degisken yani bagimlh
degisken olsun. Bu durum y = f(x) olarak yazilir. y ifadesinin bagimsiz degiskenlere gore
cesitli mertebeden adi tiirevleri
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ile gosterilir.
x ve ybagimsiz degiskenler, z de bu bagimsiz degiskenlere bagl bir degisken olsun.
Bu durum z = f(x,y) olarak yazilir. z ifadesinin bagimsiz degiskenlere gore g¢esitli

mertebeden kismi tiirevleri
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seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.1.
Bir bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gore cesitli mertebeden

tiirevlerini ihtiva eden bir denkleme diferensiyel denklem ad verilir.

Tanmm 1.2.

Bir bagimli degiskenin, bir tek bagimsiz degiskene gore cesitli mertebeden (adi)
tiirevlerini iceren diferensiyel denkleme adi tiirevii diferensiyel denklem denir. Bir diferensiyel
denklemin mertebesi, denklemde goriilen en yliksek mertebeden tiirevin mertebesidir. n.

mertebeden adi diferensiyel bir denklem genel olarak,
FOo,p, 9 y™)=0 (1.1)
kapali sekilde gosterilebilir [5]. Bir a < x <b araliginda tanimli ¢ fonksiyonu a < x <b

araliginda bulunan her x igin tamiml ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu



F(x,(x),'(x),...,4 " (x)) = 0 (1.2)
ise ¢ fonksiyonuna (1.1) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferensiyel denklemin genel

¢Ozlimii, diferensiyel denklemin mertebesi kadar sabit degeri parametre olarak kabul eden bir
egri ailesi olarak ortaya cikar. Genel ¢ozliimdeki keyfi sabit veya sabitlerin belirli degerleri icin

elde edilen ¢oziime adi diferensiyel denklemin dzel ¢éziimii denir [6].

Tanmm 1.3.

Bir bagimli degiskenin, en az iki bagimsiz degiskene gore kismi tiirevlerini igeren
denkleme kismi tiirevii diferensiyel denklem denir.

u=u(x,y,z,t) fonksiyonu x,y,z ve t bagimsiz degiskenleriyle bir D bolgesinde
tanmiml1 bir fonksiyon olsun. # fonksiyonunun x,y,z ve ¢ degiskenlerine gore kismi tiirevlerini
iceren n. mertebeden bir kismi diferensiyel denklem genel olarak,

F(x,y,z,t,u 0 u_u, U U U U U ety ) =0 (1.3)
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seklinde gosterilir.

Bir kismi diferensiyel denklemdeki degiskenler I' sinirina sahip bir D bolgesinde
tanimlanir. ¢ zaman degiskeni olmak tizere ¢, <t <t, araliginda ve D bolgesinde (x,y,z)
noktasinda ¢ fonksiyonu 7. mertebeye kadar tirevleri strekli ise ¢ = @(x,y,z,t)
fonksiyonuna #n. mertebeden kismi diferensiyel denklemin ¢éziimiidiir denir [7]. Kismi
diferensiyel denklemin genel ¢oziimii, denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyon igerir ve
cozlimleri bir ylizey ailesi olarak ortaya c¢ikar. Bundan dolayi, adi tiirevli diferensiyel
denklemlere kiyasla kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak daha zordur. Bir
kismi diferensiyel denklemin 6zel ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in baz1 yardimer sartlar gerekir. Bu

sartlar genel olarak iki baslik altinda toplanabilir.

() Swvmr sartlari: Sl bir D tanim bolgesinde, bir fiziksel olayin matematiksel
durumunu kontrol eden bir kismi diferensiyel denklemde u bagimli degiskeni D tanim
bolgesinin sinirinda yazilir. Yani sinir sartlart kismi diferensiyel denklemin saglandigi D
bolgesinin I' smirt boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarini asagida tanimlanan

ii¢ farkli sekil ile verebiliriz:

a) Dirichlet Stmir Sartlari:
Bu durumda, u fonksiyonu D bélgesinin I sinirt {izerinde yazilir. 0 < x </ olmak

tizere / uzunlugundaki bir ¢ubuk i¢in sinir sartlart @ ve £ olmak tizere u(0) =, u(l)=p



seklinde tanimlanir.
O<x<l/, ve O0<y<l, olmak iizere bir dikdortgensel tabak i¢in sinir sartlari
u0,y)=a,, u(l,y)=a,, u(x,0)=p4, ve u(x,l,)=p, olarak yazilhr. Eger u bagimli

degiskeni sinirlar {izerindeki herhangi bir noktada sifir ise sinir sartlar1 homojen olarak

adlandirilir. Aksi halde homojen degildir.

b) Neumann Sinir Sartlari:

Bu durumda, sinir sartlar1 ¥ nun normalleri boyunca yani u nun tiirevinde yazilir. /

uzunlugundaki bir ¢ubuk i¢in Neumann sinir sartlart; 4 (0,¢7) =, u (/,t) = f seklindedir.

¢) Karisik (mixed) veya Robin Sinir Sartlari:
Bu durumda, u fonksiyonu ve ayni zamanda u# nun n. tirevi de simnirlar iizerinde

belirlenir. Ve genellikle 2-boyutlu Laplace denklemlerinde kullanilir.

(if) Baslangi¢ sartlari: Baslangi¢ sartlari sistemin baglangicinda D bolgesi boyunca

saglanmas1 gereken sartlardir. Yani bagimmli degiskenin kendisi veya tiirevleri cinsinden
bagimsiz degiskenlerin bir tek degeri i¢in verilmis ise bu sartlara baslangi¢ sartlar: denir.

Baslangic sartlariyla birlikte verilmis kismi diferensiyel denkleme ‘Cauchy problemi’
denir. Ornegin,

2 —_— .
u,—cu, =0, t>0;

u(x,0) = f(x), u,(x,0)=g(x),

ikinci mertebeden bir Cauchy problemidir.

Ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferensiyel denklem,

Au,, +Bu,,+Cu, +Du +Eu,+Fu+G=0 (1.4)
genel sekliyle verilebilir. Burada A4, B,C, D, E,F Kkatsay1 fonksiyonlar1 ve G fonksiyonu da

sabit veya degisken iceren fonksiyondur. Diger taraftan A = B> —4AC diskriminantin

tanimlayalim [8].

Diskriminant Denklem Tipi Ornek Isimlendirme
A>0 Hiperbolik u, — czuxx =0 Dalga Denklemi
A=0 Parabolik u, —ku, =0 Is1 Denklemi
A<0 Eliptik u, +u, =0 Laplace Denklemi



Herhangi bir tipteki problemin ¢odziimii, klasik Hadamard testi geregince asagidaki iig
sart1 saglarsa problem, “iyi durumlu”, en az bir sarti saglamaz ise “kotii durumlu” olarak
adlandirilir. Bu sartlar;

i.  Varlik: En az bir ¢6ziim vardir,
ii.  Teklik: En ¢ok bir ¢6ziim vardir,
iii.  Kararlilik: Coziim verilere siirekli baghidir.

Pratikte bir denklemin ¢dzlimiiniin varligin tarif etmenin en iyi yolu problemdeki biitiin
sartlar1 saglayan ve problemde yerine kondugunda denklemi saglayan bir ¢oziim
yapilandirmaktir. Eger ¢oziimiin tekligi gosterilirse denklemin ¢oziimii bulunmus demektir.

Birincisi agik bir mantiksal sart olup, ancak sadece fiziksel problemin bir ¢oziime sahip
olmasit nedeniyle, matematiksel problemin bir ¢6ziime sahip olacagini kolayca ifade
edemeyecegimiz akilda tutulmalidir. Fiziksel problem bir tek ¢6ziime sahip olabilir, ancak
matematiksel problemin birden ¢ok ¢6zliimii de olabilmektedir.

Son sart bir gerek sarttir. Uygulamada, 6l¢iim yonteminde kiigiik hatalar olusabilir.
Dolayisiyla, fiziksel olay1 gosteren matematiksel problem igin, verilerdeki kiiciik bir degisme,
¢Oziimde en fazla kiiciik bir degisiklige yol agabilir.

Ornek olarak,

u, +u, =0 (1.5)

xx W

Laplace denklemini # > 0 olmak iizere,
I .
u(()’y):()a “x(O,Y):_Slny (16)
n
Cauchy verileriyle goz 6niine alalim. Bu problemin degiskenlere ayrilma yontemi ile elde edilen
¢Ozimil,
I . .
u,(x,y) =—sinhnxsin y (1.7)
n

seklindedir. Baslangi¢ verileri #(0,y)=0 ve u_(0,y)=0 iken problemin ¢oziimi u, =0
asikar ¢oziimiidiir. Iki baslangic verisi arasindaki fark n — o iken

lim| " sin | = 0

n—>0

olur. Yani, baglangi¢c verisinde kii¢iikk bir degisiklik olmustur. Bu baslangi¢ verisine karsilik
V4
gelen ¢oziimler farkinin y = 3 noktasinda, n tek bir pozitif say1 olmak iizere n — oo iken

limit degerine bakalim;

enx _ e—nx
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olur. Yani, baslangi¢ verilerinde yapilan kiiciik bir degisiklik ¢6ziimde biiyiik bir degisiklige yol

acmistir. Boylece (1.5) ve (1.6) Cauchy problemi iyi durumlu olmadig1 sonucuna varilir [10].

Tanmm 1.4.
Q, IR" de bir bolge ve p pozitif bir reel say1 olsun. Q {izerinde tanimli, 6l¢iilebilen
ve

j|u(x)|”dx<oo, xeQ (1.8)
Q

ozelligini saglayan tiim u(x) fonksiyonlarmin uzaymna L”(Q) uzay: denir. L”(Q) uzay1 bir
Banach uzayidir ve bu uzayda norm,

1
p

||u||Lp(Q>=[j |u<x>|dej 19
Q

seklindedir.

Tanim 1.5.

Q) bolgesinde odlglilebilen bir ¥ fonksiyonunu goéz Ontine alalim. Hemen hemen her

x € Q i¢in |u(x)| < K olacak sekilde bir K sabiti bulunabiliyorsa # fonksiyonuna hemen

hemen her yerde sinirli denir. Boyle K larin en biiyiik alt sinirlarina da ¥ fonksiyonunun €

bolgesindeki esas supremumu denir ve esssup o u(x)| ile gosterilir. Boylece L™ () ile Q
bolgesinde tanimli biitiin hemen hemen her yerde simirli fonksiyonlarin sinifi gosterilebilir ve

|| . || normu agagidaki gibi tanimlanir:

||u =esssup u(x)| . (1.10)

L*(Q)
Tanim 1.6.

Q,Q, c IR" iki bolge ve Q, cQ olsun. Eger Q, € Q ise Q, bolgesine, Q

bolgesinin kesin alt bélgesi denir ve QQ; cc € seklinde ifade edilir.

Tanim 1.7.

LP

loc

(Q) asagidaki gibi tanimlanir:

LP

loc

Q)= {u: uel?(Q)), VQ, cc Q}.



Tanim 1.8.

Q, IR" de bir bolge ve u da Q bolgesinde tanimli bir fonksiyon olsun. u

fonksiyonunun destegi asagidaki bicimde tanimlanir:

suppu:{er: u(x);tO}.

Eger suppu cc Q ise u fonksiyonuna Q bolgesinde kompakt dayanakli fonksiyon denir.

Tanim 1.9.

Q, IR" de agik bir bolge ve m pozitif bir tamsay1 olsun. C" (Q) ile QQ bolgesinde

tanimli ve |a| < m mertebesinden siirekli kismi tiirevleri olan fonksiyonlarin uzay1 gosterilir.

C”(Q) ile Q bolgesinde tanimli olan ve her mertebeden siirekli kismi tiirevleri olan
fonksiyonlarin siifi gosterilir.

Cy (Q) ile de, C”(€2) smufindan olan kompakt destekli fonksiyonlarin smnifi belirtilir.

Tanim 1.10.

a;, , i=12,..,n pozitif tamsayilar olsun. & = (a,,...,x,) strali n-lisine ¢oklu indis

1

denir. |a| ile ’nin boyu yani

=3
i=1
ile gosterilir. 1 <7 <n olmak tizere;
pe=| O] (2| [
Ox, ox, ox,
|a| mertebesinden diferansiyel operatoriidiir ve u € C (QQ) ise,

81u(x)

Du(x)=———
ox/["..ox."

seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.11.
u,v e L, (Q) olsun. Eger V¢ e C; (Q) fonksiyonu igin,

j u(x)D* $(x)dx = (~1)/* j V() H(x)dx
Q Q



oluyorsa v fonksiyonuna u fonksiyonun €2 bdlgesinde |a| mertebesinden D“u tipinden

genellestirilmis tiirevi denir.

Tanmm 1.12.
Q, IR" de bir bolge, m pozitif bir say1 ve 1< p < oo olsun. D“u, u fonksiyonunun
genellestirilmis tiirevi olmak tizere,
W (Q) = e L’ (Q): D uel’(Q), VO<|a|<m)
ile tanimlanan W7 (Q) uzayina Sobolev uzayr denir. Bu uzayda norm,

1

»
, 1<p<oo

p
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seklindedir. Sobolev uzay1 bir Banach uzayidir. Eger p = 2 ise bir Hilbert uzaydir.

1.1. Bazi Onemli Esitsizlikler
Tamm 1.13. (Cauchy Esitsizligi):

f,gel’(Q) ise, fgel(Q) *dirve

”fg"L‘(Q) S||f||L2(Q)||g”L2(Q)

dir.

Tamm 1.14. (Holder Esitsizligi):

p>1 Vel+l:1 olsun. feL”(Q), gelL!(Q)ise fgeL (Q) dirve
P 49

”fg"L‘(Q) S”f"LI’(Q)”g”L'I(Q)

dir.
Tamm 1.15. (¢ -Young Esitsizligi):

&> 0 olsun. Va,b e IR ve p, q eslenik sayilari i¢in



P q
|ab|35pﬂ+iﬂ
p & q

esitsizligi saglanir.

Tamm 1.16. (Genellestirilmis Young Esitsizligi):

2]
p, >0, i=12,.n ve Z—zl oldugunu kabul edelim. Bu durumda verilen
i=1 P;

Va, € IR, i=12,..,n sayilar i¢in

esitsizligi saglanir.
Tamm 1.17. (Poincare Esitsizligi):

Q kiimesi IR" ’de smirh bir bdlge ve 0Q da C' smifindan olsun. 1< p<oo
oldugunu kabul edelim. Bu durumda sadece n ve p sayilari ile €2 bolgesine bagh bir C

sayisi vardir dyle ki, her u € W"? (Q) fonksiyonu i¢in

<clpu

L (©)

u+judx
Q

esitsizligi saglanir.

Tamim 1.18. (Friedrichs Esitsizligi):

Q smurh bir bolge olsun. Oyle bir ¢(Q) > 0 sabiti vardir ki Vu € W,*(Q) igin

< c(Q)|Du

g

L’ (Q) > (Q)

esitsizligi saglanir.



Tamm 1.19. (Wirtinger Esitsizligi):

we L*[0,1] olsun. A= 12/71'2 olmak tlizere
! !
j w2 (x)dx < A j w2 (x)dx
0 0

esitsizligi saglanir.



2. Dordiincii Mertebeden Dogrusal Olmayan Bir Dalga Denkleminin Coziimlerinin

Davranisi

Bu béliimde, sondaj borusu dinamigini belirten dérdiincii mertebeden dogrusal olmayan
bir dalga denklemi ele alinmistir. Sondaj borusu, bir gemi ya da platformdan deniz tabanina
uzanip delme operasyonlarinda kullanilan ve matkap kordonu ile delme isleminde ortaya ¢ikan
camuru zapteden ince, uzun, dikey bir borudur. Amacimiz asagidaki problemin sifir ¢6ziimiiniin

global asimptotik olarak kararli oldugunu gostermektir.

mu,, + Kk, —[a(ou, ]+, +bufu,|” =0, (2.1)
u(0,0)=u_(0,0)=u(l,ty=u_ (I,{)=0, t € IR". (2.2)

Bu problemde m, k, b ve p verilen pozitif sayilardir. y ise bir reel sayidir. a(.) fonksiyonu

ise alttan smirl ve C' [0, [ ] smifindandir [11-15].
2.1. Sifir Coziimiiniin Global Asimptotik Kararhg::

Eger sifir ¢oziimii kararli ve tiim ¢oziimler ¢ — oo iken sifira gidiyor ise, sifir ¢oziimii
global asimptotik kararli olarak adlandirilir. (2.1) ve (2.2) probleminin tiim ¢dziimleri klasik

¢Oziimlerdir. Esas sonucumuz asagidaki teoremdir [16].

Teorem 2.1.1
Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

i. m, k, b ve p verilen pozitif sayilar ve y ise bir reel sayidir.
ii.  a(.) fonksiyonu C 1[O,I] sinifindadir ve Vx e [O,l] icin a(x)>—c,, ¢,20 ve

2
k=9 g 50 van

=
T

Bu durumda (2.1) probleminin (2.2) sinir sartini saglayan sifir ¢6ziimii,

I JA
o), [ Tt +u.zx>dx]
0

10



normuna gore global asimptotik kararlidir. Ayrica, (2.1) denkleminin (2.2) smir sartlari

saglayan her ¢ozlimii agagidaki esitsizligi saglar:

At—(P+1)/(P+2) , peE (0,1)’

@.1.1)
AP p=1,te [l,oo).

! !
d
%J.u,z (x,t)dx + Toj.ufx (x,0)dx < {
0 0

Ispat:

u(x,t) fonksiyonu (2.1) denkleminin (2.2) sinir sartin1 saglayan klasik ¢6ziimii olsun.

(2.1) denklemini u, ile ¢arparsak,

muu, +kuu

ot 17 xxxx

_ut[a(x)ux]x +u,u,, +b|ut|p+2 =0

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

m O 0
muu, = Ea(utz ), MU :%a(utz ),

0 0(1
kutuxxxx = ka(utuxxx - utxuxx) + ka(zuixj >
—u,[a(x)u, ]x = —a—axa(x)u,ux —a(xX)u,u,,
0
= ——[a(x)u,u ]+ a(x)u,u, +a(xuu,, —a(x)uu.,
x

0 10 5
=——l\a(x)uu,_|[+——
~laCouu,J+ 2= latout]
oldugundan, esitligini

m 0 0 o1
35(1’112)4_1{ (utuxxx _utxuxx)-'_ka(_ufx]

o 2
0 10 V4 6 +2
- faGu ]+ 55 a(x)ui]+5§(uf)+b|ut|p =0 (2.1.2)

bi¢ciminde yazabiliriz. (2.1.2) esitligini x degiskenine gore integre edersek,

11



=] =
;:0 - k(utxuxx)

XXX )

1
%%Jufdx +k(u,u
0

! !
~[aGouu, ], +%%Ia(x)ufdx+%(u[2) =y bj|u,|p+2 dx=0
0 0

esitligini elde ederiz. Burada (2.2) sinir sartin1 kullanirsak,

d k 1 Lo
7 %"u,"z +E||uxx||2 +Eja(x)uidx +bj|ut|p 2dx=0 (2.1.3)
0 0

esitligini elde ederiz. (2.1) denklemini bu kez u ile ¢arparak,

muu,, + kuu —u[a(x)ux]x + yuu,, +buut|ut|p =0

XXXX

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

0 , 0
muu, =m| —uu,)—u, |, u, =y| —wu,)—u.u, |,
p L%( ;) t} yu 7[8x( ) }

2
XXXX xuxx) + kuxx >

kuu = ki(uum —u
ox

- u[a(x)ux ]x =—uu, ia(x) —a(x)uu,,
ox

0
= ——aCouu, ]+ ayu
Ox
olup bunlar yukaridaki yerlerine yazarsak

+a(x)u’ +7[§(uu[)—uxu,}—buut|u[|p =0 (2.1.4)
X

esitligini elde ederiz. Bu esitligi x degiskenine gore integre edersek,

12



L+ kjufxdx

—k(uu, )|

XXX

XXX) X=!

! 1
0 2
ma}[uuldx + —mju, dx +hu(u

x=[
x=0

[a(x)uu ] + J-a(x)u dx + y(uu,)| -

0

= 7Iu udx+bjuu|u| dx=0

esitligini buluruz. Bu esitlikte (2.2) sinir sart1 kullanilarak,

J ]
E[m(u,ut)]—m”ut”2 + k”um"2 + J.a(x)uidx

0

1
—)/(ux,u[)+bjuut|ut|pdx=0 (2.1.5)
0

esitligi elde edilir.
Keyfi bir 6, >0 sayis1 segerek (2.1.5) esitligini o, ile ¢arpalim ve sonra da (2.1.3)

esitligi ile toplarsak,

d k L
| el Sl 5 Jacouiae + o) | = Sy |
0

l
+ 0 Ku | + 6, [ aColdc =6y, u,)
0

! I
+ b8, [u fu|” d+ [ fu | e =0 (2.1.6)
0

esitligini elde ederiz. Diger taraftan,

2

E/(t)= ||u || + +

‘CX

1
%Ia(x)uidx +o,m(u,u,) (2.1.7)
0

olsun. (2.1.7) tanim ve
! 1
b51_[uu,|u[|pdx2 —b51J.|u||ut|p+1 dx
0 0

esitsizligi kullanilirsa, (2.1.6) esitliginden,

13



I
%El ) —51m||ut||2 + 0, klu,, g 51.[a(x)u§dx—51}/(ux,u,)
0

I I
=3, [[uue | e+ b [u | dx <0 2.1.8)
0 0
esitsizligi elde edilir.
(2.1.8) esitsizliginde o0,y (u ,u,) terimi i¢in bir kestirim elde etmeye ¢alisalim. Bunun

icin Once asagidaki esitsizligin saglandigim gosterelim:

2 17 2
SF"uxx” : (2.1.9)

X

(uux )x =u i +uu . esitligini géz oniine alalim. Bu esitligi x degiskenine gore 0 *dan

[ ’ye integre eder ve (2.2) sinir sartin1 goz 6ntine alirsak,

jufdx = —j.uuxxdx

0 0

esitligini buluruz. Yukaridaki ifadeye Cauchy esitsizligini uygularsak,

1

1 ! Y P
Juidxs .[|u||uxx|dx S[qude [J.ufxdxj
0

0 0 0

esitsizligini elde ederiz. Esitsizligin sag tarafindaki ilk terime Wirtinger esitsizligini

uygulayarak,

| ; Y %
uzdxﬁ—l u’dx u’ dx
J ' U ' J [J‘ B J
T

0 0 0

; 12
esitsizligini buluruz. Son esitsizlikte her iki tarafi (J.u idx} terimine bolersek,
0

(qude S;(Iumde

0 0
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte her iki tarafin karesi alinarak (2.1.9) esitsizligini elde

ederiz.
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Simdi &,y(u ,u,) terimi i¢in bir kestirim elde etmeye ¢alisgalim. y 'nin bir reel say1

oldugu ve Cauchy esitsizligi gdz 6niine alinirsa,

|§17/(ux’ut)| <

esitsizligini yazabiliriz. Burada Young esitsizligini kullanarak ve sonra da (2.1.9) esitsizligini

uygulayarak,

512 72
2

u

X

1
|§17/(ux s U, )| < E”uz ”2 +

272
e WL (2.1.10)

1 1)
<l +

esitsizligini buluruz. Elde ettigimiz bu kestirimi (2.1.8) esitsizliginde kullanarak,

d 5t
R0+ 0k~ lzy el 5, m__)||u I
+51Ia(x)uidx—bé'lﬂu”utvﬂ dx+bj|u,|”+2 dx<0 @.1.11)
0 0 0
esitsizligini yazabiliriz. Simdi o, sayisi igin,

27%d,

2[2

0<o, < (2.1.12)

2

c
sartini ekleyelim. Teoremin 7i. sartindaki k —— >
T

=d, >0 esitsizligini géz oniine alarak ve

(2.1.12) sart1 kullanilirsa,

2 2712 2
L=k 0! 5(1« 5”j “” o
27t 2

oldugunu goriiriiz. (2.1.11) esitsizligini gdz oniine alalim.

2

XX

d 1
B O =@ [+l = |~ L

l l l
=6, [ aGoyud+ b3, [lufu | dx = bf|u,| " ax (2.1.13)
0 0 0

15



(2.1.13) esitsizligini kullanarak (2.1) denkleminin sifir ¢Oziimiiniin kararli oldugunu soyle

gosterebiliriz. Teoremin #i. sartini, yani; a(x) = —c, sarti kullanarak

1 1 1 1
kjuixdx + Ia(x)ufdx ij.ufxdx - coj.uidx
0 0 0 0
esitsizligini yazabiliriz. Burada (2.1.9) esitsizligini kullanarak,

! !
kjufxdx + ja(x)ufdx Zk"um
0

0

2 2
=¢ofu]

2 cyl? 2
0
L N L

col? 2
Spa N

!
=d, [u? dx (2.1.14)
0

oldugunu goriiriiz. E£(¢) fonksiyonunu

k
E(t)= %”ut [+

1 !
U, ? +—ja(x)ufdx
29 '

seklinde tamimlayalim. (2.1.14) esitsizligi ve E(¢) fonksiyonu birlikte gbz oniine alinirsa,

m d
EO2 M+
!
esitsizligini buluruz. E, () = J (u] +u’,)dx oldugu goz éniine alnirsa
0

E(t) Z%min{m,do VE, (1) (2.1.15)

esitsizligini yazabiliriz. Diger taraftan a(.) e C 1[O,I ] smifindan oldugu i¢in |a| fonksiyonu

[O,I] araliginda bir 4, maksimum degeri vardir. Bu o6zelligi, E(¢) fonksiyonu taniminda

kullanarak,

16



my 2 k > 1§
E(t)SE”u,” +5 U, +E£|a(x)ufdx
k A |
S%”utnz o ’ +71_[ufdx

0

esitsizligini buluruz. Sag tarafta (2.1.9) esitsizligini kullanarak ta

2

E(t) < %max{m, 17;3' + k}Eo (@)

esitsizligini buluruz. Ayrica (2.1.3) esitsizliginden ve E(¢) fonksiyonun tanimindan,

d SR
EE(t):—bj|u[|” 2dx <0 (2.1.16)

0

esitsizligi saglanir. Boylece (2.1) denkleminin (2.2) sartin1 saglayan sifir ¢éziimiiniin kararlt

oldugu neticesini ¢ikaririz.

Simdi de (2.1) denkleminin (2.2) siir sartini saglayan sifir ¢oziimiiniin global
asimptotik kararli oldugunu gosterelim.

(2.1.16) esitsizligini 0 ’dan ¢ ’ye integre edersek,
‘1
E(t)— E(0)+b j j Ju | dxds =0
00

esitligini buluruz. E(¢) > 0 oldugu goz oniine alinirsa yukaridaki esitlikten,

t 1
”|u,|””dxdsg@ 2.1.17)
00 b

esitsizligi yazilir.

Simdi (2.1.13) esitsizligine tekrar donelim ve

!
- m”ut”2 —L”um”2 - 51Ja(x)u§dx
0

/
icin bir kestirim elde etmeye calisalm. Eger E,(f) = |a(x)u’dx terimi negatif degilse,
0 X g g
0

D, = min{l,L/k ,0, } olmak iizere,

17



m”ut”2 + L

uxx

! !
2y ) J‘ a(x)u’dx > min{l,%, ) }[m"utnz + k"”xx”2 + J.a(x)ufde

0 0
> 2D, E() (2.1.18)

esitsizligi saglanir.

5 5 7/2[2 i
D, = min 1,?1( 0 —— j olsun. Eger Ja(x)ufdx negatif ise, her x ig¢in

0

a(x) = —c, oldugundan,

!
2 2
—é'lcoj.uxdx

0

m”u,”2 +L

l
u, Py §1ja(x)ufdx Zm”ut”2 + Liu,
0

esitsizligini yazabiliriz. Son esitsizligin sag tarafinda (2.1.9) esitsizligini kullanarak,

2 ¢l

2
T

m”u,”2 +L ?

uXX uxx

XX

l
Py §1ja(x)uidx Zm”ut”2 +L
0

esitsizligini yazabiliriz. Burada L sayisiin tammi ve c,l’ / n*=k—d, oldugu goz Gniine

2, L.
alinirsa |ju teriminin katsayisi,

XX

S.c,l’

> =
T

5127/2]2

=
T

Sy’
=5](d0_ 12772 J

olur. Bu esitligi ve D, sayisimin tanimi goz oniine alinarak,

L—

Sk —

0,(k—d,)

i 5 212
mlu|* + Ll + SIJa(x)uidx >mlu,|* + 6, (do —~ ‘27;2 J”um"2
0

272
st 2, -5 oo o )

2z

1
> Dz[m”u[”2 + kiju,, 2y J.a(x)ufdx]

0

oldugunu goriiriiz. E£(¢) *nin tanimini g6z 6niine alarak bu esitsizligi soyle ifade edebiliriz:

18



]
ml, |+ Lo |* + 6, [ aGou?dv = 2D, E o). (2.1.19)
0

Simdi D, = min{D,, D, } dersek, (2.1.18) ve (2.1.19) esitsizliklerinden,

i
m”ut”2 + L||um||2 + 9, Ia(x)uidx >2D,E(t) (2.1.20)
0

esitsizligini elde ederiz. Eger (2.1.20) esitsizligini (2.1.13) esitsizliginde kullanilirsa,

1
B=o6m+ 5 +m olmak iizere,

72 i (2.1.21)

d 2 l + 1
EEl(t)SB”ut” —2D3E(t)+b51.([|u||ut|p a’x—b‘([|u,

esitsizligini buluruz. (2.1.21) esitsizligini 0 ’dan ¢ ’ye integre edersek,

t t t
2D, [ E(s)ds <[E,(0) - E,(t)|+ B [u}dxds + b5, [ [fulu,|”" dxds
0 00 00
‘1l )
_b“. |ut|p+ dxds
00
esitsizligini elde ederiz. (2.1.16) esitsizligine gore E(¢) artmayan bir fonksiyon oldugundan
t
2DtE(t) < 2D, I E(s)ds yazlabilir. Bunu yukaridaki son esitsizlikte kullanirsak,
0
(1 (1
2D, () <[E,(0) ~ E, (0] + B[ [u?dxds + b3, [ [|ufu,|”" dxds
00 00

t 1 ¢
408, [ [l | dvds = [ [ | das (2.1.22)
00 00

esitsizligini buluruz. Bu esitsizlikte, sag taraftaki son terim atilarak ifade daha da biiytir:

t ! t
2D1E() <[E, (0) - E,(0))+ B[ [udxds + b3, [ [|ufu,|”" dxds. (2.1.23)
00 00

Simdi (2.1.23) esitsizliginin sag tarafindaki terimler i¢in birer kestirim elde etmeye

calisacagiz. Bunu oOnce E,(r) fonksiyonunu alttan sinirlandirabilecegimizi gostermekle

baslayalim. Poincare-Friedrichs esitsizligini ve (2.1.9) esitsizligini gbz oniine alirsak,

19



12

72,2

2 2
o™ <

u

X

14
< ?"%”2 (2.1.24)

oldugunu goriiriiz. E,(¢) nin tanimindan, a(x) = —c,, sartin1 kullanilarak,

!
670 uidx—5]m| (u,u,) |

k
IOE e 0

|2

oldugunu elde ederiz. Bu esitsizlikte, (2.1.9) esitsizligini kullanirsak,

k I?
Evl(l()Z%”ut”2 +5 Uy = ;(;Z_z Uy ? —517’)’l| (u,ut)|
d
:%”ulnz +70 U sx ’ —511’)’l| (uau1)|

oldugunu goriiriz. Bu esitsizligin sag tarafindaki son terime p=¢g=2 eslenik sayilar icin

Young esitsizligi uygulanirsa,
d om o,m
e ) Y R L

ifadesini buluruz. Simdi bu esitsizlikte (2.1.24) esitsizligini kullanarak,

2

u

XX

1 sml*
E027 (16 +5(d0 —%J (2.1.25)
T

esitsizligini elde ederiz. o, sayisi lizerine,

27%d, don“}

}/2[2 ’ ml4

o< min{

sartin1 eklersek son esitsizligin sag tarafindaki katsayilar negatif deger alamaz. Buna gore

4
d, = min{m(l -6, % m41 }

T

olmak lizere

2 2
E )2 dy [, +[ue]’ )20 (2.126)
esitsizligini elde ederiz. Bu ifade E,(¢#) fonksiyonun alttan pozitif bir fonksiyonla smirl

oldugunu gosterir. Buna gore,
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E,(0)- E, (1)< E, (0) (2.1.27)

ifadesini yazabiliriz.

1
(2.1.23) esitsizligindeki diger terimleri {istten sinirlandirmak igin once J-u‘fdx , g>1
0

integraline bir kestirim bulmaya ¢alisacagiz. u(0,7) =0 oldugundan, Newton-Leibniz formiiliine

gore,

X

u(x,t) —u(0,7) = jux(s,t)ds

0

veya
u(x,t)= jux(s,t)ds
0

esitligi bulunur. Bu esitlikten,

X

|u(x, t)| < j

0

dx, Vxe [O,Z]

1
ux(s,t)dssjl u(x,1)
0

oldugunu kolayca gorebiliriz. Burada Cauchy esitsizligini kullanirsak,

; 1/2
|u(x, t)| < ﬁ{]ui (x,t)dx} , Vxe [O,l]

0
esitsizligini buluruz. Yukaridaki esitlik Vx e [0, [ ] i¢in dogru oldugundan,

l

12
max |u(x,1)| < [ j u? (x,t)dx] (2.1.28)
xe[0,]

0
esitsizligini yazabiliriz. (2.1.28) esitsizligine gére, ¢ >1 olmak iizere

l

! l/a 12
( j lu(x, 1) de <7V max lu(x, ) < z“/q”“/”[ j u? (x,t)dx]
) ,

0

esitsizligi saglanir. Son esitsizligi asagidaki sekilde yazmak miimkiindiir:

I I 9/2
j o, )| e < 10D 4 ( j u?(x, t)dx] : (2.1.29)
0

0

Simdi (2.1.29) esitsizligini ve Holder esitsizligini  kullanarak, (2.1.23) esitsizligindeki

t 1 t 1
B.[ j uldxds ve bd, J. J. |u||u,|p " dxds terimleri igin kestirim elde edebiliriz:
00 00
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p' = ve q' = p ;r 2 eslenik sayilar1 igin Holder esitsizligini iki defa kullanarak,

¢ 1 g pl(p+2) 1 2/(p+2)
I, EBJ'J'ufdxdsSBj (Ilde U|u[|p+2de s
00 0 \0 0

¢l pl(p+2) ¢l 2/(p+2)
< B[I I ldxdsJ [I“ut |p+2 dxds}

00 00

esitsizligini elde ederiz. Burada (2.1.17) esitsizligini gz oniine alirsak,
2/(p+2)
C, = Bl!’/@”{@} , I, <Cp?r (2.1.30)
b
oldugunu goriiriiz. (2.1.23) esitsizligindeki son terimi ise soyle kestirebiliriz: p'= P +1 ve
p+

q' = p + 2 eslenik sayilari i¢in iki defa Holder esitsizligini kullanarak,

t 1l e (p+)/(p+2) 7 1/(p+2)
1, =b0, Jj|u||ut|p+l dxds Sbé‘lj (J-|ut|p+2dx] (.ﬂu|p+2 dx] ds
00 0 0

0
t, (PP 1, 1(p+2)
< b51['”|ut |p+2 dxds} [I“”'IM dxds}
00 00

esitsizligini bulabiliriz. (2.1.29) ve (2.1.9) esitsizliklerini kullanarak yukaridaki esitsizligin sag
tarafindaki son terim igin

p+4
2

0

pra e NP2 N
<l (—] [Iuixde
4 0

esitsizligini elde ederiz. Ayrica (2.1.15) esitsizliginden,

! a1
j|u|p+2dxsl 2 qudx}
0

!
iE(z‘) > J.ufxdx
d, 0
’ 2
yazabiliriz. E(¢) azalan fonksiyon oldugundan E(¢)<E(0), V>0 ve J.u ixdx < d—EO
0 0

yazilabilir. Son esitsizlikte bu ifadeyi kullanarak ve (2.1.17) esitsizligi goz oniine alindiginda,
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1/(p+2)

(p+D/(p+2) pr2t (1 (p+2)/2
1, b9, [&j Z(”+4)/2(LJ I{Iuidx} ds

b Vs oL 9

<, (2.1.31)

esitsizligi bulunur. Burada,

+ 12
¢, = 51b1/(P+2) [E(O)](3P+4)/2(p+2) LMJ (i}
T

dir.
Simdi, elde edilen (2.1.27), (2.1.30) ve (2.1.33) kestirimlerini, (2.1.23) esitsizliginde
kullanirsak asagidaki esitsizligi

2D E(1) < E, (0) + C,¢ 77D 4 €,V

buluruz. Bu esitsizligi,
E(t)< (2D, ) ' [E,(0) " + €t 0+ 4 0y 00|

bigiminde yazabiliriz. 4=(2D,)"'[E,(0)+C, + C,] dersek asagidaki ifade her ¢>1 igin
dogrudur:

AP e (0,)
AP p=lte [l,oo).

E(t) < {

Yukaridaki esitsizlikte, (2.1.15) esitsizligini gbz oniine alirsak,

At—(P+1)/(P+2) , pe (0’1)’

1
-minym, d, (E,(t) < 0
2mm{m 0} o(1) {A;Z/(Pﬂ), p=1, tE[l, )

elde edilir. Bu esitsizlik bize (2.1) ve (2.2) probleminin sifir ¢oziimiiniin global asimptotik

olarak kararli oldugunu gosterir.
Teorem 2.1.2
p=0, k>0, b>0, yelR ve a(x) fonksiyonu, Teoremin 2.1.1 ’in ii. sartin

sagliyorsa,

mu, +ku . — [a(x)ux]x +m, +bu, =0, (2.1.32)
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lineer denkleminin (2.2) sinir sartini saglayan her ¢6ziimii i¢in

<Ke™, K,5,>0 (2.1.33)

2
[ e

esitsizligi saglanir [15].
Ispat:

u(x,t), (2.1.33) denkleminin (2.2) siir sartini saglayan bir ¢dziimii oldugunu kabul

edelim. p =0 oldugu goéz oniine alinirsa (2.1.8) esitsizliginden asagidaki ifadeyi

/
%El )= Sy’ + 5 K|+, ja(x)uﬁdx— S,y(u,u,)
0

l l
b3, [fuu, | dbx + b [u,|*x <0 (2.1.34)
0 0

yazabiliriz. 0, €(0,0,) keyfi bir say1 olsun. (2.1.7) de E,(¢) ’nin tamimi goz Oniine alinirsa ve

(2.1.34) esitsizligine 0, E, (¢) ’yi ekleyip ¢ikarirsak asagidaki ifadeyi

d

4 _Sak
dt

2

2

pey

Symy 2 5, ¢
E (t)+0,E, (t)—2T||u,|| —sza(x)ufdx
0

- 0,0,m(u,u,)— 5lm||u,||2 + 0,k

l
U, : +§1J.a(x)u§dx
l l '
= 87 u,) = b, [[uu, |+ b fu,|*dx <0 (2.1.35)
0 0

1
elde ederiz. Burada bazi kestirimlere ihtiya¢ duyacagiz. J.a(x)uidx terimi i¢in Teorem 2.1.1 ’in
0

ii. sart1 ve (2.1.9) esitsizligi gbz oniine alinirsa,

5 )| S|
(61 —%jja(x)uidxk—c{é‘l —%)qudx

0 0

12 0
>_ ‘o (51—572jj‘u2dx (2.1.36)

2 Xx

4 0
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/
yukaridaki esitsizlik dogrudur. &,y (u_,u,) Veb&IMW$htmﬁMmimméﬁYmmgveQJQ)
0

esitsizliklerini kullanarak,

b 522
)| < 2o+ 2 |

7/1
——|| I+ 2 P (2.1.37)

!
b
bo, J.|u||u[ |dx < Z”ul ||2 + (3'12b||u||2
0

5bl

2

(2.1.38)

esitsizlikleri yazilabilir ve benzer sekilde J,0,m(u,u,) terimi icin de &-Young ve (2.1.24)

esitsizliklerini kullanarak,

9,0, 0,6
s B e

2

(2.1.39)

XX

0,0, 5,8,ml*
Slem”u’”z +%

esitsizligini yazabiliriz. Elde ettigimiz (2.1.36), (2.1.37), (2.1.38) ve (2.1.39) esitsizliklerini

(2.1.35) esitsizliginde goz Oniine alirsak,

d b 1)
EEI O+ 0,E (1) + (E—é‘lm —

0,0,m
=

S,d, S,omlt  stytlrr srbl
oidy — I Y U T
T T T

2

<0 (2.1.40)

esitsizligi elde edilir. Burada (2.1.25) esitsizligini de saglayan o, sayisiile §, <0, sayisini,

%am+@amso (2.1.41)
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esitsizligini dogrulayacak kadar kiigik segebiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafini e®' ile
carparak,
%[ef"szl 0]<o
esitsizligini elde ederiz. Buradan
E (1)< E,(0)e™* (2.1.42)

elde edilir. Buna gore (2.1.26) esitsizligi de goz Oniine alinirsa istenen
2 2 Y
| + ] <K e, K,5,>0

esitsizlik elde edilir.
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3. Genel Boru Ve Doénen Mil Denklemlerinin Sifir Coziimlerinin Asimptotik

Davranisi

Bu béliimde amacimiz, xe(0,L), telIR" i¢in asagidaki problemin sifir ¢oziimiiniin

global asimptotik kararli oldugunu gdstermektir. Bunun i¢in asagidaki problemi alalim.

Wiy + QW+ DW +0W, + (O, + 1) BOW,, + 7 (D)W, =0 3.1)
w(0,8) = w(L,t)=w,(0,5)=w_(L,£)=0 (3.2)

veya
w(0,£)=w(L,{)=w_.(0,5)=w_ (L,t)=0. (3.3)

Burada a, b, ¢ verilen pozitif sayilar ve a(¢t), f(¢), y(¢), {(x) pozitif smirli fonksiyonlar

olsunlar.
v, o, —alt)w, =bt)y—c(O)w+ fV e + v, —d()w=0 (3.4
w, +a,w,... —a(t)y, =b(Ow+ct)v+ fow .. +w, +d(t)v=0 3.5)
v(0,8) =v(L,t) =w(0,t) =w(L,t) 16
=1, (0,0 =v, (L)) =w,(0,)=w,(L,1) =0, teIR" (36
veya
v(0,8) =v(L,t) =w(0,t) =w(L,t)
3.7

=v_ (0,0)=v_(L,5)=w_(0,)=w_(L,1)=0, telR"

sistemini g6z Oniine alalim. Burada  verilen «,, a,, B, f,, ¥ pozitif sayilar ve
a(t), b(t), c(t), d(t) pozitif stnirli fonksiyonlar olsunlar.
(3.2) veya (3.3) sinir sartlar1 altinda,
0=Elw,,, +dElw

XXXX

+d,w, + MU*w_ + (L —x)MUw_ +2MUw_, +(M +m)w, (3.8)

xxxx

denklemini ve (3.6) veya (3.7) sinir sartlar1 altinda,

Elv, .. +mv, —2mQw, —mQ*v—mQw+d, Elv, . +d,mv, —Qw)=0 (3.9

XXXX xxxx

El,w,_ +mw, —2mQv, —mQ*w—mQv+d,EL,w,. . +d,mw, —Q)=0  (3.10)

xxxx

sistemlerini diislinebiliriz [17].
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(3.8) denklemi, L uzunlugundaki diizgiin bir borunun dinamigini belirtir. Burada m
her birim uzunluktaki kiitleyi, E/ egilim katsayisini, M her birim uzunluktaki bir sivi
kiitlesinin tasinmasini, U(¢) pozitif x yoniinde zaman degisim hizini, d; ve d, sirasiyla i¢ ve
dis biikiilme katsayilarini gosterir. (3.9) ve (3.10) esitlikleri zaman degisim agisal hizi olan Q(¢)

ile donen bir milin dinamigini tamimlar. L, m, d; ve d, (3.8) denkleminde oldugu gibi aynidir.

El, ve El, egilim katsayilaridir. (3.8), (3.2) veya (3.8), (3.3) probleminin sifir ¢dziimii,

12
[ (wfx + wf)dx}

normuna gore belirli sinir sartlar1 altinda kararhidir [17]. Benzer sekilde, (3.9), (3.10), (3.6) veya
(3.9), (3.10), (3.7) probleminin sifir ¢oziimii de

L 12
j(vfx + wix + vl2 + wf)dx
0

normuna gore belirli sinir sartlar1 altinda kararhdir [17].
Burada amag; (3.1), (3.2) (veya (3.1), (3.3)) ve (3.4), (3.5), (3.6) (veya (3.4), (3.5),

(3.7)) problemlerinin sifir ¢6ziimlerinin global asimptotik kararli oldugunu yeterli sartlar altinda

O Sy [~

garanti etmektir. Sonuglarimiz1 elde etmek i¢in Lyapunov fonksiyon teknigini kullanacagiz. Bu
boliimde kullanilan bu metot, lineer olmayan sistemlere de uygundur.

Ifade edilen vektorii u ile gosterelim. Bu durumda denge ifadesi de u =0 olur. Sir
sartlarini saglayan u elemanim igeren uzay1 da U ile gosterelim. =0 icin # nun ilk ifadesi

u, olsun ve ¢ aninda ise u(f,u,) olur. Bir 6zel normda U wuzay: iizerinde tanimlansin.

Asagidaki oOzellikleri saglayan U uzaymda tanimlanan bir w fonksiyonunu elde ederek
Lyapunov’un metodunu genisletebiliriz. w fonksiyonu i¢in, asagidaki ii¢ 6zellik ¥ =0 denge

ifadesinin kararliligi i¢in yeterli bir kosulu gosterir , bu kosullar;

1. VYueU igin w(u)<c, ||u||2 sartin1 saglayan bir ¢, >0 vardir,

ii. VueU icin w(u)=c, ||u||2 sartin1 saglayan bir ¢, >0 vardur,
d
1ii. —wlu(t,u,))<0,

_luttug)

dir [18-20].

Eger sifir ¢oziimii kararli ve tiim ¢éziimler ¢+ — oo iken sifira yaklagiyorsa, sifir ¢éziimii

global asimptotik kararli olarak adlandirilir.
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Burada,

L 12 L
||w|| = [.[ w? (x)dx} ve (w,v)= J.w(x)v(x)dx
0 0

anlamindadir.

A= L2/7z2 olmak tizere,
L L
j w2 (x)dx < A j w? (x)dx (3.11)
0 0
Wirtinger esitsizligini goz oniine alalim. Bu durumda asagidaki esitsizligin

j w2 (x)dx < A j w2 (x)dx (3.12)
0 0

saglandigini gosterelim. (wwx))r =wf +ww,  esitligini géz Oniine alalim. Bu esitligi x

degiskenine gore 0’dan L ’ye integre eder ve (3.2) sinir sartin1 géz oniine alarak,

JL.(WWX )xdx = .L[ (wf +ww,, )Jx
0 0 ) )
= w(L,t)w, (L,t) — w(0,)w,(0,) = j wldx + j ww._dx
. ) 0 0
= —J. widx = Iwwxxdx
0 0

esitligi elde edilir. Son esitligin sag tarafina Cauchy esitsizligini uygulayip gerekli diizenlemeler

o] el

esitsizligi elde edilir. Burada (3.12) Wirtinger esitsizligi géz Oniine alinarak

fouf el

L
esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafini I wi dx terimine bolersek, (3.12) esitsizligi elde
0

yapilarak

edilir.

(3.11) ve (3.12) esitsizliklerinden,
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L L
j w2 (x)dx < A2 j w2, (x)dx (3.13)
0 0

esitsizligi elde edilir.

3.1. Global Asimptotik Kararhhk:

Teorem 3.1.1

ii.

1.

1v.

Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

a, b, ¢ verilen pozitif sayilardir.

a(.), B() asagidaki sartlar saglayan C' [0,00) siifindan pozitif fonksiyonlardir;

2
a(t)+ BA)L + BN + 72(”3%, G.1.1)
’ ’ a
|’ ()| +|B' L+ B (1)L, Sno(z—aoj, (3.1.2)
burada a,,
2(1) + cj -1
a . a—ayA A2
ay <— ve ng =minql, — ,
A ‘ 22— b‘ 3
yukaridaki sart1 saglayan keyfi bir pozitif say1 olsun.
y(), C' [0, oo) sinifindan pozitif bir fonksiyondur.
I()ecC'0,L] ve
0<Il(x)<L, (3.1.3)
x| <L,, vxelo,L] (3.1.4)
olup burada L,
L <2 b 3.1
| < ? +c (3.1.5)

esitsizligi saglayan pozitif bir sayidir. (3.1), (3.2) veya (3.1), (3.3) probleminin sifir

¢Ozumil,

. 12
U (wix + wf ) dx}
0
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normuna gore global asimptotik olarak kararlidir. Bununla birlikte (3.2) veya (3.3) smur

sartlarini saglayan, (3.1) denkleminin her ¢6ziimii i¢in

“tw| <k e K650, (3.1.6)

w

XX

esitsizligi saglanir.
ispat 3.1.1

w(x,t), (3.2) veya (3.3) sinir sartlarimi saglayan (3.1) denkleminin bir ¢6zimii
oldugunu kabul edelim ve n ise daha sonra tanimlanacak bir parametre olsun. (3.1) denklemini

w, ile garparsak,

2
wow, +aww, . +bww, . +cw +a@®ww, +I(x)Oww,, +rOww, =0

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

w,w, =%%(wf), r(Ow,w,, :%a%(wf),

aw,w =a—(ww — W, W )+£2(w2)
t ax t77xxx x " xx 2 at xx /2

xx >

b WWpox = b % (Wt Wixx ) -b % (th Wi ) +b W2

10 o 1
a(tyw,w,, =—55( (t)w§)+§(a(t)wth)+5a (OW?,

B, == = (BOIWE )+ F 01w
+ B0 (0w, )= O,
oldugundan, yukaridaki esitligi

xxx x " xx

%%(wf)+a§(wtw -—w,.w )+%%(W§x)

2
xx

0 0 10 0
+ba(wzwzxxx)_ba(wtxwzxx)+bw +cwf—Eg(a(t)wiﬁa(a(t)w[wx)

F oW - %g(ﬁml(x)wi J+ 2 B + ﬁ(r)%(l(x)w, w,)— BOI(X)ww, =0

bi¢ciminde yazabiliriz. Bu esitligi, x degiskenine gdre integre edersek ve sonra da (3.2) veya

(3.3) sinir sartlarin1 géz oniine alarak,
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L L+ &
dr| 2" 2

XX

L
: —%a(t)llwxllz —%ﬂ(t) j I(x)wldx

+ b"w

45 )

Ixx WX

4 %ﬂ'(t)jl(X)Wfdx - ﬂ(l‘)jl'(x)w,wxdx =0 (3.1.7)
0 0

esitligi elde edilir.
(3.1) denklemini bu kez nw ile garparak,

nww, +anww, . +bnww,_ .

+cnww, + na(t)ww,, +nl(x)(O)ww,, +nyt)ww, =0

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

anww,_ . =an— (wwm ) —an— (wx W, ) + anwfx s
Ox Ox

bnww _bn 2 (w2 )—i—bnai(w w—w_w,),
X

toxnx A, Wax toxx xxt Y x
2 ot

na(t)ww,, =na(t) 9 (wwx ) - na(t)wi R
Ox
HCOBEWW,. = (0 Iy, )=l BE? =l OB,
X

ny(O)ww,, = ny(r)a%(wwt )= nyOwm,

olup bunlar1 yukarida elde ettigimiz denklemde yerlerine yazarsak

0
na(wwt )— nw; + ana(wwm)— ana—x(wxwxx)+ anw?,

bn 0

+——(wfx)+ bn%(w

> 5 w—wmwx)+ﬂ§(w2)+ na(l)%(wwx)—na(t)wf

1xxx
2

n nﬂ(t)%(lmwwx )= nl () B(O)W? — nl'(X) (yww, + ny(t)%(wwt )= ny(O)w,w, =0

esitligini elde ederiz. Bu esitligi, x degiskenine gore integre edersek ve sonra da (3.2) veya

(3.3) sinir sartlarini1 géz 6niine alarak,
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d b
e R I e B e

—na@|w,|| - np@) j 1(x)wdx — np(t) j I'(x)yww.dx —ny()(w,,w,)=0  (3.1.8)
0 0

esitligini elde ederiz.

(3.1.7) ve (3.1.8) esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

L L P . s T e e
drl 2 t 2 xx 2 X ) ) X

b
o)+ 2o | +%||w||2}+b|

1
Wl el [+ @@ |

L L
+% B[ 10wl dx= B[ I'Geyw,w,dx=nlpw, | +anfpw,. |
0 0

—no(t)

WX

0 j 1(x)wdx — nf(?) j I'(xyww.dx — ny(t)(w,,w,)=0  (3.1.9)
0 0

esitligini elde ederiz.

1 1 1,
E,(w.) = | I* + %||wm||2 - Ea(t)"wx"z 50 [1eywlax
0

(3.1.10)
b
+n(w,w,) + 7n||wm||2 + %”w"2
ve
1 1,
H, o w) = b+ |+ Za' O+ 50 [1Gowlax
) 0
- ﬂ(t)jl’(x)w,wxdx - n”w[”2 +anjw,, g na(t)"wx ||2 (3.1.11)
' L L
= nB(®)[ 106yl dx = nB@) [ I'(e)yww, dx = ny ()ow,, w,)
0 0
olsun. (3.1.9) esitliginde, (3.1.10) ve (3.1.11) esitliklerini gbz Oniine alarak,
%En(w,wt)Jan(w,wt):O (3.1.12)

esitligini elde ederiz.

n(w,w,) terimi i¢in bir kestirim elde etmek {izere Cauchy esitsizligini kullanarak,
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|n(w, w, )| < n|(w, w, )|

<l
esitsizligini yazabiliriz. Burada Young esitsizligini kullanarak ve sonra da (3.13) esitsizligini
uygulayarak,
1 1
s Sl + ol
(3.1.13)

2

nA?
+ - W,

<2

esitsizligini buluruz.

(3.1.10) da (3.11), (3.12) ve (3.1.13) esitsizliklerini kullanarak,

E, (w,w,) z%[a — (A = b) = Ae(t) + BOL)||we|]” + %(1 — ), | (3.1.14)

XX |

esitsizligini elde ederiz.

Eger A* —b<0 ise, n<1 olmak iizere uygun bir k, sabiti i¢in (3.1.1) esitsizliginden,

E, (w,w) = ko] + w7 (3.115)
esitsizligini elde ederiz.
Eger A* —b>0 ise,
n>min{1, "_aoﬂ“} (3.1.16)
A —b
olmak iizere uygun bir &, sabiti i¢in (14) esitsizliginden,
En(w,w,)zkl( W, 2+||w,||2) (3.1.17)
esitsizligini elde ederiz.
(3.1.8) de, (3.1.13) esitsizligi kullanilarak,
E, (w,w,) < %(nﬂ,z +nb+nek’ +a+agh)|w| + %||w, I (3.1.18)

esitsizligi elde edilir.

ky, = max{nxl2 +nb+ncA* +a+ayA,l+ n}

olsun. Bu durumda, (3.1.18) esitsizliginden,

E, (w,w) <k (o> + i) (3.1.19)

WXX

esitsizligi elde edilir.
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Diger taraftan y(¢)(w,,w,) terimi igin bir kestirim elde etmek iizere Cauchy
esitsizligini kullanarak,

lr (O, w)| < 7 (O|w,w,)|

<7Olw ||

yukaridaki esitsizligi elde ederiz. Burada Young esitsizligini kullanarak,

yO|(w,, )| < Wy

2
y-(t) 2 1 2

— +—|w 3.1.20
esitsizligi elde edilir.

L
Simdi  S(¢) J. I'(x)ww_dx terimi i¢in bir kestirim elde edelim. Bunun i¢in sirasiyla
0

Cauchy esitsizligini ve (3.1.4) esitsizligini kullanarak,

<O\ (x)w,, w)|

L
B(t) j I'(x)ww, dx
0

< POl Gyw, [l
< PO .l

<pOL

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte, (3.11) esitsizligi géz oniine alinarak,

WX

g

2

<L

(3.1.21)

Wx

B(t) j I'(x)ww, dx
0

esitsizligi elde edilir.
L
(3.1.11) esitligindeki ﬂ(t)jl'(x)wxwtdx terimine sirastyla Cauchy esitsizligini ve
0
(3.1.4) esitsizligini kullanarak,

< SO\ x)w,, )|

B[ 1'Geyw, w,dx
0

<O w,

w
< PO G P[]
< POL [ |w.]

esitsizligini elde ederiz. Bu son esitsizlikte, Young esitsizligi géz oniine alinarak,
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L
‘ B[ 1'Geyw,w,dx < p 22(’ V1w + %”w[ I (3.1.22)
0

esitsizligi elde edilir.
(3.1.11) de (3.12), (3.13), (3.1.3), (3.1.20), (3.1.21) ve (3.1.22) ifadeleri géz Oniine

alinarak,
H,(w,w,)2 I:n(% —a(t)— B(t)L - B(t)L, \/I B yzz(l‘)J

- %( @' @) +|B' 0L+ B> (L, )} v, (3.1.23)

+(i+c_i_3_”j||w §
A2 2 2 )"

esitsizligi elde edilir. Eger (3.1.1) ve (3.1.3) sartlarini (3.1.23) esitsizliginde kullanarak,

2([) + c) -L
a—agd 22

\/12 —b‘ ’ 3

n, =minq 1,

olmak iizere %) <n<n, i¢cin H,(w,w,)=0 ve %En (w,w,)<0 elde edilir. Boylece,

E,(w,w,) nin (3.1), (3.2) veya (3.1), (3.3) problemi i¢in Lyapunov fonksiyonu oldugunu elde
ederiz. Bu yiizden, (3.1), (3.2) veya (3.1), (3.3) probleminin sifir ¢c6zimii

. 12
(J. (wfx + wt2 ) de
0

normuna gore kararlidir. 6 >0 olmak {izere (3.1.12) den,

d s S S S o
B, (w,w)+ 5, (v, w,)=5||wt||2 +“7||wm||2 —Ea(t)"wx"z -2 PO ! 1(x)w?dx

2 2
el =l

#n8(w) + 80 o [P+ 55 ol ol

—%a'(x)l w,

L L
’ —%ﬁ’(t) f I(x)w2dx — B(t) j I'(x)w,w.dx  (3.1.24)
0 0

"+ na(r)|

2
+ n"wt || - an| W, w,

LBt j 1(x)wdx
0

+ B[ 1Cww, d + ny()ow,, w,)
0
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esitligi elde edilir. (3.1.24) de (3.11), (3.12), (3.13) ve (3.1.1) ifadelerini kullanarak,

da+a,2) b 2

iEn(w,wt)Jré'En(w,wt) +dn +5n +0nc—
dt 2 2 2 2

+ n/l[a(t)  BOL+ BOL AT+ L0 )J
2 (3.1.25)

na+Z (|a O]+ O+ B> 0L )} o [
on 6 3 L
+(—+—+—n+——c—_j||w ||
esitligini elde ederiz.

n?o <n<n, olmak tizere (3.1.25) de (3.1.1) ve (3.1.2) esitsizlikleri goz oniine alinarak,

(a+ayd 2
4B (ww)+ SE, (ww)<| 290D | 5, E oy snlysnet
dt 2 2 2 2
|7 (a—agA)||w.|’ (3.1.26)
on o 3 L,
R b Nl
2 2 2 2
esitsizligi elde edilir.
(3.1.26) esitsizliginde 6 > 0 sayisini
%En(w,wt)—i-é'En(w,wt)SO (3.1.27)

esitsizligini saglayacak sekilde secebiliriz.

Bu esitsizligin her iki tarafi ¢’ ile ¢arpilirsa,
s d St
EEn(w,wt)+5e E,(w,w,)<0

d s
=—|e”"E (w,w,)[<0
dt[ a3 ’)]
= e”E, (w,w,) - E, (w(x,0),w,(x,0))<0
= E,(w,w,)<E,(w(x,0),w,(x,0))e” (3.1.28)
esitsizligi elde edilir. (3.1.28) esitsizliginde (3.1.15) veya (3.1.17) esitsizlikleri g6z Oniine

alinarak,
o+ e < e

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 3.1.2

Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

1. a, a,, p, B,, y verilen pozitif sayilardir.

i. a(.), b(.), c(.) ve d(.) asagidaki sartlar1 saglayan C '[0,00) sinifindan pozitif sinirh

fonksiyonlardir.

b(1) + "zz(t) <a, (3.1.29)

b'(0) + c(t) + d(t) <ng| E - (3.1.30)
| | 0 /12 0

) , do)

a(t)+7 )

Yoo (3.1.31)

burada; o, B,, 7, asagidaki sartlar1 saglayan

a0<%=%21w“2}’ Ozmin{ﬂlsﬂ2}’ 7/0<7a
A A
a —a X ay — A 2(7_70 +ﬁo/ﬂ“2)
2+ 2y - p| |2+ 2 - | 3

n, =minql,

pozitif sayilardir.

(3.4), (3.5), (3.6) veya (3.4), (3.5), (3.7) probleminin sifir ¢éziimii,

. 12
2 2 2,2

J(vxx +wi Vv, AW, )dx

0

normuna gore global asimptotik kararlidir. Bununla birlikte, (3.6) veya (3.7) smir sartlarin

saglayan, (3.4) ve (3.5) denklemlerinin her ¢6ziimii i¢in asagidaki
Woll” + e’ + )+’ <K, e, K,,6>0 (3.1.32)

esitsizlik saglanir.
Ispat 3.1.2

v(x,t) fonksiyonu (3.6) veya (3.7) smnir sartlarim1 saglayan (3.4) denkleminin bir
¢oziimii oldugunu kabul edelim. (3.4) denklemini v, ile ¢arparsak,
vy, +avy, . —alt)v,w, =bt)vw, —c(t)vw+ B,V + }/vf —-d{tyw=0

XXXX
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esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

10 -b(t) 0

ViV :Ea(vf), _b(t)vvz = ( )5(‘) )’
0 0

alvtvxxxx la(vtvxxx _vtxvxx)—'—%a(vfx)’

0 2
ﬂl vl vaxxx = ﬂl a (vt vtxxx - vtx vtxx ) + ﬂl vtxx

oldugundan, bu esitligi
10, 0 a, 0 ,
—\W, |+, —\v.v -V, .V +——\ —a(t)yv,w
28t(l) lax(txxx tx xx) 2at(xr) ()t t
=P L2 )= et B = Vv )+ v+ = ey w=0

bi¢iminde yazabiliriz. Bu esitligi x degiskenine gore integre edersek ve sonra da (3.6) veya

(3.7) sinir sartlarini1 géz 6niine alirsak,

2dt” v+ ||Vxx|| —a()(v, w,)

b(’) d S = w+ Al

+7||V || —d(®)(v,,w)=0 (3.1.33)

Ixx

esitligini elde ederiz.

(3.4) denklemini bu kez nv ile garparak,

nvv, +na, v, .. —na(t)yw, — nb(t)v? — ne(t)vw + nfvv

XXXX

+npv, —nd({t)rw=0

xxxx

esitligini elde ederiz. Burada,

0
nw, =n (vvt) nv,, npv, —n%a_(ﬁ)’
t
0
nalvvxxxx nal _(vvxxx vv vcx)+ no vxx H
ox
_ ﬁ_( 2 ), 94 )
nﬂ 1 vvtxxxx n xx nﬁ 1 vtxxvc V-V x v xxt
2 ot Ox

oldugundan, yukaridaki esitligi

ng(vv,)—nvtz+nali(vv -v.v xx)+nav —na(t)vw,

ot Oox

XXX

—nb(t)v* — ne(tyw+n"L ﬂl > (v2 )—i— np, %(vtmv vy, )+ n%%(v)z —nd(t)yw=0

XX X 7 xxt

bi¢ciminde yazabiliriz. Bu son esitligi x degiskenine gore integre edersek ve sonra da (3.6) veya

(3.7) sinir sartlar1 gz Oniine alinarak,
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d
n—vv,)- n”vt ||2 +na, ||vxx ||2 —na(t)(v,w,)

dt

ﬂ1

- nb(t)”v” —nc(t)(v,w) + n— ||vxx || %”v”2 —nd(t)(v,w)=0 (3.1.34)

esitligini elde ederiz.
w(x,t) fonksiyonu (3.6) veya (3.7) smir sartlarimi saglayan (3.5) denkleminin bir

¢ozlimii oldugunu kabul edelim. (3.5) denklemini w, ile garparsak,

 Fo,ww o —alt)w,y, —bO)ww, +c(O)w,v+ Sow,w + ywtz +d(t)w,v=0

xxxx

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

WiWy Z%%(Wtz)’ —b(tyww bz(t) aat (Wz)’
OV Vi =03 _x(wthxx - thwxx)+ % aat (M}2 )

0
ﬂ W Wi = ﬂ 2 a (Wt Wiee ~ Wie Wexx ) + ﬁ 2 Wtix
oldugundan esitligi asagidaki sekilde

10 0 a, O
2 at( )+a2 P (Wthxx _Wtrwxx)—l_%E(Wix)_a(t)wtvt

—b(t) 0 0
%5(”}2)_‘_ C(t)WtV'Fﬂz a(wtwtxxx — Wy txx)+ﬂ2wtxx + 7Wt + d(t)W v=0

yazabiliriz. Bu son esitligi x degiskenine gore integre edersek ve sonra da (3.6) veya (3.7) siur
sartlarin1 géz Oniine alirsak,

1d a
Sl + =2

2
ZE w 2 dt ”Wxx” —a(t)(v,,wt)

b(t) dM +c(t)(w,,v) + ﬂ2||wm|| +7w, || +d(t)(w,,v)=0 (3.1.35)

esitsizligini elde ederiz.
(3.5) denklemini bu kez nw ile garparak,
nww,, +na,ww,.. —na(t)wv, —nb(t)w> + nc(t)yw+ nf,ww,. +nyww, +nd(t)yw=0

1xxxx

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte,

nww,, zna(wwt)—nwtz, nww, znl—(wz),

2 Ot
— ) 2
no,ww., ... =na, a(wwx —W. W + noL,Ww..»
ﬂ 0
nﬁ2wwtxxxx = 2 a ( )+}’lﬂ2 (thxxw_wxwxxt)
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oldugundan yukaridaki esitligi

0 0
na—(ww,)—nwf +na, —(ww -—w.w )+ nazwfx —na(t)wvt
t X

XXX X XX

—nb(t)wz-l—nc(t)vw-l—n%st( ) ﬂz (w w—w_w )+n%§(w2)+nd(z‘)vw:0

X xxt

bi¢iminde yazabiliriz. Bu son esitligi x degiskenine gore integre edersek ve sonra da (3.6) veya

(3.7) sinir sartlarini géz oniine alirsak,

- na(t)(w, v, )

XX”

d
nz(w, w, )— n||wl||2 +na, ||w

By d

- nb(t)"w"2 + ne(t)(v,w) + an— w

n%%”w”z +nd()(v,w)=0  (3.1.36)

XX

esitligini elde ederiz.

(3.1.33), (3.1.34), (3.1.35) ve (3.1.36) esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

dl|1 1 a
0=l 4 el + Sl + %2

P o - 200m)

b(t b(t
e e L e

t,V)

+n(w,, w)+n—||v || +n—

+ﬂmM”QQWW%M@mwamww+MMW+%WmF (.137)

2

+rnl -
- n”v, || - n||w, || —na(t)(w,,v) —na@)(v,,w) — nb(t)”v” - nb(l)”w"

1o

esitligini elde ederiz. Burada,

| 1 a a b(t) b(?)
<I>,1(f)=5||vx||2 +§||Wz||2 +71||Vm||2 +—2||Wxx||2 -=2ME - || W’ )
y A -
+n(v,,v) +n(w,, w) + ”—||Vxx|| +n> ||Wxx I+ "5||V|| + ”§||W||

olsun.

n(v,,v) ve n(w,,w) terimlerine, Young esitsizligini kullanarak ve sonra da (3.13)

esitsizligini uygulayarak,

n|(wt,w)| S%"wt ||2 +§ﬂ,2||w (3.1.39)

n(v,,v)| < g”vt I’ + g,# vl (3.1.40)

esitsizliklerini elde ederiz.
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(3.1.38) esitliginde, (3.13), (3.1.39) ve (3.1.40) esitsizliklerini kullanarak,

©, ()2 ~lay ~b2 — a2 + 27— B v +~las - b(0)22
2 2 (3.1.41)
—nl22 22y, )|

WXX

1 1
*y 5(1 - n)”vl ||2 + 5(1 - n)”wt ||2

esitsizligini buluruz.
Eger * + A’y —B,<0 ve I +2y—p,<0 ise (3.1.29) esitsizliginden ve n<l
olmak tzere
@02 A vl +pwl” el + i) (3.1.42)

esitsizligini saglayacak sekilde uygun bir 4, sabiti vardir.

Eger A> + Py — B, <0 ve 1> + A2y — 3, >0 ise

a, —a il
indl, —2—"" 3.1.43
n<m1n{,/12+/127/_ﬂ2} ( )
olmak tizere
©, )2 A (v + el + ] + i) (3.1.44)

esitsizligini saglayacak sekilde uygun bir 4, sabiti vardir.

Eger A + A’y — B, >0 ve 1> + 1’y — 3, <0 ise

. a, —ag A’
n< mln{l, m} (3.1.45)
olmak tizere
@, (002 Ay + o+ + o) (3.1.46)

esitsizligini saglayacak sekilde uygun bir 4, sabiti vardir.

Eger A> + Py —f,>0 ve 1> + A’y — 3, >0 ise

a, —a A’ a, —ay A’
ind 1, ———2 ,——2—0 3.1.47
"<mm{ P 7y-p ﬂ?mzy—ﬂz} o
olmak Uzere
@, 02 A, ([p [+ o+l + ) (3.1.48)

esitsizligini saglayacak sekilde uygun bir A, sabiti vardir.

(3.1.38) ifadesinden,
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%

1 1 a b(t b(t
@, =2l + bl + Z 4 2 o+ 22+ 2 -
B B -
+ n|(v,,v) + n|(wl,w)| + n;l V.. 2y nTZ W, 4 ng”v”2 + n%”w”2
esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlikte (3.13) ve (3.1.29) esitsizliklerini kullanarak,
O, (0)< oy + gl + 12 4 np,+my2 ot + 2ty + a2
2 2 (3.1.50)

en snpy n Yo L m s Laem
esitsizligini elde ederiz.
4, =%max{a1 F oA+ nd e nBy+ny, ay + agA + A +nfy +nyAl, 1+ n)
icin (3.1.50) esitsizliginden, asagidaki esitsizligi
@, (002 Ayl + ol + ) + o[ (3.1.51)

yazabiliriz.

(3.1.37) esitliginde,

B, (6)==2a()(v,, w,) + 2 ;’) P +2 ;t) [w]* = ee)v,, w) + (o) (w, . v)

+ /) ||szx||2 + | Weer T 7’""; "2 + 7||Wz||2 —d(®)(v,,w) (3.1.52)
+d(O)(w,,v)+na,|v,, >y no,|w,, 2 n”v,”2 —n|wt ||2
— na(t)(w,,v) — na(t)(v,, w) = nb@M|" = nb(e)w]’
olsun.
Young esitsizligini ve (3.12) esitsizligini kullanarak,
2a()|v,, w)| < a@|, | +a@)w,|’ (3.1.53)
1 A
|(vt,w)| SE"vt ||2 +E”Wx”2 (3.1.54)
1 A
|(wt,v)|SE||wt||2 -i—E"vx"2 (3.1.55)
1 2
a@l <5 vl + 2 2 | (3.1.56)
1 2
a(0fow, )] < o+ 2(” A (3.1.57)

yukaridaki esitsizlikleri yazabiliriz. (3.1.52) esitliginde, (3.1.53)-(3.1.57) esitsizliklerini

kullanarak,
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B2 Lh_nb(t)/l_naz(t)/l_|b'(t)|/1_c(t)/1_d(t) /IJIIVXIIZ
2 2 2 "2

¥ L”“z Cbya-n @0, PO, e, da) ij .
A 2 2 2 2 (3.1.58)
1)y d@) 3
+(ﬁ%_am_%)_%)_an]”v,”z
) )y d@ 3 2
+(y+'j—2—a(t)—%)—%)—5nJ”W[”

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte (3.1.29)-(3.1.31) esitsizliklerini g6z Oniine alarak,

i =min{ﬂ ﬂ} ve n, =min<l al_ao/lz a2_a0’12 2(7_704‘50/12)
’ o ' 2+ 2y - |+ 2y - 8| 3

olmak tizere
%Snﬁno (3.1.59)

icin B, ()20 elde ederiz. Bu yiizden (3.4), (3.5), (3.6) veya (3.4), (3.5), (3.7) probleminin sifir

¢Oziimiiniin kararli oldugunu elde ederiz. d >0 olmak iizere (3.1.37) esitliginden,

£0,0+30,0)=2a00,w) - 2P = Z2 | + 0w - com)

- B "Vmc”2 - p,
- d(t)(Wt ,V) —ha

w

Ixx

Ll -]+ a0 w
|

+ na(t)(w,,v) + na()(v,, w) + nb@OM|” +nb@)w]” + gnvt I (3.1.60)

2
vl —na,

2 2
wo|” +ay, | +n

o b b
#2485 ol + 0w - 02 - 55

+on(v,,v)+on(w,,w)+ 5n%

v

XX

> onBrw, |
2

+ 5n%||v||2 + é'n%"w"2

elde edilir. Bu esitlikte, (3.1.53)-(3.1.57) esitsizliklerini kullanarak,
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d o
2

2
5 on ot) d@) 3 B\ 2
+ 54—74—(10)4—7-}-74—5”—}/— 2 ||VI||

o On
+|=—+—+a()+
2 2

® do 3 B
PrPednor-2 )bk

esitsizligini elde ederiz. (3.1.61) esitsizliginde, 6 > 0 sayisin
d
—O,)+5D,1)=<0
dt
esitsizligini saglayacak sekilde secebiliriz. (3.1.62) esitsizliginden,
4,(1)< 4, (0)e™"

elde edilir. Sonug olarak,

2
Vel +]

2 2 2 _
e <&y e

WXX

esitsizligini elde ederiz.
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4. SONUC

Sonug olarak, bu ¢alismada diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin asimptotik davranisi
ve kararlilig1 iizerinde durduk. ilk &nce dogrusal olmayan, dérdiincii mertebeden bir dalga
denkleminin sifir ¢6ziimiiniin global asimptotik kararli oldugunu gésterdik ve ayni zamanda
¢Oziimlerin hangi hizla azaldigin1 gosteren bir kestirim elde edildi. Son olarak diizgiin bir
borunun dinamigini belirten bir kismi diferensiyel denklem ve doénen bir milin dinamigini
belirten bir diferensiyel denklem sistemi ele alindi. Diferensiyel denklem ve diferensiyel
denklem sistemi i¢in sinir deger probleminin, sifir ¢oziimiiniin global asimptotik kararlilig1 i¢in

yeterli sartlar1 Lyapunov fonksiyon tekniklerini kullanarak olusturduk.
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