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SIMGELER LIiSTESIi

=
N]

: A matrisinin transpozu
: Afin uzay

: Teget vektor alam

: Normal vektor alant

: Binormal vektor alani

SNwmz NP

: E" 6klid uzaymin tanjant vektorii

8

: Reel degerli,oo-boyutlu fonksiyonlarin ciimlesi
: n-boyutlu Oklid Uzay1
: Reel sayilar ciimlesi
: Vektor uzay1
a,JR) : Reel degerli fonksiyonlarin ciimlesi
: Gradiyent fonksiyon
: D1s carpim
: n-boyutlu kiire (n-kiire)
: Birinci egrilik (egrilik)

=

mru><A90<@mn 0

[N

: Ikinci egrilik (burulma)
Eg(E") : E" deki egrilerin ctimlesi
0Q3) : 3-boyutlu ortanormal vektorlerin ciimlesi

R? : 3 satirly, 1 stitunlu matrislerin ciimlesi
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Bu calisma 6 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim, temel tanim ve teoremlere ayrildi.

fkinci boliimde, Oklid uzayinda egriler ve frenet formiilleri ile ilgili tanimlar ve teoremler incelendi.
Uciincii boliimde, involiit(basit) ve evoliit(mebsut) egriler tanimlandi ve bunlarla ilgili 6zellikler
verildi.

Dordiincii boliimde, Bertrand egriler ile ilgili tanimlar ve teoremler incelendi.

Besinci boliimde, Zayif Bertrand egriler ile bunlarla ilgili bir karakterizasyon verildi.

Altinc1 boliimde ise konuyla ilgili uygulamalar yapildi.

Anahtar Kelimeler: 3-Boyutlu Oklid Uzay1, Frenet Formiilleri, Egrilerin 1. ve 2. Egrilikleri, Involiit-
Evoliit, Frenet Bertrand Egriler, Zayif Bertrand Egriler.
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This thesis consists of six chapters.

In the first section, some definitions and theorems in the thesis were given.

In the second section, some definitions and theorems a bout curves and frenet formulas in the
Euclidian space were written.

In the third section, involute and evolute curves were defined and related properties were given.

In the fourth section, some definitions about Bertrand curves were given and related theorems were
studied.

In the fifth section, Weakened Bertrand curves were studied.

In the sixth section, some applications were done a bout the subject.

Key Words: 3-Dimensional Euclidian Space, Frenet Formula, First and Second Curvature of Curves,
Involute-Evolute, Frenet Bertrand-Weakened Bertrand Curves.



1.1. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 1.1.1. A bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi iizerindeki vektdr uzayr V olsun.
Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

f: AXA—>V
fonksiyonu varsa , A ya V ile birlestirilmis Afin Uzay denir.

(A1) VP,QRe A icin f(P,Q) + f(Q,R) =f(P,R)
(A2) VPe Ave eV icin

f(P,Q) =
olacak sekilde bir tek Qe A noktasi vardir [1].

Tamm 1.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen bir vektor uzayi da V olsun.
V de;

(,)Y:VXV—> 1R

seklinde bir i¢ carpim tanimlanirsa , A afin uzayma Oklid Uzayi denir ve E" ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.3. E" ,n-boyutlu Oklid uzayinda ; (n-1)-boyutlu bir yiizey genellikle
hiper yiizey olarak adlandirilir [1].

Tamml.l.4. E", n-boyutlu Oklid uzaymmda M bir hiperyiizey olsun. M de
diferansiyellenebilir birim normal vektor alanina M {izerinde bir yonlendirme denir.

E’ deki her irtibathh M yiizeyi igin tam iki farkli yonlendirme vardir. Bir yiizey

tizerinde bir yonlendirme secilmis ise; bu yiizeye yonlendirilmis yiizey denir [1].

Tanmm 1.1.5. V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun. pe A ve veVv icin  (p, \:)
sirali ikilisine A afin uzayinin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir.



T, (p) de toplama ve skaler ile carpma islemlerini sirasiyla;

@:T,(px T,(p)— T,(p)

((p, v)X(p,u )™ (P, V) D (p, u)=(p,v+u)

ve

O:IRXT,(p) > T, (p)

(A,(ps V)= AO(p, v)=(p, A v)
veya

(A,v,) 5 A9 v, =(Av)

biciminde tanimlayalim. Burada IR ile A mnin birlestigi V vektér uzaymin cismi
gosterilmistir. {7, (p), D, IR, +,»,0} altilisinin bir vektdr uzay: oldugu gosterilebilir.

Bu bicimde elde edilen vektdr uzayina, A afin uzayinin pe A noktasindaki tanjant
uzay1 denir ve kisaca T, (p) ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.6. Bir 3 cismi iizerinde n-boyutlu iki vektor uzayr V ve W olsun. Bir
A: V=W doniisiimiinde
WA(a+pB)=A(a)+A(p), VYa,peV
(iDA(ca)=cA(a) ,Vcel
aksiyomlar1 saglaniyorsa bu doniisiime lineerdir denir [2].
Tamm 1.1.7. Bir 3 cismi iizerinde n-boyutlu iki vektor uzayr V ve W olsun. Bir f :V — W
fonksiyonu i¢in

(1) f siirekli,
(i)  f" mevcut,
Giiy £ siirekli

ise bu fonksiyona V den W ye homeomorfizm denir ve bu durumda V ile W uzaylarina da
homeomorf uzaylar adi verilir [2].

Tamm 1.1.8. r: [a,b] — IR’ regiiler parametreli egri olsun.



r@)=r(b), r'(a)=r'(b), r’(a)=r"(b)
ise rye kapali fonksiyon denir [3].

Tanm 1.1.9. f:E’ - IR
a— f(a)
at+h— f(a+h)

fonksiyonu verilsin. Eger bir a€ E’ noktas1 igin

oo @t~ 7 @ - A
m

=0, he E’
=0 |

olacak sekilde bir A: IR’ — IR fonksiyonu bulunabiliniyorsa f ye, ae E’ te tiirevlenebilir
denir ve yukaridaki bagintiy1 saglayan A yada f nin ae€ E’ teki tiirevi denir ve f, ile

gosterilir. Ayrica bir a€ E" noktasinda tiirevlenebilen reel degerli fonksiyonlarin ciimlesi de
C(a,IR) ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.10. Grad=V :C(E’,IR) — y(E°)
f—-Vf

doéniisimii £° te {x,,x,,x, } koordinat sistemi olmak iizere

X, OX

i

grad(f)=

1

S of 9
=1 i

seklinde tanimlaniyorsa bu fonksiyona E" de Gradiyent Fonksiyon denir [1].

Tamm 1.1.11. Bir vektor uzaymnin r sayida vektorlerinden ibaret bir vektor sisteminin biitiin
vektorlerinin normlandirilmig ve ikiser ikiser ortogonal olmalar1 halinde, sisteme ortogonal ve
normlandirilmis veya kisaca ortonormal denir [2].

Tamm 1.1.12. m,ne N ; 1<i<m ; 1< j<n olmak iizere biitiin (i,j) ciftlerinin ciimlesi
A=INXIN olsun. Bir K cisminde deger alan A daki bir f: A — K fonksiyonunu,

@)= [, ) =q

bi¢iminde tanimlayalim. a, € K degerlerini



A=| : veya A:[aij}

ml amn mxn

biciminde diizenleyelim. K da secilen bu cins m.n tane elemanin A tablosuna, K iizerinde
mxn matris denir. V (i,j), 1<i<m, 1< j<n ciftlerine karsiik gelen q;elemanina A

matrisinin (i,j) bileseni ad1 verilir [2].

Tanm 1.1.13. Bir A= [%] matrisinde

A=A"

ise yani [%] =[aji] oluyorsa A matrisine simetriktir denir [2].

Tamm 1.1.14. A:V — W doniisiimiinde W nin A(«) elemanina, a < Vnin A ile elde edilen
resmi denir. W nin

A(S)={A(0{) 4= S}
alt ciimlesine, V nin S alt ciimlesinin resmi denir. V nin
AT'(0) ={ae V:iA(o)= 0}

alt climlesine A nin sifir uzay1 veya cekirdegi (sifirligi) adi verilir [2].

Tamm 1.1.15. E° de bir C ¢emberinin kendi diizleminde bir dogru etrafinda dondiiriilmesiyle
elde edilen yiizeye, tor ylizeyi denir [1].

Tamm 1.1.16. S "= {xz(xl,xz,...,xn+l)e E™!

n+l
inZ — rZ c En+l

i=1
climlesine , n-boyutlu kiire (n-kiire) ad1 verilir [1].

Tamm 1.1.17. X bir ciimle olsun. Xin alt ciimlelerinin bit koleksiyonu 3 olsun. 3
koleksiyonu agagidaki 6nermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adin1 alir

(T1). X,De 3,
(T2). VA,A, e 3=>ANAES
(T3). A€ S.iel,| JA €3 (Ibirindeks ciimlesidir.) [4].

iel



Tamm 1.1.18. Bir X ctimlesi ve iizerindeki bir 3 topolojisinden olusan (X,3) ikilisine bir
topolojik uzay denir [4].

Tamm 1.1.19. n boyutlu reel vektor uzayr R" ve VX,Y eR” i¢in Lorentz i¢ carpimu

(,)=R"xR">R

—_

()?,17)—><)?,1?>1 :nix,.yi—x”yn (1.1.1)
i=1

ya da
X,Y) =R"xR" >R
< >2

(X,Y)—><X,Y>2=—x1yl+ixiyi (1.1.2)
i=2

seklinde tanimlanir. Ayrica

+1,1<i<n-1
ﬁi:{ L= (1.1.3)
-1, i=n
ve
-1, i=1
€ = (1.1.4)
+1 ,2<i<n

olarak tanimlanir ve sirastyla (1.1.1) ve (1.1.2) esitliklerinde g6z Oniine alinirsa,

n

<)?,17>1=;,Bixiyi (1.1.5)
ve

<X,Y>2:§8ixiyi (1.1.6)
seklinde yazilabilir.

Buradan tanimlanan < , >1 ve < , >2 fonksiyonlart R" de bir Lorentz i¢ carpimi

olup, bu fonksiyonlarla birlesen R" vektor uzayina da n boyutlu Standart Lorentz Uzayi ya da
kisaca Lorentz Uzay1 denir ve sirasiyla

L'(n=10={R".(;)}

Ve

L= ={R"().}



seklinde gosterilir.

Simdi kisaligin hatinn i¢in her iki Lorentz i¢ carpim tanimim birlestirip asagidaki
sekilde ifade edecegiz:

Eger

almirsa Lorentz i¢ carpimi
(X.7)=3 7y, (1.1.7)
i=1

seklinde tanimlanir.
Ayrica L'(n—1,1) yada L'(1,n—1) yerine < , > i¢ carpimui alarak L' ={]R",< , >}

gosterimi kullanilacaktir. Buna ilaveten eger bir M, Lorentz Manifoldu iizerinde < , >1 ve

< , >2 Lorentz i¢ ¢arpimlar tanimli ise o zaman M, ve M, swrasiyla M, =(M ,< , >1) ve

M,=M ,< s > 2) ile dolayisiyla M = (M ,< , >) seklinde gosterilecektir [4].

Tamm 1.1.20. VV e [ olmak iizere

<\7,‘7> >0 ise V ye space-like vektor,
<‘7,\7> <0 ise V ye time-like vektor,

<\7,‘7> =0,V #0 ise V ye light-like veya null vektor

denir [5].



2.1. OKLiD UZAYINDA EGRILER VE FRENET FORMULLERI

Tamim 2.1.1. Reel eksenin (a,b) € IR agik aralif1 ile homeomorf olan E* Oklid uzayinn alt

kiimesine , E’ uzayinda egri yay1 denir [6].

a:1-E" |, I=(a,b)cIR
t—a@)=(a,),a,0),....a,1))

ifadesinde a(I)c E"e E"de bir egri denir.I c IR arahifina ¢ egrisinin parametre araligi ve

te I degiskenine de & egrisinin parametresi denir [1].

Tamm 2.1.2. M egrisi (L) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vsel igin
||0/(s)|| =1 ise M egrisi (I, &) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin se I

parametresine yay parametresi adi verilir [1].

Tamm 2.1.3. M cE" egrisi (L&) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda

(k) (k)

gy:{a', 0/',...,0{(’)} sistemi lineer bagimsiz ve Vo', k>r icin o eSp{y} olmak

tizere y den elde edilen {V,,...,V.} ortonormal sistemine , M egrisinin Serret-Frenet r-

ayakli alant ve me M igin {V,(m),...,V,(m)} ye ise me M noktasindaki Serret-Frenet 1-

ayaklis1 denir.
Herbir V. , 1<i<r ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir [1].

Tanim 2.14. o:1—>E’
t— o) =(a,(1),a,(t),0,(1)) egrisi igin

B2 X0
o (1) = |a’(t)||
- E, 5 a(t) .
olur. Ciinkii T= H oldugundan T = m vardir ki bu ifadeye a(I)
1

egrisinin teget vektor alani denir. 7', birim vektordiir ve genel anlamda 7' =V, dir.

, E ’ ,
Eger egri yay parametresi ile verilmisse @'(s)=E, =T =-——"+= & =a/(s) olur.
[E] e

Buradan



T'(s)= (O/(S)), =a"(s)= N(s)= E

2

A
= E2 =a”_M. |
(E,E)
” <a”’a,> ’ ”
=>E=0-——F—a=«
<a,a>
R AO N (O

l@’ )] |

T'(s)|

olur. Genel anlamda N(s)=V,(s) dir. Bu son ifadeye asli normal vektor alan1 veya birim
asli normal vektor alan1 denir.

B(s)=T(s)AN(s)
olarak tanimlandigindan

ad'(s) _d(s)nd’(s)

] e’

B(s)=d/(s) A

olan B(s) birim vektoriine «a(s) egrisinin s—noktasindaki binormal vektdr alani denir.
Genel anlamda B(s) =V, (s) dir [1].

Tamm 2.1.5. T(s)=a'(s) , N(S):& ’ B(S):%
s

o)
{T,N,B} sistemine Frenet 3-ayaklist denir [1].

vektorlerinden olusan

Tamm 2.1.6. M c E" egrisi (L&) koordinat komsulugu ile verilsin. se I ya karsilik gelen

a(s) noktalarindaki Frenet r-ayaklisi {Vl(s),...,Vr(s)} olsun. Buna gore

k:1—IR ,1<i<r

5 k() =(V, 5.V, 9))



seklinde tanimli k, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve sel icin

k.(s) reel sayisina da «/(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir [1].

Teorem 2.1.1.M c E" egrisi (L) koordinat komsulugu ile verilsin. se I yay parametresi

olmak iizere , a(s) noktasinda i-yinci egrilik k,(s) ve Frenet r-ayaklisi {Vl(s),...,Vr(s)} ise

DV, (s) =k, (s)-V,(s)
2)VI.,(s) =—k_ () V_(s)+k(s)V,  (s)1<i<r
WV, (s)=—k, ,(s)-V,_,(5)

olur [1].
Tamm 2.1.7. «:1 > E°
s = a(s)=(a(5),a,(5), 04(s))
s yay parametresi ile verilen bir egrinin ¢(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T, N, B} olsun.

T'(s)=k,(s)-N(s)
N'(s) =—k,(s)-T(s)+k,(s) B(s)
B'(s) =—k,(s)- N(s)

formiillerine Frenet Formiilleri denir. Burada &, = x,k, =7 olursa

T 0 «~ O0\T
Nil=l-x 0 7||N
B’ 0 -r O)\B

esitligi mevcuttur [1].

Tamm 2.1.8. «:1— IR’ egrisi icin kl(s)=||a’”(s)|| degerine a/(s) egrisinin s-noktasindaki
egriligi denir [3].

Tamm 2.1.9. «:1— IR’ egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. &”(s)# 0 olmak iizere
b'(s)=1(s)-n(s) esitligi ile tanimh 7(s) sayismna @ egrisinin s-noktasindaki burulmasi
denir. k,(s) =7(s) burulmasi, egrinin diizlemden ne kadar saptigini dlger [1].



Tamm 2.1.10. n =3 6zel halinde T'(s), N(s), B(s) Frenet 3-ayaklisini ele alalim
Sp{T(s),N(s)} vektor uzayi ile birlesen «(s) noktasindaki afin altuzaya oskiilator

diizlem,

Sp{N(s),B(s)} vektor uzay1 ile birlesen /(s)noktasindaki afin altuzaya normal
diizlem,

Sp{T(s),B(s)} vektor uzayi ile birlesen a(s)noktasindaki afin altuzaya rektifiyen
diizlem adi verilir [1].

Tamm 2.1.11. M c E" egrisinin me M noktasinda M ile sonsuz yakin {i¢ ortak noktasi
olan kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri olan

1
o=0o(s,) +mvz(so) + }“V3(S())

18
dogrusuna M egrisinin me M noktasindaki egrilik ekseni denir.

Egrilik ekseni iizerindeki

1
c(sy) = a(sy) +WV2(SO)

noktasina da M nin m = a(s,) daki egrilik merkezi denir [1].

Tamm 2.1.12. M c E"egrisiyle me M noktasinda sonsuz yakin dort noktasi ortak olan
kiireye M nin me M noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi denir [1].

Tamm 2.1.13. IR’ uzayinda bir « egrisinin birim teget vektor alan1 T olsun. T vektor alani
belirli bir u vektorii ile sabit ac1 yapiyorsa ¢ egrisine bir helis denir [1].

Tamm 2.1.14. Sabit egimli (c) egrisinin, iizerine ¢izilmis bulundugu silindirin bir donel
silindir olmasi halinde, (c) egrisine dairesel helis ad1 verilir [1].



3.1 INVOLUT(BASIT) VE EVOLUT(MEBSUT)

Tanmm 3.1.1. M,NcE" iki egri olsun. M,N swasiyla (I,), (I,f) Kkoordinat
komsuluklar1 verilsin. a(s) ve [(s) noktalarinda M,N nin Frenet r-ayaklilari sirasiyla,

{Vi(s),....V.(s)} ve {Vl*(s),...,Vr*(s)} olmak iizere <Vl(s),Vl*(s)>:0 ise; Nye M nin

involiitii , M ye de N nin evoliitii denir [1].

Teorem 3.1.1. M,N c E" egrileri (I,&), (I,[) komsuluklar ile verilsin. Eger N ,M nin

involiitii ise d(a(s), B(s)) :|c—s , Vsel ve c=sbt olur.

Ispat. Sekil 3.1.1 yardimiyla S(s) = a(s)+ AV,(s) yazlabilir. Boylece se I nin « igin yay
parametresi oldugu kabul edilirse

dp

- ,=5p{v ()}

oldugu goz Oniine alinarak
(V)W) =0

sonucuna ulasilir. Buradan

1+A(s)=0=>A(s)=-1=>A=-s+c
veya

A= |c—s|,Vc = sabit
bulunur. Diger taraftan
d(a(s), B(5)) = || B(s) - a(s)| = AV, (s)]

= d(a(s), B(s)) =|c—s|
bulunur. ]



o(s) Vi(s)
/ o As)
M N
evoliitii
V,(s) V()

M nin involutd

(Sekil 3.1.1)

Teorem 3.1.2. M,N c E’ involiit-evoliit egrileri, (I, ),(L 8) koordinat komsuluklari ile
verilsin. se I ya karsilik gelen a(s)e M ve B(s)e N noktalarinda M ve N nin Frenet r-
ayaklilart sirastyla; {V,(s),V,(s),V;(s)} , {V, (5),V, (5),V, (s)} ve M nin egrilik fonksiyonlari

k,, 1<i<2 aynica N nin egrilik fonksiyonlar kl.* , 1<i<2 ise;

X k2 (s)+k,>(s)
k 2 — 1 2
O T e s
olur.

Ispat. Teorem 3.1.1 yardimiyla B(s)=a(s)+(c—s)-V,(s) yazilabilir. M nin yay
parametresi s€ I ve N nin yay parametresi s* ise;
ds* _dp

Vis) —=—"—
1 () ds ds

‘ ds”

= (€=5)-ki(5)-V,(s)

*

s ds

elde edilir. Boylece {Vl*(s),V2 (s)} lineer bagimlidir. O halde

Vi () =V,(s)

yazilir. Ayrica

ds”
2 (c—5)k(s)
bulunur.
V() =V,(s) = k' (s)-V,"(s) = ;-(—kl(S) V() +k,(8)- V()

(c=5)-ki(s)



vardir ki esitligin her iki tarafinin normu alinirsa

k> (s)+k,’(s)

%2 _
k' (s)= k2(5)-(c—s)’

sonucu elde edilirlll



4. BERTRAND EGRILER

4.1 BERTRAND EGRI CiFTi

Tamm 4.1.1. M,Ne E" egrileri sirastyla (I, @), (I, ) koordinat komsuluklari ile verilsin.
sel yakarsilik gelen a(s)e M, f(s)e N noktalarinda M ve N nin Frenet r-ayaklilari

sirastyla {V,(5),...V, (9)}.{V, (5),...V."(s)} olarak verildiginde Vsel igin {V,(5),V, (s)}
lineer bagimli ise; (M, N)egri 2-lisine bir Bertrand egri ¢ifti denir [7].

Teorem 4.1.1. (M,N) Bertrand cifti verilsin. M ve N sirasiyla (I, @), (I, ) komsuluklar ile
verildiginde

Vse I i¢in d(a(s), B(s)) = sabit
olur.
Ispat. (Sekil 4.1.1) yardimiyla B(s) = a(s) + AV, (s) yazilabilir. Burada M ve N nin sirasiyla
a(s) ve p(s) noktalarinda Frenet r-ayaklilari {Vl(s),...,Vr(s)} , {Vl*(s),...,V*r(s)} ile
gosterilmisgtir.

ds" _ . ,
y Vi(s)= [1 —A($)k, (s)] V() + A (5)V,(5)+ A(s)k, (5)V; (s)

\)

yazilabilir. {Vz*(s),VZ(s)} lineer bagiml oldugundan

(V7 (9).V,(5)) =0= A(5) =0=> A(s) = sbt, Vs I
bulunur. Halbuki

d(a(s), B() = | B(s) = a(s)]| = [ AV, ()| = |4]. Vs e I

= d(a(s), f(s)) = sabit, Vs e |

elde edilir.



M
V,(s) V) (s)
o) < B(s)

(Sekil 4.1.1)

Teorem 4.1.2. M,N c E’ egrileri (I,«),(I,8) koordinat komsuluklariyla verilsin. M nin
egrilikleri kj,k, ise;

(M, N) Bertrand ¢iftidir < 34, u€ IR igin Ak, + uk, =1 dir.

ispat. (=): a(s) vep(s)noktalarinda M ve N nin Frenet 3-ayaklilar1 sirasiyla
{(Vi(5),V,(s5),Vs(5)} , {‘/l*(s),Vz*(s),\Q*(s)} olsun. Buna gore Vl*(s) ile V,(s) arasindaki a1 &
olmak iizere

V'(s)=cos@-V,(s)+sin 0-V,(s)
yazilabilir. Tiirev alarak bu esitlik

% k" (5)-V," (5) =[k,(s) cos 8 —k, (s)sin 8]V, (s) + d(cos 0)

V(5)+ d(sin )
s s

Vi(s)

seklinde yazilir. {Vz*(s),V2 (s)} lineer bagimli oldugundan @ = sabit olur ki

V,"(s) = cos 8V, (s) +sin 8V, (s)
ve

/ d *
B(s)= dL:'Vl (8) = (1= 2k, () V, (s) + Ak, ()V; (5)

esitliklerinden

1—- Ak, (s) _ Ak, (s)

cos@ sin @




elde edilir. Bu ise
(1-Ak,(s))sin @ = Ak, (s)cos &
1- Ak, (s) = Ak, (s)cot &
= Ak, (s)+ Ak, (s)cot@ =1

ve
Acot@=u
yazilip

= Ak, (s)+ pk,(s) =1
sonucuna ulagilir.
(&) : Tersine sartin yeterliligi, gerek sartin ispatini tersine takip ederek gosterilebilir.

Ornek 4.1.1. Bir « diizlem egrisinin tegetlerine normal sonsuz egriden o, 0, (Sekil
4.1.2) gibi herhangi ikisinin asal normalleri bu egriler boyunca ortaktir.

Baska bir deyisle denilebilir ki diizlemde birbirine paralel herhangi iki ,,«, egrisi bir
Bertrand ¢ifti olustururlar.

(Sekil 4.1.2)

Ornek 4.1.2. Bir dairesel helisle iizerinde bulundugu donel silindirin ekseni bir Bertrand egri
cifti meydana getirir.(Bakimiz: Sekil 4.1.3)



(Sekil 4.1.3)

Ornek 4.1.3. Egriligi sabit olan bir egri ile bunun egrilik merkezlerinin geometrik yerinin asal
normalleri ortaktir. Bunlarda birer Bertrand egri ¢ifti olustururlar.

4.2 BERTRAND EGRILERININ BELIRLENMELERI

Tanim aralifinda en az C’ siifindan bir ¢ egrisinin binormalleri ile tanimlanan

%,(5)= [ ay(s)-d, (4.1)
@, egrisinin Frenet vektorleri a' , » yayt s;, egrilik ve burulmasida p,,7; olsun. Bu takdirde
s, yay uzunlugu s ye esittir. Gergekten (4.1) in iki yaninin s ye gore tiirevini alirsak |,
s, a'=a, olur. @ egrisinin pozitif dolanim yoniinii

a, =a, 4.2)

olacak bi¢imde segersek
sl' =1 veya s, = s (integrasyon sabiti=0) 4.3)

bulunur. Ustelik x = x(s) denklemleriyle tanimlanan & egrisinin egriligi sabitse



x, = xcos@ — x,sin @ , (6 = sabit) 4.4)

vektorel bagintisi ile tammlanan «, egrisi bir Bertrand egrisidir. Ger¢ekten E, nin cesitli

elemanlar1 da s,,a pz, P,.7, olsun. (4.4) iin her iki yaninin s ye gore tiirevi , (4.3) geregi
s, a’ =a,cos@—a,' sin @

sonucunu verir. @ yi (4.2) yardimiyla
a’=a,cosf—a,sinb 4.5)

olacak bi¢imde segersek

sz' =1 veya s,=s (integrasyon sabiti=0) (4.6)
olacagindan , (4.5) in s ye gore tiirevinden (4.2) nedeniyle

p,a,” =(pcos@— p,sinfa,' =(pcos@+7sinb)a,
olur. Eger

a’=a' =a, 4.7)
olarak alirsak

0, = pcos B+ Tsind (4.8)
bulunur. (4.5) ve (4.7) esitlikleri

a’na,’ =a; =a,cosf+a,sinf (4.9)
olacagindan bunun s ye gore tiirevinden (4.7) geregi

T, =7cos@—psiné (4.10)
elde edilir. (4.8) ve (4.10) arasinda 7 yok edilince p, ile 7, lineer ve sabit katsayili

p,co80—7,sinf=p 4.11)

bagintist bulunur ki bu da ¢, nin bir Bertrand egrisi oldugunu gosterir. (4.10) ve (4.11)
karsilagtirildiginda @ nin ayni anlam tasidigi ve A nin

A=Rcos@ (4.12)



ya esit oldugu goriilir. o egrisinin tegetler gostergesi y, =a,(s) ise binormali

d
Ry, A D a, olur ve
ds

x=Iy1ds=Iy1%ds'=RIyl %}dt =X =J.a3ds=RJ.y1 /\%dt

yazilabileceginden (4.4) ile tanimlanan E, egrisinin yer vektorii
x, = Rlcos O y, Dy t—sinﬁjyl/\@dt] (4.13)
dt dt

olarak bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. y =y, (s) egrisi, birim kiiresinin kendi tanim aralifinda en az 2. siniftan

herhangi bir egrisini gosterdigine gore R ve @ sabit olmak lizere (4.13) denklemleriyle bir
Bertrand egrisi tanimlanmis olur. Bu egrinin egriligi ile burulmasi arasinda (4.11) bagintisi
vardir ve A= Rcos@ dir. Bu egri ile bir ¢ift olusturan egrinin homolog noktalarindaki tegetler

arasindaki ac1 %— @ olur.



5.ZAYIF BERTRAND EGRILER

5.1 ZAYIF BERTRAND EGRILERIi

Tamm 5.1.1. @,¥, y; C’ smifindan ( r=1,2,..., veya c veya w) ise egriye C" siifindandir
denir [8].

Tamm 5.1.2. ¢y, y; C" sinifindan ve ¢ +y° + y° #0 ise egriye C’ regiiler egri denir [8].

Onerme 5.1.1. Bir C" smifindan regiiler egri ¢ icin asagidaki sartlardan biri gerek ve
yeterdir:

(i) o nin her bir noktas: f ve g, C” sinifindan fonksiyonlar olmak iizere y= f(x) ,
7z = g(x) seklinde parametrelendirilebilen bir komsuluga sahiptir.

(i) o, s yay parametresi cinsinden (@,y,y) parametrizasyonuna sahiptir ve

¢'2 + 1//'2 + ;('2 =1 dir.

Tamm 5.1.3. C” simifindan olan Frenet egrisi ; o : x(s),s€ L regiiler egrisi i¢in ¢(s) = x(s)
olmak iizere

t'=kn
n =—kt+kb
b’ =—k,n

Frenet denklemlerini saglayan k,(s),k,(s) skaler fonksiyonlar1 o nin, sirasiyla , egriligi ve

pseudo-torsiyonu olacak sekilde {t(s),n(s),b(s)} ortanormal catilt bir egri olarak tanimlanir

[8].

Tamm 5.1.4. Bir C” Frenet egrisi o : x(s) ve diger bir C* Frenet egrisi de 6 :x(s) olsun.

Burada x(s),C”™ smmifindan ve x#0 dir.

Eger o ve 6 nin karsilik gelen noktalarinda n,7 asli normalleri lineer bagimli ise

o ve & ya Frenet Bertrand egrisi denir. 6 ye, ¢ nin bir FB (Frenet Bertrand) eslenik egrisi
denir [8].

Tamm 5.1.5. o:x(s) , se L bir C” regiiler egri olsun. Diger bir C” regiiler egri 6 : X(5) ,

§e L igin

(1) L nin iki kapali ayrik Z, N alt cimleleri



L . . o

%\7 lizerinde o€ C~,
Goar ds _

Z lzerinde ( ds) =0,

G(L/Z) iizerinde 0'e C~ ,

o(N) tizerinde (d%ﬁ) =0
olacak sekilde mevcut

(il) o ve 6 nin s , § noktalarina karsilik gelen dogrular , sirasiyla, o ve &

ya ortogonal ve & veya & ya aslinormal olacak sekilde o : L — L homeomorfizmi mevcut
ise o ya Zayif Bertrand egri denir. 6 ya da o nin WB (Weakened-Zayif Bertrand ) Eslenigi
denir [8].

Tamm 5.1.6. D bir X topolojik uzayinda alt ciimle olsun. X — Y bir fonksiyon i¢in eger D
nin her bir bileseni iizerinde sabit ise bu fonksiyona D-parcali sabittir denir [8].

Yardimci Teorem 5.1.1. X bir reel dogru iizerinde uygun bir aralik ve X in bir agik alt
ciimlesi D olsun. X iizerinde D-pargali sabit reel fonksiyonun sabit ve siirekli olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart X \ D nin kendi ¢ekirdegi iizerinde bos yogunluga sahip olmasidir.

Eger D, X de yogun ise D kendi ¢ekirdegi icinde bostan farkli yogunluga sahip olsa
bile X iizerinde herhangi bir C' ve D -parcali sabit reel fonksiyon sabit olmalidir [8].
Teorem 5.1.1. Kendi c¢ekirdeklerinde bos yogunluga sahip N ve Z icin bir WB(zayif
Bertrand) egri bir FB(Frenet Bertrand) egrisidir.

ispat. o:x(s) , s€ L bir WB egri ve o nin WB eslenigi 6:%(5) , §€ L olsun. Bu takdirde

o ve &, t(s), 1(5) teget vektorlerinin bir C* ailesine sahiptir.

X(8) = x(o(s)) = x(s)+ A(s).n(s) (5.1.1)

olsun. Burada n(s) birim vektor ve A(s) >0 bir skaler fonksiyondur. D=L\N , D=L\o(2)

icin Diizerinde s(s)e C” ve Diizerinde s(§)e C* olur.

1.Adim A = sbt oldugunu ispatlayalim.



A= |5c—x| oldugundan L iizerinde siireklidir ve D nin her aralig: izerinde C* sinifindandir

ve heryerde sifirdan farkhidir. P:{se L:A(s)# 0} ve P nin herhangi bir bileseni X olsun. Bu

takdirde P ve dolayisiyla X, L de bir agiktir. X m D nin herhangi bir bilesen araligi I iken
A(s) ven(s), Iizerinde C~ simifindandirlar ve (5.1.1) den

X(s)=x'(s)+ A (s)n(s)+ A(s)n'(s)

olur. WB egrisinin tanimindan <x'(s), n(S)> =0= <)~c'(s), n(s)> elde ederiz.

2Adim o ve & iginsirastyla D ve D iizerinde {(s),n(s),b(s)}, {f(§),ﬁ(§),5(§)}

catilarinin mevcut oldugunu ispatlayalim.

A, sifirdan farkli bir sabit oldugundan (5.1.1) den goriilir ki n(s) , D iizerinde C~
sinifindandir ve L tizerinde siireklidir ayrica t(s) e WB egri tanimi1 geregi ortogonaldir.

Simdi  b(s)=1(s)Xn(s) tammlayalim. Bu takdirde {z(s),n(s),b(s)}, o i¢in bir sag
yonlendirilmis ortonormal ¢atidir. Bu ¢at1 L iizerinde siirekli, D iizerinde C” simifindandir.
WB egri tanimindan L iizerinde ¢ (s) =k, (s).n(s)olacak sekilde bir k,(s) skaler fonksiyonu

mevcuttur. Dolayisiyla k, (s)=1¢(s)-n(s) L iizerinde siirekli ve D iizerinde C* sinifindandir.
Boylece D tizerinde 1.Frenet Formiilii saglanir. Benzer sekilde D {izerinde Frenet formiilii
saglanacak sekilde bir k,(s),C”™ fonksiyonunun mevcut oldugu gosterilebilir. Bu durumda

{1(s),n(s),b(s)} D iizerinde o igin bir Frenet catisidur.

Benzer sekilde L iizerinde siirekli ve D iizerinde & icin bir Frenet catis1 olacak

sekilde bir sag yonlendirilmis , {f (E),ﬁ(§),l;(§)} ortonormal catist mevcuttur. Ustelik

n(o(s)) =n(s) segebiliriz.

3.Adim N =9,Z = oldugunu ispatlayalim.

’

D iizerinde ((1,7)) =15k .ii+k.ni =0 elde ederiz. Oyle ki (r,7) , D nin her bir bileseni

iizerinde sabittir ve Lemma 5.1.1 den dolay1 L {izerinde sabit olur. Dolayisiyla L iizerinde
f(s)=cosa-t(s)+sina-b(s) olacak sekilde bir sabit « agis1 mevcuttur. Ayrica 7i(s) = n(s)

ve boylece l;(s)=—sinaf-t(s)+cosa'-b(s) olur. Buradan f(s),ﬁ(s),l;(s) D iizerinde C~
sinifindandirlar. Diger taraftan 7 ,i,b D iizerinde § ye gore C” simifindandirlar.

X = X — A seklinde yazilir ve D no~' (D) iizerinde s ye gore tiirevi alinirsa

£=§ [+ k)7 - kb |

elde edilir. Fakat ¢ = cos . —sina.b olur. Buradan

§'(1+ k) =cosa (5.1.2)



bulunur. lgl(f) :(df d§)'ﬁ seklinde tanimlandigindan ve Igl(i) , L izerinde siirekli

oldugundan ayrica ¢™'(D) yogun oldugundan (5.1.2) nin D boyunca saglandig1 goriiliir.
1.Hal: cosa #0 olsun.

Bu takdirde (5.1.2) den D iizerinde § #0 dir. Dolayisiyla Z =@ ve benzer sekilde N =&
olur.

2.Hal: cosa =0 olsun.
Bu takdirde

f=1b (5.1.3)
olur. (5.1.1) in D de s ye gore tiirevi alinirsa;

§ 7 =(1-Ak)t+Ak,b

olur. (5.1.3) kullanilarak 1—- Ak, =0 olur. Dolayisiyla D iizerinde ve ayni zamanda
Yardimci Teorem 5.1.1 den L iizerinde k, = %1 olur. Buradan goriiliir ki L iizerinde k,, her
yerde sifirdan farkhidir. € =%k, isareti olsun, bu takdirde

£ (s)

= 1)
n(s)= ) r(s)=¢&. Ht'(S)H

olup, L tizerinde C” sinifindandir. Sonug olarak X(s)=x(s)+ A.n(s), L tizerinde C~
smifindandir. Dolayisiyla N =& ve benzer olarak Z =2 olur.g

5.2 LORENTZ UZAYINDA ZAYIF BERTRAND EGRILER UZERINE BiR
KARAKTERIZASYON

Bu boliimde x, L’ Lorentz Uzayinda

I'=kn
n’ =kt+k,b
b’ =—k,n

(spacelike, timelike, spacelike) tipinde bir catiya sahip regiiler C* smifindan egri olsun.
x,X da, swrasiyla, s ve § yay parametrelerine sahip olan zayif Bertrand egri cifti olsun.



Teorem 5.2.1. Kendi cekirdeklerinde bos yogunluga sahip N ve Z icin L’ Lorentz Uzayinda
(spacelike, timelike, spacelike) tipinde bir ¢atiya sahip olan bir WB (zayif Bertrand) egri bir
FB (Frenet Bertrand) egrisidir.

Ispat. o:x(s) , se L bir WB egri ve o nin WB eslenigi 6:%(5) , §e L olsun. O zaman &
ve G, t(s) ve 1(5) teget vektorlerinin bir C~ ailesine sahiptir.

%(s) = #(0(s)) = x(5) + A(s)n(s) (5.2.1)

olsun. Burada n(s) birim vektor ve A(s) >0 bir skaler fonksiyondur. D=L\N , D=L\ (Z)

olsun. Boylece D iizerinde 5(s)e C~ ve D iizerinde s(§)e C* olur.
1.Adim A = sbt oldugunu ispatlayalim.

A= |)~c—x| oldugundan L iizerinde siireklidir ve D nin her aralig1 lizerinde C” sinifindandir

ve heryerde sifirdan farklidir. P={se L: A(s) # 0} ve P nin herhangi bir bileseni X olsun. Bu

takdirde P ve dolayisiyla X, L de bir aciktir. X M D nin herhangi bir bilesen araligi I olsun. O
zaman I iizerinde A(s) ve n(s), C~ smifindandirlar ve (5.2.1) den

X(s)=x'(s)+ A (s)n(s)+ A(s)n'(s)
olur. WB egrisinin tantmindan x'(s).n(s) = 0= X (s).n(s) elde ederiz.

2Adim o ve & igin , smasiyla , D ve D iizerinde {t(s),n(s),b(s)},
{f (5), ﬁ(S‘),I;(E)} catilarinin mevcut oldugunu ispatlayalim.

A, sifirdan farkli bir sabit oldugundan (5.2.1) den goriiliir ki n(s) , D tizerinde C~
siifindandir ve L tizerinde siireklidir ayrica t(s) e WB egri tanimi geregi ortogonaldir.

Simdi  b(s)=1(s)Xn(s) tammlayalim. Bu takdirde {z(s),n(s),b(s)}, o i¢in bir sag

yonlendirilmis ortonormal ¢atidir. Bu ¢at1 L iizerinde siirekli ve D lizerinde C™ sinifindandir.

WB egri tammindan L iizerinde 1 (s) =k (s).n(s)olacak sekilde bir k,(s) skaler

fonksiyonu mevcuttur. Dolayisiyla k,(s) =#(s)-n(s) L iizerinde siirekli ve D iizerinde C~
sinifindandir. Boylece D iizerinde 1.Frenet formiilii saglanir. Benzer sekilde D iizerinde
Frenet formiilii saglanacak sekilde bir k,(s),C” fonksiyonunun mevcut oldugu gosterilebilir.

Bu durumda {(s),n(s),b(s)} D iizerinde o i¢in bir Frenet ¢atisidur.

Benzer sekilde L iizerinde siirekli ve D iizerinde & icin bir Frenet catisi olacak

sekilde bir sag yonlendirilmis , {f(E),ﬁ(&“),E(E)} ortonormal catist mevcuttur. Ustelik

n(o(s)) =n(s) secebiliriz.

3.Adim N =9,Z = oldugunu ispatlayalim.



’

D iizerinde (<t,f >) :t.§'.l€1.ﬁ+kl.n.t~ =0 elde ederiz. Oyle ki <t,t~ > , D nin her bir bileseni

iizerinde sabittir ve Yardimec1 Teorem 5.1.1 den dolay1 L iizerinde sabittir. Dolayisiyla L
lizerinde 7(s)=cosha-t(s)+sinha-b(s) olacak sekilde bir sabit & acis1 mevcuttur. Ayrica

fi(s)=n(s) ve bdylece b(s)=sinha-t(s)+cosha-b(s) olur. Boylece 7(s),n(s),b(s) D
iizerinde C” sinifindandir bagka bir deyisle 7 ,i,b  Diizerinde § ya gore C” smifindandir.
(5.2.1) denklemini x=X—A7 seklinde yazarak ve© Do '(D) iizerinde s ye gore tiirev
alarak  =§[(1- k)i —Ak,b] elde ederiz. Fakat r=cosh-7 +sinhe-b dir. Buradan

E'(l—/llgl) =cosha dir. Oyleyse lgl(E) = (%)‘ﬁ , 0°(D) iizerinde yogun ve L iizerinde
s

stirekli tanimlandigi i¢in D boyunca siireklilik ile (5.1.2) saglanir.
1.Hal: cosha # 0 olsun.

O zaman (5.1.2) den D iizerinde § # Oifadesini gerektirir. Buradan Z = ve benzer sekilde
N = olur.

2.Hal: cosh =0 olsun.

O zaman f=%b olur. Oyleyse D de s ye gore (5.2.1) in tiirevi almarak
§7=(+Ak)t+Ak,b elde edilir. Buradan (5.1.3) ii kullanarak 1+ k=0 bulunur.

Boylece Yardimc1 Teorem 5.1.1 ile D iizerinde ve aym1 zamanda L iizerinde &, = = olur.

Bu sayede L iizerinde k,, hi¢bir yerde sifir degildir. €=x= k, in isareti olsun. Bu takdirde
£'(s)

n(s) = L ' (s)=&-—— olup L iizerinde C* smfindandur.

ky(s) ()

Sonug olarak  X(s) = x(s)+ A-n(s), L tizerinde C~ sinifindandr.

Dolayisiyla N =@ ve benzer sekildle Z = olur.ll

Ornek 5.2.1. Karsilikli noktalardaki tegetleri ¢ agis1 yapan (x,%) zayif Bertrand egri ¢ifti
icin  k, =0 ise her egrinin sonsuz sayida zayif Bertrand egri ¢ifti vardir.

COzZUM: k,=0 ise (x,Xx) zayif Bertrand egri ¢ifti olacak sekilde sonsuz ¢oklukta X nin
mevcut oldugunu gosterelim. Bunun icin VAe R ye karsilk  %(s) = x(s)+ A.n(s) olmak
iizere (x,X) nin bir zayif Bertrand egri ¢ifti oldugunu gostermek yeter.



¥(s)= ? =1(s5)+ A.(k,(5).t(s)+ 0.b(s))
s

= ﬁ.f(s) =1+ Ak, (5)).1(s)
ds

=1(s)==%t(s)

olup k,=0 iken x, diizlemsel oldugundan X Bertrand egri tanimindan xin oskiilator

diizlemi olarak xin yattig1 diizlemde kalir ve boylece Igz =0 dir. O halde x ve X min Frenet 2-

ayaklilart mevcuttur halbuki 7 =7 dir. O halde x ve X min 2- Frenet vektorleri lineer
bagimli olur. Buna gore (x,X) birer zayif Bertrand ¢ifti olustururlar.

6.1 UYGULAMALAR
Ornek 6.1.1. Diizlemsel bir egrinin evoliitlerinin birer helis olduklarini ispatlayiniz.

COZUM: Once o ni diizlemsel ve ¢ mn evoliitesinin de diizlemsel bir egri olmasi halini
ele alalim. Bu durumda V;" =V, dir. Boylece

o(s) = B(s)+ AV, (5) = B(s) = al(s) = AV, (s)

=V a;d_s* = B'(s) =V, (s) = AV, (s) + Ak, (5)V, (s)
s

ve V" LV, oldugundan

1

1+ Ak (5)=0=>A=—
$=0=4=200

olur. O halde

1
B(s) = 0!(5)+sz(5)

olur. @ mnin diizlemsel evoliitesi egrilik merkezlerinin geometrik yeridir. ¢, diizlemsel
olmasina ragmen « nin diizlesel olmayan bir evoliitesi S ise

Bs)=a(s)=AV =V, :Kd_i_ﬂkl*vz* +V, d_ﬂ;:_l
ds ds



=V, d—s*—ﬂkl*Vz* =0
ds

= Vds=AkV,ds’

=V =1V,

olur. Buna gore

/.

f={Viviav)= ==

<k1*v1*‘ii,vl AV2>+<V1*,klv1 AV, +V, A=k V))
\)

= kl*i—i<vz*vv1 /\V2>

=k’ ‘Zidet(v;,vl,vz) V=Y,
S

=0= f =sabit = £L(V,",V, AV,) = sabit

olur. O halde B min hiz vektori @ nin diizlemsel bir normali ile daima sabit ac1
yapacagindan £ bir helistir. Su halde « diizlemsel egrisinin diizlemsel olmayan evoliitleri
birer helis egrileridir.

Ornek 6.1.2. Bir helisin involiitlerinden her birinin birer diizlem egri olduklarini gsteriniz.

COZUM: ¢ nin involiitlerinden biri B ve S nm ikinci egriligi k,"(s) olsun.

. kk) —kk,
2 2 2
k (k" +k,”)(c—s)

olur. &, bir helis oldugundan

% = sabit = (%)' =0 olacagindan k,”=0 bulunur.
1 1
Boylece [ bir diizlem egridir.

Ornek 6.1.3. E° te 3.smiftan dif.bilen bir regiiler egri @ ve & nn k, egriligi #0 olsun.
o egrisi bir dairesel helistir < « egrisi birden fazla Bertrand egri ¢iftine dahildir.



COZUM: o(s) = %(—cos s,—sin s, s) = &'(s) = 1 (sin s,—cos s,1)

NG

=

a(s)|=1

olup & nin yay parametresi s dir.

o’ (s)= % (cos s,sin s,0) = V,(s) = (cos s,sin s,0)

olup & min Bertrand cifti olarak karsihigi A= % icin

1 2
(s) =—=(—coss,—sin s, s)+—=(cos s,sin s,0)
d V2 V2

= f(s)= % (cos s,sin s, §)

olur. Diger taraftan ¥(s) = Tz (coss,sin s,2s) egrisi icin

Y(s)= g (—sin s,cos s,2)
dir. ||0{'(s)|| = g\/g = sabit ve boylece

V' (s)= Tz(_ cos s,—sin s,0) =V, (s) = —(cos s,sin 5,0)

bulunur. Buna gore

B(s) = Tz(cos s,sin s, 2s) +L (cos s,sin s,0)

22

= f(s)= L(cos §,8in s, s)

NG

bulunur. Sonug olarak /S egrisi hem o hem de y nin Bertrand ciftine dahildir.

Ornek 6.1.4. M,N c E° olmak iizere (M,N) bir Bertrand cifti olsun. Bu durumda
M ile N nin ikinci egrilik fonksiyonlarinin carpiminin sabit oldugunu gosteriniz.



COZUM: (M,N) Bertrand egri gifti verilsin. M ile N sirasiyla (I&),(L ) koordinat
komsuluklar ile verildigine gore S(s)=a(s)+LV, dir. Burada L sabiti bir reel sayidir. o

tizerinde kurulan Frenet 3-ayaklis1 {V;,V,,V,} Frenet egrilikleri k,",k," olsun.

L= det(5’, 8", B”)
18 ~BT

dir.
ﬂ, =V +kLV,

b =kV,+ kl'LV2 +k L(=kV, + k,V,) ==k LV, + (k, + k, L)V, + k,k,LV,

B’ =2k 2k LV, =k’ LkV, + (k| +k L)V, + (k, + k| L)(—kV, + k,V,)
+k, k, LV, + kk, LV, + k,k, L(~k,V,)

= p" = (=2kk L—k? —kk L)V, +(=k>Lk, +k +k L—kk,’L)\V, + (kk,L+kk, L)V,

= B = (3kk/L—k>V, +(=k’L—kkL+k +k” L)V, +(k k,L+kk, L)V,
olur. Boylece k, ve k,” carpimi sabit bulunur.

Ornek 6.1.5. Merkezleri aym olan es diizlemli iki cemberin Bertrand ¢ifti olduklarii
gosteriniz.

COZUM: Kargilikli noktalar P, ve P, olsun. Oyleyse d(P,P,)= A= sabit olur.
B ve P, deki {VZ,VZ*} lineer bagimlidir. O halde merkezleri ayni ve es diizlemli iki cember

1
bir Bertrand ¢ifti olusturur.

=V N, =V,

(Sekil 6.1.1)



Ornek 6.1.6. E’ te yay parametresi ile verilmis bir a egrisi icin yle bir B vardir ki & ve
[ birer Bertrand egri ¢ifti olustururlar.

COZUM: v

()

(Sekil 6.1.2)

B(s)= 0!(s)+/’LV(s):>d,B d,Bds 3

ds ds dﬂ ds ds
Sy By A Ay kv k)
ds ds ds
ds’ dA

=V, —=(1-k)V,+—V, + Ak,V,
ds ds

=(V,".V,)=0
oldugundan

d—l:O:ﬂ:sabit
s

= B(s) =a(s)+cV,(s)

bulunur. Boylece ¢ nin her degeri igin £ egrisi mevcuttur.
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