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ÖZET 

     Bu tez üç bölüm olarak düzenlenmiĢtir. 

     Ġlk bölümde; daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler 

verilmiĢtir. 

     Ġkinci bölümde; GenelleĢtirilmiĢ KdV denklemi, soliton kavramı ve tarihsel geliĢimi, 

Whitham-Broer-Kaup-Tipi denklemler, Wu-Zhang denklemi ve Modifiye Boussinesq 

denklemi anlatılmıĢtır. 

     Üçüncü bölümde; .
  

 
/-açılım metodu anlatılmıĢ ve bu metotla WBKL, Wu-Zhang ve 

MBE denklemlerinin soliton çözümleri elde edilmiĢtir. 
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SUMMARY 

SOLUTIONS OF SOME OF WHITHAM-BROER-KAUP-LIKE EQUATIONS BY 

.
  

 
/-EXPANSION METHOD 

     This work is set as three chapters. 

     In the first chapter; some fundamental definitios and theorems, which will be used in the 

later chapters, are given. 

     In the second chapter; Generalized KdV equation, phenomena of soliton and its historical 

development, Whitham-Broer-Kaup-Like equations, Wu-Zhang equation and Modified 

Boussinesq equations are told. 

     In the third chapter; .
  

 
/-expansion method are explained and soliton solutions of WBKL, 

Wu-Zhang, MBE equations are obtained. 
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1. BÖLÜM 

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

          1.1.1 Tanım 

     Bir veya daha fazla bağımsız değiĢkene bağlı bir fonksiyon ile bu fonksiyonun 

türevlerini bulunduran denklemlere diferansiyel denklem denir. Genel olarak diferansiyel 

denklemler 

 (    
  

  
 
   

   
   

   

   
)     

Ģeklinde gösterilir. Burada, x bağımsız, y bağımlı değiĢkendir , -. 

     1.1.2 Tanım 

     Bir veya birden fazla bağımlı değiĢken ile iki veya ikiden fazla bağımsız değiĢken 

bulunduran, bağımlı değiĢkenlerin bağımsız değiĢkenlere göre çeĢitli basamaktan kısmi 

türevlerini içeren denklemlere kısmi diferansiyel denklem denir. Genel olarak 

 (                         )    

Ģeklindedir , -. 

     1.1.3 Tanım 

     Bir diferansiyel denklemde; en yüksek türevin mertebesine, denklemin mertebesi denir 

, -. 

     1.1.4 Tanım 

     Bir diferansiyel denklemde; en yüksek türevin derecesine denklemin derecesi denir , -. 

     1.1.5 Tanım 

     f fonksiyonu A kümesinde tanımlı ve f’’in k. mertebeye kadar olan türevleri sürekli 

olsun. Bu durumda f  fonksiyonu C
k
-sınıfındandır denir. 
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     1.1.6 Tanım 

     Bir diferansiyel denklem, bağımlı değiĢkenlere ve onun kısmi türevlerine göre birinci 

dereceden ve katsayıları sabit ya da bağımsız değiĢkenler cinsinden bir fonksiyon ise bu 

tip denklemlere lineer denklem denir , -  Ġki bağımsız ve bir bağımlı değiĢkenden oluĢan 

birinci ve ikinci mertebeden lineer bir denklemin genel formu sırasıyla aĢağıdaki gibidir. 

      (   )    (   )     (   )   (   ) 

      (   )     (   )      (   )     (   )    (   )    (   )   (   )  

           1.1.7 Tanım 

     Bir diferansiyel denklem lineer değil ise nonlineer denklem denir , -  

     1.1.8 Tanım 

     Bir kısmi türevli denklem en yüksek mertebeden kısmi türevlere göre lineerse bu 

denkleme yarı (quasi) lineer denklem denir , -  

     1.1.9 Tanım 

     Yarı lineer bir denklemde en yüksek mertebeden kısmi türevlerin katsayıları bağımsız 

değiĢkenlerin fonksiyonları cinsinden ise bu denkleme hemen hemen lineerdir denir 

, -  Ġki bağımsız, bir bağımlı değiĢkene sahip ikinci basamaktan hemen hemen lineer bir 

denklemin genel hali aĢağıdaki gibidir. 

 (   )     (   )      (   )     (           )    

      Burada A,B,C    , - dir. Diğer yandan ;   

 (   )  , (   )-    (   ) (   ) 

olmak üzere; 

    i)  (   )    ise denklem hiperbolik, 

    ii)  (   )    ise denklem parabolik, 

    iii)  (   )    ise denklem eliptik tiptendir denir. 
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    1.1.10 Tanım 

  ve   keyfi elemanlar (fonksiyon, vektör vs...) cümlesi olmak üzere;   uzayının elemanlarını 

  uzayının elemanlarına karĢılık getiren dönüĢüme operatör denir.  

     1.1.11 Tanım 

     Matematiksel fizikte en çok kullanılan operatörlerinden birisi olan Laplace operatörü 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır. 

1-boyutlu Laplace operatörü:      
  

   
 , 

2-boyutlu Laplace operatörü:    
  

    
  

    , 

3-boyutlu Laplace operatörü:    
  

    
  

    
  

    . 

     Hiperbolik tipten bir denklem olan 

   

   
         

Ģeklindeki denkleme    nin 1, 2, 3-boyutlu olması durumuna göre sırasıyla 1, 2, 3-boyutlu 

dalga denklemi denir. Burada c pozitif bir reel sabit ve t de zamanı göstermektedir. Bu tip 

denklemler elektromanyetik, hidrodinamik ve quantum teorisi gibi alanlarda çok 

kullanılmaktadır. 

     Matematiksel fizikte kullanılan diğer denklemlerden bazıları aĢağıda verilmiĢtir , -. 

-Helmholtz denklemi:         , 

-Ġki boyutlu Poisson denklemi: 
   

    
   

     (   ), 

-Biharmonik denklem         

-Biharmonik dalga denklemi:      
 

   
   

   
  

-Telegraf denklemi: 
   

   
    

   

      
  

  
 +       

-Schrödinger denklemi:      ,   (     )-     
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-Klein-Gordon denklemi:     
 

   
   

   
    . 

     Teorem 1.1.1 (1. mertebeden yarı lineer denklemler için varlık ve teklik teoremi) 

     (        )      olmak üzere  (     )  (     )  (     ) fonksiyonları D 

bölgesinde C
1
 sınıfında olsunlar ve  (        )

   (  )

  
  (        )

   (  )

  
   olsun. 

     Bu takdirde (     ) noktasının bir U komĢuluğunda, U’nun içinde yatan bir  ̌ eğrisinin 

her noktasında  (  ( )   ( ))     ( ) baĢlangıç Ģartını ve           denklemini 

sağlayan bir tek    (   ) çözümü vardır. 

      Teorem 1.1.2 (Cauchy-Kowalevsky Teoremi)  

    (   )   +2B(   )     (   )     (   )    (   )    (   )   (   ) 

denklemindeki katsayılar ve   fonksiyonu,   -düzleminde orijini kapsayan bir      

bölgesinde analitik olsunlar ve   da  (   )    olsun.  -ekseninin   tarafından kapsanan 

parçasında tanımlanmıĢ keyfi, analitik  ( ) ve  ( ) fonksiyonları verilsin. Bu durumda (   ) 

noktasının bir N komĢuluğu vardır ve N de      denkleminin analitik    (   ) çözümü 

vardır ve bu çözüm tektir. Öyle ki bir N komĢuluğu tarafından kapsanan x-ekseni üzerinde  

 (   )   ( )         (   )   ( ) sağlanır. 
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2. BÖLÜM 

2.1. GENELLEġTĠRĠLMĠġ  KdV DENKLEMĠ 

     KdV denklemi 1885 yılında Diederik Johannes Korteweg ve öğrencisi Gustav de Vries 

, - tarafından sığ sulardaki dalga yayılımının gözlemlenmesiyle oluĢturulmuĢtur. Bu denklem 

geçen yüzyıldan beri bilinmesine rağmen fiziksel özellikleri tam olarak elde edilememiĢtir. 

KdV denklemi tek dalgalar için en basit ve faydalı modellerden biridir. Martin Kruskal ve 

Norman Zabusky , - dalga hareketine benzer tekrarlamaları KdV denklemi ile oluĢturulan bir 

sistemle gözlemlemiĢlerdir ve ayrıca periyodik sınır Ģartları kullanarak bu denklemin sayısal 

çözümünü de elde etmiĢlerdir. Dalganın doğal yapısından dolayı Zabusky ve Kruskal , -   bu 

tek dalgayı soliton olarak adlandırmıĢlardır. Tek dalgaların en önemli özelliği, birbirleriyle 

çarpıĢmaları ve bu çarpıĢmalar sonucunda Ģekillerini korumalarıdır. Buradan; tek dalgalar için 

KdV denkleminin elastik olduğu sonucu çıkar. 

     Lineer olmayan dalga yapısı hakkındaki bilgiler, soliton tanımının kullanıldığı fizik ve 

matematik arasındaki ortak çalıĢmalardan elde edilir. Klasik KdV denklemi lineer olmayan 

bazı fiziksel bölgelerde gözlemlenebilir. Ġlk olarak Karpman , - ve Bisognano , -  lineer 

olmayan nötr yüzeylerdeki dalga hareketi ve dairesel bölgedeki ıĢınlar için KdV 

denkleminden yararlanarak  teorik modeller geliĢtirmiĢlerdir. Bu denklem; katı, sıvı, gaz ve 

plazma; soğuk bir yüzeydeki magnetik hidrodinamikler; lineer olmayan yaylarla birleĢtirilmiĢ 

eĢit kütleli bir boyutlu kafeslerdeki boylamsal dalga yayılımları gibi birçok alanda fiziksel 

uygulamaya sahiptir. 

     GenelleĢtirilmiĢ KdV denklemi (GKdV);       

                                                                                                                     (2.1.1) 

Ģeklindedir. Buradaki       ve      terimleri sırasıyla iletim ve dağılma terimlerini gösterir. 

GKdV denkleminin solitonları lineer olmayan iletim ve dağılma terimleri arasındaki iliĢkiyle 

oluĢur. Dağılma etkisi dalga formunun hızını oluĢtururken, lineer olmayan iletim etkisi de 

dalga formunun Ģeklini oluĢturur. Sabit bir dalga formu (solitary wave) bu iki terimin 

etkileĢiminden doğar. Her iki soliton etkileĢimlerine rağmen değiĢmez. GKdV denkleminin en 

önemli durumlarından biri modifiye edilmiĢ KdV denklemidir. Bu denklem GKdV 

denkleminin     için özel bir halidir ve elektrodinamikler, ince tabakalardaki 

elektromagnetik dalgalar, elastik araçlar ve trafik akıĢları gibi birçok fiziksel uygulama 

alanına sahiptir. 
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2.2. SOLĠTON KAVRAMI VE TARĠHSEL GELĠġĠMĠ 

     Tek dalga (solitary wave) kavramı ilk olarak 1834’te John Scott Russell tarafından ortaya 

atılmıĢtır. Russell, bu dalgayı, Union Channel’da (Edinburg-Glasgow kanalı) Ģeklini 

değiĢtirmeden uzun süre hareket edebilen bir su dalgası olarak gözlemlemiĢtir , -. Bu olayı 

‘’Wave of Translation‘’ (büyük dalga kayması) olarak adlandıran Russell, laboratuvar 

Ģartlarında benzer dalgalar üreterek bu çalıĢmalarını yoğunlaĢtırmıĢtır. Elde ettiği sonuçları 

‘’Reports on Wave’’ (Dalgalar Üzerine Rapor) adlı çalıĢmasında açıklamıĢtır. Bu çalıĢmada 

vardığı genel sonuçları aĢağıdaki Ģekilde sıralayabiliriz , -. 

i) Tek dalgalar kararlıdır ve çok uzun mesafeler boyunca hareket edebilirler. 

ii) Tek dalganın hızı, büyüklüğüne; genliği ise suyun derinliğine bağlıdır. 

iii) Normal dalgaların aksine tek dalgalar etkileĢime girdiklerinde tekrar eski hallerine 

dönerler, yani birleĢmezler. 

iv) Eğer tek dalga suyun derinliğine göre çok büyükse, biri büyük biri küçük olmak üzere iki 

dalgaya ayrılır. 

     Russell, elde ettiği bulguları formülize ederek; 

 : tek dalganın hızı   

 : sonlu derinlik  

 : maksimum genlik  

 : yerçekimi ivmesi olmak üzere; 

 

                                                (   )                                                                       (2.2.1) 

bağıntısını elde etmiĢtir. 

     Tek dalgaların hızı yerçekimine de bağlı olduğundan ‘’yerçekimi dalgaları’’ olarak da 

adlandırılır ,  -. Russell’ın bu çalıĢması sonucunda elde ettiği bulgular, Newton ve 

Bernoulli’nin , - hidrodinamik teorileriyle ve Stokes ile Airy’nin ,  - dalga üzerindeki 

teorileriyle çeliĢmesine rağmen 1871’de Boussinesq ,  - ve 1876’da Rayleigh 

,  - tarafından benimsenmiĢtir.  Bu bilim adamları, sıkıĢtırılamayan sıvıların hareket 

denklemini (2.2.1)  formunda belirtmiĢlerdir ve tek dalga profilini ġekil.1.1’deki gibi gösterip, 

herhangi bir     için;  
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                                  (   ),              
  

*   (   )+
   

olmak üzere                                            

                               (   )        * (    )+                                                              (2.2.2) 

çözümünü bulmuĢlardır.     

 

    ġekil 1.1 Tek dalga (Solitary wave) 

 

Bu bilim adamları     için       çözümünü bulmalarına rağmen (2.2.2)’yi çözüm 

kabul eden herhangi bir denklem bulamamıĢlardır. Ancak, Boussinesq sığ su dalgalarının hızı 

  √   olmak üzere  uzun dalgalar için Boussinesq ,  - denklemi olarak bildiğimiz 

                               0    
 

 
.
  

 
/
  

 
 

 
       1                                                      (2.2.3) 

lineer olmayan yayılma denklemini bulmuĢtur. Bu denklemin çözümü 

                               (   )        *.
  

  /

 

 (    )+                                                      (2.2.4) 

Ģeklindedir ve hem ( ) hem ( ) yönde hareket eden dalgayı gösterir.  
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     Bu çalıĢmalardan sonra 1885’te Hollandalı bilim adamları D. J. Kortweg ve G. de Vries 

, -, Russsell’ın gözlemlerini açıklayan matematiksel bir yapı ortaya koyan bir denklem elde 

etmiĢlerdir. Bu denklem,   yoğunluklu bir su yüzeyinde hareket eden tek yöndeki dalgaların 

yayılıĢı için; 

   √
 

 
(
 

 
       

 

 
     *                                                         (     ) 

Ģeklinde olup, günümüzde KdV denklemi olarak bilinen denklemin boyutlandırılmamıĢ 

halidir. Burada;  

 :Kanalın yüksekliği, 

 : Yüzey gerilimi, 

 :Yerçekimi ivmesi, 

 : Sıvının yoğunluğunu belirtir ve  

   
  

 
 

  

  
 

değerine sahiptir. 

     1955’te Fermi, Pasta ve Ulam’ın ,  -  lineer olmayan kütle-yay sistemlerinin sayısal 

modelleri üzerine çalıĢmalarıyla, KdV denkleminin tek dalgası ile ilgili geliĢmeler devam 

etmiĢtir. 1914’te Debye tarafından ortaya atılan ,  -; ''Harmonik olmayan bir kafesin sonlu ısı 

iletkenliği, yaylardaki lineer olmayan kuvvetler yüzündendir.''  teorisine dayanarak; Fermi, 

Pasta ve Ulam; düzgün baĢlangıç durumunun sonunda lineer olmayan terimler yüzünden 

bütün Ģekiller arasında enerjinin aynı oranda dağıldığını düĢünmüĢlerdir. Ancak onların 

çalıĢmaları bunun doğru olmadığını göstermiĢtir. Bütün enerji baĢlangıçta en düĢük seviyede 

olmasına rağmen, değiĢik düĢük mertebeden Ģekiller arasında ileri ve geri hareketinden sonra 

yine en düĢük seviyesine geri döner. Bu durum Fermi, Pasta ve Ulam’ın (FPU) tekrarlanan 

olayı olarak bilinir.  

     Bu çalıĢmalara dayanarak, bu tekrarlamaların nasıl olduğunu anlamak için Kruskal ve 

Zabusky, lineer olmayan kütle-yay sisteminin sürekli bir modelini geliĢtirmiĢlerdir. Kruskal 

ve Zabusky , -, bu tek dalgaları soliton olarak adlandırmıĢlardır. 
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     1967’de, Gardner, Greene, Kruskal ve Miura, KdV denkleminin analitik çözümünü elde 

etmek için Ters Dağılım Metodunu bulmuĢlardır ,  -. Daha sonra Peter Lax, KdV ve benzeri 

denklemlerin soliton çözümlerinde kullanılan Lax çiftleri ve Lax denklemini bilim dünyasına 

kazandırmıĢtır , -. Bu geliĢmeler Hirota’nın; herhangi bir n pozitif tamsayısı için n-soliton 

arasındaki etkileĢimi açıklayan KdV denkleminin analitik çözümleri üzerine çalıĢmaları ile 

devam etmiĢtir ,  -. Solitonların deneysel olarak doğrulanması ve etkileĢimleri Zabusky ve 

Galvin ,  -, Hammack ve Segur ,  -, Weidman ve Maxworty ,  -, tarafından gösterilmiĢtir. 

Bu buluĢların etkisiyle son 30 yıl boyunca yaygın teorik ve deneysel çalıĢmalar yapılmıĢtır. 

Günümüzde benzer özelliklere sahip pek çok lineer olmayan model denklemler bulunmuĢ ve 

bu denklemler matematik ve fizikte pek çok branĢlara ayrılmıĢtır. Bu tip denklemlerin soliton 

çözümlerini bulmak için bir çok metot geliĢtirilmiĢtir.  

     Soliton kavramının kesin tanımını vermek kolay olmamakla birlikte lineer olmayan kısmi 

diferansiyel denklem veya sistemlerin analitik çözümleriyle iliĢkilendirmek mümkündür.               

Sonuç olarak; Drazin ve Johnson’un , - çalıĢmalarına dayanarak, solitonların özelliklerini 

genel olarak aĢağıdaki gibi  sıralayabiliriz. 

i) Solitonlar kalıcı formdadır. 

ii) Solitonlar bir bölgede lokalize olmuĢtur. 

iii) Solitonlar diğer solitonlarla etkileĢime girebilir ve bu etkileĢimden değiĢmeden çıkar. 

     KdV denklemi ve diğer benzer denklemlerin tek soliton çözümü varsa solitonlar olarak 

adlandırılır. Bazı lineer olmayan denklemler tek dalga çözümüne sahip olup solitonlara sahip 

olmayabildiği halde, KdV denklemi solitonlar olan tek dalgalara sahiptir. 

     Soliton kavramı son zamanlarda yaygın olarak kullanılmaktadır. Örneğin; lineer olmayan 

Schrödinger denklemi (NLS) ,  - plazma dalgalarını, lineer olmayan optik dalgaları temsil 

eder ve sarmal (envelope) solitonlara sahiptir. NLS denkleminin solitonları genliğe bağlı 

değildir. BaĢka bir model denklemi de Sine-Gordon (SG) ,  - denklemidir. Bu denklem, 

elementer parçacıkların birleĢtirilmesi teorisindeki lineer olmayan dalga hareketini, manyetik 

akıntıyı ve kristallerdeki bozukluğu tanımlamak için kullanılır. SG denklemi, soliton, 

antisoliton (veya kinks, antikinks) ve aynı eksene göre simetrik (breather) solitonlara sahiptir. 

Ayrıca bu solitonların hızı dalganın genliğine bağlı değildir.  
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2.3. MIURA DÖNÜġÜMÜ 

     Lineer olmayan denklem sistemlerinin çözümlerinin bulunmasında kullanılan bu dönüĢüm, 

ilk olarak modifiye KdV (mKdV) denkleminin analitik çözümlerinin, ters dağılım metodu ile 

araĢtırılması sırasında, Miura tarafından bulunmuĢtur ,  -. Bu dönüĢümün bulunması, soliton 

teorisinin ortaya atılmasında önemli rol oynamıĢtır. Miura dönüĢümünün temel prensibi, ana 

hatlarıyla aĢağıdaki Ģekilde özetlenebilir. 

      , verilen denklemdeki bağımlı değiĢkenlerden biri olmak üzere;  

  
   

   
                                                                                          (     ) 

dönüĢümü yapılır. Bulunan   değeri diğer denklemlerde yerine yazılarak, diğer bağımlı 

değiĢkenler de   cinsinden bulunur. Böylelikle denklem sistemi tek denkleme indirgenmiĢ 

olur.     Burada α,  denklemin homojen denge bağıntısını ve    da sabit terimi ifade eder. Bu 

dönüĢüm birçok çalıĢmada kullanılmıĢtır ,     -. 

2.4. WHITHAM-BROER-KAUP-TĠPĠ DENKLEMLER 

    Whitham [27],  Broer [28] ve Kaup [29]  tarafından geliĢtirilen denklem, farklı dağılım 

iliĢkilerine bağlı olarak, sığ sulardaki dalgaların yayılmalarını tanımlar. 

     Genel olarak Whitham-Broer-Kaup tipi denklemler; 

                  

                                                 (  )                                                       (2.4.1) 

Ģeklindedir.  

     Burada;    (   ): dalganın yatay hızı,    (   ): sıvının denge durumundaki sapma 

yüksekliği,       sabitleri ise farklı difüzyon kuvvetlerini belirtir. 

    Whitham-Broer-Kaup denklemini; Rafei ve Daniali [30], varyasyonel iterasyon metodu ile, 

Rashidi ve arkadaĢları [31] homotopi analiz metodu ile, Mohyud-Din ve arkadaĢları [32] 

homotopi pertürbasyon metodu ile, Wang ve Li [33] homojen denge metodu ile,  Guo ve 

Zhou [34] geniĢletilmiĢ .
  

 
/-açılım metodu ile, Aasaraai ve arkadaĢları [35]  modifiye F-

açılım metodu ile çözmüĢlerdir.  
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   (2.4.1) denklemi;       sabitlerinin aldıkları değerlere göre farklı denklemlere karĢılık 

gelir. Örnek olarak;   
 

 
         için, Wu-Zhang denklemine 

            , 

                                                       (  )  
 

 
      .                                            (2.4.2) 

           için, modifiye Boussinesq denklemine (MBE) 

           , 

                                                        (  )        .                                                (2.4.3) 

        için, uzun dalga denklemine (RLW) 

                     

                                                               (  )        .                                         (2.4.4) 

          
 

 
 için, yaklaĢık uzun dalga denklemine (ALW) 

          
 

 
       

                                                               (  )  
 

 
                                               (2.4.5) 

dönüĢür. 

2.5. WU-ZHANG DENKLEMĠ 

     Wu ve Zhang [36], düzgün derinlikteki sığ sularda eğik etkileĢim, dik bir duvardan eğik 

yansıma ve kıvrımlı bir kanalda hareket eden dalgalar ve benzer tarzda hareket eden 3-boyutlu 

su dalgalarını tanımlamak için, denklem modelleri geliĢtirmiĢlerdir. Bu modeller üzerine 

yaptıkları karĢılaĢtırmalı çalıĢmalar, modellerin sahip oldukları fiziksel ve matematiksel 

özellikleri keĢfetmelerini sağlamıĢtır. Yüksek dereceli terimlerin ihmal edilmesiyle elde 

edilen denklemlerden biri (2+1)-boyutlu Wu-Zhang denklemidir. Bu denklem; 
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                      (  )  (  )  
 

 
(                   )                           (2.5.1) 

Ģeklindedir. Burada;  : dalganın yüksekliği,    dalganın x-eksenindeki hızı,  : dalganın y-

eksenindeki hızını belirtir. 

     (2.5.1) denkleminde, ölçekleme dönüĢümleri ve simetrik indirgenmeler (scaling 

transformation and symmetry reduction) yapılırsa,  

             

                                                        (  )  
 

 
(    )                                              (2.5.2) 

Ģeklindeki (1+1)-boyutlu dalga denklemine dönüĢür.  

     Wu-Zhang denkleminde, dalganın hareketi sadece bir doğrultuda olursa, denklem klasik 

Boussinesq denklemine indirgenir. Wu-Zhang denklemi Painleve özelliğine sahip değildir. 

     Wu-Zhang denklemini, Ma [37] homotopi pertürbasyon metodu ile,  Zheng ve arkadaĢları 

[38] geniĢletilmiĢ tanh-fonksiyon metoduyla, Helal ve arkadaĢları [39] karakteristik fonksiyon 

metodu ile çözmüĢlerdir.  

2.6. MODĠFĠYE BOUSSINESQ DENKLEMĠ  

     Modifiye Boussinesq denklemi 

             

                                                           (  )        .                                             (2.6.1) 

Ģeklinde olup I. Tip Boussinesq denklemi olarak da adlandırılır. 1988’de Sachs ,  - 

tarafından türetilen, 2008’de Liu ve arkadaĢları ,  -  tarafından geliĢtirilen denklem; 

sürtünmesiz ve birbirine karıĢmayan iki akıĢkan arasındaki ara yüzey dalgalarını tanımlar.  
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                                               1.akıĢkan 

 

2. akıĢkan 

 

ġekil 2.1 Ara yüzey dalgaları 

    Modifiye Boussinesq denklemini; Wang ,  -  homojen denge metoduyla, Yan ve Zhang 

,  - geliĢtirilmiĢ sine-cosine metodu ve Wu eliminasyon metodu ile, Lü ,  - Jacobi eliptik 

metotuyla çözmüĢlerdir. Naz ve arkadaĢları ,  - korunum kanunu incelemesini yapmıĢlardır. 
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3. BÖLÜM 

3.1. (
  

 
)-AÇILIM METODU 

     Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem ve sistemlerin analitik çözümlerinin bulunması 

son yıllarda birçok çalıĢmaya konu olmuĢtur. Bu çalıĢmalar sırasında birçok metot ortaya 

çıkmıĢtır. Bu metotlar analitik ve numerik olarak iki gruba ayrılır. Analitik metotlara örnek 

olarak; tanh-metodu  ,  -, Bäcklund dönüĢümü ,     -, Hirota bilineer metot ,  - , 

homojen denge metodu (HBM) ,  -, Riccati açılım metodu ,  -, Lie yaklaĢım metodu ,  -, 

Jacobi eliptik fonksiyon açılım metodu ,     -, üstel fonksiyon metodu ,  -, ters dağılım 

metodu ,  -, sine-cosine metodu ,  -, Darboux açılımı ,  -, Painlevé açılımı ,  -, F-açılım 

metodu ,     -, (
  

 
)-açılım metodu ,  - gibi metotlar verilebilir. Numerik metotlara ise 

örnek olarak; varyasyonel iterasyon metodu (VIM) ,  -, homotopi pertürbasyon metodu 

(HPM) ,  -, Adomian ayrıĢım yöntemi (ADM) ,     -, homotopi analiz metodu 

(HAM) ,  -, Laplace açılım metodu (LDM)  ,  -, diferansiyel dönüĢüm metodu (DTM) ,  - 

gibi metotlar verilebilir. Bütün  metotlar, çözümün bazı özel yaklaĢımlar cinsinden düzgün bir 

Ģekilde ifade edilebilmesi varsayımına dayanır. Bu metotların birbirinden farklı olması, 

yaklaĢımların farklı olmasından kaynaklanır. Örneğin; tanh-metodunda çözüm tanh ve coth 

fonksiyonlarının kombinasyonu Ģeklinde yazılırken, Jacobi eliptik fonksiyon açılımında, 

çözüm eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edilir.  

     Analitik yöntemlerin avantajları olduğu gibi dezavantajları da  vardır. Lineer olmayan 

kısmi diferansiyel denklem tiplerinin bütün türlerinde kullanılabilecek bir metot yoktur. 

Dolayısıyla her yeni metot, çözüm elde etmeyi farklı açılardan kolaylaĢtırdığı için bilim 

dünyasında ilgiyle karĢılanır. Yukarıda saydığımız metotların hepsi lineer olmayan 

denklemlerin tekli-soliton çözümlerinde kullanılabilir. Ancak çoklu-soliton çözümlerini 

bulmak için yalnızca üç metot kullanılabilir. Bunlar; ters dağılım metodu, Bäcklund 

dönüĢümü ve Hirota bilineer metodudur ,  -. 

      Ġlk defa Wang ,  - ve arkadaĢları tarafından 2008’de geliĢtirilen (
  

 
)-açılım metodu 

Bekir ,  -, Zhang ,  -, Aslan ve ÖziĢ vd ,  - tarafından birçok çalıĢmada kullanılmıĢtır. 

      (
  

 
)-açılım metodunun genel mantığı; verilen bir nonlineer diferansiyel denklemin 

çözümlerinin polinom Ģeklinde ifade edilmesine dayanır. Bu polinomun derecesi homojen 
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denge bağıntısı ile hesaplanır. Bu metodun diğer metotlardan farkı, Riccati denklemi yerine 

ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer bir diferansiyel denklemin kullanılmasıdır. (
  

 
)-açılım 

metodunun çözüm mantığı aĢağıda verilmiĢtir.  

      ve   bağımsız değiĢkenler olmak üzere,   

                                      (   )       (                     )                              (3.1.1) 

lineer olmayan kısmi türevli bir diferansiyel denklemi göz önüne alalım. 

1. Adım: 

       olmak üzere ;  (   )   ( ) dönüĢümü yapılırsa; 

 (                                )       (3.1.2)                                                                  

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada   solitonun hızıdır. 

2. Adım:  

   ( ) olmak üzere, 

                                    ,                                                                       

(3.1.3)        

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini sağlayan bir fonksiyon olup, (3.1.2) 

adi diferansiyel denkleminin çözümü polinom cinsinden 

                       ( )  ∑   .
  

 
/
 

 
     ,                                                                             

(3.1.4)  

Ģeklinde yazılır. Burada   ve   keyfi sabitler,   ise homojen denge bağıntısından 

aĢağıdaki gibi bulunacak olan pozitif bir tamsayıdır. 

En yüksek mertebeden türeve sahip terim 
   

    ve lineer olmayan terim   .
   

   /
 

 

olmak üzere; 

 [
   

   
]       *  (

   

   
*

 

+      (   )  

terimleri birbirine eĢitlenerek bulunur. 

3. Adım: 

(3.1.4) denklemi (3.1.2) bağıntısında yerine yazılıp .
  

 
/’nin kuvvetlerine göre 

düzenlenirse denklemin sol tarafı baĢka bir polinoma dönüĢür. Bu polinomun 

katsayıları 0’a eĢitlenirse,              ve   için denklem sistemi elde edilir. Bu 

sistem çözülerek              ve   sabitleri bulunur. Bulunan sabitler (3.1.4) 
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denkleminde yerine yazılır ve (3.1.3) denkleminin çözümleri kullanılırsa (3.1.1) kısmi 

türevli denklemin soliton çözümleri elde edilir. (3.1.3) denkleminin genel çözümü ise 

aĢağıda verilmiĢtir. 

                  denkleminin karakteristik denklemi  

                                 ( )                                                                               

Ģeklindedir. Bu karakteristik denklemin kökleri ise;           

                                 
   √     

 
                

   √     

 
 

Ģeklindedir.     

          ise genel çözüm;                       

 ( )     
       

    

olarak bulunur. Bu çözümün her iki tarafını  ’ye göre türevini alırsak,         

  ( )       
         

    

elde edilir. Buradan; 

  ( )

 ( )
 

     
         

   

             
 

   

  ( )

 ( )
 

  
   √     

        
   √     

     

               
 

      

 
  ( )

 ( )
 

   
 
        

√     
        

 
        

√     
     

               
  

 

  ( )

 ( )
 

  
 (   

       
   )  

√     
 (    

       
   )
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  ( )

 ( )
 

[   
       

    ] *
√     

 
(
    

       
   

              
*  

 
 
+

             
 

 

  ( )

 ( )
 

√     

 
*
    

       
   

              
+  

 

 
 

 

  ( )

 ( )
 

√     

 
[
    

   √     
 

     
   √     

 
 

   
   √     

 
     

   √     
 

 

]  
 

 
 

         

  ( )

 ( )
 

√     

 

[
 
 
 
    (    

√     
 

      
√     

 
 )    (    

√     
 

      
√     

 
 )

  (    
√     

 
      

√     
 

 )    (    
√     

 
      

√     
 

 )
]
 
 
 
 

 
 

 
 

            

  ( )

 ( )
 

√     

 
[
 
 
 (      )     

√     
   (     )     

√     
  

(      )     
√     

   (     )     
√     

  ]
 
 
 
 

 

 
 

bulunur. Bu ifadede         ,           dersek 

  ( )

 ( )
 

√     

 
[
 
 
      

√     
        

√     
  

     
√     

        
√     

  ]
 
 
 
 

 

 
 

elde edilir.  

     Benzer Ģekilde           ise 

  ( )

 ( )
 

√     

 
[
 
 
     

√     

       
√     

  

    
√     

       
√     

   ]
 
 
 
 
 

 
 

ve           ise 

  ( )

 ( )
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rasyonel çözümü bulunur.  

       Bu sonuçlar,  
 

 
  nin durumuna göre; 

     

  ( )

 ( )
      

{
 
 
 
 

 
 
 
 √     

 
    (

√     
 

    )  
 
 
                   (  )  

 
 
    |

 
 |    

√     
 

    (
√     

 
    )  

 
 
                   (  )  

 
 
    |

 
 |    

√     

 
   (

√     

 
    )  

 
 
                     (  )  

 
 
   

 
    

 
 
 
              

 

olarak yazılabilir ,  -. 

   .
  

 
/-açılım metodunun, birçok farklı versiyonu geliĢtirilmiĢtir. Bu versiyonlardan birkaçı ve 

bunlar üzerine yapılan çalıĢmalardan bazıları aĢağıda verilmiĢtir. 

a) GeliĢtirilmiĢ .
  

 
/-Açılım Metodu: 

    Verilen    (   ) değiĢkeni,        dönüĢümü yapılarak     ( )’ ye dönüĢtürülür 

ve çözüm; 

 ( )  ∑
  (

  

 *
 

(   .
  

 /)

 

 

    

   (
  

 
)

   

√ (  
.
  

 /
 

 
, 

formunda aranır. Burada; 

 : homojen denge bağıntısı,  

         : sabitler,      ve    ( ),      

                     

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini sağlayan bir fonksiyondur ,     - . 
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b) Modifiye .
  

 
/-Açılım Metodu: 

     Verilen    (   ) değiĢkeni,        dönüĢümü yapılarak     ( )’ ye, verilen 

denklem ise;  ( ( )   (   )   )    adi diferansiyel dönüĢtürülür ve çözüm; 

 ( )( )  ∑  (
  

 
)

  

   

 

formunda aranır. Burada; 

 : homojen denge bağıntısı,  

        : sabitler ve    ( ),   

                            

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini sağlayan bir fonksiyondur ,     - . 

c) .
  

 
 
 

 
/-Açılım Metodu: 

     Verilen    (   ) değiĢkeni,        dönüĢümü yapılarak     ( )’ ye 

dönüĢtürülür ve çözüm; 

 ( )  ∑  (
  

 
)

  

   

 ∑  (
  

 
)

   

(
 

 
*

 

   

 

formunda aranır. Burada; 

 : homojen denge bağıntısı,  

                           

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini sağlayan bir fonksiyondur ,  -. 

d) GeniĢletilmiĢ .
  

 
/-Açılım Metodu: 

     Verilen    (   ) değiĢkeni,        dönüĢümü yapılarak     ( )’ ye 

dönüĢtürülür ve çözüm; 

 ( )     ∑  (
  

 
)

 

   (
  

 
)

   

   

 

formunda aranır. Burada; 
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 : homojen denge bağıntısı,  

            : sabit ve    ( ),   

                 

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini sağlayan bir fonksiyondur ,  -. 

3.2. WHITHAM-BROER-KAUP-TĠPĠ DENKLEMLERĠN .
  

 
/-AÇILIM METODU 

ĠLE ÇÖZÜMÜ 

                  

                                                (  )                                                        (3.2.1) 

Ģeklindeki denklemlere Whitham-Broer-Kaup-Tipi denklemler denir. 

                                              ve    
 

 
.   

 

 
  

      /                                (3.2.2) 

olmak üzere Miura dönüĢümü uygulanırsa; 

       ,            ,              ,          , 

    
 

 
(               )  

                                            
 

 
(        

               )                         (3.2.3) 

    
 

 
(               ) 

(  )   
 

 
.            

 

 
  

                 
 /  

bulunur. Bu değerler (3.2.1) denkleminde yerlerine yazılırsa; 

                            . 
 

 
/ (               )            

   (  )            

  
 

 
(               )

 
 

 
(            

 

 
  

                 
 *        

  ( 
 

 
* (        

               ) 

                                                  
 

 
  

     (     )             (3.2.4) 
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(3.2.4) denklemine dönüĢür. Tekrar    (    ) dönüĢümü yapılırsa; 

       ,             ,               ,                  , 

       ,                ,               

bulunur. Bu değerler (3.2.4) denkleminde yerlerine yazılırsa; 

         (   )( 
     )  (     )(    )  

 

 
(   )

 
(     )  (     )        

                                           
 

 
    

 
    (     )                   (3.2.5) 

elde edilir. Yeniden       dönüĢümü yapılırsa; 

                                   
 

 
       (     )                                (3.2.6) 

olur. Bu denklemin her iki tarafının  ’ye göre integrali alınırsa; 

                                
 

 
     

 

 
     (     )                                      (3.2.7) 

bulunur. (3.3.7) denkleminde,     ve    terimlerinden dengeleme terimi, 

            bulunur. 

     (3.2.7) denklemine .
  

 
/-açılım metodu uygulanırsa, çözüm; 

  ∑   .
  

 
/
 

 
         .

  

 
/ formunda aranır. 

    (3.2.7) denkleminde;           terimleri .
  

 
/ cinsinden bulunup yerlerine yazılırsa, 

denklemin sol tarafı baĢka bir polinoma dönüĢür. Bu polinomun katsayıları 0’a eĢitlenerek  

*               +  sabitler ailesi için aĢağıdaki denklem sistemi elde edilir. 

(
  

 
)

 

  
 

 
    

 
     

 (     )    

(
  

 
)

 

  
 

 
    

  
 

 
      

       
 (     )    

(
  

 
)

 

               
 

 
    

 
      

 (     )(     )    

(
  

 
)

 

      
 

 
    

  
 

 
    

 
    

 (     )     
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     Bu denklem sistemi Mathematica ile çözülürse aĢağıdaki gibi altı farklı durum söz 

konusudur. 

1. Durum: 

     (     )    olmak üzere; 

    √  √(     )   (     )   (     )(     ) 

    
 (     ) √  √(     )   (     )   (     )(     )

 (     )   √(     )   (     )
 

  
 (     )(     )   √(     )   (     )

√  √(     )   (     )   (     )(     )

 

2. Durum: 

     (     )    olmak üzere; 

   √  √(     )   (     )   (     )(     ) 

     
 (     ) √  √(     )   (     )   (     )(     )

 (     )   √(     )   (     )
 

   
 (     )(     )   √(     )   (     )

√  √(     )   (     )   (     )(     )

 

3. Durum: 

     (     )    olmak üzere; 

    √ √(     )   (     )   (     )(     ) 

     
 (     ) √ √(     )   (     )   (     )(     )

 (     )   √(     )   (     )
 

  
 (     )(     )   √(     )   (     )

√ √(     )   (     )   (     )(     )
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4. Durum: 

       (     )    olmak üzere; 

   √ √(     )   (     )   (     )(     ) 

    
 (     ) √ √(     )   (     )   (     )(     )

(     )   √(     )   (     )
 

   
 (     )(     )   √(     )   (     )

√ √(     )   (     )   (     )(     )

 

5. Durum: 

(     )    olmak üzere; 

               √           √      

6. Durum: 

(     )    olmak üzere; 

             √          √      

 

            .
  

 
/  çözümleri Δ’ya bağlı olarak düzenlenirse aĢağıda verilen üç farklı alt 

durum elde edilir.  

i)                için; 

       (
  

 
)       [

√ 

 
(
     

√ 
        

√ 
  

     
√ 
        

√ 
  

,  
 

 
]                          (     ) 

          [
√ 

 
(
     

√ 
        

√ 
  

     
√ 
        

√ 
  

,  
 

 
]                                              (     ) 

 ( )  (   
    

 
*        (     

√ 

 
       

√ 

 
 )                                          (      ) 

olarak bulunur.    (    ) dönüĢümü kullanılırsa; 

 (   )  .   
    

 
/  (    )       .     

√ 

 
 (    )       

√ 

 
 (    )/        

(3.2.11) 
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bulunur. Buradan;   ,   ,     terimleri aĢağıdaki gibi bulunur. 

    (   
    

 
*     

√ 

 
 (

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,        (      ) 

   (   
    

 
*      

√ 

 
  (

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,     (      ) 

    
  ( 

    )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

 

 

                                                 (      ) 

                  Bu ifadeler;      ve    
 

 
.   

 

 
  

      / denklemlerinde yerlerine 

yazılırsa; 

   [   
  

  (   √ 
     

√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 
 
 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 

  
   ( 

    )

 (     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
       (      ) 

soliton çözümleri elde edilir. 

     Bu çözümlerde;         alınırsa; 

   *   
  

  (   √     
√ 
  (    ))+                     

   
  

 

{
 
 
 

 
 
  

 
*   

  

  (   √     
√ 
  (    ))+

 
 
 *   

  

  (   √     
√ 
  (    ))+

 

  
   
 (    

√ 
  (    ))

 

}
 
 
 

 
 
                                         (      ) 
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ve         alınırsa; 

   *   
  

  (   √     
√ 
  (    ))+                       

   
  

 

{
 
 
 

 
 
  

 
*   

  

  (   √     
√ 
  (    ))+

 
 
 *   

  

  (   √     
√ 
  (    ))+

 

  
   
 (    

√ 
  (    ))

 

}
 
 
 

 
 
                                       (      ) 

soliton çözümleri elde edilir. 

ii)                için; 

       (
  

 
)       [

√  

 
(
    

√  
       

√  
  

    
√  
       

√  
  

,  
 

 
]               (      ) 

          [
√  

 
(
    

√  
       

√  
  

    
√  
       

√  
  

,  
 

 
]                                   (      ) 

 ( )  (   
    

 
*        (    

√  

 
      

√  

 
 )                                        (      ) 

olarak bulunur.    (    ) dönüĢümü kullanılırsa; 

 (   )  (   
    

 
*  (    )       (    

√  

 
 (    )      

√  

 
 (    )) 

(      ) 

bulunur. Buradan;   ,   ,     terimleri aĢağıdaki gibi bulunur. 

   (   
    

 
*     

√  

 
 (

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    )

, (      ) 

   (   
    

 
*      

√  

 
  (

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

, 

(      ) 
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  ( 

    )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                                                 (      ) 

     Bu ifadeler;      ve    
 

 
.   

 

 
  

      / denklemlerinde yerlerine yazılırsa; 

   [   
  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 
 
 [   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 

  
   (     )

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(      ) 

çözümleri elde edilir. 

    Bu çözümlerde,          alınırsa; 

   *   
  

  (  √     
√  
  (    ))+                     

   
  

 

{
 
 
 

 
 
  

 
*   

  

 
 (  √     

√  
 

 (    ))+

 
 
 *   

  

  (  √     
√  
  (    ))+

 

  
   
 (   

√  
  (    ))

 

}
 
 
 

 
 
                                         (      ) 

ve            alınırsa; 
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   *   
  

 
 (  √     

√  
 

 (    ))+                       

   
  

 

{
 
 
 

 
 
  

 
*   

  

  (  √     
√  
  (    ))+

 
 
 *   

  

  (  √     
√  
  (    ))+

 

  
   
 (   

√  
  (    ))

 

}
 
 
 

 
 
                                       (      ) 

 çözümleri elde edilir. 

  iii)              için; 

       (
  

 
)       (

 

    
 

 

 
*                                                 (      ) 

          (
 

    
 

 

 
*                                                                     (      ) 

 ( )  (     

 

 
*        (    )                                                          (      ) 

olarak bulunur.    (    ) dönüĢümü kullanılırsa; 

 (   )  (   
    

 
*  (    )       (  (    )   )                       (      ) 

bulunur. Buradan;   ,   ,     terimleri aĢağıdaki gibi bulunur. 

   (   
    

 
*     

  

  (    )   
                                                        (      ) 

   (   
    

 
*     

  

  (    )   
                                                         (      ) 

        (
  

  (    )   
*
 

                                                                            (      ) 

     Bu ifadeler;      ve    
 

 
.   

 

 
  

      / denklemlerinde yerlerine yazılırsa; 
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   [   
   
 (   

  
  (    )   

*]                   

  
  
 

{
 
 

 
 

 
 
[   

   
 (   

  
  (    )   

*]

 
 
 [   

   
 (   

  
  (    )   

*]
 

    (
 

  (    )   
*
 

}
 
 

 
                                           (      ) 

cebirsel çözümleri elde edilir. 

     Bu çözümler, bulduğumuz altı durumda kullanılırsa aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. 

1. Durum: 

(     )    olmak üzere,         yerine yazılıp katsayılar düzenlenirse; 

{
 
 
 
 

 
 
 
     √  √(     )     (     )(    )

    
 (     ) √  √(     )     (     )(    )

 (     )   √(     )    

  
 (     )   √(     )    

√  √(     )     (     )(    )

 

bulunur. Buradan; 

i)     için;  

   [   
  

  (   √ 
     

√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 
 
 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 

  
   ( 

    )

 (     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
       (      ) 

soliton çözümleri bulunur. 
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ii)     için;  

   [   
  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 
 
 [   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 

  
   (     )

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(      ) 

çözümleri bulunur. 

iii)     için; 

    √  (     )        
 

 
√  (     )          

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

2. Durum: 

   (     )    olmak üzere,         yerine yazılıp katsayılar düzenlenirse; 

{
 
 
 
 

 
 
 
    √  √(     )     (     )(    )

     
 (     ) √  √(     )     (     )(    )

 (     )   √(     )    

   
 (     )   √(     )    

√  √(     )     (     )(    )

 

bulunur. Buradan; 

i)     için; 
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   [   
  

  (   √ 
     

√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 
 
 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 

  
   ( 

    )

 (     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
       (      ) 

soliton çözümleri bulunur. 

ii)     için; 

  

   [   
  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 
 
 [   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 

  
   (     )

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(      ) 

çözümleri bulunur. 

iii)     için; 

   √  (     )       
 

 
√  (     )          

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

3. Durum: 

   (     )    olmak üzere,         yerine yazılıp katsayılar düzenlenirse; 
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{
 
 
 
 

 
 
 
     √ √(     )     (     )(    )

     
 (     ) √ √(     )     (     )(    )

 (     )   √(     )    

  
 (     )   √(     )    

√ √(     )     (     )(    )

 

bulunur. Buradan; 

i)     için;   

   [   
  

  (   √ 
     

√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 
 
 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 

  
   ( 

    )

 (     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
     (      ) 

soliton çözümleri bulunur. 

ii)     için;  

   [   
  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 
 
 [   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 

  
   (     )

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(      ) 
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çözümleri bulunur. 

iii)     için; 

    √  (     )        
 

 
√  (     )          

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

4. Durum: 

   (     )    olmak üzere,         yerine yazılıp katsayılar düzenlenirse; 

{
 
 
 
 

 
 
 
    √ √(     )     (     )(    )

    
 (     ) √ √(     )     (     )(    )

 (     )   √(     )    

   
 (     )   √(     )    

√ √(     )     (     )(    )

 

bulunur. Buradan; 

i)     için;   

   [   
  

  (   √ 
     

√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 
 
 
[   

  

 
 (   √ 

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

,]

 

  
   ( 

    )

 (     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
       (      ) 

soliton çözümleri bulunur. 
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ii)     için;  

   [   
  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]           

   
  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

 
[   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 
 
 [   

  

  (  √  
    

√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

,]

 

  
   (     )

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

 

}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(      ) 

çözümleri bulunur. 

iii)     için; 

   √  (     )       
 

 
√  (     )          

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

5.  Durum: 

 (     )                √           √      

olmak üzere; 

i)     için; 

   √       

[  √  
     

 √  

 (    √      )       
 √  

 (    √      )

     
 √  

 (    √      )       
 √  

 (    √      )

] 

  
(     )    √     (  √     )

  (     
 √  

 (    √      )       
 √  

 (    √      )+

  

(      ) 

soliton çözümleri bulunur. 
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ii)     için;  

   √       

[  √   
    

 √   

 (    √      )      
 √   

 (    √      )

    
 √   

 (    √      )      
 √   

 (    √      )

] 

  
(     )    √     (√       )

  (    
 √   

 (    √      )      
 √   

 (    √      ))

  

çözümleri bulunur.                                                                                                            (3.2.45) 

      iii)                    için; 

(     )    koĢulu ile çeliĢtiğinden çözüm yoktur. 

6. Durum 

    (     )               √          √      

olmak üzere; 

i)     için; 

   √       

[   √  
     

 √  

 (    √      )       
 √  

 (    √      )

     
 √  

 (    √      )       
 √  

 (    √      )

] 

  
(     )    √     (√       )

  (     
 √  

 (    √      )       
 √  

 (    √      )+

  

(      ) 

soliton çözümleri bulunur. 

ii)     için; 
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   √       

[   √   
    

 √   

 (    √      )      
 √   

 (    √      )

    
 √   

 (    √      )      
 √   

 (    √      )

] 

  
(     )    √     (√       )

  (    
 √   

 (    √      )      
 √   

 (    √      ))

  

çözümleri bulunur.                                                                                                               

(3.2.47) 

iii)                için; 

(     )    koĢulu ile çeliĢtiğinden çözüm yoktur. 

3.3. WU-ZHANG DENKLEMĠNĠN .
  

 
/-AÇILIM METODU ĠLE ÇÖZÜMÜ 

(3.2.1) denkleminde   
 

 
          alınırsa; 

            

                                                          (  )  
 

 
                                                      (     )                                              

Ģeklindeki Wu-Zhang denklemi bulunur. Bir önceki bölümde genel denklem için elde edilen 

çözümlerde           ’nın değerleri yerlerine yazılır ve Mathematica yardımıyla bulduğumuz 

katsayılar düzenlenirse, aĢağıdaki analitik çözümler bulunur. 

1.Durum: 

   
  

√ 
√      √           

  

√ 

 √      √   

   √   
   

  

√ 

(√     )

√      √   
 

olmak üzere; 

i)      için; 

  
 √ 

√ 

√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]    

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                                (     ) 
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soliton çözümleri bulunur.  

 

 

  

ġekil 3.1 (3.3.2) çözümünde                         alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

  

ġekil 3.2 (3.3.2) çözümünde                          alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün (   )  ,    -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

2.0 1.5 1.0 0.5 0.5 1.0

7

6

5

4

3

2

1

3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5

7

6

5

4

3

2

1
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ġekil 3.3 (3.3.2) çözümünde                         alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

ġekil 3.4 (3.3.2) çözümünde                          alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün (   )  ,    -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

2.0 1.5 1.0 0.5 0.5 1.0

1

2

3

4

5

6

3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5

1

2

3

4

5

6
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     (3.3.2) çözümünde     ve     alınırsa; 

  
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+

  
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (     ) 

ve      ve     alınırsa; 

  
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+  

   
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (     ) 

elde edilir. 
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ġekil 3.5 (3.3.4) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.6 (3.3.4) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün (   )  ,    -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi  

 

2.0 1.5 1.0 0.5 0.5 1.0

15

10

5

5

10

3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5

15

10

5

5

10
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ii)      için; 

  
 √  

√ 

√      √   

   √   
[√     

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

]   

  
(     )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                                  (     ) 

çözümleri bulunur. 
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ġekil 3.7 (3.3.5) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen   çözümün reel 

kısmının sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.8 (3.3.5) çözümünde                         alınmasıyla elde edilen   çözümün reel 

kısmının (   )  ,      -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

 

2 1 1 2

2

2

4

6

8

10

2 1 1 2

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

2.0
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ġekil 3.9 (3.3.5) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen    çözümün 

imajiner kısmının sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.10 (3.3.5) çözümünde                         alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının (   )  ,      -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

 

2 1 1 2

5

5

2 1 1 2

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5
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(3.3.5) çözümünde,          alınırsa; 

  
 √  

√ 

√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (     ) 

elde edilir. 
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  ġekil 3.11 (3.3.6) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen   çözümün 

reel kısmının sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

ġekil 3.12 (3.3.6) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen   çözümün 

reel kısmının (   )  ,        -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

 

2 1 1 2

2

2

4

6

8

10

2 1 1 2

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

2.0
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(3.3.5) çözümünde,          alınırsa; 

  
 √  

√ 

√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (     ) 

elde edilir. 
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ġekil 3.13 (3.3.7) çözümünde                       alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.14 (3.3.7) çözümünde                        alınmasıyla elde edilen    çözümün 

imajiner kısmının (   )  ,        -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

2 1 1 2

5

5

2 1 1 2

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5
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iii)      için;  

    
 

√ 
√         

 

√  
√           

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

2.Durum: 

   
 

√ 
√      √           

 

√ 

 √      √   

   √   
   

 

√ 

(√     )

√      √   
 

olmak üzere; 

i)      için; 

   
 √ 

√ 

√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                            (     ) 

soliton çözümleri bulunur.  

     (3.3.8) çözümünde     ve     alınırsa; 

   
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+

  
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (     ) 

elde edilir. 
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ġekil 3.15 (3.3.9) çözümünde                          alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

ġekil 3.16 (3.3.9) çözümünde                          alınmasıyla elde edilen   soliton 

çözümün (   )  ,    -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

 

1.0 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

1

2

3

4

5

6

7

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1

2

3

4

5

6

7
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     (3.3.8) çözümünde     ve     alınırsa; 

   
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+

   
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (      ) 

elde edilir. 

ii)      için; 

  
 √  

√ 

√      √   

    √   
[√     

    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

]   

  
(     )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                                  (      ) 

çözümleri bulunur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



50 
 

 

 

 

ġekil 3.17 (3.3.11) çözümünde                          alınmasıyla elde edilen    çözümün 

reel kısmının sırasıyla       ve     anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.18 (3.3.11) çözümünde           
 

 
           alınmasıyla elde edilen    çözümün 

reel kısmının  (   )  ,      -   ,     - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

 

4 2 2 4 6

0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

4 2 2 4 6

0.2

0.2

0.4
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    (3.3.11) çözümünde,          alınırsa; 

  
 √  

√ 

√      √   

    √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (      ) 

ve         alınırsa; 

  
 √  

√ 

√      √   

    √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (      ) 

elde edilir. 
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ġekil 3.19 (3.3.13) çözümünde           
 

 
           alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının sırasıyla       ve     anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

ġekil 3.20 (3.3.13) çözümünde           
 

 
           alınmasıyla elde edilen    çözümün 

imaijner  kısmının  (   )  ,    -   ,     - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

 

4 2 2 4

3.0

2.5

2.0

1.5

4 2 2 4

2.4

2.3

2.2

2.1

2.0

1.9

1.8

1.7
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iii)      için;  

   
 

√ 
√        

 

√  
√           

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

3.Durum: 

   
  

√ 
√      √           

  

√ 

 √      √   

   √   
   

 

√ 

(√     )

√      √   
     

olmak üzere; 

i)      için; 

   
 √ 

√ 

√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                               (      ) 

soliton çözümleri bulunur.  

     (3.3.14) çözümünde     ve     alınırsa; 

   
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+

  
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (      ) 

ve      ve     alınırsa; 

   
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+

   
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (      ) 

elde edilir. 

ii)      için; 
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 √  

√ 

√      √   

   √   
[√     

    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    )

    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    )

] 

  
(     )   

 (    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    ))

                               (      ) 

çözümleri bulunur. 

    (3.3.17)  çözümünde,          alınırsa; 

   
 √  

√ 

√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (      ) 

ve  çözümünde,          alınırsa; 

   
 √  

√ 

√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (      ) 

elde edilir. 

iii)            için;  

    
 

√ 
√         

 

√  
√           

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

4.Durum: 

   
 

√ 
√      √           

 

√ 

 √      √   

   √   
   

  

√ 

(√     )

√      √   
       

olmak üzere; 

i)      için; 
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 √ 

√ 

√      √   

   √   
[√    

     
√ 
 

 (    )       
√ 
 

 (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                          (      ) 

bulunur.   

     (3.3.20) çözümünde     ve     alınırsa; 

  
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
 

 (    )+

  
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (      ) 

ve      ve     alınırsa; 

  
 √ 

√ 

√      √   

   √   
*√        

√ 
  (    )+

   
   
 (    

√ 
  (    ))

                            (      ) 

elde edilir. 

ii)      için; 

  
 √  

√ 

√      √   

   √   
[√     

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

] 

  
(     )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                                (      ) 

çözümleri bulunur. 
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ġekil 3.21 (3.3.23) çözümünde       
 

 
   

 

 
           alınmasıyla elde edilen   çözümün reel 

kısmının sırasıyla      ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.22 (3.3.23) çözümünde       
 

 
   

 

 
           alınmasıyla elde edilen   çözümün reel 

kısmının (   )  ,    -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

4 2 2 4

4

2

2

4

6

4 2 2 4

1.0

0.5

0.5

1.0
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ġekil 3.23 (3.3.23) çözümünde       
 

 
   

 

 
           alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının sırasıyla       ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.24 (3.3.23) çözümünde       
 

 
   

 

 
           alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının (   )  ,      -   ,       - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

4 2 2 4 6

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

4 2 2 4 6

2.0

2.5

3.0



58 
 

(3.3.23) çözümünde,         alınırsa; 

  
 √  

√ 

√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (      ) 

ve          alınırsa; 

  
 √  

√ 

√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
   

 
(   

√  

 
 (    ))

 

                       

                            (      ) 

elde edilir. 

iii)       için;  

   
 

√ 
√        

 

√  
√           

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü 

yoktur. 

5.Durum: 

        
  

√ 
   

   

√ 
 

olmak üzere; 

i)      için; 

  
 

√ 
[
 
 
 
 

  √  

     
 √  

 (  
  

√ 
 *       

 √  

 (  
  

√ 
 *

     
 √  

 (  
  

√ 
 *       

 √  

 (  
  

√ 
 *

]
 
 
 
 

                        

  
(     )    

 (     
 √  

 (  
  

√ 
 *       

 √  

 (  
  

√ 
 *+

                (      ) 

soliton çözümleri bulunur.  

     (3.3.26) çözümünde     ve     alınırsa; 
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√ 
*  √      

 √  

 
(  

  

√ 
 *+    

  
    

     
 √  

 (  
  

√ 
 *

                                                     (      ) 

ve      ve     alınırsa; 

  
 

√ 
*  √      

 √  

 (  
  

√ 
 *+    

   
    

     
 √  

 (  
  

√ 
 *

                                                     (      ) 

elde edilir.  

ii)      için; 

  
 

√ 
[
 
 
 
 

  √   

    
√   

  (  
  

√ 
 *      

√   

  (  
  

√ 
 *

    
√   

  (  
  

√ 
 *      

√   

  (  
  

√ 
 *

]
 
 
 
 

 

  
(     )    

 (    
√   

  (  
  

√ 
 *      

√   

  (  
  

√ 
 *)

                    (      ) 

çözümleri bulunur. 

    (3.3.29) çözümünde,         alınırsa; 

  
 

√ 
*  √      

√   

 
 (  

  

√ 
 *+  

  
    

 
(   

√   

 
 (  

  

√ 
 *)

                                          (      ) 

 

ve  çözümünde,         alınırsa; 

  
 

√ 
*  √      

√   

 
 (  

  

√ 
 *+  

  
    

 
(   

√   

 
 (  

  

√ 
 *)

                                          (      ) 

elde edilir. 
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iii)                için; 

(     )    koĢulu ile çeliĢtiğinden çözüm yoktur. 

6.Durum: 

        
 

√ 
   

  

√ 
 

olmak üzere; 

i)      için; 

   
 

√ 
[
 
 
 
 

  √  

     
 √  

 (  
  

√ 
 *       

 √  

 (  
  

√ 
 *

     
 √  

 (  
  

√ 
 *       

 √  

 (  
  

√ 
 *

]
 
 
 
 

     

  
(     )    

 (     
 √  

 (  
  

√ 
 *       

 √  

 (  
  

√ 
 *+

                          (      ) 

bulunur. 

     (3.3.32) çözümünde     ve     alınırsa; 

   
 

√ 
*  √      

 √  

 (  
  

√ 
 *+    

  
    

     
 √  

 (  
  

√ 
 *

                                                     (      ) 

ve      ve     alınırsa; 

   
 

√ 
*  √      

 √  

 (  
  

√ 
 *+    

   
    

     
 √  

 (  
  

√ 
 *

                                                     (      ) 

elde edilir. 

ii)      için; 
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√ 
[
 
 
 
 

  √   

    
√   

 
 (  

  

√ 
 *      

√   

 
 (  

  

√ 
 *

    
√   

  (  
  

√ 
 *      

√   

  (  
  

√ 
 *

]
 
 
 
 

 

  
(     )    

 (    
√   

  (  
  

√ 
 *      

√   

  (  
  

√ 
 *)

                 (      ) 

çözümleri bulunur. 

     (3.3.35) çözümünde,         alınırsa; 

                    

   
 

√ 
*  √      

√   

 
 (  

  

√ 
 *+  

  
    

 
(   

√   

 
 (  

  

√ 
 *)

                                       (      ) 

ve          alınırsa; 

    

   
 

√ 
*  √      

√   

 
 (  

  

√ 
 *+  

  
    

 
(   

√   

 
 (  

  

√ 
 *)

                                      (      ) 

elde edilir. 

iii)                için; 

(     )    koĢulu ile çeliĢtiğinden çözüm yoktur. 

3.4. MODĠFĠYE BOUSSINESQ DENKLEMĠNĠN .
  

 
/-AÇILIM METODU ĠLE 

ÇÖZÜMÜ  

(3.2.1) denkleminde             yazılırsa 

            

                                                            (  )                                                           (     )                                             

Ģeklindeki modifiye Boussinesq denklemi elde edilir. Bir önceki bölümde genel denklem için 

bulunan çözümlerde       ve      alınır ve Mathematica yardımıyla bulduğumuz 

katsayılar düzenlenirse, aĢağıdaki analitik çözümler bulunur. 
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1.Durum: 

    √      √           
   √      √   

   √   
   

  (√     )

√      √   
 

olmak üzere; 

i)      için; 

   √ 
√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                             (     ) 

soliton çözümleri bulunur.  

    (3.4.2) çözümünde sırasıyla      ve     alınırsa; 

   √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

  
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (     ) 

ve     ve     alınırsa; 

   √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

   
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (     ) 

elde edilir. 

ii)      için; 

   √  
√      √   

   √   
[√     

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

] 

  
(     )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                          (     ) 
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çözümleri bulunur. 

    (3.4.5) çözümünde,         alınırsa; 

   √  
√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                              (     ) 

ve         alınırsa; 

   √  
√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                              (     ) 

elde edilir. 

iii)      için; 

    √         
 √  

 
         

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

2.Durum: 

   √      √           
  √      √   

   √   
   

 (√     )

√      √   
 

olmak üzere; 

i)     , için; 

    √ 
√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                              (     ) 

soliton çözümleri bulunur.  

  (3.4.8) çözümünde      ve     alınırsa; 
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    √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

  
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (     ) 

ve           alınırsa; 

    √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

   
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (      ) 

bulunur. 

ii)      için; 

   √  
√      √   

    √   
[√     

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

] 

  
(     )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                                         (      ) 

çözümleri bulunur. 

(3.4.11) çözümünde          alınırsa; 

   √  
√      √   

    √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                      (      ) 

ve         alınırsa; 

   √  
√      √   

    √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                      (      ) 

elde edilir. 
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iii)      için; 

   √             
  √  

 
             

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü 

yoktur. 

3.Durum: 

    √      √           
   √      √   

   √   
   

 (√     )

√      √   
     

olmak üzere; 

i)      için; 

    √ 
√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                             (      ) 

soliton çözümleri bulunur.   

     (3.4.14) çözümünde sırasıyla      ve     alınırsa; 

    √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

  
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (      ) 

ve      ve     alınırsa; 

    √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

   
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (      ) 

bulunur. 

 

 



66 
 

ii)       için; 

    √  
√      √   

   √   
[√     

    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

] 

  
(     )   

 (    
√  
 

 (    )      
√  
 

 (    ))

                                   (      ) 

çözümleri elde edilir. 

(3.4.17) çözümünde,         alınırsa; 

    √  
√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                 (      ) 

ve          alınırsa 

    √  
√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                 (      ) 

elde edilir. 

iii)      için; 

    √         
 √  

 
         

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü 

yoktur. 

4.Durum: 

   √      √           
  √      √   

   √   
   

  (√     )

√      √   
       

olmak üzere; 

 

 



67 
 

i)      için; 

   √ 
√      √   

   √   
[√    

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

     
√ 
  (    )       

√ 
  (    )

]     

  
(     )   

 (     
√ 
  (    )       

√ 
  (    ))

                                          (      ) 

soliton çözümleri bulunur.  

     (3.4.20) çözümünde sırasıyla          alınırsa; 

   √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

  
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (      ) 

ve           alınırsa; 

   √ 
√      √   

   √   
*√        

√ 

 
 (    )+   

   
   

 
 (    

√ 

 
 (    ))

 

                                                  

                             (      ) 

bulunur. 

ii)      için; 

   √  
√      √   

   √   
[√     

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

    
√  
  (    )      

√  
  (    )

] 

  
(     )   

 (    
√  
  (    )      

√  
  (    ))

                                     (      ) 

çözümleri bulunur. 

(3.4.23) çözümünde         alınırsa; 
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   √  
√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                    (      ) 

ve          alınırsa; 

   √  
√      √   

   √   
*√        

√  

 
 (    )+  

  
    

 
(   

√  

 
 (    ))

                  (      ) 

elde edilir. 

iii)      için; 

   √        
 √  

 
         

bulunur. Burada;   solitonun hızı ifade ettiğinden      durumunda soliton çözümü yoktur. 

5.Durum: 

                 

olmak üzere; 

i)      için; 

   [  √  
     

 √  

 
(     )       

 √  

 
(     )

     
 √  

 
(     )       

 √  

 
(     )

]                    

  
(     )    

 (     
 √  

 
(     )       

 √  

 
(     )+

                                (      ) 

soliton çözümleri bulunur.  

    (3.4.26) çözümünde           alınırsa; 

   *  √      
 √  

 
(     )+

  
    

 
 (    

 √  

 
(     ))

                                                   (      ) 
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ve           alınırsa; 

   *  √      
 √  

 
(     )+

   
    

 
 (    

 √  

 
(     ))

                                                    (      ) 

bulunur. 

ii)      için; 

   [  √   
    

√   

  (     )      
√   

  (     )

    
√   

 
 (     )      

√   

 
 (     )

] 

  
(     )    

 (    
√   

  (     )      
√   

  (     ))

                     (      ) 

çözümleri bulunur. 

(3.4.29) çözümünde         alınırsa; 

   *  √      
√   

 
 (     )+  

  
    

 
(   

√   

 
 (     ))

                                          (      ) 

ve          alınırsa; 

   *  √      
√   

 
 (     )+  

  
    

 
(   

√   

 
 (     ))

                                          (      ) 

elde edilir. 

iii)                 için;      

(     )    koĢulu ile çeliĢtiğinden çözüm yoktur. 

 

6.Durum:  
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olmak üzere; 

i)      için; 

    [  √  
     

 √  

 
(     )       

 √  

 
(     )

     
 √  

 
(     )       

 √  

 
(     )

]                    

  
(     )    

 (     
 √  

 
(     )       

 √  

 
(     )+

                              (      ) 

 soliton çözümleri bulunur.  

      (3.4.32) çözümünde          alınırsa; 

    *  √      
 √  

 
(     )+

  
    

 
 (    

 √  

 
(     ))

                                                         (      ) 

ve çözümünde         alınırsa; 

   *  √      
 √  

 
(     )+

   
    

 
 (    

 √  

 
(     ))

                                                         (      ) 

bulunur. 

ii)      için; 

   [   √   
    

√   

  (     )      
√   

  (     )

    
√   

  (     )      
√   

  (     )

] 

  
(     )    

 (    
√   

  (     )      
√   

  (     ))

                     (      ) 

çözümleri bulunur. 
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ġekil 3.25 (3.4.35) çözümünde                       alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının sırasıyla     ve       anındaki iki boyutlu resimleri 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.26 (3.4.35) çözümünde                       alınmasıyla elde edilen   çözümün 

imajiner kısmının (   )  ,     -   ,     - bölgesindeki üç boyutlu resmi 

 

10 5 5

1.0

0.5

0.5

1.0

10 5 5

0.4

0.2

0.2

0.4
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(3.4.35) çözümünde         alınırsa; 

    *  √      
√   

 
 (     )+  

  
    

 
(   

√   

 
 (     ))

                                          (      ) 

ve          alınırsa; 

    *  √      
√   

 
 (     )+  

  
    

 
(   

√   

 
 (     ))

                                          (      ) 

elde edilir. 

iii)                için;    

(     )    koĢulu ile çeliĢtiğinden çözüm yoktur. 

3.5. SONUÇ 

     Bu tezde .
  

 
/-açılım metodu yardımıyla Whitham-Broer-Kaup tipli bazı sistemlerin 

soliton çözümleri bulundu. Bu sistem (2.3.1)  Miura dönüĢümü yardımıyla (3.2.7) 

Ģeklindeki tek bir denkleme dönüĢtürüldü. Daha sonra .
  

 
/-açılım metodu yardımıyla 

trigonometrik, hiperbolik, topolojik ve topolojik olmayan soliton çözümleri bulundu.   

(2.4.1) genel formundaki denklemde     ve   katsayılarının durumuna göre çözümler 

elde edildi. Bu çözümlerden hareketle Wu-Zhang denklem sisteminin ve modifiye 

Boussinesq denkleminin soliton çözümleri bulundu. Ayrıca elde edilen çözümlerin 

denklemi sağladığı kontrol edildi. Bulunan soliton ve cebirsel çözümlerin pek çoğu bu 

denklemler için yeni çözümlerdir. Elde edilen bu çözümler Whitham-Broer-Kaup tipi 

denklemlerin fiziksel özelliklerinin incelenmesinde faydalı olacaktır. 
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