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ÖZET 

 

Bu tez, üç bölümden oluşmaktadır. 
 
Birinci bölümde, bazı temel tanımlar verilmiştir.  
 
İkinci bölüm, iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda, bağımsız ve aynı dağılımlı 

kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin dağılımları incelenmiştir. Bu bölümün 
son kısmında, bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı 
istatistiklerinin dağılımları elde edilmiştir. 

 
Son bölümde, bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık ve dağılım fonksiyonu ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir.  
 
 

Anahtar Kelimeler:  Sıralı İstatistikler, Bağımsız Tesadüfi Değişkenler, Kesikli Tesadüfi 
Değişkenler, Bağımsız ve Aynı Dağılımlı Tesadüfi Değişkenler, 
Bağımsız fakat Aynı Dağılımlı Olmayan Tesadüfi Değişkenler, 
Olasılık Fonksiyonu, Dağılım Fonksiyonu, Permanent. 
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SUMMARY 

  
 

Order Statistics of Discrete Random Variables 
  
 

This thesis consists of three chapters. 
 
In the first chapter, the fundamental definitions are given.  
 
The second chapter consists of two sections. In the first section, the distributions of 

order statistics of  independent and identically distributed discrete random variables are 
examined. In the last section of this chapter, the distributions of order statistics of 
independent but not necessarily identically distributed discrete random variables are 
obtained. 

 
In the last chapter, the some results related to the probability and distribution function of 

order statistics of independent but not necessarily identically distributed discrete random 
variables are given. 

 
 

Key Words: Order Statistics, Independent Random Variables, Discrete Random Variables, 
Independent and Identically Distributed Random Variables, Independent but 
not Necessarily Identically Distributed Random Variables, Probability 
Function, Distribution Function, Permanent. 
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SEMBOLLER LİSTESİ 

 
 

F              : Dağılım fonksiyonu 

 
f : Olasılık fonksiyonu 

 
]aa[

21

21  ...     
ii  

: ,..., 21 aa  kolon vektörleri olmak üzere 1a ’in 1i  defa, 2a ’nin 2i  defa …                        

alınması ile oluşturulan matris 

 

)[]A[ ⋅/s
 

: Ns ⊂  olmak üzere, indisleri s’de olan satırların alınması ile A’dan                        

oluşturulan matris 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

 
1.GİRİŞ 

 

Sıralı istatistikler, istatistik teorisinde oldukça önemlidir. Çünkü; sıralı istatistiklerin 

dağılımları, örneklemin alındığı dağılımdan bağımsızdır. 

Bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin 

dağılımları, Khatri [1] tarafından incelenmiştir. Vaughan ve Venables [2], permanent 

yardımıyla bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık yoğunluk fonksiyonlarını incelemişlerdir. Corley [3], sürekli çok 

değişkenli tesadüfi değişkenlerin farklı anlamlarda sıralı istatistiklerini tanımlamıştır. 

Balakrishnan [4], bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir anakütleden gelen sıralı istatistikler 

için sağlanan bazı bağıntılar elde etmiştir. Bu bağıntılar, aynı zamanda bağımsız ve aynı 

dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistikleri için de sağlanmaktadır. Reiss [5], 

bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin dağılım ve 

yoğunluk fonksiyonları için birçok bağıntı elde etmiştir. Nagaraja [6,7], bağımsız ve aynı 

dağılımlı kesikli bir anakütleden gelen sıralı istatistiklerin temel yapılarını incelemiştir. 

David [8], Arnold vd. [9] ve Gan ve Bain [10], bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi 

değişkenlerin sıralı istatistiklerinin olasılık ve dağılım fonksiyonlarını elde etmişlerdir.   

Bu çalışmada; bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin 

sıralı istatistiklerinin dağılımları, farklı şekillerde ifade edilmiştir. 
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1.1 Temel Tanımlar 

 

Tanım 1.1.1 (Kesikli Tesadüfi Değişken) 

Tanım aralığı, sonlu ya da sayılabilir sonsuz elemanlı olan tesadüfi değişkenlere kesikli 

tesadüfi değişken denir [11]. 

 

Tanım 1.1.2 (Olasılık Fonksiyonu) 

X kesikli tesadüfi değişkeni, ...,, 21 xx  değerlerini  

,)()( ii xfxXP ==        i = 1, 2, 3, … 

olasılıkları ile alsın. 

 Aşağıdaki şartları sağlayan  f ’ye,  X ’in olasılık fonksiyonu denir [11]. 

i) 0)( ≥ixf ,   i = 1, 2, 3, … 

ii) ∑
∞

=

=
1

1)(
i

ixf . 

 

Tanım 1.1.3 (Dağılım Fonksiyonu) 

,X  kesikli bir tesadüfi değişken olsun. Herhangi bir gerçel değer x için, X ’in dağılım 

fonksiyonu, 

 

∑
≤

=≤=
xx

i
i

xfxXPxF )()()(
 

 

eşitliği ile ifade edilir [11]. 

 

Tanım 1.1.4 (Sıralı İstatistikler) 

nX,...,X,X 21 , n tane tesadüfi değişken olsun. Eğer nX,...,X,X 21 ’ lerin meydana gelme 

sırası değil, büyüklüklerinin sırası gözönüne alınırsa n birimli bir örneğin sıralı 

istatistikleri,  

nnnn XXX ::2:1 ... ≤≤≤  

olarak ifade edilir. 
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nrX : ’ye, r. sıralı istatistik (r=1,2,…,n) ve ),...,,( ::2:1 nnnn XXX  tesadüfi vektörüne de sıralı 

istatistikler denilir. nX :1 , örneğin minimumu ve nnX : , örneğin maksimumudur. Bundan 

dolayı, 

 

)min( 211 nn: X,...,X,XX =  
 

ve 

 

)max( 21 nn:n X,...,X,XX =  
 

yazılabilir [5]. 

 

Tanım 1.1.5 ( Permanent ) 

Permanent; açılımındaki bütün terimlerin işaretlerinin pozitif olması hariç, 

determinantla aynıdır.  

Mesela, mertebesi 2 olan bir A karesel matrisinin permanenti,  

  

perA = per 







dc
ba

= a.d+b.c  

 

şeklinde ifade edilir [2]. 
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2. KESİKLİ   TESADÜFİ   DEĞİŞKENLERİN   SIRALI   İSTATİSTİKLERİNİN   

         DAĞILIMLARI 

 

Bu bölümde önce, bağımsız ve aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin r. sıralı 

istatistiğinin olasılık ve dağılım fonksiyonu verilecektir. Daha sonra, bağımsız fakat aynı 

dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin r. sıralı istatistiğinin olasılık ve dağılım 

fonksiyonu ile ilgili teoremler verilecektir. 

 

2.1. Bağımsız ve Aynı Dağılımlı Kesikli Tesadüfi Değişkenlerin Sıralı 

İstatistiklerinin Dağılımları 

 

nXXX ,...,, 21 , olasılık fonksiyonu f  ve dağılım fonksiyonu F ’ye sahip bağımsız ve 

aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenler olsun. Bu tesadüfi değişkenlerin r. sıralı 

istatistiğinin olasılık fonksiyonu,  

 

mrnmkkr
r

k

rn

m
nr xFxfxF

mrnmkkr
nxf −−++−−

−

=

−

=

−−
−−++−−

= ∑∑ )]()[1()(
)!()!1()!1(

!)( 11
1

0 0
:      (2.1.1) 

 

olarak ifade edilir. Burada, )()( xXPxF <=− ’dir. Ayrıca (2.1.1),  

 

∑∑
−

=

−

=







 −







 −








=

1

0 0
:

1
)(

r

k

rn

m
nr m

rn
k

r
r
n

rxf  

                              ydxfyxfyxfxFxF mkmrnkr ∫ −−− −−−−
1

0

1 )]()1[()]([)()](1[ )]([ .         (2.1.2) 

şeklinde de ifade edilebilir. 

vxFxfy =−+ )()(  değişken değiştirmesi ile (2.1.2),   

 

dvvv
r
n

rxf n-rr
xF

xF
n:r )(1)( 1

)(

)(

−







= −

−
∫                                                                                    (2.1.3) 
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olarak ifade edilebilir. (2.1.3)’den nrX : ’nin dağılım foksiyonu, 

 

∫∑ −







== −

=

)(

0

1

0
: )(1)()(

xF
n-rr

x

x
nrn:r dvvv

r
n

rxfxF
 

 

olarak elde edilir [1]. 

 

 

2.2. Bağımsız   Fakat   Aynı   Dağılımlı   Olmayan   Kesikli   Tesadüfi 

Değişkenlerin  Sıralı  İstatistiklerinin  Dağılımları 

 

nXXX ,...,, 21 , aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenler olsun. iX  

(i=1,2,…,n) tesadüfi değişkenlerinin olasılık yoğunluk fonksiyonu if  ve dağılım 

fonksiyonu iF  olsun. 

 

}{ : xX nr = ,   

 

olayını ele alalım. Burada, 1,...,1,0 −= rk  ve  rnm −= ...,,1,0  olmak üzere x ’den küçük 

)( −xFi  olasılıklı  r-1-k  gözlem, x ’e eşit )(xfi  olasılıklı  k+1+m  gözlem ve x ’den büyük 

)(1 xFi−  olasılıklı n-r-m gözlem vardır. Böylece; nrX : ’nin olasılık fonksiyonu, aşağıdaki 

şekilde verilebilir.  

 

Teorem 2.2.1    

                                                            

])F(1)f()F([
)!()!1()!1(

1)(
11

1

0 0
:

mrnmkkr

r

k

rn

m
nr xxxper

mrnmkkr
xf

−−++−−

−

=

−

=

−−
−−++−−

= ∑∑  .          (2.2.1) 

 

Burada, ))(...,),(),(()F( 21 ′−−−=− xFxFxFx n , ))(),...,(),(()f( 21 ′= xfxfxfx n  ve ),(-()F(-1 1 xF1x =  

))(- , ... ),(- 2 ′xF1xF1 n  kolon vektörleridir. 

Yukarıdaki teoremde; bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli bir anakütleden 

gelen nrX : ’nin olasılık fonksiyonu, permanent kullanılarak verilmiştir. 
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Teorem 2.2.1’de permanent açılımı kullanılırsa, aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 2.2.2 

 

∑ ∏∏∏∑∑
++=

+

−=

−−

=

−

=

−

=

−−
−−++−−

=
P

n

mrl
i

mr

krl
i

kr

l
i

r

k

rn

m
nr xFxfxF

mrnmkkr
xf

lll
1

1

1

1

0 0
:

3
3

2
2

1
1

)]([1)()(
)!()!1()!1(

1)( . (2.2.2) 

 

Burada, ∑
P

,  (1,2,…, n)’nin bütün ( niii ,...,, 21 ) permütasyonları üzerinden toplamı gösterir. 

İntegral formu kullanılarak Teorem 2.2.1, aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 

 Teorem 2.2.3 

 

.)/[]  v-1[.)/[]  dv[.)/[]  v[
)!()!1(

1)( 32111

)(

)(,
:

)1(
2

)1(
2

21

ςςς
−−

=
−−

−
∫∑

ς

ς
ςς

rnr

xF

xFnn
nr perperper

rnr
xf .     (2.2.3) 

 

Burada, )()( −+= xFxfyv iii  olmak üzere ),...,,(v 21 ′= nvvv , ),...,,(v1 21 ′−−−=− nv1v1v1 , 

),...,,(dv 21 ′= ndvdvdv  kolon vektörleri ve ∑
ςς 21 ,nn

, υ≠υ  için φςς υ =∩υ  olmak üzere 

U
3

1=

=
l

lςς  üzerinden toplamı ifade eder. Ayrıca, },...,,{ )1(
1

)2(
1

)1(
11

−ςςς=ς r , }{ )1(
22 ς=ς , 

},...,,{ )(
3

)2(
3

)1(
33

rn−ςςς=ς , N⊂ς , φς ≠  ve ςn , ς ’nin eleman sayısını belirtmektedir. 

 

İspat. (2.2.1)’de permanentin özellikleri kullanılırsa, 

 

∑∑ ∑
−

=

−

= −−
−

−−++−−
=

1

0 0
21

1
4321

)[])f([)[])F([
)!()!1()!1(

1)(
r

k

rn

m n,n,n,n kkr
n:r /.τxper/.τxper

mrnmkkr
xf

ττττ

                                

                                                 . )[])F(1[/.)[τ])f([)[])f([ 543
1

/.τxperxper/.τxper
mrnm −−

−              (2.2.4) 

ifadesi elde edilir. Burada, ∑
4321 ττττ n,n,n,n

, υ≠υ  için φττ υ =∩υ  olmak üzere U
5

1=

=
l

lτς  

üzerinden toplamı ifade eder. Ayrıca (2.2.4), 
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∑∑ ∑
−

=

−

= −−
−

−−++−−
=

1

0 0
21

1
4321

)[])f([)[])F([
)!()!1()!1(

1)(
r

k

rn

m n,n,n,n kkr
n:r /.τxper/.τxper

mrnmkkr
xf

ττττ

 

                        . dy)yy
mk

mk/.τxperxper/.τxper mk

mrnm
−

++
− ∫

−−
(1

!!
)!1()][)F(1[/.)][τ)f([)][)f([

1

0
543

1  
 

şeklinde de yazılabilir. Yukarıdaki ifade, 

 

∑∑ ∑ ∫
−

=

−

= −−
−

−−−−
=

1

0 0

1

0
21

1
4321

)[])f([)[])F([
)!(!!)!1(

1)(
r

k

rn

m n,n,n,n kkr
n:r /.τxyper/.τxper

mrnmkkr
xf

ττττ

                  

                                      . )][)F(1[/.)][τ))f(-(1[)][)f(d[ 543
1

/.τxperxyper/.τxyper
mrnm −−

−             (2.2.5) 

 

olarak yazılabilir. 

(2.2.5)’de, )F()(fv −+= xxy  alınırsa  

 

∑∑ ∑ ∫
−

=

−

= −−
−

−−−−
=

1

0 0

)(

)(
1

1
4321

(1)
3

(1)
3

)[])F([
)!(!!)!1(

1)(
r

k

rn

m n,n,n,n

xF

x-F kr
n:r /.τxper

mrnmkkr
xf

ττττ

τ

τ

 

                     . )][)F(1[/.)][τv-)F([)][dv[)][)F(-v[ 54312 /.τxperxper/.τper/.τxper
mrnmk −−

−−          (2.2.6) 

 

ifadesi yazılabilir. Şimdi, 

 

)[]C[)[]B[)[]A[
!)!1(

1
31211

1

0 21

/.τper/.τper/.τper
kkr kkrn,n

r

k −−

−

=
∑∑ −−

ττ

                                                                   

                                              )[]C[)[]BA[
1)!(

1
2111

1

/.per/.per
r rn

ςς
ς

−
+

−
= ∑                      (2.2.7) 

 

eşitliğini gözönüne alalım. (2.2.7), (2.2.6)’da kullanılırsa 

 



 8

.)/[]  dv[.)/[]-)F(-v-)F([
)!()!1(

1)( 211
1

)(

)(,
:

)1(
2

)1(
2

21

ςς+
−−

=
−−

∫∑
ς

ς
ςς

perxxper
rnr

xf
r

xF

xFnn
nr  

                                                                                        .)/[]  )F(-1v-)F([ 3ς+⋅
−rn

xxper
 

 

ifadesi elde edilir. Burada, 211 τ∪τ=ς ,  32 τ=ς ,  543 τ∪τ=ς ’dir. Böylece, ispat 

tamamlanmış olur.  

Teorem 2.2.3’de permanentin özellikleri kullanılırsa, aşağıdaki teorem verilebilir. 

   

Teorem 2.2.4 

 

∏∑ ∏∫
+=

−

=−

−
−−

=
n

rl
ii

P

r

l
i

xF

xF
nr rll

ri

ri

dvvv
rnr

xf
1

1

1

)(

)(
: ]1[    

)!()!1(
1)( .                                                 (2.2.8) 

 

Bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin r. sıralı 

istatistiğinin dağılım fonksiyonu, aşağıdaki şekilde verilebilir. 

 

Teorem 2.2.5 

 

∑∑∑
= −−++−−

−

=

−

=

−−
−−++−−

=
x

x mrnmkkr

r

k

rn

m
nr xxxper

mrnmkkr
xF

0 11

1

0 0
: ])F(1)f()F([

)!()!1()!1(
1)( .      (2.2.9) 

 

İspat.  

 

∑
=

=
x

x
nrnr xfxF

0
:: )()(                                                                                                        (2.2.10) 

 

eşitliği yazılabilir. (2.2.1), (2.2.10)’da kullanılırsa (2.2.9) elde edilmiş olur. 

 

Teorem 2.2.5’de permanentin özellikleri kullanılırsa, aşağıdaki teorem verilebilir. 
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Teorem 2.2.6 
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İntegral formu kullanılarak Teorem 2.2.5, aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

 

Teorem 2.2.7 
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İspat. (2.2.3), (2.2.10)’da kullanılırsa (2.2.12) elde edilmiş olur. 

 

Teorem 2.2.7’de permanentin özellikleri kullanılırsa, aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 2.2.8 
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3. SONUÇLAR 

 

Bu bölümde, bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin 

minimum ve maksimumunun olasılık ve dağılım fonksiyonları ile ilgili bazı sonuçlar 

verilecektir.  

Aşağıdaki sonuçta, aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin minimumunun 

olasılık fonksiyonu verilecektir. 

 

Sonuç 3.1 
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İspat. (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.8)’de 1=r  alınırsa, (3.1) elde edilir. 

 

Sonuç 3.1’den aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin minimumunun olasılık 

fonksiyonu, 
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dvvn n
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olarak elde edilir. 

 

Aşağıdaki sonuçta, aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin 

maksimumunun olasılık fonksiyonu verilecektir. 

 

Sonuç 3.2 
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İspat. (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.8)’de nr =  alınırsa, (3.2) elde edilir. 

 

Sonuç 3.2’den aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin maksimumunun olasılık 

fonksiyonu, 
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olarak elde edilir. 

Aşağıdaki sonuçta, aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin minimumunun 

dağılım fonksiyonu verilecektir. 

 

Sonuç 3.3 
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İspat. (2.2.9), (2.2.11), (2.2.12) ve (2.2.13)’de 1=r  alınırsa, (3.3) elde edilir. 

 

Sonuç 3.3’den aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin minimumunun dağılım 

fonksiyonu, 
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olarak elde edilir. 
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Aşağıdaki sonuçta, aynı dağılımlı olmayan kesikli tesadüfi değişkenlerin 

maksimumunun dağılım fonksiyonu verilecektir. 

Sonuç 3.4 
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İspat. (2.2.9), (2.2.11), (2.2.12) ve (2.2.13)’de nr =  alınırsa, (3.4) elde edilir. 

 
Sonuç 3.4’den aynı dağılımlı kesikli tesadüfi değişkenlerin maksimumunun dağılım 

fonksiyonu, 
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