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OZET

Bu tez, ii¢ boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, baz1 temel tanimlar verilmistir.

Ikinci boliim, iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, bagimsiz ve aym dagiliml
kesikli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilimlar1 incelenmistir. Bu béliimiin
son kisminda, bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin sirali
istatistiklerinin dagilimlar elde edilmistir.

Son boliimde, bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin sirali
istatistiklerinin olasilik ve dagilim fonksiyonu ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sirali Istatistikler, Bagimsiz Tesadiifi Degiskenler, Kesikli Tesadiifi
Degigkenler, Bagimsiz ve Ayni Dagilimli Tesadiifi Degiskenler,
Bagimsiz fakat Ayni Dagilimli Olmayan Tesadiifi Degiskenler,
Olasilik Fonksiyonu, Dagilim Fonksiyonu, Permanent.
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SUMMARY
Order Statistics of Discrete Random Variables

This thesis consists of three chapters.
In the first chapter, the fundamental definitions are given.

The second chapter consists of two sections. In the first section, the distributions of
order statistics of independent and identically distributed discrete random variables are
examined. In the last section of this chapter, the distributions of order statistics of
independent but not necessarily identically distributed discrete random variables are

obtained.

In the last chapter, the some results related to the probability and distribution function of
order statistics of independent but not necessarily identically distributed discrete random

variables are given.

Key Words: Order Statistics, Independent Random Variables, Discrete Random Variables,
Independent and Identically Distributed Random Variables, Independent but
not Necessarily Identically Distributed Random Variables, Probability
Function, Distribution Function, Permanent.



SEMBOLLER LISTESI

F : Dagilim fonksiyonu
f : Olasilik fonksiyonu

[a, a, .. ] : a,a,,. kolon vektorleri olmak lizere a,’in i, defa, a,’nin i, defa ...

alinmasi ile olusturulan matris

[A]ls/") : sc N olmak lzere, indisleri s’de olan satirlarin alinmasi ile A’dan

olusturulan matris
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1.GIRIS

Sirali istatistikler, istatistik teorisinde olduk¢a onemlidir. Ciinkii; sirali istatistiklerin
dagilimlari, 6rneklemin alindig1 dagilimdan bagimsizdir.

Bagimsiz ve ayni dagilimhi kesikli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin
dagilimlari, Khatri [1] tarafindan incelenmistir. Vaughan ve Venables [2], permanent
yardimiyla bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin siralt
istatistiklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlarini incelemislerdir. Corley [3], siirekli ¢ok
degiskenli tesadiifi degiskenlerin farkli anlamlarda sirali istatistiklerini tanimlamistir.
Balakrishnan [4], bagimsiz ve ayni1 dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen sirali istatistikler
icin saglanan bazi bagintilar elde etmistir. Bu bagintilar, ayn1 zamanda bagimsiz ve ayni
dagilimh kesikli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistikleri i¢in de saglanmaktadir. Reiss [5],
bagimsiz ve ayni dagilimh siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin dagilim ve
yogunluk fonksiyonlar1 i¢in bir¢ok baginti elde etmistir. Nagaraja [6,7], bagimsiz ve ayni
dagilimli kesikli bir anakiitleden gelen sirali istatistiklerin temel yapilarini incelemistir.
David [8], Arnold vd. [9] ve Gan ve Bain [10], bagimsiz ve aynm1 dagilimli kesikli tesadiifi
degiskenlerin sirali istatistiklerinin olasilik ve dagilim fonksiyonlarini elde etmislerdir.

Bu c¢alismada; bagimsiz fakat aym1 dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin

sirali istatistiklerinin dagilimlari, farkli sekillerde ifade edilmistir.



1.1 Temel Tanmimlar

Tanmim 1.1.1 (Kesikli Tesadiifi Degisken)
Tanim arali81, sonlu ya da sayilabilir sonsuz elemanli olan tesadiifi degiskenlere kesikli

tesadiifi degisken denir [11].

Tanmm 1.1.2 (Olasihik Fonksiyonu)

X kesikli tesadiifi degiskeni, x,,x,,... degerlerini
P(X=x)=f(x), i=1,2,3,...

olasiliklari ile alsin.
Asagidaki sartlar1 saglayan f’ye, X ’in olasilik fonksiyonu denir [11].
) f(x)=0, i=1,2,3,..

i)Y fx)=1.

Tamm 1.1.3 (Dagilim Fonksiyonu)
X, kesikli bir tesadiifi degisken olsun. Herhangi bir gergel deger x i¢in, X ’in dagilim

fonksiyonu,

Fx)=P(X <x)=2 f(x)

esitligi ile ifade edilir [11].

Tamim 1.1.4 (Siral Istatistikler)

X, X,,...,X,, n tane tesadiifi degisken olsun. Eger X, X,,..., X,  lerin meydana gelme

sirast  degil, biiyiikliiklerinin siras1 gozoniine alimirsa n birimli bir Ornegin siral

istatistikleri,

olarak ifade edilir.



X,, ye, r. siral istatistik (7=1,2,...,n) ve (X, X,,,,...,X,,) tesadiifi vektoriine de sirali

istatistikler denilir. X, , 6rnegin minimumu ve X

nn?

ornegin maksimumudur. Bundan

dolayz,

X, =min(X,, X,,.. X))

1
ve
X,,=max(X,X,,..,X,)

yazilabilir [5].

Tamim 1.1.5 ( Permanent )

Permanent; ac¢ilimindaki biitiin terimlerin isaretlerinin pozitif olmasi harig,

determinantla aynidir.

Mesela, mertebesi 2 olan bir A karesel matrisinin permanenti,
a b
perA =pe{ }: a.d+b.c
c d

seklinde ifade edilir [2].



2. KESIiKLi TESADUFi DEGISKENLERIN SIRALI iSTATiSTiKLERINiN
DAGILIMLARI

Bu boliimde once, bagimsiz ve ayni dagilimli kesikli tesadiifi degiskenlerin . siral
istatistiginin olasilik ve dagilim fonksiyonu verilecektir. Daha sonra, bagimsiz fakat aym
dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin r. sirali istatistiginin olasilik ve dagilim

fonksiyonu ile ilgili teoremler verilecektir.

2.1. Bagimsiz ve Aym Dagihmh Kesikli Tesadiifi Degiskenlerin Sirah

Istatistiklerinin Dagilimlar:

X,,X,,...,X,, olasilik fonksiyonu f* ve dagilim fonksiyonu F ’ye sahip bagimsiz ve

ayni dagilimli kesikli tesadiifi degiskenler olsun. Bu tesadiifi degiskenlerin r. siral

istatistiginin olasilik fonksiyonu,

r—1 n—r

n!

I N s pw e AR G A I U CT R CR )

olarak ifade edilir. Burada, F(x—) = P(X < x)’dir. Ayrica (2.1.1),

LF) ™ I=F™ " f (X)I[y SOOI A=y f)]"dy  (2.1.2)
seklinde de ifade edilebilir.
v f(x)+ F(x—)=v degisken degistirmesi ile (2.1.2),

F(x)
ﬁ;n(X)={n] [ v a=vy v (2.1.3)

F(x—)



olarak ifade edilebilir. (2.1.3)’den X, 'nin dagilim foksiyonu,

F(x)

F,(x)= Zf () = [”] [V a-vyrav

0

olarak elde edilir [1].

2.2. Bagimsiz Fakat Aym  Dagilhmh  Olmayan  Kesikli Tesadiifi

Degiskenlerin Sirali Istatistiklerinin Dagilimlar

X, X,,..X,, aym dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenler olsun. X,
(==1,2,...,n) tesadiifi degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonu f, ve dagilim

1

fonksiyonu F; olsun.
{Xr:n = ‘x} 2

olaymi ele alalim. Burada, £k =0,1,..,r—-1 ve m=0,1,...,n—r olmak iizere x ’den kii¢iik
F.(x—) olasiliklt r-1-k goézlem, x’e esit f(x) olasilikli k+1+m gbzlem ve x ’den biiylik
1—-F,(x) olasiliklt n-r-m gdzlem vardir. Boylece; X, ’nin olasilik fonksiyonu, asagidaki

sekilde verilebilir.

Teorem 2.2.1

r=1 n-r 1
. = F(x—) fi 1-F . 2.2.1
T = 2 2 ke myn—r—my PG ) 1 ECO) (221

Burada, FG)=(F(), B G, 1) = (/) fo(@)s £,(6) Ve 1-F()=(-F(),
1-FE(x),...,1-F (x))" kolon vektorleridir.

Yukaridaki teoremde; bagimsiz fakat ayni dagilimli olmayan kesikli bir anakiitleden

gelen X, ’nin olasilik fonksiyonu, permanent kullanilarak verilmistir.



Teorem 2.2.1°de permanent acilimi kullanilirsa, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.2

r=1 n-r 1 r=l-k r+m n

STIE @[5 TI0-£ ol @2.2)

P =1 L=r—k L=r+m+l

S (X) :Zz r=1-k)(k+1+m)!(n—r—m)!

k=0 m=0

Burada, Z , (1,2,..., n)’nin biitlin ({,,4,,...,i, ) permiitasyonlari iizerinden toplami gosterir.
P

Integral formu kullanilarak Teorem 2.2.1, asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 2.2.3

F
g(21)()5)

1
mz Fgmj(x)per[ v e, /perldy Tle, /)per(1-v e, /). (22.3)

Jen(¥) =

Burada, v, = y f,(x) + F,(x—) olmak tizere v=(v,v,,...,v,) , l-v=(UI—-v,l-v,,...]1-v,),

dv =(dv,,dv,,....,dv,)" kolon vektorleri ve Z , V£V i¢in ¢, Mg, =¢ olmak iizere

Ty oMy

3
g=Ug, lizerinden toplamu ifade eder. Ayrica, ¢ =1{c",c\”,...c" "}, c, =4},

=1

s ={cy",c 6" .o N, ¢ # ¢ ve n_, ¢ nin eleman sayisini belirtmektedir.

Ispat. (2.2.1)’de permanentin &zellikleri kullamlirsa,

r=1 n-r 1

frn(x)= kZ; Z,) e T—1_ Z perlFGen/) perlfi]r/)
perlfCole,/) perlf[e,/) per(1=FCollr./) (2.2.4)

5
ifadesi elde edilir. Burada, Z , V#£U i¢in 7,7, =¢ olmak iizere g:Uz’,

Mgy Mgy Mgy Mgy =1

tizerinden toplami ifade eder. Ayrica (2.2.4),



r=1 n—r 1

f,n(x)=Z

~ (r=1=k)!(k +1+m)!(n—r—m)! by Per[F(j{ )][fl/)per[f(x)][rz/)

71 My M3 oMy

- perlftoe,) perl0l[e,/) perfl - FCollz./) | @ 1=y )" dy

n—r—m

seklinde de yazilabilir. Yukaridaki ifade,

r—1 n-r 1
o= =, 2 j perlF)][n/) perl 0]z, )
- perldyfn)llzy/) per[(1-0)EIT,/.) perll—F(x)][es/) (2.2.5)

olarak yazilabilir.

(2.2.5)’de, v=yf(x)+F(x—) alinirsa

(1)(x)

r=1 n-r 1
1= L ==, = | perlFGON=)

”1 ’nrz 'nm 'nr4 F“) (.X )

-per[v- F(x )Nz,/) per[dv]lz,/) Per[F(X) vilt,/.) perll—F(x)][zs/) (2.2.6)

n—r—m

ifadesi yazilabilir. Simdi,

r—1

Z (r—1- k)'k' Z per| A ][Tl/)per[B][rz/)per[C][T3/)

n n

e 1),2 per[A+Bl[s,/) per(Clls,/) 2.2.7)

esitligini gézoniine alalim. (2.2.7), (2.2.6)’da kullanilirsa



(1>(X)
fu=——— ¥ j perlF(e)+v-F(o)ls, /) perldy e, )

r=Dn-n5

-per[F(x)-v+1-F(x) 1[g,/.)

n-r

ifadesi elde edilir. Burada, ¢ =1, Ut,, ¢,=1;, ¢&3=1,UTt’dir. Boylece, ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.3’de permanentin 6zellikleri kullanilirsa, agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.4
1 F(x)
[ (X)) = v, [1-v,1dy, . (2.2.8)
(}"—1)!(}’[—1")!; F,,,E[C )11_1[ zl_[m '

Bagimsiz fakat aymi dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin r. sirali

istatistiginin dagilim fonksiyonu, asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 2.2.5
x r=1 n-r 1
Fa=2 Z;'mo( Lk s m) o~y PR ) L F] (2.29)
Ispat.
F,,(x)= me(x) (2.2.10)

esitligi yazilabilir. (2.2.1), (2.2.10)’da kullanilirsa (2.2.9) elde edilmis olur.

Teorem 2.2.5’de permanentin 6zellikleri kullanilirsa, agagidaki teorem verilebilir.



Teorem 2.2.6

x r-1 n—r 1 r—l-k r+m
Fff*f(x):;;;( =)\ e+ 1+ m) (n—r— m)'ZH _),flj[kf” (x)hggl y @ @210

Integral formu kullanilarak Teorem 2.2.5, asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 2.2.7

F(l)(x)
1

&“)GTWTEEn jmr]MUWWNMMWM vig/). (212

SECT Y

Ispat. (2.2.3), (2.2.10)’da kullamilirsa (2.2.12) elde edilmis olur.

Teorem 2.2.7°de permanentin 6zellikleri kullanilirsa, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.8
1 £, (x) r—1 n
F()=———" v, [Tt-v,1av, . (2.2.13)
(’”_1)!(”_’”)!213: I')‘ o 1:11 l '



3. SONUCLAR

Bu bolimde, bagimsiz fakat aym1 dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin

minimum ve maksimumunun olasilik ve dagilim fonksiyonlar1 ile ilgili baz1 sonuglar

verilecektir.

Asagidaki sonugta, ayni dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin minimumunun

olasilik fonksiyonu verilecektir.

Sonug 3.1
n—l1 1
fol0) = X s s perlf() 1-F()
B 0(1+m)'(n 1- ZHf" (x)lgz 5O
) F(l)(x)
dv J[c, /) per[1-v e, /.
= 1),22: F“)f(x )per[ v e, /Jper{l-v 1[g; /)
| F@
=(n_1)'z j [Tr-v, 1av, . 3.1)
TP R R2

Ispat. (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.8)’de r =1 alinirsa, (3.1) elde edilir.

Sonug¢ 3.1’den aymi dagilimhi kesikli tesadiifi degiskenlerin minimumunun olasilik

fonksiyonu,

n—

S = o (1+ )'( —1=m)!

/™" [1=F()1 ™™



F(x)

=n J. (1-v)"'dv

F(x-)
olarak elde edilir.

Asagidaki sonugta, aym1 dagilimli olmayan kesikli

maksimumunun olasilik fonksiyonu verilecektir.

Sonuc¢ 3.2

n—1

()= Z (n—1- k)'(k+1)' erlF(x) 1ol

n—1-k

5 (n—1- k)!(k+l)|ZH ,1( _)Hf;.[z(x)

P =l L=n—k

=
R

M

(1)()‘)

2 | perlv 1g,/)perldy s, /)

(n 1) gy F(l)(x )
1 En(x) n—1
= z j Hv. dv,
(l’l - 1)' P F, (x-) =1 ! "

tesadifi

Ispat. (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.8)’de r =n alinrsa, (3.2) elde edilir.

degiskenlerin

(3.2)

Sonu¢ 3.2°den ayni dagilimli kesikli tesadiifi degiskenlerin maksimumunun olasilik

fonksiyonu,
=X T k),(k e @I

11



F(x)
=n j V' dy

F(x—)

olarak elde edilir.

Asagidaki sonugta, ayni dagilimli olmayan kesikli tesadiifi degiskenlerin minimumunun

dagilim fonksiyonu verilecektir.

Sonug 3.3
R = 23 i STy P 12700
- mz(1+m)l(n l—m Zp:g[f"( )131;!2[1 113(x)]

F(l)(x)
= D,Z j perldy lc, /) perl1-v lc, /)
F(x)
= 1) ZP: j [Jo-v, 1y, (3.3)

Ispat. (2.2.9), (2.2.11), (2.2.12) ve (2.2.13)’de r =1 almirsa, (3.3) elde edilir.

Sonu¢ 3.3’den aynmi dagilimli kesikli tesadiifi degiskenlerin minimumunun dagilim

fonksiyonu,
£, (x) = ;;)(H ),(' )![f(X)]””[l—F(X)]”"’"
F(x)

=n [ (1-v)"dv

0

olarak elde edilir.

12



Asagidaki sonugta, ayn1 dagilimli olmayan

maksimumunun dagilim fonksiyonu verilecektir.

Sonug 3.4

X n—1

=2 2 i k)'(k r PertECe) ol

x  n-l n—l—

:x:Ok:O (n—-1- k)'(k+1)'Z HE’I(X )Hfi,z(x)

=1 L=n-k

F(l)(X)

= 1),2 [ perv 1ls /yperiay e, /)

n—1

1 "
= . d . .
D12 j Y

=1

kesikli tesadiifi  degiskenlerin

(3.4)

Ispat. (2.2.9), (2.2.11), (2.2.12) ve (2.2.13)’de r =n almirsa, (3.4) elde edilir.

Sonu¢ 3.4’den ayni dagilimli kesikli tesadiifi degiskenlerin maksimumunun dagilim

fonksiyonu,

X n—1

pr Z(n 1= k)'(k D!

E,, (%)= [F1 " L (01

olarak elde edilir.

13
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