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Bu tez beg bliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, ikinci mertebeden eliptik operatorler igin maksimum prensibi kurulmus ve
genellestirilmeler yapilarak bazi uygulamalara yer verilmistir.

Ugiincii boliimde, lineer olmayan operatdrler incelenmis ikinci mértebeden lineer olmayan
kismi tiirevli eliptik denklemler i¢in maksimum prensibi ve bazi uygulamalara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, dordiincii mertebeden eliptik tipten kismi tiirevli denklemler igin
maksimum prensibi incelenmigtir.

Son béliimde, eliptik denklemler i¢in maksimum prensipleri ile ilgili uygulamalara yer

verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Maksimum prensibi, eliptiklik, laplace operatorii, biharmonik

operatdr, lineer olmayan eliptik denklemler
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SUMMARY

Master Thesis

THE MAXIMUM PRINCIPLE AND SOME APPLICATIONS FOR THE
FOURTH ORDER NONLINEAR ELLIPTIC DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Hikmet YAMAN
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Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
2005, Page : 53

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter, it is established the maximum principle for the second order elliptic
operators, stated generalizations and given some applications.

In the third chapter, it is investigated nonlinear operators and the maximum principle for the
second order nonlinear elliptic operators and some applications are given.

In the fourth chapter, it is investigated the maximum principle for the fourth order elliptic
partial differential equations.

In the last chapter, some applications related to the maximum principle for the elliptic

equations are given.

KEY WORDS: Maximum principle, Elliptic, Laplace operator, Biharmonic operator, Nonlinear

elliptic equations.



LBOLUM

1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1, (Maksimum Prensibi)

Kapali [a, b] aralifinda siirekli bir u#(x), fonksiyonu maksimumunu bu aralik {izerinde
bir noktada alir. Eger u(x) ikinci mertebeden siirekli bir tiireve sahip ve #, a ve b arasindaki

herhangi bir ¢ noktasinda yerel maksimuma sahip ise, elementer hesaptan
u(c)=0 veu"(c)<0 (1.1.1)
elde ederiz.
Simdi g(x) herhangi sinirh bir fonksiyon olmak iizere agik (a, b) aralifinda #’nun
Liul=u"+ g(x)u’> 0 (1.1.2)

yapisindaki bir diferansiyel esitsizligi sagladifini kabul edelim. Bu takdirde (1.1.1)
bagintilarinin (a,b) agik aralifimin herhangi bir ¢ noktasinda saglanmadig: agiktir. Dolayisiyla,
(1.1.2) sagladiinda, #’nun maksimumu, a veya b ug noktalar1 harig, aralik igerisindeki higbir

yerde alinamaz. Burada maksimum prensibinin en basit Srnegini vermis oluyoruz.

Yukaridaki incelemede (1.1.2) esitsizliginin kuvvetli olmasint istemekteyiz. Yani
u” + g(x).u’ ifadesinin asla sifir olmayacagini kabul edilmektedir. Diferansiyel denklemlerin
cahigilmasinda ve bazi uygulamalarinda bu istek olduk¢a kisitlayic: olup, uygun ise onun

kaldirilabilir olusu 6nemlidir. Bununla birlikte ,
u't g(x)u'20

kesin olmayan esitsizligi # =sabit i¢in saglanir. Bundan dolayr bdyle bir sabit ¢6ziim i¢in

maksimum her noktada almir [1].
Teorem 1.1. ( Bir Boyutlu Maksimum Prensibi)
g(x), sinurlt bir fonksiyon olmak tizere »=u(x)’ in
Llul=u"+gx)u'20 a<x<bigin (1.1.3)

diferansiyel esitsizligini sagladigini kabul edelim. Eger (@, b) agik aralifmun iginde u(x) < M ve

#’ nun maksimumu (g,5) agik aralifinin bir ¢ i¢ noktasinda alintyorsa o zaman u = M olur.



Ispat: u (¢) = M ve (ab) agik arahginm iginde u(d) < M olacak sekilde bir d>c noktast
bulundugunu kabul edelim. Bu kabulun bir geligkiye yol acacagim gosterelim. & belirlenecek

pozitif bir sabit olmak iizere
2(x) = ™9 — 1

fonksiyonunu tanimlayalim. a < x < ¢ igin z(x)< 0, c<x<b igin z(x) > 0 ve z(c)= 0 olduguna
dikkat edelim.

z=2z{x}

Sekil 1.1
Basit bir hesaplama ile
Llz] = z" + gx)z’ = ol at+g(x)].e"™

esitligi elde edilir. Sabit olan & ‘y1 yeterince bilyiik secelim ki a < x < d igin L[z] > 0 olsun.

Yani, g(x) sinirl oldugundan &’ y1 her zaman
o> - g(x)
esitsizligini saglayacak sekilde segebiliriz. Simdi,
w(x) = u(x) + e(x)
esitligini tanimlayalim. Burada ¢, ,

< M —u(d)
z(d)

&£

esitsizligi saglanacak sekilde se¢ilmis pozitif bir sabittir. u(d) < M varsaymm ve z(d)>0 gergegi

boyle bir £’ nun bulunmasin: saglar. Bu takdirde, a<x<c i¢in z negatif oldugundan, a<x<c igin
wx)< M
yazabiliriz. Simdi &’ nun tanimi geregi

w(d) = u(d) + &z(d)



<u(d) + M- u(d)
olur. Boylece
wd) <M
bulunur. ¢ noktasinda
w(c) = u(c) + ez(c) =M

yazilabilir. Bundan dolay: w’nin (a,d) araliginin bir i¢ noktasinda elde edilen M’ye esit ya da
ondan daha biiylik maksimuma sahip oldugu ¢ikar. Ancak ,

Liw] = L[u] + £L[z] > 0

yazabiliriz. Dolayistyla (1.1.2) kesin esitsizligini igeren 6nceki sonucumuzdan, w
maksimumunu (a,d ) i¢inde alamaz. Boylece bir geliskiye ulasmis oluruz. Eger d < c ise,

@ > g(x) olmak iizere ayn1 sonuca ulagmak igin
z=e%_1

yardimer fonksiyonunu kullaniriz.

Yukanidaki ispatin ¢dziim yolu

i) L[z] >0, i) x<cigin z(x) < 0, i) x>cigin z(x) > 0 , iv) x=c igin z(c) = 0
ozelliklerini saglayan z(x) fonksiyonunun bulunmasidir. Eger d<c ise x>c igin z(x)>0 ve x<c
icin z(x)<0 yani (if ile iii esitsizlikleri birbirinin terstir). z fonksiyonu higbir zaman tek degildir.
Mesela o yeterli biiyiikliikte olmak iizere

zZ(x) =(x-a)*-(c-a)*
fonksiyonu aymi dort Szellige sahiptir.
7 =%
Teorem 1.1°i (-u#)’ya uygulayarak
Llu] <0

diferansiyel esitsizlifini saglayan sabit olmayan bir fonksiyonun bir i¢ noktada minimumunu

alamayacagini ileri siiren minimum prensibini elde ederiz.

Teorem 1.1°de g fonksiyonu igin smrliik durumu kaldirilabilir (Smirlihktan,
sinirsizliga). Eger g fonksiyonu [a,5] araliginin kapsadigi her [a',5] aralifinda siirh ise boylece

Teorem 1.1’in sonucu hala gegerlidir.



[a,b] icindeki ¢ ve d noktalarini igeren [a',b'] alt aralifa her incelemeyi basit¢e uygulariz.
(a,b)’nin her kapal1 alt aralifinda g ’nin sinrhilifinin miimkiin oldugunu ve x’ a yada b’ye

giderken sinirsiz olabilecegine dikkat edelim. Mesela ,

1
1-x*

gx)=

(-1,1) araliginin kapali her alt araliginda sinirlidir. Bu kiigiik bir nokta olarak goriilebilir. Fakat
matematiksel fizigin gogu diferansiyel denklemlerinin tamim araliinin u¢ noktalarinda smirsiz

olan g katsayilarina sahip oldugu durumlar s6z konusudur. Teorem 1.1°i ispat etmek igin

uygulanan metot bize a<x<b i¢in
Llul=u"+glx)u'20

seklindeki bir esitsizligi saglayan fonksiyon hakkinda ek bilgi elde etmemizi saglar.u ¢6ziimii

Sekil 1.2°de gosterilen fonksiyonun gériintiisiine sahip olabilecegini diisiinebiliriz.

Qf---
o

Sekil 1.2
Boylece [a,b] araligindaki #’nun maksimumu igin a noktasinda #'(¢)=0 elde edilebilir. Aslinda

bu durum asla ortaya ¢ikamaz. Eger maksimum soldaki son noktada ortaya ¢ikarsa o noktadaki

egim negatif olmalidir. Sekil 1.3°de

h
it
*
?
1
t

w{x)

Q.-
N 4

Sekil 1.3

Eger maksimum sagdaki son noktada ortaya ¢ikarsa Sekil 1.4°de goriildiigii gibi o noktadaki

egim pozitif olmalidir.

-

u{x}

Sekil 1.4



kesin sonucu bulunur.
1.2. Harmonik Fonksiyon
U(X[5X,,X5,...,X, ) n-boyutlu 6klit uzayinda bir D bolgesinde taniml, iki defa siirekli

tiiretilebilir bir fonksiyon olsun. Laplace operatérii ya da A laplasyeni

olarak tamimlanir. Au = 0 esitligi bir D bolgesinin her bir noktasinda saglaniyorsa u, D
bolgesinde harmoniktir. Ya da basitge # bir harmonik fonksiyondur denir. D bdlgesinin i¢indeki
bir noktada #’nun yerel maksimuma sahip oldugunu varsayalim. Daha sonra elementer hesaptan
bu noktada

Ou g% .. % g
ox, ox, ox,
ve
2 2 2
6—’2‘— so,?—z‘-so,...,i’—ﬁ‘ <0
o ox] o

olduklarini biliyoruz. Dolayistyla yerel bir maksimum noktasinda
Au<0

esitsizligi saglanmalidir. Yukanidaki basit akil yiiriitme su iddiaya gotiiriir. Eger bir u

fonksiyonu bir D bdlgesinin her bir noktasinda

Au>0 (1.2.1)
kesin esitsizligini sagliyorsa bu takdirde », maksimum degerini D’nin herhangi bir i¢ noktasinda
alamaz. bj(X;,X5,X550005X, ) D2(X15X 9 X550000%, ) ees bul( X1, %5, %5500, X, ) lerin D’de tanimh
herhangi sinirli fonksiyonlar olduklarint kabul edelim. Yukaridaki incelememizde herhangi bir

degisiklik yapmaksizin. Eger 4, D’de

nusb, i, Hy p P (122)

ox, ox, ox,

kuvvetli esitsizligini sagliyorsa, bu takdirde #’nun bir i¢ noktada maksimumunu alamayacag:

sonucuna variriz.



Bir boyutlu hali inceledigimiz Teorem 1.1°de, kuvvetli olmayan diferansiyel
esitsizlikler igin bir maksimum prensibinin kurgusunun 6nemli oldugunu gérmiistiik. Yukarida
maksimum prensibinin, (1.2.1) ve (1.2.2) bagmtilarinda esitlik olmasi halinde bile gegerli
oldugunu gosterecegiz. Ozellikle harmonik fonksiyonlar maksimum prensibini saglar. Once
o’u 0*u

o +52— >0 (123)

esitsizligini saglayan iki degiskenli fonksiyonlar i¢in bir maksimum prensibi ispat edecegiz.

Au=

Boyle yaparken Laplace operatoriiniin birkag 6zelligini kullanacagiz. Daha sonra daha genel
diferansiyel operattrleri goz Oniine alarak Teorem’1.1” deki metotlarin bir maksimum prensibini

elde etmek i¢in nasil degistirilebilecegini gorecegiz.

Sekil 1.5
D bélgesinin bir noktasi (¥, ¥) olsun ve K,; (¥,y) merkezli » yarigapli D bolgesindeki bir disk
olsun. K/ nin smirmi C, ile gésterelim. Bir skaler v fonksiyonunun gradyenti, i ve J

diizlemde bilinen dik birim vektdrler olmak iizere

ile tantmlanmig bir vektdr fonksiyonu oldugunu biliyoruz. Bir w = a(x,y)f + b(x,y) j vektor

fonksiyonunun diverjansi

formiilii ile tanimlanan skaler fonksiyondur. B&ylece
Au = div(gradu) (1.2.4)

esitligine ulagiriz .



Diverjans teoremini K, diskinin iginde #’nun laplasiyenine uygulayarak s’nin C,

boyunca yay uzunlugu oldugu ve % "nin C, s iizerinde almmig normal tiirevi olmak {izere
[[Audsdy = [[div(graduydsdy = {2 ds
i, k ¢ or
esitligini elde ederiz. Kutupsal koordinatlarda ds=r.d@ doéniigiimiinden faydalanirsak
zﬂ'au
([Audsay = r [Z-ao
i 5 or

esitligini buluruz. D bolgesinde Au > 0 ise

2z au
—do=0 (1.2.5)

s or

esitsizligine ulagilir. Simdi »’yi sifir ile sabit bir R sayisi arasinda degistirelim ve K, ;
(%,y) ’de merkezi olan bir daire oldugunu kabul ediyoruz. Kz tamamen D bélgesinin i¢inde

kalacak bigimde R sayisi yeteri kadar kiiciik almmalidir. (1.2.5)’teki esitsizligini sifirdan R’ye

integrali alinarak ve integrasyon sirasini degistirerek

Rz

2z
j j—a-”i dfdr = [u(R,0)d6 - 2mu(%,9) >0
g0 0" 0
yada
Uz, 7)< i—zju(ze, O)RAO = —— Juds (1.2.6)
27R § 27R A

elde ederiz. (1.2.6) ‘nin sag tarafi R yarigapli (X, y) merkezli Cr ¢emberi iizerinde alinan

w’nun ortalama degeridir. Boylece (1.2.6) sunu belirtir. D bdlgesinin herhangi bir noktasindaki
(o noktay1 merkezi olarak alan) #’nun degeri D bolgesinin igerisindeki herhangi bir gember
iizerindeki ortalama degeriyle sinirlidir. Eger Au = 0 ise bu esitsizlik hem » hem de —u igin

gegerlidir. Boylece asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 1.2. (Ortalama Deger Teoremi)

Eger u, D bolgesinde harmonik ise bu taktirde u (X, ), D bolgesindeki (¥, y) merkezli

herhangi bir cember lizerinde alinan ortalama degerine esittir. Yani,



u(x,y)= ﬁ <Juds
Cr

dir. Bir maksimum prensibini elde etmek i¢in #’nun D bdlgesindeki (1.2.3) esitsizligi
sagladigini ve D bélgesinde (x,,),) gibi bir noktada M maksimum degerini alacagin: varsayalim.
u < Mve u(x,,y,) = M oldugundan (1.2.6)’dan merkezi (x,,¥,) ve D’nin i¢inde olan her gemberin
iizerinde  6zdes olarak M’ye esit olmalidir. $imdi # < M i¢in D bolgesinde bir (x;, y;) noktasi
bulundugunu kabul edelim. Bu durumda ayni sey (x;, y;) noktasmm bir komsulugunda
gecerlidir. (x,, y) noktasini (x,, y,) noktasi ile D bolgesindeki bir egri ile birlestirelim ve (x3, y2)

noktas: bu egri tizerindeki # = M esitligini saglayan ilk nokta olsun.

Sekil 1.6

Baylece u(x,,y,) merkezli yeteri kadar kiigiik gemberin tizerindeki M noktasina 6zdes olarak esit
degildir. Bundan dolay1 (1.2.6) esitsizligi ile c¢elisiyoruz ve dolayisiyla asagidaki sonuca

ulastyoruz.
Teorem 1.3. (Maksimum Prensibi)

D bolgesinde Au > 0 olsun. Eger », M maksimumunu D bdlgesinin herhangi bir ig

noktasinda aliyorsa bu taktirde D iginde u = M olur.

D bélgesinin sinirlt olmadigini kabul edelim. D bélgesinin sinirini 0D ile gosterirsek #,
D aD’de siirekli, sabit degilse #’nun D bolgesindeki degerleri ve D bolgesi smirli ise #°’nun
oD iizerindeki maksimumunun altinda oldugunu anliyoruz. Eger D bolgesi smirsiz ise bu
degerler 0D iizerindeki #’nun maksimumunun ya altindadir ya da (x> + *) sonsuza giderken

#’nun limit supunun altindadir.
Karsilik gelen minimum prensibi

Au<0



esitsizligini saglayan fonksiyonlar ile ilgili bir maksimum prensibinden dolay1 sabit olmayan
harmonik bir fonksiyonun D bolgesinin herhangi bir i¢g noktasinda ne maksimum ne de

minimum degerini alamayacag1 sonucuna variriz.

Teorem 1.4. (Sonlu D bilgesinde harmonik fonksiyonun maksimum degeri)

Sonlu bir D bblgesinde harmonik ve D bolgesinde siirekli olan fonksiyon en biiyiik ve
en kiigiik degerini yalniz bdlgenin sinir1 izerinde alir. Fonksiyonun sabit olmasi durumunda bu

gegerli degildir.
Tanmm 1.3. (Altharmonik ve Ustharmoniklik)
Bir D bolgesinde Awu >0 bagintisin1 saglayan bir » fonksiyonuna D iginde

altharmoniktir ya da altharmonik bir fonksiyondur denir. -u altharmonik olacak sekilde eger

Au < 0 ise »’ya listharmoniktir denir.
Tamm 1.4, (Altharmonik Fonksiyon)

Bir D bolgesinde Au>0’1 saglayan bir # fonksiyonuna D’de altharmonik ya da kisaca
altharmoniktir denir. -u# altharmonik oldugunda Az < 0 ise #’nun iistharmonik oldugunu
sOyleriz. #’nun altharmonik oldugunu ve 8D sinirina sahip bir D boélgesinde v’nin harmonik

oldugunu kabul edelim. Yani,
w=u-v

fonksiyonu D’de altharmonik olacaktir. # ve v, 8D lizerinde ¢akisirsa w, 0D iizerinde sifir olur,

Maksimum prensibi uyarinca tiim D’de pozitif olmayacaktir. Boylece D’ de
u<v

esitsizligini elde ederiz. Altharmonik terimi az Once anlatilan &zellikten gelir. Bir D
bolgesindeki bir altharmonik # fonksiyonunun degerleri daima D {iizerinde u ile ¢akigan
harmonik fonksiyonun degerlerinin altindadir. Teorem 1.2 ve 1.3’den her hangi boyutta uygun
genisletmelere sahiptir.

u, n-degiskenli bir altharmonik fonksiyon; yani Az>0 oldugunu kabul edelim. K; ile
()?I,J—cz,f3,...,fn) merkezli R yarigaplt n-boyutlu bir yuvart tanimlayalim ve smirmi Cy ile
gosterelim. Denklemi

n

Z(xk "fk)z =R?,

k=l



olan Cy kiiresinin yiizey alani1 Sy ile gosterilir. @, sadece n’ye baghh mutlak bir sabit olmak

lizere
Sk = @R’

yazilmasi uygun olur. Mesela ;=27 w;=4x dir. dS, (n-1) boyutlu yiizey alan elemani

olmak iizere (7 - 1)- katli integral ile altharmonik fonksiyonlarin ortalama deger teoremi

1

U(fl,fz ,...,J_Cn)s EV‘RTI—

c{uds (12.7)

Cr

esitsizligi ile tanimlanir. (1.2.7)’nin ispati aynen (1.2.6)’da verilen metotla yapilabilir.
Harmonik fonksiyonlar i¢in ortalama deger teoremi ve n-boyutlu altharmonik fonksiyonlar igin

maksimum prensibi (1.2.7)’nin dogrudan sonuglaridir.
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I BOLUM

2.IKINCI MERTEBEDEN ELIPTiK OPERATORLER iCIN MAKSIMUM PRENSIBi
2.1.1kinci Mertebeden Eliptik Operatorler

Bu béliimde

n 62
30, (5, %y0%,)

1,7=1 axiaxj

formundaki ikinci mertebeden diferansiyel operatorler incelenecektir.

& &
ox,0x,  ox,ox,

denkliginden dolay:

1
a, =§(a,.j +aj,.)

olarak tanimlayabilir ve yukaridaki diferansiyel ifade

n 2
£= > a,(x;,%,,%55000%,) g a,=a, ij=1,2,3,....n (2.1.1)

. © ij ji®

= O, 0%,
olarak yazilabilir. Diger bir ifade ile genellemeden bir sey kaybetmeksizin ikinci mertebeden £
operatdriiniin katsayilarinin simetrik olmasi genelligi bozmaz [1]. Biz bu genellemeyi devamh

kullanacagiz.

Tamm 2.1.1. (2.1.1) operatériine x= (x;,X,,...,%,) noktasinda eliptiktir denilebilmesi i¢in

gerek ve yeter bir sart, tiim reel (£,,£,,...£,) n-lileri i¢in

Ya,®EE Z p® ). E 2.1.2)

i,j=1 i=1
olacak sekilde pozitif bir x(x) niceligi bulunmasidir. Eger D 'nin her bir noktasinda eliptik ise £

operatoriine D bdlgesinde eliptiktir denir. Eger (2.1.2), D nin her bir noktas1 i¢in saglantyor ve
D’deki her x i¢in u(x) > y, olacak sekilde pozitif bir u, sabiti varsa £ operatorii D ‘de diizgiin
eliptiktir. Matris dilinde eliptiklik sart1,

11



a,; a4y a4,
a; 4y Ay
A(x)=
\anl anz ves a,m )

matrisinin her bir X noktasinda pozitif olmasmi gerektirir.

Simdi £ formu tizerinde g¢esitli koordinat doniiglimlerinin etkisini inceleyelim.

Koordinatlarin
V= 2.6%;, =1,2,3,....1 (2.1.3)
=1

seklinde bir lineer doniislimii
y=Cx

matris formunda yazilabilir. Bu esitlikte x ve y , nx1 tipinde matrisler olup, C ise nxn tipinde

(¢y) matrisidir. nxn tipindeki C matrisinin ortogonal oldugunu sSylemek i¢in elemanlan

i 1 j=k ise i
D, = 0 i%k iso] Jk=1,23,...n 2.14)
i=l

ancak ve ancak bagntilarini sagliyorsa nxn tipindeki C matrisi ortogoneldir denir.

S cuc, = ! I=iisel o 3m (2.1.5)
R 1 i#jise

sartinin (2.1.4) sartina denk oldugu kolaylikla gosterilebilir. Gergekten C’nin transpozesi C” ,ve

inversi C"' ile gosterilirse ortogonellik kriterleri, (2.1.4) ve (2.1.5) bagmntilarinmn
c'=c'
esitligine denk oldugunu gosterir.

Tamm 2.1.2. Ancak ve yalniz C = (c;) matrisi bir matris ise (2.1.3) doniigiimiine bir rotasyon

veya ortagonal bir déniigiim denir.

Simdiki sonug, bir operatoriin eliptikliginin ortagonal koordinat doniistimlerinden

etkilenmedigini ifade etmektedir.

12



n 2
Teorem 2.1.1. £= Za.. 0

operatorii eliptik olsun. O zaman (2.1.3) ortogonel doniisiimii altinda £ operatorii

n
by =Y. a,c,c, ki=12,...n
i,j=1
olmak iizere,
n 62
by
kl=1 a.)’k 6)’1

seklini alir. Ayrica (2.1.7) operatorii eliptiktir.

. oy,
Ispat: OL =¢; oldugundan £ operatdriine zincir kuralini uygular ve

X .

J

n 62

IJZ—»] d axax i,f k0=l i aykayl

(2.1.6)

@.1.7)

esitligini elde ederiz. (2.1.6) bagntilar1 ile B=(b;;) matrisi tanimlamirsa (2.1.7) formundaki £

elde edilir. (2.1.7)’nin eliptikligini kurmak igin herhangi bir (&,,&,,&;,...,&,) n-lileri goz

oniine alalim ve

Zn:bklézkfl = iazy"ckié:kczjé

k=1 i jskod=1
yazalim.
n
n = Z Culi
k=1
seklinde tanimlayarak

Zbklgkgl = Zaij‘ﬂiﬂj

k=l i, j=l

yazabiliriz (2.1.2) eliptiklik sart1 ve (2.1.5) yardimiyla

Zbklé:ké:l 2 4 ’0277177:
k=1
= u(x) chszch'fl
ide =1

13



=mmiﬁ

bulunur.
Uyanlar 2.1.

i) Koordinatlarin ortogonel bir doniigiimii altinda sadece eliptiklik degil aym1 zamanda
H(x) niceliginin de degismedigine dikkat edilmelidir.

i) Bir operator diizgiin eliptik ise herhangi bir ortogonel doniisiimden etkilenmez.

iif) Anlatilan tarzda zincir kuralinin uygulanabilmesi ig¢in C’nin elemanlarinin sabit

olmas: gerekir.

iv) Sabit katsayilt bir operator bir noktada eliptikse, o zaman r-boyutlu uzaym

tamaminda diizgiin eliptiktir. Ozel olarak laplace operatorii her yerde eliptiktir.
Lineer cebirden bilindigi gibi, herhangi bir A =(a;) 6zel simetrik matrisi igin,
B = (by)
7
b, = Zc,.kak,cj, L,j=1,2,.,
k=1
ya da buna denk olan
B=CAC'

bir diyagonel matris olmak iizerebir C = (c;) ortogonel matrisi bulunmasidir. Yani B matrisi
i#]ise

b,j =0

ozelligine sahiptir. B’nin diyagonelliginde by, elemanlari (a;) orjinal matrisinin 6zdegerleri ve
(cy)’nin satirlarnin lineer doniigiimiine karsihik gelen lineer doniistimiin, 6zvektdrler olarak

isimlendirilir.

Ozel bir X noktasinda diyagonallestirirsek biitiin reel (77I ,772,,...,77n) n-liler igin
Dby (XM=Y by (X) 1 2 4 (R) Y e
kJ k=1 k=1

elde ederiz. Buradan biitin b,, (X) diyagonel elemanlarmm pozitif oldugu sonucu ¢ikar.

Gergekten

by (X)2z p (%)
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esitsizligi saglamir. Ayrica £ eliptik degil ise herhangi bir pozitif u (X )sayis1 igin esitsizlik
saglanmaz. Eger saglanirsa ters doniisiim orijinal operator igin bir esitsizlige denk olur ki bu da

eliptiklikle ayn1 anlamdadir. Bundan dolay: £ operatérii eliptik degil ise b,, (X)6z degerlerinin

en azindan biri pozitif olmamalidir.

Farz edelim ki; £ orjinal operatdrii 6zel bir X noktasinda diyagonal forma

doniistiiriilmiis olsun. Bu noktada

£= b,
Z,,cx)ay

i=] i

yazilabilir. $imdi bir uzamadan olusan ikinci bir koordinat déniisiimiinii uygulayalim.
1
VB, )

alalim. Orjinal {x;} koordinatlar1 cinsinden,

z, = k=1,2,3,..,n (2.1.8)

\/_Zc,gx _Z W%, k=1,2,3,..n

yazabiliriz. £ operatSriinde

n 62
Z__

2
i 0z,

£

formunda bir yap1 olusturulur. (2.1.8) doéniistimii yalniz biitiin b, (X)’ler pozitif oldugu zaman
yapilabilir. $imdi asagidaki sonug ifade edilebilir.

Teorem 2.1.2. [kinci basamaktan bir £ operatérii yalniz ve yalmz bir lineer donistimii oluyorsa

o zaman X noktasinda eliptiktir.
zk=2d,g.xj, k=1,2,3,.,n
=1

Boylece X'te £ operatodril {z;} koordinatlarinda Laplasiyon olur.Yukaridaki denklem bizim her
yerde (dy) matrisini sabit bir matris olarak kabul ettigimiz vurgulanmalidir. Bu indirgeme

formiilii biitiin tanim bolgesinden ziyade 6zel bir X noktasinda olusur.

2

o, O
L+h)=) a, +) b—+h
UZ‘I Toxox, T o,

J : 4
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operatorii X ’de eliptik olmast igin yalmz ve yalniz

£= Za‘faxéx

i,j=1

operatoriiniin X noktasinda eliptik olmasidir. Eger £, D’de diizgiin eliptik ise (L + /) operatorii

D’de diizgiin eliptiktir. £ operatorii L + 4’1n temel kismi olarak isimlendirilir.

Teorem 2.1.3. Genel bolgelerde incelenmis olan ikinci basamaktan operatorler i¢in maksimum

prensibi ve esas 6zdeger kavramlarinin Rieman manifoldlarina genisletilmesi bulunabilir [2].

2.2. Ikinci Mertebeden Kismi Tiirevli Denklemler I¢in Maksimum Prensibi (E. Hopf

Maksimum Prensibi)

Bir D bolgesinde

Lul= Zay +Zb —>0 (2.2.1)

ij=1 i i=1

kesin diferansiyel esitsizligini ele alarak , L’nin D’de eliptik oldugunu kabul edelim. Eger u bir

X =(X,,X,,...,X,) noktasinda bir yerel maksimuma sahip ise ¢ok degiskenli fonksiyonlar ile
ilgili bilgilerden X’de lineer bir doniisiimle x,,X,,...,x, koordinatlarindan elde edilen herhangi

bir z,z,,...,Z, koordinatlar i¢in,

2
ﬁ=0 ve a—<0 k=1,2,...,n
oz, 0z,
oldugunu biliyoruz. Ozel olarak L’ nin temel kism1 £, z-koordinatlarinda laplace operatérii ise
bu taktirde (2.2.1) X’de saglanmaz. L eliptik oldugu zaman X’de £ laplace operatorii olacak
sekilde lineer bir koordinat doniigiimii bulmak miimkiindiir. X noktalarirmi D’de bulmak

miimkiindiir. L eliptik ise bir D bolgesinde (2.2.1)’i saglayan bir # fonksiyonu bir D’bdlgesi

iginde bir maksimuma sahip olamaz [3].

Bir boyutlu durumda oldugu gibi maksimum prensibini L[#]’nun sagladig1 kesin

olmayan bir esitsizligi icerecek sekilde genisletebiliriz.

Teorem 2.2.1. L diizgiin eliptik operatér olmak iizere bir D bélgesinde  u(x,,x,,%X;,...,X, ),

Lu]l= Za,j(x) +Zb (x)—>0

ij=1 j i=1
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diferansiyel esitsizligini saglasin ve a; ve b, katsayilarn diizgiin smirh oldugunu kabul

edelim.Eger u fonksiyonu, D’nin bir noktasinda M maksimumunu aliyorsa o zaman D’de
u= Mdir.

ispat: D’ nin bir P noktasinda » = M oldugunu ve D’nin diger bir Q noktasinda #<M oldugunu
kabul edelim. Bir ¢eligki kuracagiz. D blgesinde Q ‘dan P’ye giden bir y yay1 gizelim.

Sekil 2.1

y lizerinde # = M olan ilk noktay: R ile gosterelim. BSylece Q ve R arasinda y pargasi iizerinde

u<M ve u(R) = M dir. D’ nin smm igindeki herhangi bir nokta ile ¥ nin herhangi bir noktasi
arasindaki uzakligin en bityiik alt sinir1 @>0 olsun. R ; é—d den daha az bir uzakliktan ¥ nin QR
pargast olan bir P, noktasin diisiiniiyoruz. Ve <M olan P; merkezli en genis yuvan
olusturalim. Bu yuvar (X ile adlandirtlan) —;—d ’den daha az yarigapa sahip olacaktir. Ve béylece

D’nin iginde yer alacaktir. K’nin @K smiri iizerinde # = M olan bir nokta S olsun. Bdyle en az

bir nokta olmalidir. Tamami X i¢inde kalan ve S’de 6K’ya teget K; yuvarini olugturalim.,

Sekil 2.2

Kyin smirm 0K ile gosterelim. Ki’in iginde u<M olduguna dikkat etmeliyiz. Ve 0K;’in

iizerinde bulunan tek nokta S’de » = M olur. K;’in yarigapini1 7 olarak gtsterelim. Diger bir yap1

1 -
olusturuyoruz. 0K, siirh ve 7, =—r; yarigapl bir X, yuvar1 S merkezli olarak ¢izilir.
2 =50 y p
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2

3K,

Sekil 2. 3
K, igindeki ve K, iizerindeki 8K, kismin1 C, ile gosteririz. Bdylece C, yiizeyi 0K, ve 0K;’in
kesisimindeki sinir1 kapsar. 0K, dig kismindaki 0K, nin diger pargasini C; ile gosteririz.
C 2 kapah kiimesi iizerinde #<M oldugu &yle bir § >0 sabiti i¢in C 2 {izerinde,
usM-¢,

dir. Smirl kapali bir kiime tizerindeki siirekli bir fonksiyon maksimumunu alir. Gergeginden bu

sonug ¢ikar. Diger taraftan her yerde u < M oldugundan, biliyoruz ki C; zerinde,
usM,

dir. K yuvarmin merkezi X = (X,,X,,...,X,) ile gosterelim

’ai(xt";‘;)z 5
Ax)=e ™ —e ™ 2.2.2)

a’ nin belirlenecek olan, uygun bir sabit oldugu yardimci fonksiyonu tanimlariz. Boylece
220, K,de
z=0, OK;’in iizerinde
z<0, K7’in disinda

oldugu agiktir.

-ai(xl*;r)z
Liz}=e ™

4052 iaij(xi —fi)‘(xj _’—Cj)—zai[aii +bi(xi '"55:')]}

ij=1 i<l

yazabiliriz. L operatSriiniin diizgiin eliptikliginden dolayi

S0, (5 —%)(x, — %) 2,3 (5~ %Y

i,j=1 i=l
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olur. K, 'de
i(xi _)_Ci)2 > l"12
i=l1 4

oldugundan K5’de x igin

Lizlzqe ™

Y (5 -a)? "
2 {a/uor - 22 [ati +b,(x, - 55:)]}

=l
sonucuna ulagiriz. Yeterince biiyiiklitkteki « se¢imi ile K, iginde
L[z]>0,

elde ederiz. Teorem 1.1 ispatinda oldugu gibi

0<e< 3 5
l-e™
olacak sekilde segilecek bir € ile
w=u+é&

fonksiyonunu belirleyelim. w fonksiyonu agagidaki &zelliklere sahiptir.

N C 2 lizerinde w<M dir. Bunu gérmek i¢in ncelikle

-
0<z<]l—e™

olduguna dikkat edelim. Dolayisiyla C, tizerinde &2<¢ ve u<M-¢ oldugundan esitsizliklerin

taraf tarafa toplamlari ile C, iizerinde w<M oldugu goriiliir.

if) C, tizerinde w <M dir. BuC, iizerinde z < 0 ve her yerde <M oldugundan ortaya

cikar.

iif) K, nin merkezi olan § noktasinda # = M dir. Bu ifade S noktasmnda v = M
hipoteziyle ve yine S noktasinda z = 0 yapistyla dogrudur.

D), i), iii) 6zelliklerini temel alarak w maksimumunu, K, yuvarmn i¢ kisminda bir

yerde alir. Diger taraftan X,’de
Liw] = L[u] + €l[z] > 0

dir. Boylece L eliptik ise K, nin iginde higbir noktada maksimum olusamaz.Bir geliskiye

ulagiimigtir ve ispat tamamlanmugtir {3].
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Teorem 2.2.2. L, D’de diizgiin eliptik 2< 0 ve L’nin katsayilari ile /2 sinirli olmak lizere u,
(L+m)[u]=0

diferansiyel esitliini saglasm. Eger u negatif olmayan bir M maksimumunu D’nin bir ig

noktasinda aliyorsa o zaman # = M olur.

Yardimei fonksiyon z ve & pozitif niceligi ayni1 gekilde tanimlanmak iizere Teorem

2.2.2°nin ispat1 tamamen Teorem 2.2.1°deki yontem ile yapilir.

Teorem 2.2.3. L’nin diizgiin eliptik oldugu bir D bolgesi iginde u fonksiyonu,

Llu]= Za”axax Zb —>0

i,j=1 i=1

esitsizligini saglasin. D iginde u# < M ve bir P sinir noktasinda #=M oldugunu kabul edelim. P

noktasmnin D bolgesindeki K, yuvarmnm s iizerinde oldugunu kabul edelim. Eger w,

ou
DU P’de siirekli ve P noktasinda disa yonelmis = tiirevi mevcut ise bu taktirde ¥ = M

olmadik¢a P noktasinda

dur.

Ispat: Teorem2.2.1.’in ispatinda izledigimiz yolu izleyecegiz. Gerekirse K; biraz daraltilarak
1
0K ’in biitiinityle D U P ’de oldugu kabul edilir. X;’in yarigap: r; olmak iizere; P merkezli Erl

yaricapli X, yuvarini olugturalim. (Sekil 2.4.), (2.2.2)’de tarif edilen z fonksiyonu yeterince
biiyik o se¢imi ile K;’de saglar. Fonksiyon
w=u+gz
seklindedir. Teorem 2.2.1°e gore u, M’ye denk olmaz ise o zaman sinir {izerinde P noktasinda
harig, K; iginde u<M dir. Biliyoruz ki, X;’in sinirinda z=0 dir. Segtigimiz yeterince kiigiik &>0
ile Kj’de olan K>’nin simirinin pargasindaw < M dir. O zaman (sekil 2.1.4).’de gosterilen tarali
bolgenin tiim smirmmda w< M dir. L[w]>0’dan dolay1 bu bdlgede P’de olan w’nin
maksimumundan w(P)=M dir. Bu nedenle P’de

ov v 6v
dir.

20



Sekil 2.4

Simdi gdsterecegiz ki, P’de gv{ <0 oyle ki o noktada % >0 dir. X koordinat

sistemimizin orjini olmak iizere X ’den 6klit sistemine ait uzaklig1 » ile ifade edelim ve

z=e -

segelim. O zaman
0z =

Foh —20x,e -

ve
=5
;i p
olur. Bundan dolay:
0z

= =2are™ y vn, <0
o &

dir. Bu nedenle % > 0 olarak bulunur ve teorem ispatlanir.

Teorem 2.2.4. L, Teorem2.2.3.’deki operatésr ve D bolgesinde A(x)<0 olmak iizere u

fonksiyonu,
L+W[u]=z0

esitsizligini saglasmn. Kabul edelim ki; D’de u<M, P smir noktasinda u=Mve M >0 dir. P’nin
D igindeki bir yuvarin siirinda oldugunu kabul edelim. Eger », DU P ’de siirekli ise D iginde

u = M olmadik¢a P’de »’nun disa yonlii tiirevi pozitiftir.
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L BOLUM

3. IKINCi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN KISMi TUREVLI ELIiPTIK
DENKLEMLER ICiN MAKSIMUM PRENSIBI

3.1. Lineer Olmayan Operatorler i¢cin Maksimum Prensibi
Lineer diferansiyel operatorler igin olusturulan bir takim sonuglar lineer olmayan
operatdrleri kapsayacak sekilde genisletilebilir. u(x), a <x < b aralig lizerinde
u'+H(x,u,u)=0 3.1.1D)
lineer olmayan denklemin bir ¢6ziimii olsun.

OH(x,y,z) 0H(x,y,z)

H b 2 2
(x,5,2) > .

fonksiyonlar1 x, y, z’nin tanim bolgelerinde siirekli fonksiyonlar olduklarini kabul edelim.

Ayrica her x, z igin
H@xy,2)SHMX y22) Y12y, (.12)

oldugunu, ya da buna denk olan

esitsizligi kabul edelim.
H(x, u, u") = glx)u' + h(x)u—fx)
ise (3.1.1)’in bir lineer esitlik oldugunu goriiliir. (3.1.2) sart1 bu durumda /(x) < 0 olur.
w(x)’in (a,b)’ de
w"t+ H(x, w, w) 20 (3.1.3)
diferansiyel esitsizligini sagladigini kabul edelim.
v=Ew-—u

fonksiyonunu goz 6niine alarak (3.1.3)’den (3.1.1)’i ¢ikarirsak

v'+ HQ,w,w)—Hx uu)=20

buluruz. Yukaridaki H’a ortalama deger teoremini uygulayarak
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v"+ﬁv’+a—Hv20
oz oy

bulunur. 0H/0y ve OH/9z ifadeleri 0 ve 1 arasindaki bir o degeri ile
(x, u + o{w-u), u'+ a{w’— u")) noktasinda hesaplanir. v fonksiyonu lineer bir egitligi saglar ve

maksimum prensibi uygulanabilir. Béylece asagidaki sonucu verebiliriz.
Teorem 3.1.1. H, 0H/dy, OH/0z siirekli ve 0H/Oy < 0 olmak iizere; a < x < b aralif1 igin
w'"+ H(x, w, w)2u"+ Hx, u, u) 3.1.4

esitsizligi saglansin. w(x) — u(x) fonksiyonu (a, b) araliginda negatif olmayan bir A/ maksimumu

alirsa,
w(x) - u(x)= M
denkligi saglanir.

H, x ve z’ye bagli fakat y’ye bagli degilse (3.1.4) esitsizligini degistirmeksizin w’ye
herhangi bir sabit eklenebilir. Bu durumda Teorem 3.1.1°deki A’ nin negatif olmadig: varsaymmi

kaldirilabilir

Teorem 3.1.2. 06 < E—, 0<Lg< 7 Ve @ ile ¢ her ikisi birden sifir olmamak iizere u(x)

2 2
u"+ Hx,uu)=0, a<x<bigin (3.1.5)
—u'(a)cos@+u(a)sinf = y,,
' . (3.1.6)
u'(b)cosg +u(b)sing =y,,
I, 0H oH . R
smir deger probleminin bir ¢oziimii olsun. H, —, FZ— fonksiyonlarimin siirekli olduklarin:

ve % <0 esitsizliginin saglandigini kabul edelim.Eger z, (x),
z/+H(x,2,,2,)<0
—z,(a).cos@ +z,(a).sinf 2 y,
z,(b).cosg +z,(b).sing > y,

esitsizliklerini ve z, (x),

zy + H(x,2,,2;) 20
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—z,(a).cos@+z,(a).sinf < y,
z5(b).cos¢+z,(b).sing < y,
esitsizliklerini sagliyorsa, o zaman
Z, (X)L ux) < z,(x)
alt ve iist sinirlan gegerlidir.

Bu teorem (3.1.6)’daki smir sartlarini saglayan (3.1.5)’in ¢6ziimiiniin tek olmasi
gerektigini gOsterir. Ciinkil # ve # ise u=#% denkligini bulmak i¢in z, =z, =% esitligini
alabiliriz. Teorem 3.1.2°nin (3.1.5)’in bir ¢6ziimii i¢in sayisal bir smir elde etmek icin nasil

kullanilabildigini g&steren bir 6rnek verecegiz.

Ornek 3.1.1. u"-w’ =0, 0<x<1 denkleminin
w(0)=0,u(1)=1
siir sartlarini saglayan u(x) fonksiyonunun ¢dziimii i¢in sinirlar bulalim .
2, =x, Zzj= x 52
esitliklerini segelim. Boylece

72/-z =-x* <0

-2 = - G-V3)2 _ 303312 5

olur. Bundan dolay1
2 <y < x

esitsizliklerini bulunur. Simdi baglangi¢ deger problemi i¢in de bir yakinsaklik teoremi elde
edebiliriz.
Teorem 3.1.3. u#(x) fonksiyonunun

u"+ Hx u,u)=0 (3.1.7

denklemini ve

u(a) =vy,, ula) =y, (3.1.8)
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baglangi¢ sartlarinin saglandigini ve H, %;{, %—I fonksiyonlarmin stirekli olduklarini ve

oH <0 oldugunu kabul edelim. z, (x),

z +H(x,z,,2)) 20
z(@zy, 7@zy,
esitsizliklerini ve z, (x),
zy+ H(x,2,,2;) <0
@£y, @)=y,
esitsizliklerini sagliyorsa, o zaman
Z, ®) +v, - (@ 2ux) < 2 (x) +y, -z(a)
zy () 2u'(x) < z{ (x)
alt ve iist sinirlar elde edilir.

# (3.1.7) ve (3.1.8)’in varsayilan diger herhangi bir ¢8ziimii olmak iizerez, =z, =4

secilmesiyle (3.1.7) ve (3.1.8)’den bir u ¢dziimiiniin tekligi ¢ikar. BSylece # = u bulunur.
3.2.ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Eliptik Operatorler i¢cin Maksimum Prensibi

Daha once (3.1) de maksimum prensibinin lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin
cesitli sonuclarini elde etmek i¢in kullanilabildigini g6stermistik. Simdi ayni metotlar: lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri ile ilgili bilgi edinmek i¢in uygulayabiliriz
F(x, y, u, p, q, r, s, f) sekiz degiskenli siirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger D’
nin her bir (x,y) noktasinda

ou(x, y) ou(x, y)
u=uxy),p=—r"-9~ >
_ouxy) | _du(xy) ,_du,y)

xt oxdy oy’

(3.2.1)

ifadeleri F de yerine yazildifinda verilen f{x,y) fonksiyonuna esit oluyorsa, D bolgesinde

ou ou 0*u O*u 0O’u
?a;_:'éy_aaxz aaxayaayz)=f(xay) (322)

F(x,y,u,
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kismi diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii iki degiskenli bir u#(x,y) fonksiyonudur.

Ornek 3.2.1. F=(1-pr+ (1 + gDt + 1 yi segilirse ilgili diferansiyel denklem

ou\' |0%u ou\ |0 .
':1—(5) }Ex—z'l'lil'i-(a;) }a—;+l—f(x,y) 3.2.3)

seklinde bulunur. Eger £* +7° > 0 olmak iizere tim (&,n) reel say1 giftleri igin, (3.2.2) ile

verilen degerler ¥’ de uygulandifinda

oF ., OF oF ,
T Ep+—n* >0 324
or 4 a5 &n o n ( )

elde ediliyorsa, (3.2.1) denklemine bir (x,y) noktasinda 6zel bir # fonksiyonuna gére eliptiktir
denir. (3.2.1) denklemi D bélgesinin her bir noktasinda eliptik ise bu denklem D bolgesinde

eliptiktir denir. Lineer olmayan bir denklem bazi # fonksiyonlar: igin eliptik olabilir ancak

digerleri i¢in olmayabilir. Mesela (3.2.3) esitligi <1 seklindeki # fonksiyonlar1 igin

ou
X

eliptiktir. Aksi durumda eliptik degildir. Elbette (3.2.1) lineer ise (3.2.4) {in sol tarafi #’dan
bagimsiz olup, eliptiklik sadece D’ nin herhangi bir (x,y) noktasindaki F'nin karakterine
baglidir.

Lineer olmayan eliptik denklemlerin  maksimum prensibini sagladig: durumlar

belirlemeyi istiyoruz. (3.2.1)’in bir ¢dztimiiniin «(x,y) oldugunu ve w(x,y) fonksiyonunun da

ow ow ’w 0*w O’w
’ax’@’axz ’axay,a)/z

F(x,y,w )< f(x,p)

diferansiyel esitsizligini sagladigini kabul edelim.
v(xy) = ux.y) — w(x.y)
fonksiyonunu olusturup, kismi tiirevler i¢in alt indisleri kullanarak
F(,y, 1,0, Uy, U Uy 1) — F(X,Y, W, Wi, Wy, Wi, Wi, W) 2 0

esitsizligini goz Oniine alalm. Cok-boyutlu analizin ortalama deger teoremini yukaridaki

esitsizligin sol tarafina uygulayalim. Sonug olarak

oF é%v (oF\ 8%*v (oF) é*v (oF) ov (8F) év (oF
— | =+ = tH—| =5+ —| =+ —| —+ =—|v20 (325
or J, 0x Os ), Ox0y \ Ot ), Oy op),x \0q),0 \ouj,

bulunur. Burada sifir alt indisi
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Uy =w+ 0(u-w), Do =Wy + 8u,—wy), go =wy + O(u, - w)),
Fo - W T Oth— Wyy) , 80 = Wxy T O(thyy— Wyy), Lo - Wiyt 6(1— W)

olmak {izere (x, ¥, us Po qo o So lp) noktasinda tiirevlendigini gosterir. Burada 6 = 6(x,y)
sayisi, sifir ile her bir (x,») noktasi arasindaki bir sayidi. D’deki her (x,y) noktasi igin
0<é<lolmak iizere biitiin 6w + (1-&)u seklindeki fonksiyonlar igcin F'nin eliptik olduunu
kabul edelim. Oyleyse (3.2.5) v fonksiyonu igin lineer eliptik diferansiyel bir esitsizliktir. v sabit

degil ve
(@) <0
ou J,

saglaniyorsa v fonksiyonu D bolgesinin herhangi bir noktasinda negatif olmayan bir

maksimuma sahip degildir.
Teorem 3.2.1. D bélgesinde tanimlt
F(x, y, t, ty, thy, Uy, Uy, tyy) = fX,))
esitlifin ¢6ziimii u#(x, y) fonksiyonu olsun ve 0D iizerinde,
u=g
olsun. D iginde zve Z
Fxy.2,2,2,7..2.,7,)) Sfxy) SF(X,Y,2,22 2y, Zx0 250 Zyy) (3.2.6)

ve 0D iizerinde z(x,y) < g(x,y) < Z(x,y) esitsizliklerini sagladigin1 kabul edelim. 0 < 8 < 1 olacak
sekilde her bir 8 sabiti i¢in F fonksiyonunun D’de u + 6(z -u) ve u+6(Z -u) ifadelerine gore

eliptik oldugunu ve D i¢inde %E <0 oldugunu kabul edelim. Bdylece D iginde
u

2(x,y) < Uxy) S Z(x.y)

esitsizligi saglanir. Genellikle # bilinmeyen fonksiyon oldugundan  Teorem 3.2.1°i
uygulamadaki zorluk, 6z + (1-@)u fonksiyonlarinmn istenen smif iginde F’nin eliptikligini
kurmaya ¢aligmada ortaya gikar. Bunun ile birlikte bu zorlugun ¢6ziimlenebildigi durumlarda

vardir. Simdi bir 6rnek verelim.

I'’nun x-y diizlemi iizerindeki izdiisiimii konveks olan ve ii¢ boyutlu uzayda z
yoniindeki her bir dogruyu en fazla bir kere kesen basit kapali bir egri oldugunu kabul edelim.
I"uzay egrisini geren minimum alanli bir yiizeyin var oldugu gosterilebilir. Bu yiizeyin

denklemi z = u(x,y) olup, u fonksiyonu,
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(1 + 82 Yt — 2uttytty + (1 + Ul Yty = 0 (3.2.7)

lineer olmayan esitligini saglar. 3.2.7°deki tanimlamada bu minimal yiizey denklemi
F=(1+¢)r-2pgs+ (1 +pHt=0

yapisindadir. (3.2.4) eliptiklik sart1

FE +Fén+Fn® =(1+¢)¢ -2pgén+(1+ p*)n’

DA I (3.2.8)
=&+ +(qé-pn)” >0

ifadesine doniigiir. Boylece her &2 +12>0 esitsizliginin saglandig1 her yerde (3.2.4) saglanir.

Boylece minimal yiizey denklemi daima eliptiktir.

Herhangi bir sabit (3.2.7)’yi sagladifindan, z ve Z’yi sabit olarak alarak Teorem 3.2.1
minimal yiizey denklemine uygulanabilir. 6—50 oldugunda herhangi bir minimal yiizeyin
U

maksimumunu ve minimumu sintr {izerinde olmas1 gerektigi sonucu ¢ikar. Yani ylizey alanin
miimkiin oldugunca kiigilk olmas: durumunda minimal bir yiizey dikey bir ¢ikinttya sahip
olamaz. Herhangi bir lineer fonksiyonun (3.2.7)’ nin bir ¢6ziimii oldugundan da I'" sinir egrisinin
altinda herhangi bir diizlemin {izerinde tamamen yayilan bir minimal ylizey bulunur . Aym
sekilde bu minimal yiizey I" {izerinde bulunan herhangi bir diizlemin tamamen altinda kalabilir

Yani minimal bir yiizeyin i¢ini kesen herhangi bir diizlem ayni zamanda sinirim da kesmelidir.

Minimal yiizey egriligi ve ¢6ziimleri uzun bir zamandan beri g¢aligilmaktadir.

Maksimum prensibi yardimiyla elde edilen ézellikler i¢in ikinci bir 6rnek olarak

2, A2 5? 2
in‘.gy‘j —(axa”y) =f(x,) (329)

.....

Monge-Ampere probleminin 6zel bir durumudur. (3.2.4) de verildigi gibi eliptiklik kriterlerini

uygulayarak &% —2s&n+rn*>0 esitsizligini elde ederiz. Boylece ya (3.2.9) ya da

(3.2.9)"dan elde edilen esitligin (-1) ile garpilmas1  7¢ - §° pozitif oldugu siirece eliptiktir. D’de
fxy)>0

kabul edersek (3.2.9) D ‘deki biitiin ¢6ziimler igin eliptiktir. Biitiin # + 8(z-u) fonksiyon ailesine
gore (3.2.9)’un eliptikligini kurmak genelde zordur. Mesela

Z=%+%(x2+y2), z=%—~;—(x2+y2) (3.2.10)
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fonksiyonlarinin her ikisi K: x* + y* < 1 diskinde

*u 0’u [ Ou ? _1
ox* oy* | oxdy

esitligini saglar. Ve 6K iizerinde hem z hem de Z nin sinir dederi 1°e egittir. Béylece Mongo-
Ampere esitligi i¢in Dirichlet probleminin tek bir ¢dzlime sahip olmadigmi goriiliir. Ayrica

u = z oldugunda Teorem 3.2.1 saglanmaz. Denklem z ve Z ye gore eliptik olmasina ragmen

%(z + Z) ’ye gore eliptik olmadigindan teoremin sartlar1 kargilanmaz
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IV.BOLUM

4. DORDUNCU MERTEBEDEN ELIPTIK OPERETORLER ICIN MAKSIMUM
PRENSIBI

4.1. Dérdiincii Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler I¢in Maksimum Prensibi

Eger u kapali bir 1 aralig: iizerinde C* smifindan reel degerli bir fonksiyon ve #, I
araliginin iginde u"'20 esitsizligini sagliyorsa bu taktirde %’nun maksimum prensibini sagladig
iyi bilinmektedir. Daha kesin olarak eger # maksimumunu I araliinn bir i¢ noktasinda aliyorsa,
bu taktirde #, I iizerinde 6zdes olarak sabit olur. Bununla birlikte bu sonug, yiiksek mertebeden
esitsizlikleri saglayan fonksiyonlar igin dogru degildir. Ornegin, I=[1,1] ve u=-x" segersek,
wnun #V20 esitsizligini sagladigi ve maksimumunu x=0’noktasmnda aldig: ¢ikar. Benzer
sekilde u= x* aym esitsizligi saglar ve maksimumunu x=0noktasinda alir.

u, [a,blaralig {izerinde C’sinifindan reel degerli bir fonksiyon olsun. #’nun

u20 , xe(ab)
u(@)20 , u'()<0
esitsizliklerini sagladiini, bundan bagka minimumunu bir x;€ (a,6) noktasinda aldigini kabul

edelim. Bu taktirde #, [a,b] aralif tizerinde 6zdes olarak sabittir.

Simdi bu sonucun daha genel dordiincii mertebeden diferansiyel esitsizliklere

uygulanabildigi genisletilmesini verecegiz.

Bundan bagka ekstremumun alindigi u¢ noktalarda »'” fonksiyonunun isareti hakkinda

bilgi veren ug noktalar yakininda bir ekstremum prensibi elde edecegiz.

Kabullerimizi formiile ederek esas sonuglarim ifade edecegiz. Ayrica,sonuglarin bir

anlamda miimkiin olanlarin en iyisi olduklarini géstermek iizere karsit 6rnekler de verecegiz.
Simdi esas sonuglari ortaya koyan iki teorem verelim.

Teorem 4.1.1. ue C*(a,b)N CYa,b]fonksiyonu

u® + g(x)u" + h(x)u" 20, x € (a,b)
4.1.1)
u'(a) 20, u'(b)<0

diferansiyel esitsizliklerini saglasin. Burada verilen g(x) ve A(x) fonksiyonlar1 (a,6)’nin kapal

her alt araliginda smirlidirlar. Eger,
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w(x)>0, xe [ab]
w'tg(ow' +h(x)w<0, xe (a,b)

olacak sekilde bir w € C*[g,b] fonksiyonu mevcutsa bu taktirde u dzdes olarak sabit olmadik¢a

(a,b)’nin bir i¢ noktasinda minimum deger alamaz [4].
Teorem 4.1.2. uc C*(a,b)N C*a,b] a ve b de tek tarafl: iigiincii tiirevlere sahip ve
uPrgyu"+h(xu">0 , xe (ab)
ula@=0, «(b)=0

sistemini saglayan sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Burada verilen g(x) ve A(x) fonksiyonlar

(a,b)’nin her kapal arahigi iizerinde sinirhidirlar, Simdi,
w(x)>0, xe [a,b]
w"+g(xw’ +h(x)w>0, xe (a,b)
wi{a)=0, w'(bd)=0

sistemini saglayan bir w € C*[a,b] fonksiyonunun mevcut oldugunu kabul edelim. Eger u

e

minimum degerini x=a noktasinda aliyorsa, bu taktirde #'''(a) <0, eger # minimum degZerini

x=b noktasinda altyorsa bu taktirde u""'(5) >0 dir [4].

Uyan 1. Minimum s6zciigiinli maksimum sozciigii ile yer degistirmek iizere, #’yu

bulunduran tiim esitsizlikler ters gevrilirse 6nceki sonuglar saglanmaya devam eder.

Uyan 2. Eger(a,b) tizerinde A(x) <0 ise, bu taktirde w(x)=1 fonksiyonu Teorem 4.1.1.

ve 4.1.2.°de belirtilen istenilen esitsizlikleri saglar.

Uyan 3. Asagidaki ornekler (4.1.1.)in ilk esitsizlifinde diigiik mertebeden terimlere

kisitlama getirilmedigi zaman Teorem 4.1.1.%in yanlis oldugunu gosterirler.
Gergekten, u= -sinx fonksiyonu minimum degerini x=2/2’de almakla beraber

u-u=0, x € (-7z,2rx)
u'(-mr)=1, u'Rr)=-1

bagintilarini saglar. Benzer gekilde uygun segilmis a ve b igin # = —e” sinx
u+4u=0 , xe (ab)

u(a@)>0 , u'(h)<0
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sistemini saglamakla beraber minimum degerini (gergekte, bir negatif minimum) bir x,€ (a,b)

noktasinda alir. Nihayet,
W tu=0 , xe (ab)
u(@)>0 , u'(h)=0
sistemleri minimum degerlerini uygun se¢ilmis @ ve b icin (a,6)’nin bir i¢ noktasinda alan

x
+—
=-e 2sin—Xx ¢dziimlerine sahiptirler.

Uyan 4. Eger sinir sartlart ya u(a)>0 , #'(6)<0 ya da #'(a) 20 , #'()<0 ile yer

degistirildikleri zaman Teorem 4.1.2 genel olarak yanlistir.
uM =0, xe (0,1
#'(0)=2, ' (1)=0

sartlarinin saglayan u=1-(x-1)° fonksiyonu minimum degerini x=0 noktasinda almakla birlikte

u""'(0) =0’dir. Benzer sekilde,
=0, xe (-1,0)
u'-D=3, «'(0)=0

sartlarinin saglayan u=x’-4 fonksiyonu minimum degerini x=-1 noktasinda almasmna ragmen
u"(-1)=6"drr.

Simdi yiiksek mertebeden kismi tlirevleri gostermedeki kolayliktan ve yaygin kullanim
sekli oldugundan dolayi; x=(x,,x,,X;,...,x,) bir nokta ve u(x) fonksiyon olmak iizere u(x)

fonksiyonunun birinci mertebeden kismi tiirevini

olarak ve laplace operatriinii

olarak ve
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seklinde gosterecegiz.

4.2. Dirdiincii Mertebeden Yarn-Lineer Eliptik Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

i¢cin Maksimum Prensibi

u Fonksiyonu D diizleminde
Nu+p(x,y)fw)=0 4.2.1)
denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Burada A Laplace operatorii, o pozitif yer fonksiyonu ve fde
sfis)=0 (42.2)
bagintisini saglayan bir nokta fonksiyonudur.

D diizleminde yeteri kadar diizgiin bir 0D ile sinirlt bslge ve w’da D’de (4.2.1)’in bir

C* ¢6ziimii olsun.
O =u,u; —ulu (4.2.3)
tanimlayalim.
AD = (u,u, —ulu) ;

=2u u,; +2u,u,; — Aulu)
=2u u , + puf () — (Au)?
elde edilir. Iki boyutta
= (Au) +20us, —u u,)

oldugundan

AD =u u,; + puf (W) +2(u,, —u u,)

i My
AD = (u,, —u,) +4u’, + puf (u)

elde edilir. Sonug olarak, eger £, (4.2.2)’yi sagliyorsa o zaman @ altharmoniktir [5].

Teorem 4.2.1. f (4.2.2)"yi sagliyor ve #, (4.2.1)’in D de bir C* ¢6ziimii ise, (4.2.3) ile verilen

@, maksimumunu 0D iizerinde alir.
D iginde 7(x, y) > 0, Ar< 0 ve (4.2.1)’in bir ¢6zilimii # olmak iizere,

w=t" [u,,u,i —uhu]
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alalim.

w=1"®,7>0 ve AD =0 oldugundan
Ay +2t7 7t + 17w (A7) 20
sonucu elde edilir. Bu esitsizli§i saglayan y, 6D iizerinde maksimum alir.

Lemma 4.2.1. 3D iizerinde # = 0 ve u, D’de C? sinifindan ise, D’nin bir S altbdlgesinde

uAu < 0°dir.
Ispat: Farzedelim ki, D’de uAu > 0°dir. Ug durum s6z konusudur.

Birinci olarak D’nin tamaminda Az > 0 ve u > 0 oldugunu kabul edelim. D’de Au > 0 olmasi,
w’'nun 0D {izerinde maksimum almasini gerektirir. Buradan D iginde # = 0 soncuna varilir.
ikinci olarak D’nin tamaminda Au < 0 ve u < 0 oldugunu kabul edelim. D’de Au < 0 olmasi

u’nun 0D lizerinde minimum almasini gerektirir, buradan D’de # = 0 sonucuna varilir.

Ugtincit olarak D'c D iizerinde Au >0, u > 0 ve D - D' lizerinde Au <0, u < 0 oldugunu kabul
edelim. Mantikli bir diigiinme ile bir ve ikinci durumlardan D iginde  # = 0 oldugu sonucunu

¢ikaririz. Sonug olarak D nin tamaminda #Au > 0 olmas1 miimkiin degildir.

C* sintfi gozoniine alindiginda », D’de (4.2.1)’i saglar ve 8D tizerinde » = 0°dir. D’nin

bir S altbolgesi i¢in lemmadan

©>20
sonucu ¢ikar. |Vu| v = A{gx‘Vﬂ olmak iizere ve Teorem 4.2.1°den,
ulu > —|Vu|i4

¢ikar. uAu’nun negatifligi hakkinda alt yaklagim yazabiliriz.

Teorem 4.2.2. Eger f, (4.2.2)’yi sagliyor ve 8D iizerinde u = 0, (4.2.1)’in bir C* ¢oziimii ise, 4,

D’nin alan1 olmak {izere
[|vu]* dxay < %]wﬁl 4

yazilabilir.

Ispat: 8D iizerinde u = 0 oldugundan dolay:
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_[uAudz' + ﬂVulzdr = Ju%S
D D oD an

Green 6zdesliginden
[Ivaf dr = - [usudz
yazabiliriz. Teorem 4.2.1°den
Vel — e <|Val?,
dir.

L[Vulz dxdy — LuAudxdy < L]Vul; dxdy
UVu’z dxdy + Lqu‘z dxdy < {Vuﬁl L dxdy

L]Vulz drdy < %|Vu|j4 A

elde edilir. Simdi,
A%u + px, y) flu) =0, D de

u=0, Au—gq, %u_ =0, JD iizerinde 4.24)
7

lineer olmayan Dirichlet 6zdeger problemini g6z 6niine alalim. Burada f (4.2.2)’yi sagliyor, D

konveks ve ¢; birinci 6zdegerdir. Teorem 4.2.1°den biliyoruz ki, @, 0D iizerinde bir P

noktasinda maksimum alir. E.Hopf un maksimum prensibi [3]’den @ sabit olmadikga

%%(P) >0 (4.2.5)
dir. ®’de
V| = ou
on
yazmakla
2
@ =2 —uAu
17
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elde edilir. Buradan

2
o o w0
on on on* on on

bulunur. Sinirda # = 0 oldugundan

2
oD _oudu_ oy, (4.2.6)

on onon’ om

elde edilir. Bundan baska sinirin komsulugundan 6ne siiriilen normal koordinatlarla

2
au=2Y @2.7)
on on

yazabiliriz. Burada £ sinirin egriligini gostermektedir. (4.2.6)’da (4.2.4) ve (4.2.7) kullanilarak

od ou ou ou| ou ou
=2 g ——k— |- —| ¢, —
on on 611 on| Onm on

op
n (6?1) L9: = 2K]

bagintis1 elde edilir. (4.2.5)’den g;- 25> 0 veya

q, 22k, k, = ng)m k

sonucuna varilir.

Teorem 4.2.3. Eger u, (4.2.4)’lin bir c ¢Oziimii ise, 0 zaman k,, smirin egriligindeki minimum

olmak tizere q; > 2k, dir.

Au+p(x,y)f(w)=0, D'de

u=0, gu_ =0 , 0D lzerinde (4.2.8)
n

sinir deger problemini g6z oniine alalim.

Teorem 4.2.4. Eger f (4.2.2)’yi sagliyorsa (4.2.8)’in var olan sifirdan farkh klasik ¢dziimii
yoktur. Af0)=0ise, # =0, (4.2.8)’in bir ¢6ziimiidiir.

Ispat: (4.2.3) ile tarif edilen ®’yi ve w’nun asikar olmayan ¢6ziimiiniin varhigini kabul edelim.

O zaman (4.2.8)’in sinir sartlar1 ve Teorem 4.2.1°den D’de
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oldugu goriiliir.
2
LIVu| dxdy — LuAudxdy <0
olur. Green 6zdesliginden

LIVu|2 dxdy + L|Vu|2 dxdy <0

LIVuIdedy <0

sonucu ¢ikarilir. Teorem 4.2.2°den '[)IVul2 dxafyS%qul;A oldugunu biliyoruz. Netice

olarak D’de IVul =0 olusu ve siireklilikten D woD’de u=0’dir. Bu bulmaya ¢alistifimz
sonugla gelisir. Simdi

A%u + p(x, y) flu) = 0, D’de

u=0, Au=0, 0D tizerinde (4.2.9)
sinir deger problemini gdz Sniine alalim. Burada D’nin konveks oldugu kabul edilmektedir.

Teorem 4.2.5. Eger £, (4.2.2)’yi sagliyorsa, (4.2.9)’un sifirdan farkli klasik ¢oziimii yoktur.
Eger f0)=0ise u=0,(4.2.9)’un bir ¢éziimiidiir.

Ispat: Teorem 4.2.4°de oldugu gibi (4.2.3) ile tarif edilen ®’yi ve #’nun asikar olmayan

¢oziimiiniin varligini kabul edelim. O zaman ®, 8D itizerinde bir P noktasinda maksimum alir.
Hopfun ikinci maksimum prensibinde ya D UdD’de @ sabittir ya da %CB(P) > (°dur.
n

. 00D

1. Durum: Farz edelim I (P) > 0°dir. (4.2.6)’dan ve (4.2.9)’un sinrr sartlarindan
n

oo _ s
on  onon’

bulunur. (4.2.7)’den ve (4.2.9)’un sinir sartlarindan
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bulunur. Buna gore

2
o _ _2;,(2”_)
on on

2
elde edilir. D konveks oldugundan %4 > 0’dir. Dolayisiyla —Zk(—gz) <0’drr. Bu ise
n

kabuliimuizle ¢eliskiye diiger.

2. Durum: ®@’nin DUOD’de sabit oldugunu kabul edelim ve bu sabiti de C ile gosterelim. Bu

2
taktirde 6D {izerinde (%} =C oldugu c¢ikir. DD ve ®=C oldugundan 0D iizerinde

n
oo e e s ..
2 =0 yazabiliriz ki birinci durumdaki incelemeden
n

o0 _ —2kC?
on

elde ederiz. Sinir iizerindeki siirekli dénen tegete sahip konveks bir bélge i¢in £ =0 olmaktadir.

Ayrica C# 0 olmaktadir, ¢linkii eger C =0 ise bu takdirde ]Vu’ y =0 olup Teorem 4.2.2 ve

Teorem 4.2.4°deki diisiince tarzi ile D iginde # = 0 sonucuna variriz. Dolayisiyla @ = C

miimkiin degildir [6].

Bagka g6z Oniine almmacak bir durum olmadigindan asikar olmayan ¢6ziimiin var

olmadif1 sonucuna variriz.

Simdi do6rdiincii mertebeden lineer olmak zorunda olmayan bir diferansiyel denklem

icin agagidaki teoremin ifade ve ispatin1 verelim.

Teorem 4.2 6. C pozitif bir sabit, fu) pozitif, azalmayan diferansiyellenebilir fonksiyon olmak

tizere eger, u = u{(X;,%,,...,X,)
A*u+ CRu) =0 (4.2.10)

kismi diferansiyel denkleminin sabit olmayan bir ¢oziimii ise ve 8D iizerinde Au = 0 ise, o

zaman bir xy € 0D ve her x € D igin
(x| > ()] (4.2.11)

dir [7].
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Ispat: Au=w ve Aw =- C flu) (4.2.12)

sistemi (4.2.10)’un sabit olmayan ueC* (D) N C* (D ) ¢Oziimiinii saglar.

u(x)
$(x)=2C [fwydv+w’ (42.13)

tarif edelim. (4.2.13)’tin &’ya gore iki defa tiirevini alirsak
$o =20 (), +2ww,
$ow =201 Wl + 201 (o +2W% +2w W,
elde ederiz. Her a = x; {izerinden toplam alirsak,
AL =2Cf" (u(x)}VuI2 +2Cf (u(x))Au + 2|Vw|2 + 2wAw 4.2.14)
bulunur. (4.2.12)’yi (4.2.14)’de yerine yazarsak
A¢ =2Cf (u(@))Vi|* + 2w’

elde edilir. f(x) 2 0°dan A > 0 olur. Ama u sabit olmadigi igin AC # 0’dir. Bundan dolay, &
sabit olmayan altharmonik fonksiyondur. {(x)’in D’nin herhangi bir i¢ noktasinda maksimum

alamayacag) altharmonik fonksiyonlarin maksimum prensibinden ¢ikar.
Yani her x € D ve bir x, € 0D igin

o) > L) (4.2.15)

olur. (4.2.15)’den
(xa) 5 ) 5
2C f F)dv +(Au(x,))? >2C f FW)dv +(Au(x))
¢ikarilir. Bununlar birlikte Au(x,) = 0°dan dolay1
2 [ v >2C [ f)av + (bu)) >2C [ fw)av
elde edilir. C > 0°dan dolayi,

|u(xo )l > Iu(x)l

bulunur. Bu, ispat1 istenen sonugtur.

39



Ornek 4.2.1. ANu+cu=0
diferansiyel denklemini g6z Sniine alalim. Eger ¢ < 0 ise
u = sinx . siny
fonksiyonu, D : 0 <x < 7 0 <y < wkaresinde
Nu-4u=0
denkleminin bir ¢oziimii olup #, 0D lizerinde,
Au=10

sinir gartini saglar. Acikca |u| maksimumunu bir i¢ noktada alir.

4.3. Dordiincii Mertebeden Problemler

Genelde baglantili olarak elde edilebilir, maksimum prensibine uygun durumlar
bulunmadigindan ikinci mertebe veya daha yiiksek mertebeden denklemleri kapsayacak sekilde
genigletmeleri bekleyemeyecegimiz agiktir. Ancak bir takim benzer sonuglar ispat edilebilir.

Once [6]’de verilen bir sonuca bakalim.

Teorem 4.3.1. D diizlemsel bolgesinde # fonksiyonu, A’ = 0 esitligini saglayan yeterli

diizgiin bir fonksiyon olmak lizere
P=|Vi|’ —uhu

fonksiyonu maksimum degerini 0D fizerinde alir. Ispata gegmeden once bir lemmay:

ispatlayalim

Lemma 4.3.1. Yeteri kadar diizgiin herhangi bir v fonksiyonu igin,
Nv,v, 2 (Av)?
esitsizligi N boyutlarinda saglanir.
Ispat: £ ‘na bagl
O&) = v, —eAvs, Jv,, —Av8, )20
quadratik formunu g6z 6niine alalim Q(& ) diskriminant1 pozitif olmamalidir.Yani,

(Avv,,.ké‘,.k )2 SV (Av)2.6 16
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yazilabilir ancak
Vyly =Av ve 6,6,=N
olmalarindan dolayt Nv, v, = (Av)? esitsizligi bilunur.
Ispat: Lemma 4.3.1 yardimiyla
P, =2u,u,—u,Au—-ulu,
AP =2u o, +2u 4u, —(Au)® —2u, (Au) , —ul’u
=2u u, —(Au)> 20
esitlikleri elde edilir. Béylece maximum prensibi, Teorem 4.3.1°i gerektirir.

Artik Teorem 4.3.1 gesitli yollardan genisletilebilir. Tlk olarak D’de
Nu+ p(x,,x,) f(u)=0 4.3.1)
denkleminin ¢6ziimlerine genisletelim. Asagidaki sonug [6]’den elde edilmigtir.

Teorem 4.3.2. p > 0, D < E* de Ap < 0 ve herhangi s igin sf(s) > 0 olmak iizere , Teorem

4.3.1’in yeteri kadar diizgiin bir ¢6ziimii olsun bu taktirde D’de P < 0 olmadik¢a
1 2
P==\Vu| —utu
yo,
fonksiyonu @D tizerinde maksimumunu alir {8]..

Ispat: Bilinen iglemleri yaparsak

P, = —[%"{JQVL{F - uAu)+ %(Zu_,ku’i —u  Au—u(Au), )

AP = A(%]GVulz — b+ 2V(-:;JVQVu]2 - uAu)+%AQVu]2 —ubu)

buluruz. Bu esitliklerden faydalanarak

w54

yazabiliriz. Simdi Lemma 4.3.1 yardimi1 ve p, f{u) lizerindeki kabullerimizle

2]0Vu|2 - uAu)+%AQVu|2 —uAu)
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A(jVu]2 - uAu)= 2u u , —(Au)? —ulu
=2u 4, —(Au)* + puf () 2 0

buluruz. Ayrica kabullerimizden dolay:

2
L) ode( L] =L
P P P
ifadesini elde ederiz. Boylece D iginde P
AP —2pv(iJVP+-‘§£P >0
P P

ifadesini saglar. Teorem 4.3.2 ifadesi derhal ¢ikar. p = sabit ise Teorem 4.3.2° deki ““D’de
P < 0 olmadik¢a’’ sart1 ihmal edilebilir.

Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2°de incelenen P fonksiyonlar: ikinci mertebe problemler
i¢in incelenenler ile yakindan ilgilidir. Bunun ile birlikte Payne tarafindan verilen daha

karmagik olan durumlar simdiki sonugta incelenmistir [9].

Teorem 4.3.3. D c E" olmak iizere u fonksiyonu p =1, f <0 sartlari ile (4.3.1)’in yeteri

kadar diizgiin bir ¢dztimi olsun

(Aw),, = max Ay

esitligini alalim. Bu taktirde

2D oy Au+ N2 auy
N+2 2AN+2)

P=u,u, —VuV(Au)— ff (»)dy -

fonksiyonu maksimum degerini 8D {izerinde alir.

Ispat: P’nin Laplasiyeni

AP =2(Au) ju; +2u u, - ]V(Au)l2 —-2(Au) juy
2(N-1)

——=(A A2
N+2 () K

— VuV(Au) - f(@)Au— f'@)|Va|* ~

N-4
(N +2)

+ (AzuAu +[V(aw) )

2N -1)

Vi f@law),, —Au]

6
= 2u’,.jku’,.jk “‘le(AU)lz -
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ile verilir. Au)< 0 oldugundan (4.3.1) diferansiyel esitlifinden Az’nun altharmonik oldugu
cikar boylece D’de

Au < (Au)y 43.2)
esitsizligi saglanir.

AP igin olan ifadede #’nun iiglincii tiirevleriyle olugan terimlerin toplami negatif

olmadig1 gosterilmelidir. Bu agagida verilmistir.

Lemma 4.3.2. DcE" olmak iizere v keyfi bir C(D) fonksiyonu olsun. O zaman

3
v’,.jkv,,.jk 2 m'V(AV)I2 (43.3)

esitsizligi saglanir.
Asagidaki ispat [9]’daki orijinal ispatindan daha kisadir.

Ispat: Keyfi bir ysayis1 igin

Z[v,ijk ~7(Av) 6, +(Av) ;6 +(Av), 6,.}.]2 >0

i,7.k
yazabiliriz. Bu esitsizlik
Vi — 67V ()| +3* (N +2)|V(au)| 20

esitsizligine indirgenebilir. Buna ilaveten y’ya gére verilmis kuadratik ifade i¢in diskriminant

sartt (4.3.3)’e esittir. Bu, Teorem 4.3.3 iin ispatin1 tamamlar.

Teorem 4.3.3°de verildigi gibi iki boyutta P,
1
P=u,u, -VuvV(Au)- f F)dy— Z(Au +2(Au),, )Au (43.4)
seklini alir. », p =1 sartiyla (4.3.2a)’nin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda (4.3.3) teoremi

1 2 1
P< xggx(uyuy = (Au)” - EAu(Au) M )
seklinde ifade edilebilir ki, bud = max aDlAu|2 olmak iizere yeniden

u ju; — VuV(Au) - f f)dy - % (Au + (Aw),, )’ <52 (43.5)

seklinde yazilabilir.
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[uyuyde = [(Au)*ax

1%;
gercegi kullanilarak (4.3.5)’ in integrasyonu 0D iizerinde u# = a—u =0 ise
n

%L(Au)zdx— L( [ f(y)ary)arxs%a2 A (43.6)

esitsizligini verir. Burada 4, D’nin alanidir. ¢ > 0 olmak iizere fu) = - ¢ oldugunda uygulama
5.2’nin sabit bir yiik altinda sinirda gerilen ince elastik bir levhanin denklemi olarak

yorumlanabildigi ortaya ¢ikar. Buradan
cLudx = L(Au)zdx
yazilabilir ve boylece (4.3.6) , 6 ve 4’ ya gore tabakanin potansiyel enerjisine bir smir olan

L(Au)z dx < %52 A (4.3.7)

esitsizligini verir. 8D lizerinde u = 6— =0 ise
n

_Lu,juydx = L(Au)z dx

bagintisinin ¢ikariimasini gosterelim.
1 AQV z)dt = VuV(A
5 ul” e =u yu, + VuV(Au)

esitligini yazabilir ve Green teoreminden

1 2 1¢ 0 2 0%u ou
> [ AQvy )dx—gtiDa(IVul Y= 27 3, =0

buluruz. Boylece
0= [uyu,de+ [ Vuv(Au)dr= [ uu,dx- [ (Auy*dx

sonucu ¢ikar. (4.3.1) denkleminin o =1 olmas: halini son sonug olarak verelim.

Teorem 4.3.4. D c E" bolgesinde f” () < 0 olsun .O zaman

P=u,u, —VuV(Au) +

~4
_ff( )y + 2(N svin &
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fonksiyonu maksimum degerini 0D iizerinde alir.[9]

Ispat: Dogrudan bir hesaplama ile

AP =2(Au) , +2u yu , ~|V(Au)| ~ VuV(Au) - 2(Au) ju,,
N-4

N+2

ik

N-4 ,
+ m(f(u)Au + £V )+

(Aquu +|V(Au)| 2 )
esitligi bulunur. Lemma 4.3.1 ve p =1 sartiyla (4.3.1) diferansiyel esitligi yardimiyla D’de
' (u) <0 oldugundan

2 , 2
APZ—N+2f(u)[Vu| >0

esitsizligi bulunur. Bu ifade de Teorem 4.3.4°li gerektirir. 0D iizerinde wu, % =0 sartim

sagliyor ise

P< E%T)dz (4.3.8)
esitsizligini elde ederiz ve D iizerindeki integral ,
I(Au)zdx <lsry
I 2
esitsizligini verir. Fakat N < 4 ise
u yu ; ~VuV(Au) < 6 (4.3.9)
esitsizligini elde etmek igin, Teorem 4.3.4° de P’nin son iki terimini ihmal edilebilir.
AVU|* =2u ju , +2Vuv(Au)
oldugundan (4.3.9)’dan D’nin iginde
A(Vy*) 2 267 (4.3.10)
esitsizligini elde edilebilir. ¥, D iginde
Ay~1,
oD tizerinde
= (43.11)
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olan ¢oziim olsun.

Buradan 0D iizerinde IVMI2 =0 olup, dolayisiyla. (4.3.10) ve maksimum prensibinden

Vi <262y (4.3.12)

esitsizligi bulunur. Ozel olarak p( N =2 ) i¢ gemberin yarigap: olmak iizere
2 o’
v =max,|Vu|  <26%,, <5? 5 (4.3.13)

esitsizligi elde edilir. Bu boliimde verilen bazi sonuglar ve uygulamalar [9]’da aynen vardir.
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V. BOLUM

5. UYGULAMALAR

5.1 Sikistirilan bir sivi akasi

Sikigtirilabilir sivilar akis: galigmalarinda ortaya ¢ikan

[ (grady |- W )W w20 0 W oH p (grady |-y 2w =0 (5.1.1)

denklemini inceleyecegiz. Akis hizinin x ve y bilesenleri

1 1
(=Wyr—y) (5.1.2)
P P
. A |grady/| .
ile verilmigtir. Herhangi bir noktada ¢ hizs ———— dir. p basincmin  p yogunluunun
P

dea

bilinen bir fonksiyonu oldugu kabul ediyoruz. Bu durumda g bagmntist p o ya esit olup,
fol

Pol dp
adw|?=2p [~ 2.4
lgrady|*=2p pfpdp o

’nin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

P, sabiti sonsuzda belirlenen sartlarla belirlenir.

1 dp 1 dp dp 2 _dp
4 d dp-2p2 —2p(g? -2
( ){ fpd } pJ:pdp p=2p7 =20 =)

oldugundan q2<3—p oldugu siirece p igin Bernoulli bagintisini lgradl//] ‘nin tek-degerli bir
fo]

fonksiyonu olarak ¢dzebiliriz. Boylece u (Igrad l,ul) fonksiyonu q, q2<—g—‘l1 olacak gekilde
p

yeteri kadar kiigiik oldugunda tanimlanir. Sesin bolgesel hizinin Z—p oldugu gosterilebilir.
\/ o]
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Bu nedenden q2<g£ icin olan bir akiga subsoniktir denir. |g1*aa’l//|2 =p’q*’yi ve
fo]

dp

2 9p oldugunu hatirlayarak q2<d— esitsizligini
fol

dwh=p2 %2
#(|grady|=p’—

|lgrady|* < u (|grady|) (5.1.3)

seklinde yazabiliriz.
(5.1.2y’deki hiz vektorii, akis gizgileri olarak bilinen w = sabit egrilerine tegettir.
w =y (x) fonksiyonu akis fonksiyonu olarak adlandirilir.  =a ve y =b gibi iki akis ¢izgisi

arasinda birim zamanda gegen kiitle b-a dir.
L1 (|grady|»-y 31 &2y & n+ p((grady|)-y 2] n?
= [ p(|grady])-|grady|] . (77 + (WL +y,n)

2[ p (|grady]y-|grady| )&%+ n?)
ifadesini yazabiliriz. (5.1.3)den dolayi1 (5.1.1) denklemi her subsonik akisa gore eliptiktir.

Simdi maksimum prensibinin (5.1.1) denklemine uygulanabilen bir uygulamasini

verelim. 1ki kati duvar ile simirli sonsuz bir kanaldaki subsonik bir akis: inceleyelim. Yeterli
genislikteki sa§ ve sola uzakliklar igin yanilxl degerleri i¢in duvarlarin x eksenine paralel

dogrular oldugunu varsayalim.

Sekil 5.1

Toplam kiitlesel akist A ve akis fonksiyonu iy olarak kabul ederek alt duvarda y=0’1 ve iist

duvarda y =A’y1 segebiliriz x —> [ o iken akisin diizgiin hale geldigini kabul ediyoruz.
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Ozellikle sekil 5.1°den gosterildigi gibi duvarmn dogru pargalarmin denklemlerini y=a;, y=a,
Jy=b,, y=b, olarak belirterek y’ye gore diizgiin olarak
y—b

Y7 im y )ALl (5.1.4)
a4, —a o b, —b,

lim y (y)=A

oldugunu kabul edebiliriz.

(5.1.1) denkleminin solundaki ifadenin y ’nin ikinci tiirevlerine gére lineer olduguna

dikkat edelim. Bu tiir bir denkleme kuasilineerdir denir. Bu ikinci tiirevlerin katsayilarmi x ve

y’nin sabit fonksiyonlart olarak diisiiniirsek { ’in daha diigiik mertebeli terimi olmayan lineer

eliptik ikinci mertebeden diferansiyel denklem sagladigini goriiriiz. Boylece E.Hopf ( 5. ve 7.)
teoremleri uygulanir. Ozellikle tim kanalda 0<y <A’dur.

Kanali D ile ifade ederek D’nin alt sinir duvarinin sonlu bir pargasmnin yiiksekligini
arttirarak elde edilen D’nin bir alt bélgesi olan ikinci bir D; kanal diisiiniiyoruz. Bu degisken

kisim Sekil 5.1°de kesikli bir ¢izgi ile gosterilmektedir.

w1, y ile ifade edilen orijinal akig gibi aym A toplam akigmni tagtyan D; kanali
boyunca (akan) subsonik bir akigla uygun olan akis fonksiyonu olsun. y , boylece D; alt
duvarinda =0 ve D;’in tist duvarinda y ;=A smir sartlart olan D,’deki (5.1.1) diferansiyel

deklemi saglar.y , fonksiyonu ayrica (5.1.4) sartlarin1 da saglar.

(5.1.1) denklemi kuasilineer oldugundan y ve y ; igin olan esitligin arasindaki farkin
Lo (grady| ] v -w et 20 20 (W - s
Hp(|grady] )y y-v )y
HW W 0y ¥ =Wy ), 0, 1 —v),
W+ - vy - ),

+ Ay [ugrady)) - w(grady, ] =0

seklinde yazabildigini buluruz. Ortalama deger teoremini son terime uygulayarak (y - ). ve
(w-w 1)y nin lineer bir kombinasyonu elde edilir. Bu sekilde y -y ,’in lineer eliptik bir

denklemi sagladigim buluruz. Simdi E.Hopf'un ( 5. ve 7.) teoremlerini y -y, farkmna
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uygulayabiliriz. D,’in iist duvarinda -y =0 ve D;’in altduvarinda y -y ;>0 olduBunu
buluruz.Ayrica
lim (y-y1)=0
x>
dir ve D) iginde
>y,

oldugu sonucuna variriz. Ortak smir duvarlan iizerinde ¥ =y oldugundan DN 0D

{izerinde

oy v, (5.1.5)
on On

esitsizligini buluruz.,
Simdi D’de 0<iy <A olup, Ust duvar iizerindey =4 dir. Dolayistyla @ist duvar

oy

0
fizerinde 79—>0 olup ayni sekilde orada 71//1—>0 dir. Boylece (5.1.5) iist duvarda
n n

[grad lr”l[ >lgrad y/l oldugunu gosterir.q hizmin Igmd l//[ ’nin artan bir fonksiyonu oldugunu

oy,

gostermek zor degildir. D ve Dy’e ait olan duvarin bir pargasinda (Z—l// <6_ <0 esitsizligini
n n

buluruz. Sonug olarak alt duvarin ortak alt kism1 {izerinde
1<q
olur.

Bu durum duvari bir kismini igeri alarak bir kanali daraltmanin karsi duvardaki hiz1

artirdi@1 fakat igeri alinan duvarin degismeyen kismindaki hiz1 diistirdiigtinii gostermektedir.

Uyarilar 5.1.1 Yukaridaki karsilastirmada sadece (5.1.1)’deki esitligin kuasilineer oldugunu ve
w ye gore eliptik oldugu gergeklerini kullandik. [z (] grad lﬂl )] fonksiyonu (5.1.1)deki

esitlifin tammlandig: biitiin fonksiyonlara gére eliptik olmadig1 durumda da sonug gegerli olur.

Ozellikle ikinci y | ¢6ziimiine gore eliptik olmak zorunda degildir [1].
5.2.Teorem 4.3.2°nin Bir Uygulamasi

ANu+pf@)=0 D < E? niniginde

ou (5.2.1)

u=—=0 oD {izerinde
on
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ve

(5.2.2)

Nu+pf(u)=0 D c E? nin icinde
u=Au=0 oD tlizerinde

problemlerini inceleyelim. [6] ve [11]’de belirttigi gibi agagidaki sonug Teorem 4.3.2’den elde

edilir.

Sonug 5.2.1. Eger p> 0, Ap < 0 ve sf(s) = 0 ise problem (5.2.1) ve (5.2.2) problemleri konveks
bir diizlemsel bélgede agik olmayan hicbir ¢6ziime sahip degildir.

Ispat: Teorem 4.3.2 ye gore her sabit olmayan ve negatif olmayan P maksimumunu 8D
tizerinde almalidir. Fakat 0D iizerinde k egriligi pozitif olarak kabul edildiginden kolayca
((5.2.2) durumu)

2
o —Zk(—a}i) <0
on on

esitsizligi elde edilir. Bundan dolay1 D’ de P = sabit ya da P < 0 dir. Eger P bir sabit ise P =0
yani |Vu| =0 dir. Sonug olarak sadece u=sabir=0 tek ihtimaldir. D’de P<0 durumunu

gostermeliyiz. Fakat P <0, D’de
'Vul2 —ulAu <0
esitsizligi olmasini gerektirir. Boylece D’de
uhu>0

esitsizligini saglamak zorunda olacaktir. Boylece

HDde u>0ve Au>0

i)D’de u<0 ve Au<0

iiyD'cD’de u<0ve Au<0ve D\D'de u>0 ve Au> 0,

durumlan ortaya ¢ikar. 0D iizerinde # = 0 oldugundan maksimum prensibi i) ve ii)
durumlarinda u = 0 olmasim gerektirir. iii) 0D {izerinde u = 0 ve D' {izerinde ve D’de u=0

olmasin1 gerektirir.

Eger u, (4.3.22) bir ¢dziimii ise Teorem 4.3.2’nin dogrudan uygulanmasiyla D’de

IVu]'2 —uAu <0
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esitsizligini elde eder ve D iizerinden integrallendikten sonra bir ¢eliski olan
2{|vaf ax <0

esitsizligi bulunur. Yani D ‘de u = sabit = 0 olmalidir [10].

Singiiler katsayili veya lineer olmayan dordiincii mertebeden eliptik denklemler ile

ilgili maksimum prensipleri i¢in [12],[13],v.b. ¢alismalara bakilabilir.
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