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OZET

Bu tez calismasi alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde; ¢alisma boyunca kullandigimiz temel tanimlar, teoremler ve bazi

esitsizlikler verildi.

Ikinci boliimde; klasik dizi uzaylari ve literatiir 6zeti verildi.

Ugiincii boliimde; A" -yakimsaklik ve A" -smirlilik kavramlari tanimlandi, Kklasik

anlamda yakinsaklik ve sinirlilik ile aralarindaki iliski incelendi.

0, (AM), c(A™), c,(a™) ve £ (A") (0<p<o) mutlak olmayan tipten yeni dizi
uzaylar1 tanimlanip bu uzaylarin bazi topolojik 6zellikleri verildi.

Dordiincii bolimde; ¢, (A™), ¢(A™), c,(A™) ve £ (A") (0< p<w) uzaylarmm

kendi aralarindaki kapsama bagntilar1 verildi. Ayrica bu uzaylar ile klasik dizi uzaylar

arasindaki kapsama bagintilar1 incelendi.

Besinci boliimde; bu uzaylarin a—, - ve y — dualleri hesaplandi.

Altinc1 boliimde; tanimladigimiz uzaylardan bazi klasik dizi uzaylarina matris siiflari

karakterize edildi.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylari, BK-uzaylari, Schauder bazi, «—, f— ve y- dual,
Matris doniisiimleri, Mutlak olmayan tipten dizi uzaylari.



SUMMARY

A -convergence of m-th order and some new sequence spaces
This thesis consists of six main chapters.

In chapter one; basic definitions, theorems and some inequalities which we used in our

thesis are introduced.

In chapter two; classical sequence spaces and literature data are examined.

In chapter three; A™ -convergence and A" -boundedness are defined and relationship
of these notions with ordinary convergence and ordinary boundedness is examined.
The spaces ¢, (A"), c(A"), c,(2"), £,(A") (0< p <o) which are non-absolute

type new sequence spaces are defined and some topological properties of these spaces are

introduced.

In chapter four; some inclusion relations between ¢, (A™), c(4"), ¢,(4"), (,(A")

(0 < p <) spaces are introduced. Furthermore, inclusion relations between these spaces and

classical sequence spaces are investigated..

In chapter five; o—, f— and y —duals of these spaces are computed.

In chapter six; some matrix classifications of these spaces into some classical sequence

spaces are characterized.

Key Words: Sequence spaces, BK-spaces, Schauder basis, «—, f—, y—dual,
Matrix transformations, Sequence spaces of non-absolute type.
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SEMBOLLER LISTESI

: Reel sayilar ciimlesi

: Kompleks sayilar ctimlesi

: Dogal sayilar ctimlesi

: Reel ya da kompleks terimli biitiin dizilerin uzay1

: Sinirh dizilerin uzay1

: Yakinsak dizilerin uzay1

: Sifira yakinsak dizilerin uzay1

: Yakinsak seri olusturan dizilerin uzayi

: Sinirlt seri olusturan dizilerin uzayi

. p . dereceden mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzay1
. A sonsuz matrisinin bir X dizi uzayi tizerindeki etki alani

: Fark operatorii

M. mertebeden fark operatorii

a. mertebeden kesirli fark operatorii

F : Dogal sayilar ciimlesinin biitiin sonlu alt ctimlelerinin ailesi

(X:Y): X ’den Y ’ye tanimli matrislerin ciimlesi

Vi



1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, ¢alismamizda kullanacagimiz temel tanimlar, teoremler ve esitsizlikler

verilecektir.
Tamm 1.1. X # O bir ciimle ve K reel ya da kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+: XxX > X, KxX—>X

doniisiimleri asagidaki sartlar1 saglarsa X ciimlesine K iizerinde bir lineer uzay denir.

Vx,y,ze X ve a,f€C igin

L1) X+y=y+X

L2) (X+Y)+z=x+(y+2)

L3) x+ 6 =X olacak sekilde bir tek 8 € X vardur.

L4) Her bir x e X i¢in X+ (—x) = @ olacak sekilde bir tek (—x) € X vardir.
L5) 1.x =X

L6) a(x+Yy)=ax+ay

L7) (ax+ B)x=ax+ X

L8) a(Bx) = (af)x

dir.

Teorem 1.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay ve Y < X olsun. Her vy,,y,eY ve

a,f K igin ay, + Y, €Y oluyorsa, Y ’ye X uzaymin lineer bir alt uzay: denir.

Tanim 1.3. Tanim ciimlesi N dogal sayilar ciimlesi olan fonksiyona dizi denir. Deger
cimlesi R reel sayilar ciimlesi olan diziye reel terimli, C kompleks sayilar ciimlesi olan

diziye de kompleks terimli dizi ad1 verilir.

Tamim 1.4. Reel ya da kompleks terimli biitiin dizilerin ctimlesini W ile gosterilir. Bu ciimle
dizilerin toplama ve skalerle ¢arpma islemine gore bir lineer uzaydir. W ’nin her bir alt vektor

uzayina dizi uzay1 denir.

Tamim 1.5. X bos olmayan bir climle olsun. d : X x X — R fonksiyonu igin,

i  d(xy)=0,
(i)  dixy)=0=x=y,



@iii)  d(x,y)=d(y,x) (simetri 6zelligi)
(iv)  d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (icgen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa d ’ye X ’de bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay denir. [4]

Tamm 1.6. (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt climlesi olsun. A nin kapanig1 X ’e

esitse, yani A= X ise A’ya X ’de yogun denir. X sayilabilir yogun bir alt ciimleye sahipse
X ’e ayrilabilir denir. [4]

Tamm 1.7. X bir vektdr uzay: olsun. |.||: X > R dniisiimii asagidaki sartlari saglarsa bu
déniisiime bir norm, (X,|.]) ikilisine de bir normlu uzay denir. Her x,ye X ve a skaleri
icin

(i) x| =0

(i) |X|=0=x=06

(@i x| =[]

V) [x+y[<]x|+[y]
dir. Eger (iii) yerine (iii)* |laX|=|e|"||X| alinirsa X bir p -normlu uzay olur. [1]

Tanim 1.8. X bir normlu uzay ve (x,), X ’de bir dizi olsun. Eger

lim|x, x| =0

n—o

olacak sekilde bir x e X varsa (x,) dizisi X ’de yakinsaktir denir. [1]

Tamm 1.9. X normlu bir uzay ve (x,), X ’de bir dizi olsun. Eger her ¢ >0 igin m,n>n,

iken
X, — .|| < &
olacak sekilde n, =n,(&) sayisi varsa (X,) dizisine Cauchy dizisi denir. [1]

Tanmm 1.10. X ve Y aym cisim iizerinde tanimh iki lineer uzay olsun. T:X =Y

doniisiimii her X,y € X ve «a skaleri igin
TX+Y)=T(X)+T(y) ve T(ax)=aT(x)

sartlarini sagliyorsa T doniisiimiine lineer operator denir.



Tamm 1.11. (X,||.||1)ve (Y||||2) birer normlu uzay ve T: X —Y bir lineer operatsr olsun.

T operatdrii normu koruyorsa, yani her xe X igin |Tx|,=|x|, oluyorsa T ’ye lineer

izometri denir. Boyle bir doniisiimiin bire-bir olacagi agiktir. Eger bu doniisiim orten ise T ’ye

lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ve Y normlu uzaylarina izomorfik uzaylar denir. [2]
Tanmm 1.12. X , K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. X ’den K ’ya bir f doniisiimii her
a,feK ve x,ye X ig¢in

flax+gy)=af(x)+41(y)
Ozelligini sagliyorsa f ye X iizerinde bir lineer fonksiyonel denir. [3]

Tamm 1.13. Normlu bir uzayda alinan her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsak ise
bu uzaya tam uzay denir. [4]

Tamm 1.14. Bir X tam normlu uzayina Banach uzayi denir. [4]
Tanim 1.15. X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve

7, : X —>C
x—=>7,(X)=x, (k=0,12,..)

dontigiimii siirekli ise X ’e bir BK-uzay1 (Banach Koordinat Uzayi) denir. [5]
Tanim 1.16. X bir dizi uzay1 ve A sonsuz bir matris olmak izere

X,={x=(X)ew:Axe X} (1.2)
ciimlesi A matrisinin etki alani olarak tanimlanir. [6]

Tamim 1.17. A=(a, ) matrisi her ne N i¢in a,, #0 ve k>n iken a, =0 ise A matrisine
iicgensel bir matris denir.

XeW ve A,B tliggensel matrisler olmak iizere A(Bx)=(AB)X saglanir. Ayrica bir U
ticgensel matrisi her zaman U™ =V olacak sekilde bir V ters matrisine sahiptir. V ters

matrisi de tiggensel bir matristir. Dolayisiyla her X € W igin U (Vx) = (UV )X saglanir.

Tamm 1.18. A=(a, ) matrisi, ccc,(XeC iken Axec) ve lim(Ax), =limx, sartlarin

sagliyorsa regiiler matris olarak adlandirilir.



Tanmm 1.19. A=(a, ) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve x =(x,) e w olsun.

Her ne N ig¢in,
(Ax)n = Zankxk
k=0

serisi yakinsak ise ((Ax),) dizisine (x,) dizisinin A matrisi ile elde edilen A -dénisiimii
denir. Ayrica X dizisine A -toplanabilirdir denir. [7]
Teorem 1.20. (Steinhaus Teoremi) A regiiler bir matris olsun. Bu taktirde sinirli olup

A -toplanabilir olmayan bir dizi mevcuttur. [8]

Teorem 1.21. X bir BK-uzay1 ve T iicgensel bir matris olsun. X; ciimlesi her x € X; i¢in

X =Tl
normuna gore bir BK-uzayidir. [6]

Tanim 1.22. (X,|| . ||) normlu uzayinda bir b= (b, ) € X dizisi verilsin. Eger her x € X i¢in

lim =0

nN—oo

X—iozkbk
k=0

olacak sekilde bir tek o = (¢, ) skaler dizisi mevcut ise (b,) dizisine X uzaymin Schauder

bazi denir. [1]
Teorem 1.23. Schauder bazina sahip her Banach uzayi ayrilabilirdir.
Teorem 1.24. T diggensel bir matris ve tersi de S olsun. (b,) bir X normlu uzaymnin
Scahuder bazi ise X; normlu uzayinin Schauder bazi (S(b™))>, olur. [9]
Tamm 1.25. K bir cisimve X bir vektor uzayi olmak tizere
L)X xX > K

doniisiimii asagidaki oOzelliklere sahipse (.,.) doniisiimiine X {izerinde bir i¢ g¢arpim,
(X,{.,») ikilisine de bir i¢ ¢arpim uzay1 denir. Her x,y,z e X ve « skaleri i¢in

0] X, xy>0 ve (x,x)=0<=x=46,

(i) X, ¥) = m (kompleks eslenik),

(i) (ax,y)=a(xy),



(iv)  (X+Vy,2)=(X,2)+(Y,2).
X tizerinde tanimlanan bir i¢ carpim, X iizerinde
x| = (x, x)*2 (1.2)
ile verilen bir norm tanimlar. Buna gore, i¢ ¢arpim uzaylari birer normlu uzaylardir. [4]

Tamm 1.26. Bir (X : <.,.>) i¢c ¢arpim uzayi (1.2) normuna goére tam ise bu i¢ ¢arpim uzayimna

Hilbert uzay1 denir. [4]

Teorem 1.27. (Paralel Kenar Kanunu) Herhangi bir i¢ ¢arpim uzayinda
[+ vl + =y =200 + )

esitligi saglanir. [4]

n
Tanim 1.28. (Abel kismi toplam formiilii) (a,),(b,) e w olsun. X, = Zak ve x, =0 olmak
k=0

tizere her N,k €N icin

n+v n+v

z a'kbk = Z Xy (bk - bk+l) - Xv—lbv + Xn+vbn+v+l
k=v k=v

saglanir. [10]

Tamim 1.29. p>1ve i+1 =1 olmak tizere x=(x)e(,, y=(y,) € (, alalim. Bu taktirde
P Q

o w ip o Yq
Sxnl<(xr ] (S
k=0 k=0 k=0

esitsizligi vardir. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir. [1]

Tamim 1.30. p >1 olmak iizere x=(x,) ve y=(y,) e (, olsun. Bu taktirde

© Yp © Yp © Yp
p p p
(Shnl ) =(Zhr )+ (Zwr]
k=0 k=0 k=0
esitsizligi vardir. Bu esitsizlige Minkowski Esitsizligi denir. [1]

Tanim 1.31. (Jensen esitsizligi) X,, X,...,X, € C ve r >s>0 olmak lizere

(Er] <(Bm]



esitsizligi mevcuttur. [11]

Teorem 1.32. Bir X Banach uzayindan Y normlu uzayina simirl lineer operatorlerin bir

dizisi (T,) olsun. Eger her Xe X igin
supl|[T, (x)|| < o

ise bu taktirde

sup|[T,|| <o
n

dir. Dolayisiyla (||Tn||) normlar dizisi sinirh olur. [1]

Tamim 1.33. X bir dizi uzayi olsun. X ’in a¢—, f— ve y—duali

X« ={a=(ak)ew:her x=(x,) e Xigin Z|akxk|<oo},

k=0

X7 :{a:(ak) ew:her x=(x) e Xicin ) (a,x,) yakmsak},
k=0

.

n
Zakxk

k=0

X7 ={a=(ak)ew:her X=(X,) e Xigin sup

n

seklinde tanimlanir. [11]

Tamm 1.34. (Gamma Fonksiyonu) p e R\{0,-1,-2,-3,...} i¢in
(p)=[e't*dt (1.3)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.
(1.3) ile verilen esitlikten Gamma fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir. [25]
()  T(p+1)=pC(p),

(i) peN ig¢in F(p+1)=p!,

(i) T(1)=r(2)=1, T(3)=2!, T(4)=3! ....



2. Klasik Dizi Uzaylan

(., c ve c, swrastyla smirly, yakinsak ve sifira yakinsak dizilerin uzayidir. Bu uzaylar

oo !

|x]| =sup|x,| normu ile birer BK-uzaylaridir. ¢ (1< p <o) p-mutlak yakinsak seri teskil

Up
eden dizilerin uzayidir. Bu uzay |, =[Z|xk|pj normu ile bir BK-uzayidir. bs ve cs
P k

sirastyla smirlt seri ve yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayidir. bs, ¢S uzaylari da

X[ = sup Zn:xk normuyla BK-uzaylaridir.
n |k=1

Bu uzaylardan bazilar1 arasindaki kapsama bagintilar1 asagidaki gibidir.
Q) (,cccccl,

(i)  Jensen esitliginden 0< p<r i¢in / < ¢, kapsamasi saglanir. [11]

2.1 Literatiir Ozeti

Birgok aragtirmaci sonsuz bir matris yardimiyla yeni dizi uzaylari insa etmislerdir.
Aragtirmacilar bu uzaylarin genel olarak ¢esitli topolojik ve geometrik 6zelliklerini inceleyip,

var olan dizi uzaylari ile aralarindaki kapsama bagmtilarini, ¢—, f— ve y— duallerini ve

cesitli matris siiflarint aragtirmiglardir.

Simdi sonsuz matrislerin etki alani1 vasitasiyla tanimlanan dizi uzaylarina ait bazi

caligmalar hakkinda bilgi verelim.

A=(a, ) fark matrisi her n,k e N igin

-1, k=n
a,=41, k=n-1 (2.1)
0 , digerdurumlarda

olmak tizere Kizmaz [12], (_, c, ¢, klasik dizi uzaylarini

n+1

2 (DX

neN (k=n

<o}

c(A)=(c), = {x =(x,)ew: !mi(—l)”k X, mevcut} :

(,(A)=(0,), ={x=(xk)ew:sup



Co(A)=(c,), ={x= (X)) ew: !iﬂ;i(—l)"kxk =0}

uzaylarma genellestirdi. Et [13], ikinci mertebeden A” = (a3 ) fark matrisi her n,k € N igin

1, k=n
, |—2, k=n-1
ank =

1, k=n-2

0 , diger durumlarda

seklinde tanimli olmak iizere

<oo},

¢ (%) =(co), ={x= (%) ew:m@(—nv @x]w}

PEN [Z]Xk_v

v=0

0, (A%)=(L.), :{x=(xk)ew:sup

keN

<

V=l

c(A%)=(c), = {x = (x,)ew: lim[i(—l)v (\ZI]XKV} mevcut}

uzaylarini tanimladi. Daha sonra Malkowsky [14], m. mertebeden genellestirilmis

A" =(a,,) fark matrisi

m
(—1)”‘{ j , maks{O,n—m}<k<n
a, = n-k
0 , k>n

seklinde tanimli olmak iizere, bu uzaylar

<
TN
< 3
N
7\_><
L

‘, (A(m)) =(0,)m = {x € Wisup

>()

(™) =(c) 0 = {x cw:lim > (-1) [mj X, mevcut} ,

k—»0 V=0 VvV

m i N v m
CO (A( )):(Co)A(m) :{Xewlmv_o(_l) (V JXK_V:O}



uzaylarina genellestirdi. Et ve Colak [15], m. mertebeden genellestirilmis A™ fark operatorii,

me N igin

=3 (7

v=0

seklinde tanimli olmak iizere

Sv() Jx.

v=0 \

<oo},

¢(A")=(c),, :{XEW; nmio(-l)“(mjxm mevcut},

k—0 v \Y

Ew(Am):(gm)Am :{XEWZSL:D

e (8)~(e), = xewsgmS -2y .. -0)

dizi uzaylarini tanimladilar.

Moricz [16], A -kuvvetli yakinsaklik kavramii tanimladi. Mursaleen ve Numan [7],

[17] bu ¢alismadan yararlanarak, bir A =(4,) dizisi

O<A, <A <.. velimi =w (2.2)

k—o0

seklinde tanimli olmak tizere A -yakinsaklik ve A -smirlilik kavramlarini tanimladilar. Ayrica

A -yakinsaklik ve A -smirlilik kavramlarinin klasik anlamda yakinsaklik ve sinirhilik ile

iliskisini incelediler. Daha sonra (2.2) ile tammli A dizisini kullanarak, A =(4,) sonsuz

matrisini her n,k e N i¢in

M . 0<k<n
ﬁ“nk: ﬂ’k (23)
0 , k>n

seklinde verdiler ve

¢’ =(c), ={x =(x)ew: !m%i(ﬂk — A )% mevcut},

cy =(), Z{XZ(XK)EW:!‘E%%(% — A )% ZO}’



LS -2 %,

neN | A, k=0

o =(L,), ={x=(xk) € W:sup

<w},

Z(ﬂ« Aca) % <°0(0< |0<00)}

nkO

sz(ﬁp) {x (xk)ewz

n=0

dizi uzaylarm tanimladilar. Daha sonra Mursaleen ve Numan [18], (2.1) ile verilen A fark

operatoriinden yararlanarak, bu uzaylari

cé(A)={x=(xk) ewilim =3 (4 = 4 )(X %) =0},

c*(A)= {x = (X )ew: lm%zn:(/lk A )X =% 4) mevcut}

uzaylarina genellestirdiler. Burada A = (7, ) matrisi her n,k e N icin

=2 =Gua=h) .
A, ’

/Tnk_ j’n}/j’nl , k=n
0 , k>n

alinirsa, bu matrisin etki alani vasitasiyla bu uzaylar

C(? (A) = (Co )x ve ¢’ (A) = (C)x
seklinde de tanimlanabilir.

Ganie ve Sheikh [19], k € N i¢in u, # 0 olmak tizere bir u = (u,) dizisini kullanarak

¢ (Ai)={x= (%) Wi lim =3 (4, = A U (X, ~%,.0) =0},

c(Al)= {x (%) ew:lim— Z(ﬂy A U (X, — X%, ,) mevcut}

uzaylarini1 tanmimladilar. Burada her n,k e N i¢in A = (ink) matrisi
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(ﬂ’k_j’k—l)_(/ikﬂ_ﬂ’k)uk 1 k<n

ﬂ'n
Ay = 4 :f“‘l u, , k=n
0 , k>n

seklinde tanimlanirsa, bu uzaylar bu matrisin etki alan1 olarak

c(Al)=(c); ve ¢, (AL)=(c,);
seklinde tanimlanabilir. S6nmez ve Basar [20], ikili band matrisi her n,keN i¢in
B = (b, (b.b,))

b , k=n
bnk(bl,bz)z b, , k=n-1
0

, diger durumlarda

ile taniml1 olmak lizere

¢ (B)= {x — (X)) ew: Lij‘;%i% (b, ~byx, ) mevcut} ,

1
Cg (B) = {X =(x)ew: !]EQA_Z(/?% —A)BX —byx ) = 0}
n k=0
uzaylarini tammladilar. Burada B = (Enk (b, bz)) matrisi

b].(ﬂ'k _ﬂk—l) +b2 (2’k+l _ﬂ’k)

., k<n

ﬂ’n

— A=A
bnk(bl'b2)= b1 nﬂ, i , k=n
0 ., k>n

ile tanimlanirsa, bu dizi uzaylari B matrisinin etki alani olarak

¢’ (B)=(c)sVe c; (B)=(C)s

seklinde verilebilir.

11



Candan [21], F=(r)) ve §=(s,) pozitif ve yakinsak diziler ve E(r,s)z(ﬁnk(r,s))
matrisi

r , k=n
by (F,§)=1 s, , k=n-1
0 , 0<k<n-1lyadak>n

ile tanimli olmak lizere

c (é) - {X =(x)ew: lm%g(ﬂk = A )OS + 81X 1) = 0}’

c¢*(B)= {x =(X)ew: !]m%ng(ﬂk — 2 (S, +S % ;) mevcut}

uzaylarini tanimladi. Burada A :( ~nk) matrisi her n,k e N icin

rk(ﬂ'k_/ll'k—l)_i_sk(ﬂ'kﬁ-l_/lk) k<n

A '
A, = rnﬂ”;ﬂ“ , k=n
0 , k>n

ile tanimlanirsa, bu uzaylar
¢ (B)=(c); ve c; (B)=(cy);
seklinde elde edilir. Duyar, Demiriz ve Ozdemir [22], r, S ve t sifirdan farkli reel sayilar ve

B = (b, (r,s,t)) matrisi her k,ne N igin

—lyadak>n

ile tanimli olmak lizere

<oo},

Y = A% X X, )

n k=0

L’i(é):{x:(xn)ew:sup

neN

12



cx(é)z{ =(X,) ew: I|m 7 Z(}Lk A )X +SX, , +1X, ) mevcut}

cg(é) {x (x,) ew:lim nZ()Lk A ) (X + 85X, +1X_,) = O}

p
<0

o (é) = {x =(x,)ew: > %Zn:(ﬂk — A )(rX, + 5%, +1X,,)

n n k=0

uzaylarini tanimladilar. Burada W = (W,fk) matrisi

r(ﬂ“k _ﬂk—1)+s(ﬂ‘k+l_ﬂ'k)+t(ik+2_2‘1@1) k<n_1
A, ’
r(A,,—4,,)+s(4, —4,,) K—n-1
W:k = /’Ln ’
r(4, — A1) ¥
A, ’
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanirsa, bu uzaylar bu matrisin etki alan1 olarak
Tt (B) =(C,)y + 0 (B) =(C4), (B) =(c, ), Ve ci<l_5,):(c)W
seklinde tanimlanabilir. Bisgin ve Sénmez [23], bir G™ (r,s) = (g;‘;(r,s)) matrisi her n,k e N

ve m2>2 igin

. (r s)— (nm_;jrm—mk—lsn—k , maks{O,n—m+1} <k <n
nk -

0 , diger durumlarda

seklinde tanimli olmak iizere

co(Gm):{x:(xk)ew:rl]im Z(/lk ﬂk_l)Zr”‘“S“ka }

n k=0
c(G”‘)={x=(xk) ew: lm%g(ﬂk —Xk_l)jzz(;rm Igvx, mevcut}

uzaylarini tanimladilar. Burada T™ (r,s)= (t:,f(r, S)) matrisi her n,.k e N ve m2>2 i¢in
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1 & (m-1 I,.m—v—lSV(ﬂlk ﬂk ) k<n-m+2
_ - ! < B
in 2 V +V +v-1
1 m-1 m_l B 1
=+ rmvs' (1 -1 , k=n-m+2
ln VZ:; V_l ( n—m+v+1 n—m+v)
m1lm—=1
i rm_VJrlSV_z (/’{'n_m+v+l - /1n—m+v) ! k =N-m+ 3
/In v=o\V— 2
tw (r,s)= '
(s =) MDA AL
A,
m-1 _
A - Ay) , k=n
j“n
0 , k>n

alinirsa, bu dizi uzaylari

seklinde tanimlanabilir.
Braha ve Basar [24], bir A =(4,) dizisi 0< 4, <4 <..., II(im}Lk =oo ve her k e N igin

A = 22, olmak iizere, bir A(2) =(a,, (1)) matrisini her k,ne N i¢in

Ak_22k—l+/1k—2 OSkSn
any (/1) = ﬂ”n - ﬂ”n—l ’

0 , k>n

seklinde tanimladilar. Bu matris yardimiyla
A, ()= {x =(x,)ew: im(AﬂX)n = o} 1

A (c)= {x =(X)eW: Liﬁrgo(AAx)n mevcut} ,

AA(EOO):{Xz(xk) ew:snglg‘(Alx)n ‘<oo}

uzaylarii tanimladilar. Bu uzaylar A(1) matrisinin etki alan1 vasitasiyla

&
—~
o
<]
~
I
—
(@)
o
~—~—
-3
>
>
—~
o
~
I

(C)A(l) ve A, (ﬁw) - (foo)A(/l)
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seklinde tanimlanabilir.

2.2 Kesirli Mertebeden Fark Operatorii

Baliarsingh and Dutta [25], @ € R olmak iizere A“, A, A™ ve AT Kesirli

mertebeden fark operatorlerini X € W olmak tizere, sirasiyla

A%, = g( ) %XKH (2.4)
Ay, = g(—l)‘ % X (25)
ACOy, = g(—l)i % X, @.7)

seklinde tanimlayip yakinsak olduklarini kabul ettiler. Ornegin a =1/2 alirsak A“X, , A(‘”)Xk ,

A%, ve AT9x, sirastyla

A”Zx:x—lx —lx —ix —5x 7 X . — 21x +
k k 2 k+1 8 k+2 16 k+3 128 k+4 256 k+5 1024 k+6

w2 1 1 1 5 7 21
ATRE X =S Xa g e e e T g Xes T opg Kes T1ang

X gt s

AV?X, =xk+1xk 1+§xk yF— X+ 35 X0+ 63 X, .5 + 231 g oo s
2 78 " 16 T 128 Y 256 T 1024 7

A% =%, +;xkl+3xk , > 3 & L

+— +—X
8 16 Xis 128 X 256 Xis 1024 *°°

seklinde elde edilir. (2.4)-(2.7) operatorlerinin tiggensel sonsuz matris seklindeki gosterimleri

su sekildedir.
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1 —g ale-1) ala-1)(a-2)
2! 3!
0 1 —a ala-1)
A = 2!
0 1 -
0 0 1
[ 1 0 0 ]
-a 1 0
a(a-1)
A(a): T - 1 0
_ala-Y(a@-2) a(a-]) 1
3! 2!
_1 ala+l) ala+D(a+2)
2! 3!
0 1 a a(a+l)
A = 2!
0 0
00 1
i 1 0 0 0 -]
a 1 0 O
a(a+1
A(_a)z % [04 1 0
a(a+)(a+2) ala+l) 1
3! 2!

a =1 almirsa A“ operatorii Kizmaz [12] tarafindan ¢alisilan A, A operatorii Malkowsky

ve Parashar [14] tarafindan caligilan A® operatériine indirgenir. Eger @ =m aliirsa A“
operatorii Et ve Colak [15] tarafindan ¢alisilan A™, A operatorii Malkowsky ve Parashar

[14] tarafindan galisitlan A™ operatoriine indirgenir.

Ercan ve Bektag [26], A operatoril yardimiyla CO(A(Z“)) ve C(Aff’)) dizi uzaylarmi

tanimlayip bu uzaylarin 6zelliklerini incelemislerdir. Bu uzaylar her k e N igin
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Z(ﬂk ~ A DA,

nkO

olmak lizere

c(Aga))z {x =(X)eWw: Limo/in(x) mevcut} ,
C, (A(f)):{x= (%) €w:lim A, (x) =o}

seklinde tanimlanir. A operatorii (2.5) ile tanimli olup, negatif indisli terimler sifira esit

kabul edilmistir, 6rnegin 4, =0 ve x , =0’dwr. Her n,k e N igin A= (/1;){() liggensel matrisi

i_Dla+D) A=A

n—k
Z(_ . —. i+k : k <n
A =115 (e +1-1) A,
0 , h<k

seklinde tanimlidir. C, (A(f‘)) ve C(A(f)) dizi uzaylar

”X“co(Agj’)) - ”XHC(A‘{‘))

normu altinda birer BK-uzayidur. |X|=(|Xk|) olmak iizere ||X||(CO)

o, V& o, |

oldugundan c, (A( )) ve C( ) dizi uzaylar1 mutlak olmayan tipten birer dizi uzaylaridir.

Teorem 2.2.1 : C(AE{’)) ve C, (A(f)) dizi uzaylari, sirasiyla, C ve ¢, dizi uzaylarina lineer

izomorftur.

Ispat. Bir y = (y,) dizisini

yn=f\n(x)— Z(ﬂ« ~ A DA%,

nkO

seklinde alalim. T doéniistimiini T :c, (A(f’) ) —C,, T(X)=y= A(X) seklinde tanimlayalim.

(2.5) ile verilen ifadeden

A, (x) = Z(ﬂk A ) A%,

nkO

1 I'a+1)
- Z(ik ﬂ“kl)(Z( )IIF( _|+1) klj

nkO i=0

17



{/10—,11 (o +1) XO]{%—A@( (o +1) ‘s (o +1) XOD+
A OIT(a-0+1) A \0IT(@—-0+1) " U (a-1+1)

n n

_._{/1 —4_1( (o +1) . I(a+1) N (o +1) X‘)B
A \0I(a-0+1) " 1 (a-1+1) NI (e —n +1)
=XO(,10—,1_1£ [(cr+1) j_ﬂi—/lo( I(cr +1) j+...+(—1)"ﬂ”_’1n-l( (o +1) D+
A \0ID(@-0+1)) A, (1T (a-1+1) A \nIT(a-n+1)
=2

Xl[ - ( [(az+1) ]____+(_1)nﬂn—/1n_l( [(a+1) j}
4, L0 (@ —0+1) 2, (=D (@~ (n-1)+1)

(zn —,1”_1( I(a+1) D
Lt X
" 4, lom(@-0+1)

=i nJ( i F(O{+l) ./lHj_ﬂij,l "
2\ &V i 2

elde edilir. Ayrica A(x)ec, iken xec,(A™) olur. T doniisiimiiniin lineer oldugunu
0 o\ B gu

gosterelim. Her «, 8 e R ve her (x,), (Y,) €, (A(“)) icin

(ax+ﬂy [ Z()”k ﬂk1)A(a)(an+ﬂYk)j
=aT(X)+BT(y)

elde edilir. Dolayisiyla T doniistimii lineerdir.

Simdi bire-bir oldugunu gosterelim. Bire-birligini gostermek i¢in T(x) =0 ise x=0

oldugunu gostermek yeterlidir.

T)=y= ( Z(ﬂk ﬁkl)A(“)Xk]
n k=0
=0
olmast X =0 olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla T doniisiimii bire-birdir.

Orten oldugunu géstermek igin bir X = (X, ) dizisini

oy A= 0!) S G A

& :go:(_l)l Tl-a-i) 45 1( D™ Jﬂk,i—ﬂk,i,l

seklinde alalim. Buradan her k e N igin
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A@y = it
& .;( el

elde edilir. Dolayisiyla her ne N igin

Z(ﬂk ~ A )A%,

nkO
ve

1 k kj
n = Z( ﬂ’jyj:yn
/1 k=0 j=k-1

n

olur. Sonug olarak A(X) =y ve yec, elde edilir. A(X)ec, olup xec,(AS”) bulunur. Buna

gore T donilisiimi ortendir. Son olarak T doniistimiiniin normu korudugunu gosterelim.

||X||c0(w>) N “A(X)“

=sup—z<ﬂk Ae ) A%,
n n k=0
n_(n-j i (a+)) ﬂ’wj_/lijl
SL:p Z_:(i_o( ) (o —i1+1 z A
=Sup|yn|
=Y.,
=[],

olur. Dolayisiyla her X € ¢, (AE{”) igin ||T (X)|

= x||(co)A olur ve CO(A(;’)) ile

Co Co

C, uzaylar lineer izomorftur.

Ayni sekilde ¢(A ) ile ¢ dizi uzaylarinin lineer izomorf oldugu gésterilebilir.
2 gu g
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3. Mutlak Olmayan Tipten Yeni Dizi Uzaylar:

Bu bolimde oncelikle A" -yakinsaklik ve A" -siirlilik kavramlarini tanimlayacagiz.
Daha sonra c,(1™), ¢(A™), £, (A") ve 1< p<oo igin (,(A") dizi uzaylarini tanimlayip, bu
uzaylarin bazi topolojik 6zelliklerini verecegiz.

3.1 A" -yakinsakhk ve A" -simrhlik

A=(4,) pozitif reel sayilarin kesin artan bir dizisi, her k e N ve m> 2 i¢in 4, >m4, ve

lim A4, = oo olsun. Burada

k—»o0

A" =2 () mﬁk

ve A"A4, >0 dir. A,=4,=..=4_, =0 oldugu kabul edilmistir.

A dizisinden faydalanarak sonsuz A™ matrisini, A™ = (47 ) olmak iizere;

N
—=X  0<k<n
AN Anp (3.1)

seklinde tanimlayalim. Her K >n i¢in A4; =0 ve A7 #0 oldugundan A™ matrisi tiggensel
bir matristir. A™ matrisi yardimi ile bir X e W dizisinin A™(x) =(Anm(x)) doniisimiini her

neN igin

AT = S (AR, 2

n k=0
seklinde verebiliriz.

Tamm 3.1.1. Bir x =(x,) € w dizisi ve bir | € C sayis1 verilsin. Eger n — oo iken AT (x) — |

ise x dizisine | sayisina A" -yakinsak dizi denir.

Tanmm 3.1.2. Bir x=(x,) e w dizisi verilsin. Eger n—oo iken A](x) >0 ise X dizisine

sifira A" -yakinsak dizi denir.
Tanim 3.1.3. Bir x=(x,) ew dizisi verilsin. Eger sup|A: (x)| <o ise X dizisine A" -sinirl

dizi denir.
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Tamm 3.1.4. Eger O< p<o iken

)| <o ise Y X serisi A" tipinde p-mutlak
n
k
yakinsak bir seridir denir.

Teorem 3.1.5. limx, =a ve

n—oo

A”H/i

ise, bu taktirde

lim——— _I|m

n—o0

Z(Amﬂ«)(x -a)

m—l
A nko

T(x)—-a/=0

esitligi mevcuttur.

Ispat. Ik olarak lim|——

n—o0

oldugunu gosterelim. m=1 i¢in

Z(Amﬂk)(x —a) =

m—1
AT S

limx, =a iken ||m( Z(,lk gk_l)|xk_a|J 0 olur [16]. m =2 alirsak, (3.3) den

n—oo

Z(A 2 )% —a) <—Z(Mk>|x a|+—Z<MH)|x ~a|
ve buradan
lim|— s sz;(A A)(X —a)| =

elde ederiz. m=r -1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

liml———

n—oo

7] Z(A"lﬂ«)(x —a) =

A =

olsun. Bu taktirde m=r i¢in asagida verilen esitsizligi yazabiliriz;

S DA ) < S (AR ) |1 2 ()0 )
ve buradan
im e 2 (A", ~3)| =

21



elde ederiz. Simdi de

rI]im Z(A A% —a)[=lim

m-1
ﬂ'n k=0

"(x)-3|

oldugunu gosterelim. Toplam agilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

lim Am =7} ;;(A A0 (% —a)|=lim Amll}tn [A"25(X, —a) + A" A, (X, — @) +...+ A", (x, —a) |
. 1 m-1 m-1 m-1 m-1
=t ey (47 =870 -2+ (47" ) )
- (Am*%n ~A™2, (%, -2) ]
= lim Am_% [(A™20)%, ~ (A™ )2+ (A™2,)%, — (A™4,)x, -

(A" A)a+ (A" A )at..— (A", )%, + (A", a |

= lim A:“(x)—a\

n—oo

elde edilir. Bu teoremden asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonu¢ 3.1.6. Eger (3.3) ile verilen esitsizlik saglaniyorsa, m> 2 i¢in klasik anlamda bir a

sayisina yakinsak her dizi a sayisina A" -yakinsaktir.

Teorem 3.1.7. Her ne N ve m>2 icin (3.3) saglamyorsa, A" -yakimsak bir X dizisi ayn1

zamanda A" -yakinsaktir.

ispat. x=(x,) dizisi A™*-yakinsak bir dizi olsun. Bu taktirde

l 1

DA% —a) <

aml,
A n k=0

> (A" 406 ~a)|+

n k=0

=) Z(Am TA)(x —a)

n k=0

elde edilir. Bu esitsizlikten ve (3.3) den A" -yakinsak bir dizinin ayni zamanda A" -yakinsak

oldugu gortiliir.

Sonu¢ 3.1.8. r,meN olmak iizere 0<r <m ve (3.3) saglaniyorsa A" -yakinsak bir dizi ayni

zamanda A" -yakinsaktr.
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(3.2) ile verilen ifadeyi kullanarak her x = (X,) € w ve n2>1 i¢in asagidaki esitligi elde ederiz:

=3

1
Aml//i 4

n

X, = Aq (X) = (Amﬂf.)(xn = %)

O

>
LN

[

= Am_lﬂ, (Am&)(xn _Xi)

1

= O

>

(A7) Y (%~ %, )

N
™M

- Amil n i=0 k=i+1
1 n k-1
=— (X = %) 2 (A" A)
A 1ln é k k-1 ;
1 s
= AT (A ﬂk 1)(Xk Xk—1)-
k

[N

n

Buradan bir x = (x,) € w dizisi igin S(x) =(S,(x)) dizisini n >1 olmak iizere

5,00 = i LA™ AL)(K ~X.) Ve 8, =0 (34)

n k=1
seklinde tanimlayabiliriz. Dolayisiyla
X, —Aq (X)=S,(X) (3.5)
olur. Buradan asagidaki sonucu elde ederiz;

Sonu¢ 3.1.9. A" -yakinsak bir dizinin A" -limit degerine klasik anlamda yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart S(X) € ¢, olmasidir.

Sonug¢ 3.1.10. Klasik anlamda her siirli dizi A™ -smurhidar.

Ispat. x =(x,) e ¢, olsun. Her ne N igin

A7 (%) < Z(A 2)|%|=M

Am—%
oldugundan X sinirh dizisi ayn1 zamanda A™ -sinirhdir.

Sonu¢ 3.1.11. A" -smurh bir dizinin klasik anlamda smirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

S(x) € (, olmasidir.

23



3.2 A" -Dizi Uzaylarn

0, ("), (A7), cy(2™) ve ¢ (4™) (0< p <o) dizi uzaylarm

0 (A™M) ={X€WZSUp

AT (x)| < oo},
c(A™) = {x eWw: Mﬂ AT(X) mevcut} :

co(zm)z{wa:mA:(x):o},

ﬁp(}t”‘)={XEw:i AQ‘(X)‘p <oo}

seklinde tanimlayalim. Bu uzaylar1t A™ = (ln”;) sonsuz matrisinin etki alani olarak (1.1) den

L, (A")=(L,) m, (A7) =(C) . Ve Co(A") =(C,) m (3.6)
seklinde ifade edebiliriz.
Teorem 3.2.1.

Q) (,(A™) dizi uzay1, 0< p<1 iken

4 oy = 2JAR O]
n

p -normu ile bir tam p -normlu uzaydir.

(i) 0. (A™), c(A™) ve c,(A™) dizi uzaylari

||X||c0(/1m) - ||X||c(/1'") - ”X”cm(zm) =Sunp Ay (X)|

normu ile birer BK-uzaylaridir.

(i) ¢, (A") dizi uzayi, 1< p <o iken

w Up
I ey =( AT

=0

normu ile bir BK-uzayidir.
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Ispat.

00

(i) 4], oy =2

=0

AT ()|

normu Tanim 1.7 ile verilen p-norm 6zelliklerini saglar. Ayrica Tanim 1.13 den bu

uzay bir tam uzaydir.

(i) u={C_,c,c,} alalim. (3.1) ve (3.2) den
”X”(#)Am ZHAm(X)Hy
elde edilir. Teorem 1.21 gozoniine alindiginda ©(A™) dizi uzayinin bir BK-uzay1
oldugu goriiliir.

(i) Aynisekilde £,(A") dizi uzaymm da (ii) de verilen norm ile bir BK-uzay1 oldugu

goriiliir.
Tamim 3.2.2. X bir dizi uzays, x=(x)ew ve |[x=(|x,[) olsun. X dizi uzaymnda tanimh
HH normuna gore bu uzaydan alman bir x=(X,) dizisi i¢in ||X||¢H|X|H oluyorsa, X dizi
uzay1 mutlak olmayan tipten bir dizi uzay1 olarak tanimlanir.

Ornegin c,(A™) uzaymin mutlak olmayan tipten bir dizi uzay: oldugunu gdsterelim.
m=2 olsun ve A=(4) dizisini 4, =2" seklinde tanimlayalim. O zaman A4, =2" ve
A%, =27 olur. Bu durumda c,(1?) uzayi

(A7) = {x ew:lim 2n11 > (2% = O}
n—oo k=0

seklinde elde edilir.

X =(x)=(4,-2,0,0,...) olmak iizere x=(x,) e c,(A?) dizisini gz dniine alalim. Bu
taktirde

L3 @),

n-1
2 k=0

AT ()], =sup
neN

=0

dir. Ayrica |X| = (|Xk|) =(4,2,0,0,...) i¢in
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1 n
AR, =sup|== D ()%,
neN k=0

2

=sup
neN 2n_1

=4

bulunur. Sonug olarak ||X|| )¢H|X| elde edilir. Dolayisiyla c,(A™) uzaymin mutlak

¢ (2" & (4™

olmayan tipten bir dizi uzay1 oldugu goriiliir. Benzer sekilde ((A") ve ¢(A") uzaylarmin da

mutlak olmayan tipten dizi uzaylar1 oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.2.3. (,(A"), ¢(A"), G, (A") ve £ (A") (0< p<oo) dizi uzaylar sirasiyla ¢,
C, C, ve [, dizi uzaylarma lineer olarak izomorfiktir. Yani ( (1")=(,, c(A")=c,
C,(A")=c, ve £, (A") =1, (0< p<co) dir.
Ispat. 0<p<oo igin £, (A")=(, oldugunu gdsterelim. Oncelikle (,(A™) uzayr ile [,
uzay1 arasinda birebir ve orten lineer bir doniisiimiin varligim gésterelim. ¢ (1™) uzayindan
{, uzayma bir T doniisiimiinii
T(X)=y(A")=A"(x)
seklinde tanimlayalim. x=(x,), z=(z,) e, (A") olsun. Bu taktirde
T(x+2)=A"(x+2)

_ (A%nkzn(‘;wzk)(xk ¥ zk)] (3.7)

=A"(X)+A"(2)
elde edilir. Herhangi bir o € C i¢in

T(axx) =A"(ax)

=[ — i(A%)(axk)] @9

k=0

=aA" (x)
dir. (3.7) ve (3.8) esitliklerinden T doniisiimiiniin bir lineer doniisiim oldugu goriiliir.

Simdi T(x) =0 olsun. Bu taktirde
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Am_l/i Z (A"A4 )% =0

dir ve buradan x =0 bulunur. Dolayisiyla T(x) =0 iken X =0 oldugundan T bire-bir olur.

Ortenligi gdstermek igin bir y = (y,) € ( , alalm ve x=(x,) dizisini

m—l

ﬂ,.
1)k : 3.9
JZk;l( ) ik (3.9)

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde her ne N igin

AT () = Z(A AX

m-1
A n k=0

AWZO

n k

> DAy,

j=k-1

IRV R
=y

dir. ye(, oldugundan A"(x) =y esitliginden A™(x) e ¢, bulunur. Dolayistyla x e ¢ (A")

ve T(X) =y oldugundan T doniisiimii 6rten olur. Ayrica her x e/, (A") igin Teorem 3.2.1

(1) ve (ii) geregince

[Teall, =A™, =IK,, e

olup, T donlisimi O< p<l igin p-normu ve 1< p<ow igin normu koruyan Dbir

dontigiimdiir.
Sonug olarak T lineer, birebir ve o6rten bir dontisimdiir. Ayrica 0< p<oo igin
(o (AM) =, dir. £, (A") =L, c(A") =c Ve ¢,(A") = ¢, icin ispat benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 1.24 den c,, ¢, ve C uzaylarinin Schuader bazinin T doniisiimii altindaki
ters goriintiisii bize srasiyla ( (A") (1< p<w®), ¢, (A") ve ¢(A") uzaylarmn Schauder

bazim1 verir. Teorem 3.2.3 de tammmlanan T =A"(X) operatorinden A"(e)=e ve

A" (A™) =e™ olur ve asagidaki teoremi elde ederiz:
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Teorem 3.2.4. Her k,neN ic¢in e (A") e ¢ (A") ve

Co A A hckan
£OM}, - N, onE (3.10)
0 , diger durumlarda
olsun.

(i) {£9(am),e®(A"),..} dizisi c,(A") ve ([ (A") (A<p<w) uzaylarmm bir

Schauder bazidir ve her x € ¢,(4"), xe( (A™) dizisi

x=3 AP (x)e®(A")

olacak sekilde bir tek gosterime sahiptir.

(i)  {e,e®@(1™),e®(A™),...} dizisi ¢c(A") uzaymn bir Schauder bazidir ve her

xec(A™) dizisi | :|I<im Ay (X) olmak iizere

x=le+) (A} (x)-De® (™)
k=0
olacak sekilde bir tek gosterime sahiptir.

Sonu¢ 3.2.5. Mutlak olmayan tipten c(4"), ¢,(A") ve [ (A") (< p<o) uzaylan

ayrilabilirdir.

Teorem 3.2.6. ¢ (A™) uzayr p# 2 i¢in bir i¢ carpim uzay: degildir. Dolayisiyla bir Hilbert

uzayi da degildir.
Ispat. Oncelikle ¢,(A™) uzaymin Hilbert uzay1 oldugunu gésterelim. Teorem 3.2.1 de

(,(A™) uzaymin ||X||( umy = HAm(X)H( normu ile bir BK-uzay1 oldugunu gosterdik.
(,(A™) uzaymnin normu bir i¢ ¢arpimdan elde edilebilir. Yani her xe ¢,(4™) i¢in
[, ey = 607 = (A" (), A" (X))

esitligi mevcuttur. Burada (.,.),, (, uzay: iizerindeki i¢ ¢arpimi gostermektedir. Dolayisiyla

(,(A™) uzayi bir Hilbert uzay1 olur.
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Simdi u=(u,) ve v=(v,) dizilerini sirasiyla

u :(1,1,—ﬁ,0,0,...],
A" 2,

Ve (1,— A" (A ) A" ,o,o,...j
AL AR

seklinde tamimlayalim. Buradan A™(u)=(1,1,0,0,...) ve A"(v)=(-10,0,..) elde edilir.
Ayrica p # 2 igin

2

: o HVE )
p p

N

2

Ju-+v]

+lu=vl} e, =847 =2(|u]

bulunur. p =2 iken ¢ (1") uzay: iizerindeki norm paralelkenar kanununu saglamadiindan

bu norm bir i¢ carpimdan elde edilemez. Dolayisiyla ¢ (A") uzayr p =2 i¢in Hilbert uzayi

olmayan bir Banach uzay: olur.
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4. Bazi Kapsama Bagintilari

Teorem 4.1. 0<p<o olmak tizere [, (A")cc(A")cc(A™)c(, (A") kapsamalar
kesindir.
Ispat. c,(A")cc(A™)c(, (A™) kapsamalarmin mevcut oldugu agiktir. Ayrica C,cC
kapsamasinin kesin oldugunu biliyoruz. Sonug¢ 3.1.6 gbzoéniine alindiginda c,(A™) = c(A™)
kapsamasinin kesin oldugu elde edilir.

O<p<oo iken ¢ (A")cc,(A") kapsamasi meveuttur. Ciinkii  xe( (1)
aldigimizda A"(x)e(, ve A"(x)ec, bulunur. Dolayisiyla xec,(1") elde edilir. Bu
kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. (3.3) ile verilen ifade saglansin. Bir x =(x,) dizisini

her ke N ve 0< p<oo i¢in

w £
K (k+1)YP

seklinde tanimlayalim. Bu durumda xec, cc,(1") oldugu agik olarak goriiliir. Diger

taraftan her ne N igin

A"
n (X)‘ Am_lﬂ Z (k

n k=0

n

A A (n+1)1’ kz
1
(n+1)¥°

elde edilir. Buradan A7(x)e(, ve xg( (A") bulunur. Sonug olarak ¢ (A1™)cc,(A™)

kapsamasi kesindir.

Simdi c(A™) < (A™) kapsamasinin kesin oldugunu gosterelim. Bunun igin bir

y =(y,) dizisini k e N olmak iizere

K A" 1(//ik +A4)
Y A S S =
=(-1) ATA

seklinde tanimlayalim. Her ne N i¢in
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l n

Am—l/fi/n =

A (Y)=

D [A™ (A + A | = D)

bulunur. Bu esitlikten A7 (x)e(, ve A7 (x)ec elde edilir. Dolayisiyla xe( (4™) ve
X & c(4A™) bulunur. Yani c(A4™) < £_(A™) kapsamasi kesindir.

Teorem 4.2. 0< p<qg<oo igin £ (A") < £ (A") kapsamasi kesindir.

Ispat. O<p<qg<o olsun. (,c(, oldugundan (¢ (A")c/(, (A") elde edilir. Bu
kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in bir xe ¢ /¢ dizisi alahm. Bu x dizisine bagh
olarak y dizisini her k e N igin

_ (Amilﬂk)xk — (Amilﬂk—l)xk—l
A",

Y

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde her ne N i¢in

- 2Ok~ ]

:Xn

A7 (Y)

elde edilir. Buradan A"™(y)e ¢, /¢, bulunur. Dolayisiyla y e, (A")/ ¢ (A™) olur ve ispat

tamamlanmus olur.

Teorem 4.3.

(i) Eger (3.3) saglaniyorsa ¢, = c,(A™) ve c < c(A™) kapsamalari mevcuttur.

(if) Her x e c,(A™) igin S(X) e, ise ¢,(A™) < c,kapsamas1 mevcuttur.

(iii) Her xec(A™) i¢in S(x) ec ise c(A™) < ¢ kapsamasi mevcuttur.

Ispat.

(i) ¢, =c,(A™) ve ccc(A™) kapsamalari Sonug 3.1.6 dan goriilir.

(if) x ec,(A™) alalim. Kabuliimiizden S(x) ¢, olur. Sonug 3.1.9 dan ¢,(1™) < ¢, olur.
(iii) xec(A™) olsun ve S(x) ec alalim. (3.5) den c(A™) = ¢ kapsamasi saglanir.

Teorem 4.4. (3.3) sarti saglandiginda c(A™)n(, =< olur ve c¢(A") uzay1 (_ uzaymi

kapsamaz.
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Ispat. Teorem 4.3 ile verilen ifadeden ¢ = c(A™) ~ ¢ kapsamas: elde edilir. Ayrica Teorem
1.20 den, smirli olup A™-toplanabilir olmayan, yani A™(x)¢c olacak sekilde bir xe(_
dizisi mevcuttur. Dolayisiyla ¢, < c(A™) kapsamasi saglanmaz.
Teorem 4.5. (< (_(A") kapsamas1 saglanir. Ayrica (_ =(_(A™) esitliginin saglanmasi
icin gerek ve yeter sart x e (_(A™) i¢in S(X) € {_ olmasidir.
Ispat. Sonug 3.1.10 ve Sonug 3.1.11 den faydalanarak ispat yapilabilir.

Teorem 3.1.7 ile verilen ifadeden asagidaki sonucu elde ederiz:
Sonu¢ 4.6. rmeN olmak tlizere O<r<m iken (3.3) saglamiyorsa c(1")cc(A™),

Co(A") ccy(A™) ve £ (A7) = ¢, (A™) kapsamalar mevcuttur.

Teorem 4.7. ¢ (A™)c (, kapsamasinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart x e ( (4") i¢in
S(x) e ¢, olmasidir (0< p<o).

Ispat. 11k olarak (,(A")c (, alahm. xe ( (A") ise xe £ olur. (3.5) ile verilen ifadeden

Iseal, <Id,, +JA")],

=, el

<

elde edilir ve S(x) e ¢, bulunur.
Simdi x e ¢ (A") alalim. Kabuliimiizden S(x) ¢, olur. (3.5) ile verilen esitlikten

M, <lIseall, +[a" e,

=[S0, +IX]., ¢y

<o
elde edilir. Dolayisiyla xe ¢ olurve ¢ (A™)c (, kapsamasi saglanir.
Teorem 4.8. (3.3) saglaniyorsa ¢, — ¢,(1™) nc kapsamasi mevcut olur.
Ispat. Teorem 4.3 ile verilen ifadeden ¢, = ¢,(A™) Nc oldugu goriilir.
Simdi herhangi bir XeW ve n>1 i¢in (3.4) ve (3.5) ile verilen ifadelerden elde

ettigimiz esitligi verelim.
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5109~ 3707 2T )0 %)
_ ﬁ :g(Am%“)xk —z(Amlﬂk)xk}
_ %[xm SAT(0]
- Ammlf B a0+ AT ()~ AL, (0]
Yani
S, (x )—Am 1’1” 1[A"‘(X) AT (0] (4.1)

dir. A dizisinin tanimindan

Am
A>mi_ = A" 20= A" =A™ _1:>ﬁz
-1

elde ederiz. Burada iki durum s6z konusudur. Birincisi lim inf A", /A2, >0 ve ikincisi
ise liminf A"A A2, , =0 olmasidir. Birincinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
(Am’lﬂk_l/ A" A, ):11 ifadesinin sinirlt olmasi, ikinci durumun saglanmasi icin gerek ve yeter

sart (Am’lﬂH A" 2, ); ifadesinin siirsiz olmasidir. Buradan asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.9.
. A" Y AT
0] # ¢ (_, olmasi i¢gin gerek ve yeter sart liminf % =0 olmasidir.
A ﬂ’k k—o0 A
iy A" ) . A"
(i) {Am—j:l] € (, olmasi i¢in gerek ve yeter sart l!Im inf AT};M >0 olmasidir.
k=1

Teorem 4.10. (_c(_(A™) kapsamasinin kesin olmasi igin gerek ve yeter sart

liminf A4,/ A™"2, =0 olmasidir.

k—0
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Ispat. {lk olarak ¢_ —¢_(A™) kapsamasinin kesin oldugunu kabul edelim. Teorem 4.5 ile

verilen ifadeden xe/_ (A™) ve S(x)=(S,(X))., (., elde edilir. xe(_(A") olmasindan
dolayr (A} (x)= A7 (x))e L, bulunur. (4.1) ile verilen esitlikten (A™4,,/A"A, )¢ (, elde

edilir. Sonug 4.9 (i) sikkindan liminf A",/ A™*A =0 bulunur.

Simdi i!iminf A"A I A™A =0 esitliginin  saglandigim  kabul edelim ve
( < (, (A™)kapsamasinin kesin oldugunu gosterelim. Sonug¢ 4.9 (i) ile verilen ifadeden
(A™ 4,1 A4 )¢ ¢, elde edilir ve bu ((A™A4_,+A™4)/A"4, )¢ (, seklinde yazilabilir.

Bir x=(x,) dizisi k e N i¢in

X, = (-1)" [Am @Almrm % J

seklinde tanimlanirsa n € N igin

1
A" A

n

A7 ()] =

Zn: (D" (A" Ay +AT A, )‘ =1

k=0

elde edilir. Ayrica Teorem4.5den ¢ < (_(A™) kapsamasinin kesin oldugu goriiliir.

Teorem 4.11. (¢ _(A")=(_ esitliginin  saglanmas1 i¢in gerek ve yeter sart
Em inf A"A_, /A™*A, >0 olmasidir.

Ispat. (_(A™)=( esitligi saglansin. ¢, < (_(A™) kapsamasi kesin degildir. Teorem 4.10

dan liminf A", A"*2, #0 ve buradan liminf A" 2., 1 A™2, >0 elde edilir.

Tersine liminf A"A,,/A™'A, >0 olsun. Sonug 4.9 (ii) ile verilen ifadeden
(A™4_ /A2 )er, elde edilir.  Simdi  xe(,(A") alahm. Bu taktirde
A"(X)=(A7(x)) e, ve (A7(X)-A],(x)) e, dir. Dolayisiyla (4.1) ile verilen ifadeden de

(S,(x)) e, elde edilir. Bu da bize her xe(_(A") igin S(x)e(, olduunu gdsterir.

Teorem 4.5 ile verilen ifadeden ¢_(A™) = ¢ elde edilir.
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Teorem 4.12. ( N (A™) =D ve (< ( (A7) ise

1 1
Am—li = Am_lﬂk € ﬁ p

olur (0< p<m).

Ispat. Teoremin ilk kismi (4 —mA,,—A,,0,..) e/ oML, (A") oldugundan agikca goriiliir.
Simdi ¢, c(,(A") olsun. x=e®=(1,0,0,..) alrsak xe(, olur. Kabuliimiizden

xel (A™) ve AT(x) e, elde edilir. Ayrica

p

L AT <oo
k=0

Amfllk

(A")"S

k=0

m-1

bulunur. Dolayisiyla bu ifadeden [ ] e (, elde edilir.
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5. a-, -, y-Dualleri

Bu bdlimde /,(A") (1< p<®), c(A"), ¢, (") ve [, (A") uzaylarnin o -, S - ve

y - duallerini verecegiz. Oncelikle ispatlarda yararlanacagimiz bazi Lemmalar1 verelim.

Lemmab.1. (i) Ae(c,:(,)=(c:¢)= (L, :(,) olmasi icin gerek yeter sart

J@o

Z a‘nk

keK

sup(i

KeF \ n=0

olmasidir.
N 1 1 _ .
(i) 1< p<owo ve 6+— =1olsun. Ae((,:(,) olmasi igin gerek ve yeter sart

q
< o0

sup |

FeF g

Z ank

neF

olmasidir.

(iif) Ae (¢, :(,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sup > Jay | <o
k n

olmasidir. [27]

(5.1)

(5.2)

(5.3)

Lemma 5.2. (i) 1< p<o ve l+1 =1 iken Ae(l,:c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
P q

her k e N i¢in
MQ a, Mmevcut
ve
sup > Ja, ' <o

Nk
olmasidir.
(if) Ae((,:c) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve

sup|ay,| <o

nk

sartlarinin saglanmasidir.
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(iii) Ae({_ :c) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve

sup D [ay | <o (5.7)
n ok

a, —lima,,
n

=0 (5.8)

n—oo

lim>_
k
sartlarinin saglanmasidir. [27]
. 1 1 _ .
Lemma5.3. (i) 1< p<o ve —+==1olsun. Ae({,:¢c,) olmasi igin gerek ve yeter sart
p

(5.5) ve her k e N igin

lima, =0 (5.9)

nN—oo

sartlarinin saglanmasidir.

(i) Ae((,:c,) olmas igin gerek ve yeter sart (5.6) ve (5.9) sartlarinin saglanmasidir.

(iif) Ae(C, :c,) olmasi icin gerek ve yeter sart
IiHrnZk:|ank|:0 (5.10)

olmasidir. [27]

Lemma5.4. (i) Ae(c,:(,)=(c:(,)=((,:(,) olmasiigin gerek yeter sart

sup(2|ank |j <o (5.11)

olmasidir.

(i) 1<p<ow iken Ae(¢,:(,) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.5) sartinin
saglanmasidir.

(i) p=1 iken Ae(¢,:¢,) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.6) sartinin
saglanmasidir.[27]

Teorem 5.5. (Kojima-Schur) A e (c:c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5.4), (5.7) ve

lim>  a, mevcut (5.12)
k

n—ow

sartlarinin saglanmasidir. [11]
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Lemma 5.6. Ae(c,:c) olmasi igin gerek ve yeter sart (5.4) ve (5.7) sartlarmmn

saglanmasidir.

Teorem 5.7. A, B(q) ve C climleleri

A" 4

n

m-1
A:{a:(an)ew:zA % |an|<oo},

B(q)={a:(an)ew:zAA:ZLk a, <oo},
_ B . Am_lﬂ,k o
C—{a—(an)EW.Slip A, a,|< }

seklinde tanimlansin. Bu taktirde c(4"), c,(2"), £, (A™) ve ( p(/1'“) (1< p <®) uzaylarinin

a -dualleri

(D) @M} ={c,(AM} ={.A"}¥ =A
(i) {¢,(A")} =B(q)
(ii}) {6,(M)¥ =cC

seklinde tanimlanur.

Ispat. (i) a=(a,)ew alalimve B = (b, ) matrisini her n,k e N igin

m-1
=y —AAmjk a , n-1<k<n

0 , k<n-lyadak>n

bnk

seklinde tanimlayalim. (3.9) dan her ne N i¢in

n m-1
ax, = Y (DA a y —(By) (5.13)
k=n-1 Amﬂ* "

elde edilir. Bu esitlikten “xec,(A™) iken ax=(a,x,) € (, olmasi i¢in gerek ve yeter sart
y e ¢, iken By e (, olmasidir” sonucunu elde ederiz. Bu ifade a e{c,(1™)}* olmasi igin gerek
ve yeter sart B € (C,:(,) olmas1 demektir. Lemma 5.1 (i) sikkindan a e{c,(4™)}" olmas1 igin

gerek ve yeter sart
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j< % (5.14)

Z bnk

keK

i‘i&[?

sartinin saglanmasidir. Ayrica her ne N ve K e F igin

0 , h=1lgKvengK
Am—l
Am/l"*1|an| , n-leKvengK
Zbﬂk = Am—l;
ke A”‘}Ln|a”| . n-lgKveneK
la,| , n-leKvenekK

elde edilir. (5.14) ile verilen ifadenin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

0 m-1
> S l<es

n=0

olmasidir. Buradan {c,(1™)}* = A elde edilir.
Benzer sekilde Lemma 5.1 (i) den faydalanarak {c(A™)}* ={¢_(1™)}* = A oldugu

gosterilebilir.

(i) Lemma5.1 (ii) gozdniine alinirsa ae{( (A™)}" olmasi icin gerek yeter sartin

q

sup D > b, | < (5.15)
FeF "k |neF
oldugu goriiliir. Ayrica F € F igin
0 , keFvek+lgF
m-1
Amﬂkak , keFvek+lgF
A"A,
_ m-1
;bnk_ -2 ﬂkakﬂ , kegFvek+leF
Amﬂ’kﬂ
[ﬁ—k—%jww) . keFvek+leF
A ﬂ’k A ﬂ’k+1

olur. Buradan (5.15) ile verilen ifadenin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

q

A™,
A" 2,

<00

2

k

8
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oOlmasidir. Dolayisiyla 1< p <o i¢in {¢ (A™)}" = B(q) bulunur.

(iii) Burada (ii) deki yolu izlersek (5.13) ile verilen ifadeden ve Lemma 5.1 (iii) de

verilen ifadeden a e{¢,(1™)}* olmasi igin gerek ve yeter sartin
SUp D || <0 (5.16)
k n

oldugu goriiliir. B matrisinin tanimindan her k € N i¢in

K+1

o =3 rta

A" A, %

bulunur. Sonug olarak (5.16) ile verilen ifadenin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

Am—lﬂk
A" 2,

sup a|<o

sartinin saglanmasidir. Buradan {¢,(1")}* =C elde edilir.

( ﬂijﬂ“ <°°}’

<oo},

Fz{az(ak)ew:lim(%akJmevcut},
k—o0 Amﬂk

G:{a:(ak)ew:lim[Am:ﬂ“akj=0},
kool A ﬂ’k

A ak m-1 i
: A[A%](A ~)

seklinde tanimlansm. ¢(A"), ¢,(A"), £, (A") ve { (A") (1< p <o) uzaylarmm g -dualleri

Teorem58. D, E, F, G ve H(q) ciimleleri

m-1
E:{az(ak)ew:sup Am A
kK | A

Ch

H(q): a:(a‘k

< oo

(i) {(2M¥ =DnE, {c(A")} =DnF
(i) {¢,(AM)} =CnH(a), {(,(A")}Y =C ve{r, (A"} =DNG
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seklinde tanimlanur.

Ispat. (i) a=(a, ) e w alalim. Bu taktirde (3.9) dan ne N igin

Sax=>a [Z(l)“ Ty J

k=0 j=k-1

=(Ty),

ot a A"
- Z(A lﬂ'k )ALAmkﬂk Jyk + Amﬂ ! an yn (517)
k=0

n

elde edilir. Burada z[ & j: & _ %1 ye T =(t,) matrisi her k,neN icin

A"A ) ATA A4,
- a
Al —X m-1 . k<n
A"
t, = Ang o , k=n (5.18)
0 , k>n

seklinde tammlidir. (5.17) ile verilen ifadeden “x = (x,) ec(A™) iken ax=(a X, ) ecs olmasi
icin gerek ve yeter sart y=(y,/)ec iken Tyec olmasidir” sonucu elde edilir. Bu da
ae{c,(AM}¥ olmas: i¢in gerek ve yeter sart T e(c:c) olmasi demektir. Kojima-Schur
Teoreminden {c(ﬂm)}ﬂ =D F bulunur. Benzer sekilde {co (ﬂm)}ﬂ =DNE oldugu Lemma
5.6 dan yararlanarak gosterilebilir.

(if) (5.18)den T matrisinin siitunlar1 C dizi uzayinin elemanidir, yani her k € N igin

. !
limt,, :A(

Amk/1k ](Am-lzk) (5.19)

dir. (5.17) den ve Lemma 5.2 den “x =(x,) € ,(4") iken ax=(a ) ecs olmasi i¢in gerek
ve yeter sart y=(y,)el, iken Tyec olmasidir” sonucunu elde ederiz. Yani

a=(a)ef{l, (A™Y (1< p <o) olmasi igin gerek ve yeter sart T € (¢ , 1) olmasidr.

Ik olarak 1< p <o i¢in T (¢ :c) iken (5.5) ile verilen ifadeden
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Ve

m-1

<o (5.20)

sup
n

A"A "

n

elde edilir. Bu da bize {Kp(ﬂm)}ﬁ =C N H(q) oldugu sonucunu verir.

p =1 iken (5.6) ile verilen ifadeden (5.20) ve

aiJers

elde edilir. (5.21), (5.20) ile verilen ifadenin bir sonucudur. Dolayisiyla {¢,(A™)}’ =C olur.

<o (5.21)

sup
k

Son olarak p =« iken (5.7) den (5.20) ve

e

elde edilir. Ayrica her n€ N i¢in (5.19) dan

2

k

<00 (5.22)

Zk:tnk—lir(ntnk :gtnk—z[ﬁ;kj(mlﬂk)‘
A"+ 4, . = | a .
S o P8 Il Fo w)\

bulunur. (5.22) ile verilen ifadeden yararlanarak n — oo i¢in limit alinirsa

m-1
lim) it —limt [=lim " a
n ; nk n nk n Amﬂn n
elde edilir. (5.8) ile verilen ifadeden
m-1
lim2 g —0
n A4

bulunur ve buradanda {¢_(1™)} =D NG elde edilir.
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Teorem 5.9. ¢(A"), ¢,(A™), €, (A™), (,(A™) ve L (A") (1< p <o) uzaylarimn y -dualleri
() {c,(AMY ={c(A™)}¥ ={¢.(A")Y =DnNE
(i) {,(aAMy =cC
(i) {¢,(A")}¥ =CnH(a)

seklinde tanimlanur.

Ispat. (i) a=(a,) ew alahm. (3.9) dan ne N igin

oldugundan “x=(x)ec(4A™), c,(1™), £ (A™) iken ax=(a,X,)ebs olmasi igin gerek ve
yeter sart y=(y,)e X, X =c¢, ¢y, £, iken Tyecs olmasidir” sonucu elde edilir. Buradan
ae{c,(A")¥, {c(AM)Y¥, {¢..(A")¥ olmas i¢in gerek ve yeter sart T €(c,:(,), (c:(,) ve
(¢,:¢,) olmasidir. Lemma 5.4 (i) den {c,(A™)}" ={c(AM)} ={¢,(A™)}" =DAE bulunur,

(ii) ve (iii) nin ispatlar1 benzer sekilde gosterilebilir.
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6. Bazi Matris Doniisiimleri
Bu boliimde ¢(A"), ¢,(4"), (,(A") ve [, (A") (1< p <o) uzaylarindan bazi klasik

dizi uzaylarina matris siniflarini karakterize edecegiz. Burada her k,ne N igin

5 m-1 A Ay _ m-1 Ay _ a'n,k+1
TN REN TN

gosterimini kullanacagiz. Simdi bazi ispatlarda kullanacagimiz asagidaki Lemmay1 verelim.

Lemma6.1 1< p<oo iken Ae (Kl L p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sup Y |ay|” <o
k n

olmasidir. [27]

Teorem 6.2. (i) Ae (Ew(/im) : Km) olmasi igin gerek ve yeter sart ne N igin

Am_lik *©
6.1
2], = oD
sup > [&, | <o (6.2)
neN

sartlarinin saglanmasidir.

(i) Ae (C(/”Lm) : Ew) olmasi igin gerek ve yeter sart (6.2),

m-1 @

(Aa] <o ©63)
AA
su52|ank| <o (6.4)
ne k

sartlarinin saglanmasidir.

(iii) Ae (CO “am: Ew) olmasi igin gerek ve yeter sart (6.2) ve ne N igin

Am_lﬂk *® /
[ A2 Ay ]k 0 el, (6.5)

sartlarinin saglanmasidir.
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Ispat. (i) ilk olarak (6.1) ve (6.2) sartlarmin saglandigini kabul edelim ve x = (x,) e (_(A™)

alalim. Bu taktirde her neN i¢in (), e{ﬁw(ﬂ,m)}ﬂ dir ve dolayistyla X dizisi bir A-
dontigiimiine sahip olur.

(3.9) ile verilen ifadeden yararlanirsak her I,n e N igin

| 1-1 N Am_lﬂ’]
Zankxk = Zank yk +Tanl yl (66)
k=0 k=0 A" A

elde ederiz. (6.6) esitliginin her iki tarafinin | — oo igin limiti alinirsa ve (6.1) kullanilirsa her

neN igin
Z ank Xk = Z é‘nk yk (67)
k k
elde edilir. Dolayisiyla

sup|(AX), | <y, sup D |a, ] <
neN neN
olur. Sonug olarak Ae(ﬁw(/lm):ﬁm) elde edilir.

Simdi Ae(ﬁm(/im):ﬁw) alalim. Her ne N i¢in (a,),.y e{foo(ﬂm)}ﬂ oldugundan (6.1)
agik bir sekilde goriiliir ve (6.7) kosulu saglanir. ¢ _(A™) uzayinda a, =(a,),.y dizisi her
neN igin

fn (X) = Z ank Xk
k

seklinde siirekli lineer f, fonksiyonellerini tanimlar. Teorem 3.2.3’den (_(A")=(,

n

oldugunu biliyoruz. (6.7) den her ne N igin
[ . =]&]l, =supla|

elde edilir. Teorem 1.32 den bir M >0 sabiti ve her ne N igin ||f || <M olur. Dolaysiyla

(6.2) sart1 saglanir.

(iii) wve (iii) ispatlar1 benzer sekilde yapilir.
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Teorem 6.3. (i) Ae (ﬁl(ﬂ,m) : fw) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (6.5) ve
sup|a,| <o (6.8)
nk

sartlarinin saglanmasidir.

(i) 1< p<oo iken Ae (ﬂp(/lm) : fw) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (6.5) ve
sup Y |a, | <o (6.9)
n Tk

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. (ii) nin ispat1 Teorem 6.2 dekine benzer sekilde yapilabilir. (i) nin ispat1 da yine aym

sekilde Teorem 5.8 ve Lemma 5.4 (iii) den yararlanilarak yapilabilir.
Teorem 6.4. (i) 1< p<o iken Ae (ﬁp(/lm) : C) olmasi igin gerek ve yeter sart (6.5), (6.9) ve
her k e N i¢in

lima, =«, (6.10)
sartlarinin saglanmasidir.

(i) Ae(fl(/lm):c) olmasi igin gerek ve yeter sart (6.5), (6.8) ve (6.10) sartlarinin

saglanmasidir.

(iii) Ae (fw(ﬂm) : C) olmasi igin gerek ve yeter sart (6.1), (6.2), (6.10) ve
lim>’|a, —a,|=0
"

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. (i) Oncelikle A matrisi (6.5), (6.9) ve (6.10) kosullarin1 saglasin. x e ,(A™) dizisini
alalim. (6.5) ve (6.9) dan AX doniisiim dizisi mevcuttur. (6.10) dan her k e N ve n— 0 igin

|a.|" — |e|" elde edilir. (6.9) dan her k e N igin

q
=M <

ay

Zk:‘aj‘q <supy’
i n

bulunur ve (a,)el, olur. xel (A") oldugundan ye/(  elde edilir. Ayrica Holder

esitsizliginden (¢, Y, ) € (, bulunur.
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& >0 verilsin ve k, € N sabit olmak lizere X dizisine karsilik gelen y dizisi i¢in

" p .
p
L%JYJ } < 4M Y

yazilabilir. (6.10) dan n, € N olmak iizere her n>n, icin

Ko
Z(énk —a )Y, | <
k=0

bulunur. (6.7) den yeterince biiyiik her n > n; i¢in

nk Ay — )Yy

K _Zakyk =
k k

i (@w — ) i

k=ko+1

24| 3 bl } [ S mer

k=Kkq+1 k=K, +1

Ya
a q
2 4M]/q l:(kkzoJrJ nk| J (k—;ﬁjad J ]
&

&
<=+
2

Ay — ) Y|+

=€
elde edilir. Dolayisiyla N —o0 i¢in limit alinirsa (AX), —>Zak Yy, bulunur. Sonug olarak
k

Axec ve buradan da Ae (¢, (A"):c) olur.

Tersine Ae((,(A"):c) olsun. c<=(, oldugundan Ae(£,(A"):(,) elde edilir.
Teorem 6.3 (ii) den (6.5) ve (6.9) saglanir. Dolayisiyla (3.9) dan her xe( (") ve ye(,
igin (6.7) saglamir. Simdi y e ¢ olsun ve X dizisini (3.9) seklinde tanimlayalim. Bu taktirde
y=A"(x) dir ve dolayisiyla xe( (A") olur. Hipotezden Ax ec ve (6.7) den Ay e ¢ elde
edilir. A=(d,) olmak iizere A((,:c) olur. Lemma 5.2 de verdigimiz (5.4) ifadesinden
(6.10) kosulu saglanir.

Benzer yol izlenerek (ii) ve (iii) ispatlanabilir.
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Teorem 6.5. (i) Ae (ﬁl(im) : CO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (6.5), (6.8) ve her k e N i¢in
Iirm a, =0 (6.11)

sartlarinin saglanmasidir.

(i) 1< p<oo iken Ae(ﬁp(/im):co) olmasi igin gerek yeter sart (6.5), (6.9) ve (6.11)

sartlarinin saglanmasidir.

(iii) Ae (Hw(/”tm) : CO) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (6.1) ve
lim>’|a,|=0 (6.12)
"

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. Teorem 6.4 icin verilen ispattaki yol izlenerek ve Lemma 5.3 den yararlamlarak ispat

yapilabilir.

Teorem 6.6. 1< p<w iken Ae (El(/lm) : Kp) olmasi igin gerek ve yeter sart (6.5) ve
sup > [a,|" <o (6.13)
k n

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. A matrisi (6.5) ve (6.13) sartlarin1 saglasin ve x e (,(A™) olsun. (3.9) dan y e/, elde

edilir. Ayrica Teorem 5.8 den her ne N icin (a, )i, €{(,(A™)} bulunur ve dolayisiyla Ax

dontigiim dizisi mevceut olur. (6.13) ile verilen ifadeden her ne N igin
Yp
sup|énk|35up[2|énk|pj <o
k k =
elde edilir. Dolayisiyla her neN igin Zénk Y, serisi yakinsak olur ve (6.6) ile verilen
k

ifadeden | —> o iken (6.5) den (6.7) sart1 elde edilir. (6.7), (6.13) ve Minkowski

esitsizliginden yararlanarak
p\YP Yp
| <z m(zhr )|«
k n

bulunur. Buradan da Ax e ¢, ve Ae((,(A"):(,) elde edilir.

[Tz

Z Aoy Vi
K
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Tersine Ae((,(A"):(,) olsun. O zaman Ae(¢,(A"): ¢, ) olur. Teorem 6.2 den (6.2)
ve (6.1) saglanir. (6.2) ve (6.1) gdzoniine alindiginda her x e ¢,(A™) ve dolayistyla her y e (,

icin (6.7) sarti saglanir. Hipotezden de A=(4&,,) e((’l : fp) elde edilir. Sonug olarak Lemma

6.1 den (6.13) sart1 elde edilir.
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7. SONUCLAR

Bu tez calismasinda Mursaleen ve Noman [7] tarafindan verilen A -yakinsaklik ve A -
sinirlilik kavrami m. mertebeden A -yakinsaklik ve A -simirlilik kavramlarina genellestirildi.
m. mertebeden A -yakinsaklik ve A -smurlilik kavramlarmin Klasik anlamda yakinsaklik ve

smurlilik ile aralarindaki iliski incelendi. Verilen bu kavramlardan yola ¢ikilarak yeni sonsuz
liggensel bir matrisin etki alan1 yardimiyla £, (4") , ¢(A"), ¢,(A") ve £, (A") (0< p<x)

dizi uzaylar1 tanimland.

C,(A") , c(A™), ¢y(A™) ve £, (A") (1< p <o) dizi uzaylarmin iizerlerinde tanimlanan

norma gore mutlak olmayan tipten BK-uzay1 olduklar1 gosterildi. Bu uzaylardan Schauder
bazina sahip olan uzaylarin Schauder bazi hesaplandi. Ayrica bu uzaylarin bazi topolojik

ozellikleri incelendi. Tanimladigimiz bu uzaylar ile literatiirde verilen bazi dizi uzaylari

arasindaki kapsama bagntilari arastirildi. Ayrica £, (A") , c(A"), ¢,(4") ve [ (1")
(1< p<w) uzaylarmm a—-, B— ve y—dualleri hesaplandi. Son olarak 1< p <oo olmak
tizere (,(A") , ¢(4"), G, (A") ve [, (A") dizi uzaylarmmdan £, C, ¢, ve ¢ dizi

uzaylarina bazi matris siniflar karakterize edildi.
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