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OZET

YUKEK LiSANS TEZI

SINIR ELEMANLARI YONTEMI ILE [KI BOYUTLU
POTANSIYEL DAGILIMININ HESAPLANMAS]

Altan GENCER

TFirat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Elektrik Egitimi Anabilim Dali
2002, Sayfa : 73

Bu tez ¢aligmasinda, Sinir Elemanlart Yontemi yardimiyla iki boyutlu potansiyel
dagilimlart hesaplanmistir. MATLAB yaziliminda hazirlanan bir program ile sabit sir
elemanlar: kullanilarak Laplace denklemi tipindeki gesitli potansiyel problemleri ¢oziilmiistiir.
Siir bilinmeyenleri hesaplandiktan sonra, problem bolgesi 1zgara ile bdlmelenerek ig
noktalardaki potansiyeller hesaplanmistir.Elde edilen sonuglar, analitik olarak hesaplanan

sonuglarla karstlastiriimistir.

Anahtar Kelimeler : Sinir Elemanlar1 Yontemi, Potansiyel Dagilimi, Laplace

Denklemi.
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ABSTRACT

Master Thesis

TWO DIMENSIONAL POTENTIAL DISTRIBUTION CALCULATION
BY BOUNDARY ELEMENT METHOD

Altan GENCER

Frat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Electrical Education

2002, Page : 73

In this thesis study, two dimensional potential distributions using teh Boundary
Element Method have been calculated. Various problems of Laplace Equation type have
been solved by a computer program developed in MATLAB software package using
constant Bounadry Elements. After the Boundary unknowns variable have been
calculated, the potantials of interior points have determined by meshing the problem
region with grid. The obtained results have been comparent with those results

determined from analytical calculations.

Key Words : Boundary Element Method, Potential Diétribution, Laplace Equation.
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BOLUM 1
GIRIS

'1.1. Genel Bilgi

Yiiksek gerilimde kullamlan  cihazlarin  optimum imalat ve isletme
karakteristiklerinin belirlenchilinesi amaciyla, elektrik alam ve potansiyel dagilimmin
hesaplanmasinda kullanilan gesitli sayisal yontemler geligtiriimistir.

Smiir elemanlarr yontemi, diger sayisal yéntemlerin kullamimlarma gore daha
avantajhdir. Diger sayisal yontemlerde, i¢ noktalarda sadece elemanlanin diigiim
noktalarindaki degerler hesaplanabilir, fakat sinir elemanlan yonteminde istenen i¢
noktalarda bilinmeyenlerin degerlerin ¢6zimii hesaplanabilir. Siir elemanlarn yontemi ile,
Laplace denklemi ¢oziilerck iki boyutlu potansiyel dagilinun ¢oziimi hesaplanir. Diger
sayisal teknikler ile belirli uygulamalarda tahmini ¢éziimlerin yerine daha kesin hesaplama
yapilabilir (Watson vd., 1988).

Simir elemanlan yontemi, elektrik alan profillerin ¢oziimiinde kullanilir. Elektrik
cihazlarimin testlerinde kullanilir ve optimum cihaz karakteristiklerinin belirlenmesine
yardimct olur (Bamiji vd., 1993).

Sinir elemanlan  yontemi, diger yontemlerdeki zorluklan agmak igin
gelistirilmigtir. Yontem sadece sinir ayngimini gerektirdiginden, bir problemi ¢ozmek icin
gerekli veri sayisint indirger. Temelde bu yontem, analitik fonksiyonlan (temel ¢oziimii)
kullanarak farklt simir noktalarindaki degiskenlerin iliskisinden olugmaktadir. Bu
yontemde, bir matris sekline getirilebilen etki katsayilan elde edilerek, sonlu elemanlar
yontemine benzer sekilde simir sartlart uygulanir. Sinir elemanlart yénteminde problemin
boyutsalligi bir derece indirgenir ve egrisel simirlar kolaylikla modellenebilir. Temel
¢0zim terimlerinden olusan problem formilasyonu nedeniyle, stireksizlikler ve tekillikler
gibi durumlarda 6zel zorluklar olmaksizin modelleme yapilabilir. Coziim sadece simirda
istendiginden yontem, hareketli ve serbest yiizey problemleri i¢in olduk¢a uygundur.

Yontemin diger onemli bir Gstiinligii ise sonsuzluk bulunan problemlere, sonlu hale

-
getirecek alanlara bolmeksizin uygulanmasidir (Yildinm, 1999). EPT -
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Simir elemanlart yontemi, sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi bolge tipi
coziimlerinden daha onemli avantajlara sahip bir tekniktir. Yontemin en ¢ok dikkate
deger ozelliklerinden birisi, denklem sisteminin ¢ok kiigitlk olmast ve bir problemin
caligtirdmast igin gerekli veri girisinde yaptign onemli 6lgiideki azaltmadir. Ayrica simr
elemanlarinin sayisal dogrulugu genellikle sonlu elemanlardan daba biyiktir. Bu
avantajla‘r,‘iki ve ¢ boyutlu problemlerde daha fazla goze carpmaktadir. Simr elemantars
yontemi, klasik bolge metotlarninin uygun olmadi@it kati mekaniklerde, hidroliklerde ve
gerilme analizlerinde sik sik meydana gelen sonsuz balge problemlerinin ¢oziimii i¢in de
¢ok uygundur (Saatgioglu, 1997).

Kl;dsik simr ¢dzimu, literatiirde “swir integral yontemleri’ genel bashg altinda sik
stk adi gecen etki fonksiyonlar terimlerinde formiile edilir. Bu yontem iyi bilinir ve
goguniukla agirlikl artiklar yaklagimi kullanildigindan, simir yontemleri daha klasik
mithendislik teknikleri ile daha fazla iligkilidir ve etkilidir. Biitiin yaklasim yontemleri
agirlikly artiklar tekniklerinin 6zel uygulamalarn olarak yorumlanabilir (Vishnevsky vd.,
1993).

Iki veya ii¢ boyutlu alanlarm, farkli dielektrik sabitli ve iletkenlikli yalitkan
malzemelerden olusan ytksek gerilim sistemlerinin matematiksel modellerini olusturan,
Laplace ve Poisson tipindeki kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan en
son yontemlerden biri Simir Elemanlari Yontemi ‘'dir. Simir elemanlart  yontemi,
elektrostatik alan hesaplamalarinda dogru ve hizli bir sekilde sayisal ¢ozim elde
edilmesini saglar (Yildirim, 1999).

Sinir elemanlan yontemi, sonlu elemanlara kuvvetli bir alternatif olarak ortaya
gkmigtir. Ozellikle alan siddetinin hesabinda veya agtk smurlt problemlerde daha gok
dogruluga gereksinim duyulmaktadir. Simir elemanlarinin en énemli 6zelligi, hacimden
¢ok sadece ylizey ayrngminin yeterli olusudur. Bu nedenle sinir elemanlari yonteminin
kullammu, mevcut sabit modellerden ve ag ureticilerinin kullantlimindan ¢ok daha
kolaydir. Bu durum ozellikle sonlu elemanlarin uygulamasinin daha zor oldugu ve bir seri
degisikligin yapilmasinin  gerekli oldugu tasarim problemlerinde 6nem kazanir. Ag

kolaylikla aretilebilir ve degisiklikleri diizenlemek yeni bastan ag olusturmay:

gerektirmez.




Yontemin uygulamalan, potansiyel problemleri ve iki boyutlu elektrostatik
problemler igin ayrintilariyla agiklanmigtir, seklin dig yiizeyindeki simir elemanlan farklt

dizinlerin fonksiyonlari ile beraber kullanilabilmektedir.

1.2. Smur Elemanlan Yénteminin Elektrik Miihendisligi Literatiiriindeki Yeri

1978’den beri simr elemanlarinda kullanilan notasyonlar giinimiizde de kabul
edildigi icin genellikle bu tarih siir elemanlarinin modern tamimimin yapildigt tarih olarak
kabul edilmektedir. Simur elemanlart hakkindaki ilk uluslararast konferansta ilk
gelismelerin kismen yaynlanmasmin bir sonucu olarak Southampton‘da bilgisayarls
mekanik arastirma grubu tarafindan konu hakkindaki itk kitap yaymlanmistir.

Sinir elemanlarimin kullameilar, 1978 “den 6nce kullamimig olan kaynaklar veya
' dipoller gibi kavramlarla iliskili olan indirekt formiilasyonlardan ziyade daha cazip olan,
potansiyel ve akilar gibi fiziksel degiskenlerin problemin bilinmeyenleri oldugu direkt
formiilasyonlarla ilgilenmiglerdir. Direkt formiilasyon bir dereceye kadar daha geneldir,
bilgisayar kodlarina uygulamak i¢in basit ve mitkemmeldir.

Potansiyel problemlerinin sinir integral denklem formiilasyonu ilk olgrak 1963’°te
Fredholm-tipi integral denklemlerinin ¢oziimii igin bir sayisal model olarak Jaswon ve
Symm tarafindan arastinlarak bulunmustur. Jawson ve Symm pargalarin veya elemanlarin
sayisina gore problemin smirim ayrigtirdiktan sonra, elemanlarin her birinin (izerinde sabit
bir kaynak yogunlugu oldugunu kabul etmiglerdir. Integral denklem serilerini elde etmek
icin kollokasyon teknigi kullaniimis ve analitik olarak veya kogegen olmayan terimlerin
toplam tarafindan hesaplanan tekil katsayilarin hari¢ tutulmast ile etki katsayilari
Simpson kurali kullanilarak hesaplanmistir.

Sinir elemanlart yontemi kullanilarak elektrostatik alanlarda kapasite ve kuvvet
hesaplanmast ile ilgili bir cahismada, farkli potansiyellerdeki iki kiireden olusan bir sistem
ile iki diizlem elektrot arasindaki bir kiireden olugan 6érnek sistemler igin kapasite ve
kuvvet hesaplamalar yapiimistir. Bulunan sayisal sonuglar, analitik ¢oziim sonuglan ile
kargilagtinlmigtir. Boylece simir elemanlari yonteminin alan ¢oziimlerindeki yiiksek
dogrulugunun bir sonucu olarak, elektrik alanlarindaki kapasite ve kuvvet gibi

parametrelerin de ¢ok yiiksek bir dogrulukla elde edildigi gosterilmistir ( Liu vd,992).




Bagka bir tiir ¢aliymada, iki boyutlu Laplace problemi igin varyasyonal simr
elemanlart formiilasyonu gelistirilmistir. Uygulama olarak farkli potansiyellerde iki adet
koaksiyel iletkenden olugan problem varyasyonal siir elemanlan yontemi ile ¢ozilmis,
sinirda hesaplanan ve bir radyal eksen boyunca ig noktalarda hesaplanan potansiyel ve aki
degerleri analitik sonuglar ile kargilastirilmigtir. Diger bir uygulamada koaksiyel bir
kapasitorde, potansiyel dagilimlart hesaplanarak espotansiyel egriler ¢izdirilmis ve

kapasitesi hesaplannmustir (Sun vd.,1994).

1.3. Bu Cahsmanin Amaa

Bu ¢ahismada, baz elektrot sistemlerinde iki boyutlu potansiyel dagilimlan
hesaplanacaktir. Bu amacla elekirot sistemlerinin matematiksel modelleri olusturulduktan
sonra, Simir Elemanlart Yontemi yardimiyla MATLAB paket programinda bir simiilasyon
gerceklestirilerek smirlardaki ve i¢ noktalardaki potansiyeller hesaplanacaktir. Bulunan
sonuglar, teorik sonuglarla karsilastinilacaktir.

Bu amagla yapilan islemlier sunlardir:

/) Elektrik alanlarmin matematiksel modellerini olusturan Laplace tipi, ikinci dereceden
kismi diferansiyel denklemleri, agirlikl artiklar yontemini ve iki boyutlu Laplace
denkleminin temel ¢oziimiini kullanarak, sinir integral denklemine doniistiirmek,

2) Smir integral denklemlerini, sinir elemanlarn ile ayristirarak, sinirdaki bilinmeyenlerden
olusan sabit bir denklem sistemi elde etmek,

3) Bu denklemleri elde ettikten sonra, simr elemanlari yontemi ile iki boyutlu, izotropik
bir ortamda potansiyel dagilimint hesaplamaktir. Bu amagla gelistirilen programin
sahip oldugu 6zellikler sunlardir:

a) Problem bolgesinin istenen siklikta lineer simir elemanlar ile bolmelenerek, eleman
diigiimlerinin koordinatlari, potansiyelin hesaplanacag i¢ noktalarin koordinatlar
ve sinir sartlarindan olugan basit bir veri giriginin yapiimast,

b) Sayisal integrasyon yontemi yardimiyla, lineer denklem sisteminiﬁ katsayilarin
hesaplayarak denklem sisteminin ¢oziilmesi,

c¢) Denklem sisteminin ¢ozimiyle elde edilen simr degerlerini (potansiyel ve
potansiyelin normale gore tirevini) kullanarak, istenen ig noEEglgrdaki

potansiyellerin hesaplanmast.




BOLUM 2
SINIR INTEGRAL DENKLEMLERI

2.1. Temel integral Denklemi
Sinir integral denklemlerini elde etmek igin yapilacak ilk ve en onemli islem;
problemi tammlayan diferansiyel denklemin ‘temel ¢ozimi’nin bulunmasidir. Bu temel
¢Oziim, kismi diferansiyel denklemi B bolgesinde saglar ve bu denklemi bir simir integral
denklemine donistiirir. Boylece problem iki boyutlu durumdan, bir boyutlu duruma
indirgenmis olur (Yildinm, 1999).
iki veya iig boyutlu B bolgesinde, Laplace denklemi,

Viu=0 2.1

seklinde yazilir,
S simrinda asagidaki sartlarda:
1) Gerekli sartlaru=1 §,’de

2) Dogal sartlar q =" = $,'de
1

y
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Denklemde verilen hata ,eger kesin (fakat binmeyen) u ve q degerleri yaklagik bir
coziim ile yer degistirilebilirse, agirlikli u fonksiyonuna ve sinirdaki tiirevlerine bagh

olarak ortogonalize edilerek en aza indirilir. Bagka bir ifadeyle, R’ler artanlarsa,

R=Vu=z0 (2.2)
R, =u-u=0 (2.3)
R,=q-q#0 (2.4)

Burada u ve q yaklasik degerlerdir.

jRu*dB:iju*dB ~[R,q*dB _ (2.5)
B S

‘\“I 2

Bu denklemin sol tarafindaki integrasyon,

I(Vzu)u*dB:I(q—ﬁ)u*dB—J(u-ﬁ)q*dB (2.6)
B

5, S,

ifadesini verir.
Bundan sonra, sol taraftaki terimlerin integrasyonu ile asagidaki sonug elde edilir.
’}u %
~ { aumf——«}dB = —j‘qu *dB - Juq *dB - qu *dB - juq *dB
B 5,

x, O% : ! d

(2.7)

Denk.(2.7), baslangi¢ noktast oldugundan, simir elemanlari yontemi i¢in dnemlidir.
Bundan sonra, bu denklem sinir integral denkleminde kullanilacaktir, Bu islem, temel

¢Oziim olarak isimlendirilen, agirhik fonksiyonu u* "nun 6zel tiirii kullanilarak yapilir.

2.2. Temel Coziim
Temel ¢oziim, u* Laplace denklemini saglar. Temel ¢ozim, bir i’ noktasinda
bulunan bir yiik tarafindan olusturulan alam temsil eder. Bu yiikiin etkisi, 'i' noktasindan

sonsuza kadar yayihir. Bu nedenle u*, ¢oziim asagidaki denklemdeki gibi yazilabilir: *




Viu*+A, =0 (2.8)

Burada, A, bir Dirac delta fonksiyonudur. Bu fonksiyon x=x, noktasinda

sonsuza giderken, bu nokta digindaki herhangi bir noktada sifira egittir. A

fonksiyonunun bir bolge tizerindeki integrali ise | ‘e esittir (Yildirim, 1999).

§ —

.. waeaar | Ay
x=0 inoktast x=1 X

Sekil 2.2 Dirac delta fonksiyonu.

Dirac delta fonksiyonunun herhangi bir fonksiyonla ¢arpiminin integrali, bu

fonksiyonun 'i' noktasindaki degerine esittir. Bu sartla,
” u(V?'u *)(IB = ” n(=A,)dB = —u, (2.9)
I} 13

yazilabilir. Denk.(2.7) su sekilde yazilabilir:

J;;[{(VZU*)U}dB:-—!qu*dS —J?]u *dS 4‘!6%&;{(1%@ (2.10)

ifadesi bulunur. 1zotropik ti¢ boyutlu bir ortam igin temel ¢oziim asagidaki gibidir.

I

u*=-—
yo= 2.11)

iki boyutlu izotropik bolge igin ¢oziimii de,

u* = —l—ﬁn(:l}
n T




seklinde yazilir. Bu ifadede r, dirac delta fonksiyonun uygulandig x; noktasinin, herhangi

bir noktaya olan uzakligidr.

Denk.(2.11) ve denk.(2.12)'nin ¢oziimleri, iki veya ii¢ boyutlu Laplace

denklemlerini saglamaktadiriar.

2.3. i¢ Nokta Formiilasyonu
Denk.(2.9)'da bulunan kavram denk.(2.10)'da yerine yazilirsa,

—u',- =—!qu*dS —J.Qu*dS+'[ﬁq*dS+J‘uq*dS (2.13)

5, S, 8; 8,

bulunur. Daha sonra denklem diizenlenerek,

ui‘+J.ﬁq*dS +qu*dS:J'qu*dS +IGu*dS (2.14)

5 RH) 3 52

formda yazilir. Denklemde sinir gartlart dikkate alindiginda integraller,

Iqu*dS:I(]u*(iS+jﬁu*dS (2.15)
s S, S,
juq*dszﬁiq*dS4—juq*ds (2.16)
S Sl SZ

toplam sinir ifadeleri formunda kisaltilabilir. Bundan sonra,

ui+J.uq*dS :jqu*dS (2.17)
S S

ifadesi elde edilir. Bu ifade, B bolgesi igindeki herhangi bir 'iI' noktasinda gecerlidir.

Bundan dolay1 denkleme ‘i¢ nokta formiilasyonu' denir (Tang, 1988).




2.4. Suur Integral Denklemi

Sintr elemanlar: yonteminde, i¢ noktalann hesaplanmasi icin B problem bolgesinin
her noktasinda gegierli olan denk.(2.17) kullanitir. Ancak, igin x; noktasinin sintrda oldugu
durumun hesaplanmasi gerekir. Bu amagla 'i' noktasinin simir tizerinde oldugu, fakat kendi
bolgesinin iki boyutlu durumda bir yarim daire ile veya {i¢ boyutlu durumda € yarigapl bir
yarim kiire ile biytitiildiigt goz oniine alinir. 'i' noktasimin sinir tizerinde oldugu durumlar
icin simir integral denkleminin elde edilmesi gerekir. Bunun igin 'i' noktasinin simira

taginmasi gerekir.

L
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Sekil 2.3 iki ve ii¢ boyutlu durumlar igin simir noktalarinin,

yarim daire ve yarim kiire ile biiyiitiilmesi.

Bu konumda 'i' noktasinin S° ile benzetilen yarim dairenin veya yarim kirenin

merkezinde oldugu (Sekil 2.3) ve limitin & yangapi sifira giderken (ﬂhm)‘b‘idlundugu
.50 Lo
’;;‘«\f o {a |
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dikkate alinacaktir. Bu yontem ile ' noktast bir simir noktas haline gelecektir ve sonug

ifadesi sinir tizerindeki herhangi bir nokta igin gegerli olacaktir.

Bu nedenle denk.(2.17)'in her iki tarafindaki siur integral ifadeleri, I ve j
qS

s-8°¢

olmak Uzere iki integralin toplanu geklinde yazilabilir:

u; + juq %S+ [uqds = jq u*dS + [ qu %S (2.18)

S 8 8¢ S 8° 5"

Ug boyutlu durumda, S* gevresindeki integraller asagidaki sonuglari verir:

£ >0 i het e £ 4TC€

ﬂim{Jqu *dS} = ﬁimJJqZLdS} = f.’im{q zngz} =0 (2.19)
o

2
tim{ [ uq * S} = fim ~fu L gs - fiml 2"82}: iy (2.20)
£-30 - £ 0 s 4ne” Ev)ﬂl 41 2
iki boyutlu durumda, denk.(2.17)'in sag tarafindaki integral aym sekilde sifir olur.

Denklemin sol tarafindaki integral ise agagidaki sekilde hesaplanir:

f;?':;{[ b ds} - fiz‘.{“[ ; z—:t;;‘*s} - et =g @20
5" s

Bu durumda € sifir oldugu igin denk.(3.42)'nin her iki tarafindaki S-S° s
tekrar S sinri haline gelecektir. Hesaplanan degerler denk.(3.41)'de yerine yazilarak 'i'

noktasimin siirda olmast durumunda, iki veya ti¢ boyutlu problemler igin asagidaki ifade

yazilabilir:

1
— — *
2ui+_"uq"‘dS —lqu ds (2.22)

S

Denk.(2.22)'ye 'sumir integral denklemi' adi verilir ve genellikle sinir elemanlart
ydnteminin baglangi¢ formilasyonu olarak kullamihir. ' noktasinin diizgiin siurda oldugu

durum igin bulunan bu denklem agagidaki sekilde genellestirilebilir (Yildirrm, 1999):

cu, —Fqu*dS =Jqu*dS
S S
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BOLUM 3
SINIR ELEMANLARI YONTEMi

3.1.Smir Elemanlan:
Sekil 3.1°de gosterildigi gibi iki boyutlu R bolgesi, Sinir elemanlariyla N pargaya

baliinir. Simr elemanlann C, =1,......N seklinde gosterilir. Bélmeleme noktalari, sintr
elemanlarinin u¢ noktalaridir. Genelde yaklasik bolge R ve yaklasik simir C = ULEJ

ile tanimlamir. C siun ile yaklasik simur C arasindaki parga, ayristirma hatasi iretir.
Sinir elemanlart segme, bélmeleme hatasini en aza indirir. Sinir durumlart karigik ise,
normal sinr durumlart iki pargada uygulanir C, ve C, (C =C, U C,). Iki ortak nokta ile
bu pargalar, ug noktalara kadar gotiiriiliir. Bu durumda bdlmeleme hatasi sifirdir(R = R
ve C =C). Ug tip sinir elemant sabit, lineer ve egrisel eleman yaklasimu ile bir s

problemi ¢oziilebilir. Yontemde, bilinmeyen degerlerin oldugu noktalar 'diigiimler’

olarak isimlendirilir.

ug noktalar

siur pargast C

Strur elemanm C,

Sekil 3.1 Sinir elemanlari
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Digiim Eleman

(b)

Sekil 3.2 (a) Sabit eleman, (b) Lineer eleman, (c) Karesel eleman

3.2. Sabit Elemanlar
Diizgiin R bolgesinin C smirmnin, N elemana boliindtigii kabul edilirse, N,

elemanlarim C, ve N, elemanlarini da C, ile numaralandirmak uygun olur. Yaklagtk

bslge R ve yaklasik stnir C meydana gelir. Diigiim olarak adlandirilan ve degerlerin
bilinmedigi varsayilan noktalar, sabit elemanlarin ortasinda alinir (Sekil 3.2.a).

Burada smirin N sabit elemana béliindiigii varsayilir. Her eleman iizerindeki u
ve q degerlerinin sabit ve elemanm ortasindaki diigiimdeki degere esit oldugu kabul
edilir. Denk.(3.1), siur kosullarini uygulamadan 6nce verilen “i” noktasi i¢in su sekilde

yazilabilir:

~' J. S—Zq Ju*ds 3.1

= ¢,

sk

Burada q*= olur. Bu sinir elemanlart denklemi, 6zel “i” diigtimiine

on

uygulanir. Integralde, i diigiimleri j elemanlar {izerinde hesaplanir. Denk.(3.1)’nin sol

tarafindaki Iq*ds yerine f[,‘, ve sag tarafindaki ju

G, G

denk.(3.1) su sekilde yazilir:
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u! N R N
-5+ZNJ%:Z%66 (3.2)
i=1 j=t

Sabit elemanlar ig¢in H; veGy integralleri kolay hesap edilebilir. Yiiksek

dereceden elemanlar igin analitik ¢6ziim ¢ok zordur. Bu nedenle Gauss alan hesabi
yontemi ile hesap edilir.
Denk.(3.2)’de sinir dahil biitiin diigiimlerde u ve q degerleri ile i’nin orta

diigiimiinde u’nun degeri hesaplanabilir.

N N
D Hyu; =Y Gyq;, (3.3)
J=l J=1
Burada,
131,]- for i (3.4)
Hii =< 1 . .
: H. +— for i#j

denk.(3.2) matris su sekilde yazilabilir:
HU =GQ (3.5)

burada N =N, + N,, u’nun degerleri N, ve q’nun degerleri N, olarak bilinir.

iliski.
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H, terimlerini hesaplamada c; katsayisi1 kullanilir (c; =5 diizgiin sinir igin). Biitiin

sonlu bolge tizerine diizgiin bir potansiyel uygulanir. q = SE degeri 0 olmahdir.
n

HI =0 (3.6)

Burada, I birim siitun vektériidiir. Denk.(3.5)’de biitiin elemanlar i¢in H hesaplanir.

H, =-SH,  i=le. N. (3.7)

i=l
i*]

uile U, N, bilinmeyen degerleri ile hesaplanir. qile g, N, bilinmeyen

degerleri ile hesaplanir.
AX=F (3.8)

Burada X, u ve q’nun bilinmeyenlerinden olusan bir vektérdiir. Biitiin C sinut
{izerinde , u’nun ve q’nun degerleri hesaplanabilecektir. Herhangi bir i¢ noktadaki u’nun

degeri asagidaki formiille hesaplanabilir,

N

N
u; =Y q,G; —Z‘ujHij (3.9)
1=

1=1

Digim

‘ El/eman
,7«*‘:“’6

.._-~— T nokta ;
~ -.._ R N __=_

Sekil 3.4'1" i¢ noktasindaki temel ¢éztim ile siur elemanlart arasindaki iligki.

[P

Integral denklemi q, = glxl ve qy :% ayriklastirilarak ¢6ziim ya 1labili1: i

i¢ noktasi igin;




au*l B 8q*|
qX(l)—é[q 8){ S é‘ru ax S,
3 ou * oq *
= - —-d 3.10
;CH EJ; o ds] jz‘u,(éj: ™ s] (3.10)

N ou* g *
=) q ds|— > ul |——ds (3.11)
,_Z,’(__.!ay J ;"uay ]
burada,
ut 10 gy Lo
ox  2mOx 2mr Ox
awr_ 10,y Lo
Oy 2moy nir oy
% "
o il (3.12)
Ox  2m|r|ox oy
ar_1lta, o
dy 2m|rlox | ?

Burada, 'i' noktasi gevresindeki aki degisimleri hesaplandigindan dolayi tiirevler,

sadece u* ve q* 'nun temel ¢oziimleri tizerinde hesaplanir .

3.3. integrallerin Hesaplanmas

Denk.(3.3) ile denk.(3.4) ve denk.(3.9)'daki gosterilen Gy ve ﬁij integralleri,
i#] durumu igin sayisal integrasyon formiilleri ile bulunabilir. i=j oldugunda (tekil
integraller) daha kesin bir integrasyon gerekir. Tekil integrallerin hesaplanmasi

genellikle sayisal olarak yapilir. Sabit elemanlar Gj; ve I:I,.j integralleri analitik olarak

bulunabilir.

. %
H; = Iq*ds: —a—u—éids =0
‘ g, or On
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Gij deki integraller igin 6zel islem gerekir. iki boyutlu elemanlar igin,

= furds= fm(l_}xs (3.14)

Gii r
S 2n g 1
Denk.(3.14)’ii integre etmek igin koordinatlar eleman {izerinde homojen §
koordinatina déniistiiriilebilir (Sekil 3.4).
A
r=le 8 3.15
. 15
Burada A uzunluk elemanidir.
1
E’=_1 k=0 I [“=+1
r = _‘f: 7 o= é
f~’ 2
{ { I
|r1|:r ‘32|=h|=r
Sekil 3.4 Sabit eleman.
|
G, = h{ljds—.-lz fin 2 e
2me \r 2n 5 \ &L,
L[.. 2 '
= EIn-"-~EInE+E
2n| 7L o
L.
=1 1+ln—2— (3.16)
2n| L,

Daha karmasik durumlar icin 6zel agirhikli formiil kullanilir. Bagka integraller
s
SRS

icin gauss alan hesabi kullanilir.
. ¥
L

%&
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3.4. Lineer Elemanlar

Buraya kadar olan boliimde sadece, degiskenlerin degerlerinin biitiin eleman
izerinde ayni oldugu kabul edilen sabit elemanlar incelenmistir. Simdi ise, Sekil 3.5'te
gosterildigi gibi digiimlerin, elemanlarm ug noktalarinda olmast hali i¢in u ve q 'nun

lineer bir degisim gosterdigi durum incelenecektir.

1.dugim 2. .dugim

Sekil 3.5 Lineer eleman.

Temel sinir integral ifadesi denk.(3.1)'de yazildig: gibidir:

N
ciu+y, [uq*dS= fqu*ds (3.17)
q,

=t ¢,

Sinir bir dizi N sayida elemana ayristirildiktan sonra denk.(3.17) yazilabilir. Bu
denklemdeki integrallerde, u ve q degerleri her bir S; elemani iizerinde lineer olarak
degistiginden, hesaplamast zordur. Bu nedenle bunlarin integral disina alinmast
miuimkiin degildir.

" Eleman tizerindeki herhangi bir noktadaki u ve q degerleri, ¢, ve ¢, gibi iki
lineer interpolasyon fonksiyonu Sekil 3.5'da gosterildigi gibi & homojen koordinatlarina
ve bunlarm diigiim degerlerine bagh olarak tanimlanabilirler:

u,
u,

u(&):(bl uy + ¢, “2:“’! ¢2][ } (3.18)

q(§)=¢1(h+¢2 (h:[‘bl ¢2]|::I:l (3.19)

2

boyunca denk.(3.17)’ sol tarafi i¢in hesaplanirsa,
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_[“ q*ds= J[d)](bz][uluz ]Tq *ds

g g
- FI[¢|¢2]q*ds[u,u2]T
= [hy b, Juu, I (3.20)
Burada,
hy = [o,q*ds=a,,h, [$,q*ds=0, (3.21)
¢, g

denk.(3.17) nin sag tarafi,

Jqu *ds = _[[‘1’1‘1’2 ](] * ds[(hqz]T

G, €
= [leqgiJawa, T (3.22)
¢
burada,
gi = I¢lu*dSEbl’gi2 I‘l’zll*ds":‘bz (3.23)
G ¢,

denk.(3.20) ve denk.(3.22), biitiin j elemanlar1 i¢in denk.(3.18)’de yerine yazilirsa,

cu; + l}A{i,IfIiz....PAIm Iu,uz....u" ]T = [G“G,.z...(}in ][q,q2....q" ]T (3.24)

~

H; =hy, j+h;,elemanin ve (j—1) =, + o, elemann bir terimidir (3.25)
benzer olarak

A

G, =g;,j+g,clemaninve (j—1)=b, + b, elemanin bir terimidir (3.26)

i noktas1 i¢in denk.(3.24) ve denk.(3.26) birlestirilerek yeni bir denklem elde edilir.

f.wﬂ'i’“!m
G; =§];E'!-u*d8:51;€!- [u,6, "‘uz(bz]ds ,;’ ii &,



=5 -(u,G} +u,G}) (3.27)

Sekil 3.6. Lineer elemanin interpolasyon fonksiyonu

Fakat bu durumda ¢,, interpolasyon fonksiyonlarini buluruz. H;’ nin hesap
‘edilmesinde kullantlir. G, ’nin hesap edilmesinde kullanildiginda (€ =0)tek basina
‘yetmez. Bu nedenle ¢, fonksiyonu, & =1-2(1-n)ile degistirilir. Verim ¢, =1-1n ve

¢, =n (0<n<1)dir

] 1 ‘ 1
G =— |¢,In| = [ds = [(1 =m)In| — |L.d
= S =Jo - L oo

in

t
=L; [1-m)(=InL; ~Inn)in (3.28)
0

=-L1{-3——111Li}
212

1 ' 1
G2 = [¢,In] —lds=|nln| — |L.d
= ol oo i

0 i

=L, In(— InL, —Inn)dn (3.29)

0

Ll ~-InL,
212

simdi denk.(3.24) olarak yazabiliriz.

no. 1
c.u; + ZHUUJ- = ZGijqj
i1 j=1
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l] n T‘
2 Hyu; =2 Gya; . (3.30.b)
il =

veya matris seklinde,

HU =GQ (3.31)

olarak yazilir. Biitiin sinir {izerinde H’nin kosegen terimleri her zaman hesap edilir. q
deperlerinin  tiirevleri 0 olabilir. Buradan denk.(3.31)’de HU =0 olur. H’nin biitlin

elemanlari toplamt higbir zaman 0 olmamalidir.

N
H; =1- ZHij (3.32)

J=10#i

Bu nedenle c(i) degerinin hesaplanmasina gerek yoktur. Temel ¢oziim de

—ln(%—) olarak degil —Inr olarak alinir.
7

Hy =2n- ) Hy.i=1....,N (3.33)

3.4.i. Kise Diigiimlerinin islemleri

Smir elemanlan ile aynlan bir bolgede, her iki taraftaki sartlar ayn
olmayabileceginden, 6zel bir dikkat gerektiren geometrik olarak stireksizlige sahip
noktalar ortaya ¢ikacaktir. Bolgenin simirt lineer elemanlar ile ayrigtirildiginda 'j'
elemaninin 2. diigiimii ile 'j+1' elemamn 1. diiglimii ayn1 noktada olur. (Sekil 3.5)
Potansiyel, sinirin herhangi bir noktasinda ayni oldugundan, 'j' elemaninin u? potansiyeli
ile 'j+1' elemamnin u' potansiyeli aym degerdedir. Bununla birlikte, bu fikir genel bir
kural olarak akiya uygulanamaz. Bunun nedeni ise akinin ayni degere sahip olmadigi

sinir noktalar1 vardir. Bu neden normalin sinirda tek olmadigi yerlerde gikar.

Bir elemanin 2. diigimiiniin akisimin bir sonraki elemanin 1. diigtimiiniin
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Denk.(3.33) ve denk.(3.36) biitiin 'j' elemanlart igin, denk.(3.23)'de yerine

konursa, 'i' diigiimii i¢in asagidaki denklem elde edilir:

u, q,
~n ~ ~ u
cu +, A, 7260 G, o Gl (3.36)
Uy SPIY

2

i ij-

Burada H,'j' elemaninin hj; terimi ile 'j-1' elemanimmn h?,_; teriminin toplamina

esittir. Bu nedenle denk(3.36), 'i' diigiimii i¢in toplam degerini gosterir. Denk.(3.36)

Gzetlemek igin,
N 2N
c; u; + ZH-‘j u; = ZGH q; (3.37)
=1 i1

seklinde yézﬂabilir. Daha 6nceden denk.(3.9)’da sabit elemanlar igin gosterildigi gibi,

N

2N
D Hyu; =2 Gyaq, (3.38)
J= j=1

j=1
seklinde ifade edilebilir. Denk.(3.38)’in tamamu matris seklinde,
Hu = Ggq (3.39)

yazilir. Burada G, N x 2N boyutunda dikdérigen bir matristir.
Bir sinir diigiimiinde bir¢ok farkli durum meydana gelebilir. Birincisi, diiz sinir

{izerinde diigiimiin olmasidir. Bu durumda, diigtimden 6nceki ve sonraki akilar farkl

tammlanmadik¢a, potansiyel veya akidan sadece biri bilinmiyordur. Ikincisi, diigiimiin

bir kése noktasindadir. Burada, sinir sartlarina bagl olarak dort durum ortaya gikar:

1. Bilinen degerler : Koseden 6nceki ve sonraki akilar.
Bilinmeyen deger : Potansiyel.

2. Bilinen degerler : Potansiyel ve kdseden 6nceki aki.
Bilinmeyen deger : Kdseden sonraki akt.

3. Bilinen degerler : Potansiyel ve kdseden sonraki akt.

Bilinmeyen deger : Kdseden dnceki aki.
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4. Bilinen deger : Potansiyel.
Bilinmeyen degerler:Koseden 6nceki ve sonraki akilar.
{1k {i¢ durum igin, bir diigiim igin bir bilinmeyen vardir; dérdiincii durum igin iki
bilinmeyen vardir. Bir diigiim igin bir bilinmeyen oldugu siirece; bilinen iki deger sag

tarafa alinir ve alistimis (N x N) boyutlu denklem sistemi clde edilir:
Ax =y (3.40)

Burada x, bilinmeyenler vektoriidiir. ANXN boyutlu bir kare matristir.y
bilinenler vektoriidiir,y vektorti, G veya H matrislerinin karsilik gelen katsayilan ile
bilinen sinir sartlarinin ¢arpimindan hesaplanir. A matrisi, isareti degistirildikten sonra
G matrisinin kolonlar ile H matrisinin kolonlarini veya karsilik gelen diigtimdeki akinin
tek degeri bilinmedigi zaman, bir isaret degisimi ile G 'min ardigil iki kolonunun
toplamimi igerir.

Kése dugiiminde bilinmeyenlerin sayist iki oldugunda (4. durum),diigtim igin
farkli bir esitlik gerekir. Problem, siireksiz elemanlar diisiincesi kullanilarak ta
coziilebilir. Burada, 'j' elemaninin sonundaki ve 'j+1' elemaninin baslangicindaki
digimler, i¢te iki lineer elemana i¢ tarafina kaydirilir ve kosede birlesme yerine
bagimsiz iki diigiim olarak kalir (Sekil 3.7). Boylece, her diigiim igin bir esitlik
yazilabilir. Potansiyel ve aki, diigiim degerlerine bagl olarak, biitiin elmanlar boyunca
lineer fonksiyonlar ile verilir. Fakat prensip olarak kosede siireksizdirler (Yildirim,

1999).

u veya q'mn} | i u veya q'nun
diigiim degeri \ diigiim degeri
- -
: Ty ””HH[H | i ,
u veya ¢ 'nun \ l l”'”l [H”, /- U veya g'nun
diigtim degeri .-I.HHHE;H«" IHHHI HH diigiim degeri
Sekil 3.7 Siireksiz elemanlar.
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3.5. Karesel ve Yiiksek Dereceli Elemanlar
Karesel elemanlar icin Sekil(3.2.c) interpolasyon fonksiyonlann ¢,,4,,.¢,

kullamilir. U ve q fonksiyonlar su sekilde yazilir.

U(E-V):d)l Uty U, +0y 0y :[¢| ¢, (])31[u|u2u3]T (3.41)
q(ﬁ):(l)l q, +9, 9, +9, 9, :[(l’t ¢, ‘ba][qx(b(h]T (3.42)

d,,0,,¢, fonksiyonlar Sekil(3.8) goriildiigli gibi diigtimler igin, fonksiyonlarin

digiim ile ilgili degisken degerlerini karesel olarak verir. Bu interpolasyon

fonksiyonlari, stmir eleman: j ile integralleri tek basina hesap edilmesinde kullanilir.

qu *ds = [hj,h b jz][“n“z“z]T (3.43)
¢
11
§=-1 b=D J b=+
. s
1.digim 2. digfim 3. ditgiitm

| ] |
| I 1

b= o= -

Sekil 3.8 Karesel eleman

Burada,

hy = Jd)kq *ds, k=123 (3.44)

G

Jacobian kullanildiginda,

_dsy fdxy dys
==& * & (3.45)

verimler;
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fuq*ds = [u@)tla*ds (3.46)
G
benzer sekilde;
_J.qu’kdsz[gjlgjzng]'[qlqzq}]T (3.47)
G

yazilir. Burada,

g, = J(I)ku*ds (3.48)
C.
seklinde hesaplanir. Bundan sonra i diigiimii igin,
(3.49)

yazilabilir. Burada,

H,;=(j-1) elemanin /, terimi + (j+1). elemanin h,, terimi + j. elemanin h;, terimi

G;=(j-1) elemanin g, terimi + (j+1). elemanin g;, terimi +j. elemanim g, terimi

olarak hesaplanir.
Sabit ve lineer elemanlarda kolay hesaplanmasina ragmen, karesel elemanlar

igin G, yi hesap etmek gok zordur. Daha dogru ¢6ziim i¢in H; ve G, arasinda sayisal

olarak hesap edilir. Jacbion ‘Jl ‘nin degeri denk.(3.45) ve denk.(3.46) sayisal hesap

edilerek bulunur.

x=0, X +0,x° +6,x°

(3.50)
y=¢, v +0,¥° +,¥’
5.’“#
Burada indisler diigiim numarasini gosterir. Bu genellikle so l@mgmlar

analizinde kullanilan es parametreli elemanlara benzer bir kavramdir.
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3.6. Kiibik Elemanlar

fkinci dereceden daha yiiksek dereceli elemanlar pratikte pek sik kullanilmazlar,
fakat bazi1 6zel uygulamalarda kullanilabilirler.

u ve g fonksiyonlari,

u=d¢,u; +o,u, +dyuy; +¢, uy, (3.51)
=0, q)+9,q2 +93 95+, a4 ‘ (3.52)

benzer sekilde yazilirsa,

X=0p Xy + 9, Xy + 3 X3+ 0, X4 (3.53)
Y=Y+, ¥, +d1y1+0, Y, (3.54)

Burada interpolasyon fonksiyonlar,

(= g)[—10+9(§2+1)]
(122
(1-27) (1+3)
(

(3.55)

al- aic alo a!~

[+& [ 10+9 (&2 +1]

seklinde verilir. Interpolasyon fonksiyonlari diigiimlerde asagidaki degerleri alirlar:

Dugtim & ¢ &2 ¢ s
1 -1 1 0 0 0
‘ 2

af—m

3

+
af—
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v 4
A
DN e
.""-, 2 3
ey
1
k
1
o o i o o
1 P 3 4
-1 L=-18 =413 =41

Sekil 3.9 Dort diigiimlii kiibik elemanlar.

yi
| - /
( /12, Dugim
S AT |
/i/l Diigiim :
l |
1 1
! !
! |
| |
| 1
L -
X
t=-1 £=9 E=+l
[ SR { Y o
I. Dugiim 6. 2. Diigim

A VI

Referans eleman
Sekil 3.10 Iki diigtimlii kiibik elemanlar.

Kiibik elemanlarda diger bir olasilik, fonksiyonlarda u ve q 'nun degisimini ve

eleman b(;yunca tiirevini, Sekil 3.10'de gosterildigi gibi iki u¢ noktada tam

u i¢in uygun fonksiyon,
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u=d,u, +9, (%sl)‘”” uy +dy (g%jz (3.56)

ile verilir. Interpolasyon fonksiyonlari ise su sekilde yazilir:

b= (51 (2+3)
0 =M (E=1) 6+ )
| (3.57)
by=g (&4 N'(2-¢)
b= M E+ (6 -)

Burada A eleman uzunlugudur. Kubik elemanin son tipi, S boyunca tiirevin
dogru tamimmt meydana getirmek istediimizde kullamlabilir. Bir A egrisel elemanli

.durumda, eleman lizerinde denk.(3.46) ile verilen |G| Jacobiam integre edilerek

hesaplanabilir. Ayn1 ¢ fonksiyonlari, q, x ve y igin kullanilir (Y1ildirim, 1999).

3.7. Poisson Denklemi i¢in Smir Elemanlar1 Yéntemi

Sinir elemanlart yonteminde yiizeysel veya hacimsel yiikler, lineer olmayan
terimler nedeniyle bélge integralleri meydana gelir. Bu nedenle homojen olmayan
Poisson diferansiyel denklemi {izerinde durulacaktir.

Asagidaki Poisson denklemi gézoniine alinirsa;
Viu=b (R bolgesinde)
(3.58)

u=u, C, ’de; %:—:q=qo C,’de

Bu denklemde b=b(x,y), bilinen bir fonksiyon kabul edilecektir. Bundan bagka,
b=b(x,y,u) seklinde potansiyelin bir fonksiyonu veya b=b(x,y,u,t) seklinde zaman

bagimli bir fonksiyon yazilabilir. Béylece zamana bagimh veya li

problemler de analiz edilebilir.R bélgesi iki boyutlu sinirlardir.
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temel integral denklemlerinin elde edilmesi, Laplace denkleminde izlenen yolun

Ozdesidir.

0= _H; (Viu-Db)u*dxdy = LL (uVu * —b)u * dxdy + ju * qds
© (3.59)

+ Iu*qods— juoq*ds— _[uq* ds
C, G,

G

V?u* = §(i) kabul edildiginde, J‘ J; (V2u - b)u *dxdy = —u(i) denklemi elde edilir.

- j‘L bu * dxdy + Ju *qds+ Ju *q ds— Iuoq *ds - _[uq * ds=0 (3.60)
¢, C, G C,
veya
bu*dxdy + u(i)+ |u,q*ds+ jug*ds= |u*qds— |u*q,ds (3.61)
([ st uatds furats- |

veyﬁ denk.(3.17)’{in tlirevleri olarak, sinir integral denklemi iki boyutlu olarak elde
edilir.

cu; + “; bu* dxdy + J.uq *ds= Ju *qds (3.62)
¢ ¢

denklemi elde edilir. Laplace denkleminin temel ¢6ziimii u* yerine yazildiktan sonra

biitiin sinir terimleri ve bélge terimi ile birlikte,

c,u; + ”;bu*dxdy+iuj jq*ds=iqj ju*ds (3.63)
g HE

veya

N N
cu, +B, + Z:Hijuj = ZGijqj
j=l

i




It eleman .

Sekil 3.11 Sinir elemanlan ve i¢ elemanlar.

veya
N N
B, + Y Hyu, =) Gyq; (3.65)
i=l i=1

denklemi elde edilir. R bdlgesinin ici, ag gibi boliiniirse sonlu elemanlardaki i¢ hiicrelere
benzer. Buradaki i¢ noktalar, sonlu elemanlardan farkli kavramlardir. Ig noktalarin

hesaplanmast igin asagidaki formiil kullanilir.

B, = i(zklw,-b UDAY (3.66)

m=l =]

R bolgesinde, b fonksiyonu bilindigi igin integral herhangi bir yeni bilinmeyen
icermemektedir. Sinir integrallerine ek olarak bir bolge integrali hesaplanmasi
gerektiginden problemin karakterinde degisiklik olmustur. ¢; sabiti, sadece incelenen 'i'

noktasindaki sinir geometrisine baghidir.

3.7.1. Hiicre (Cell) Integrasyon Yaklagimi
Son denklemdeki bolge teriminin hesaplanmasinin en basit yolu, Sekil 3.11'de
gosterildigi gibi her birine bir sayisal integrasyon kurali uygulanabilen i¢ hiicrelerle

bolgenin ayristiriimasidir.
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I hilere

Sekil 3.12 Sinir elemanlart ve ig hiicreler.

Hiicre durumunda, her bir 'i' sinir noktasi igin bélge integrali,

. N N
c,u; +Z{ Jp*ds}uj & JI u* bdx,dx, +Z{&[u*ds}pj (3.67)
|, i1 | d

ifadesi elde edilebilir. Burada i¢ hiicreler alan integralinin sayisal integralini almakta

kullanihir.
B, = [[ u*bdx,dx, (3.68)

M tane ig¢ hiicre var ise,
M (I
B, =Z{Z(11*b)K(1)K}AS (3.69)
S=1 (K=l
Burada integralin, degisik hiicreler {izerinde bir toplam olarak yaklasimi
yapiimistir. B bolgesini tanimlayan hiicrelerin toplam sayis1t M’dir. Hiicrelerin sayisi 1
'‘den M 'e kadar degisir. wy Gauss integrasyonu agirhk katsayilaridir ve (u*b)

fonksiyonunun her bir hiicre iizerindeki k integrasyon noktalarinda hesaplanmasi

gerekir.
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I:Iij =Jp*ds, G, = J-u*ds, (3.70)
her biri 2x2 boyutunda matristir.Denk.(3.67)

N . N
c,u; +ZHijuj=Bi +~Z|Gij p; (3.71)
=

IE

biitin j diigimlerinde, u ve p degerleri “i” orta digiimiiniin potansiyel degerine
J g

bagimlidir. Asagidaki sekilde yazilir;

o, eger i#]
H, =13, Y (3.72)
' H; +¢, eger i=j
Burada, c(i) sinir geometrisi tizerindeki, matris katsayilarina baglidir.
@=|o"" (3.73)
c(i) = :
0K ¢,
Buradan denk.(3.71) olarak yazilabilir:
N N
> Hyu, =B+ Y Gp, (3.74)
=1 j=I

d; terimi, sayisal integrasyonun sonucudur ve siir diigiimlerinin her 'i' pozisyonu igin
farkhidir. Her bir hiicre lizerindeki integrasyon noktalarinin toplam sayis1 R’dir. k 1

'den R 'ye kadar degisir. B, 'e' hiicresinin alamdir.

N N
=1 j=1

ifade edilebilir. Matris seklinde ise,

HU =B+GP . ,'5‘: ’;(1.762 |
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olarak gosterilir.

3.8. Farkh Biilgelérin Birlestirilmesi

Incelenen problem homojen olmayan bir yapida ise, problem bolgesi aym
ozelliklere sahip homojen alt bolgelere aynlarak sayisal islemler yapilabilir. Bu
bolgeleri birlestiren ara kesitlerde sinir sartlan olarak potansiyelin siirekliligi ve akilarin
stireksizligi uygulanarak, her bir alt bolge igin denklem takimlarinin toplanmasiyla tiim
bélge igin bir sonug denklem sistemi elde edilir.

Anlasilabilirlik ac¢isindan Sekil 3.13'te B bolgesi, B ve B, olmak iizere sadece

iki alt bolgeye ayrilmistir.

“h | o f
/d ' ‘\L,\\BZ /S {/ k \O\\ £, /
(.4 BI (\\' //5 g Bl T\ (‘1//(

Sy

s } )
1 . . J/ y i ] ¢
% /Jj-/"' oy OO

T8 Arakesiti
Sekil 3.13 Problem bdlgesinin iki alt bélgeye ayrilmast.

B, alt bolgesi tizerinde;
U', Q': Sy dissiirindaki diigiim potansiyelleri ve normale gore tiirevleri,
U;, Q;: B, bolgesine ait olan S; arakesitindeki diigiim potansiyelleri ve normale

gore tlirevleri.

B, alt bolgesi tizerinde;
U?, Q*: S, dis sinirindaki diigiim potansiyelleri ve normale gore tiirevleri,

U?, Q}: B, bolgesine ait olan S; arakesitindeki diigiim potansiyelleri ve normale

gore tiirevleri.

B, alt bélgesi igin,

£,.Viu=0
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buradaki Laplace denkleminden asagidaki matris denklem sistemi elde edilir:

€, [H’ H}] {8:} =€, [GI G}]{g:} (3.78)

I 1

B, alt bolgesi i¢in de
£,.Viu=0 : (3.79)

Laplace denkleminden,

£, [Hz 1—13]{82} = ¢, [GZ Gf]{gz} (3.80)

1
matris denklem sistemi elde edilir. Tiim bolge igin denklem sistemi,
£,.V'u + ¢,.Vu=0 (3.81)

seklinde yazilir. Denk.(3.79) ve denk.(3.80), denk.(3.81)'da yerine yazilarak,

€, [H' H}]{E:}n) [Hz Hf]{gz} = g, [Gl G}]{g:}+az [k Gf]{gz}(wm

1 I 1

denklem sistemi elde edilir. Dielektrik malzemelerden olusan, B, ve B, alt bslgelerinin

birlestigi S; ara kesitinde; Potansiyelin stirekliligi,

U = U} = U, (3.83)
ve normal gradyentin stireksizligi,

6, Q) =-¢,Qf =Q, (3.84)

sartlar1 gecerlidir. Bu sartlar gézoniine alinarak alt bolgelere ait denklem sistemleri

birlestirildiginde, tiim bélge i¢in sonug denklem sistemi elde edilir (Yildirim, 1999).
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BOLUM 4

ETKI KATSAYILARI

4.1. Smrlarin Gosterilmesi

Simirlar, Sekil 4.1°de g6sterilen elemanlar belirli sayilarla ifade edilir.

BDy #8D

b

ra
. ~. l ]

0Dy

T

(a) (b)
Sekil 4.1 Stnirin temsil edilmesi

Sinir 8D olarak gosterilir. D elemanlarin varlik terimidit. D ve 0D, Sekil
4.1.a’da gosterilene genellikle uymai. Her ne kadar baz1 durumlarda sekil Sekil 4.1.b’de
g(’jstérilene uyabilir. Sayisal yaklasimda, dogal hata kaynaklar kural disidir.

Bu elemanin ug noktalar1 koordinatlarinin fonksiyonlar: olarak, eleman boyunca

bir yere yerlestirilmis nokta,sayisal ¢oziim igin yararhdir. Sekil (3.1.a)’da a ve b genel

dogrusal bir elemanin ug noktalarina referanstir. Bdylece;
X, Q) =N, &x;, - 4.1)

buradaki indeks o tekrar toplamak anlamina gelir:
£, elemanlar boyuncakenarlarmma *1 degerlerini alan dogal koordinatlardir. $ekil

4.2’de goriildiigii gibi;
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, 1,, Yl
Na=‘§(f§—l)/ Na—z('f 1)

Sekil 4.2 Lineer integrasyon fonksiyonu

ile tamimlanan orta noktada i (i=1,2, 2D’de)’nin koordinatidir. N (&),

Xiy &

a(a = a,b)ucu ile sekil fonksiyonun birlegimidir. x,, , @ ucunun i koordinatlarini temsil

eder.
Denk.(4.1)’in agik halde yazimu;

X, (8) = N ()%, + Ny (E)x,, =2 ;""’ £+ 2l ;x‘“ (4.2)
X (8) = Ny (B + Ny (E)xy, = T2-F20 g 4 22 “;"2“ (4.3)

asagidaki denklemde yerlerine yazilirsa;

ds, =\/dx,2 +dx; =L—2"d§ (4.4)

burada L, , 6D, uzunlugunu gosterir.

Denk.(4.1) yiiksek dereceli elemanlar igin kullanilabilir. Parabolik yaklagimi durumunda

elemam 3 diigiim ile gostermek gerekir. x;, orta noktanin koordinatlarini ifade eder.

X; =N, (E)x;, + N, (E)x, + N (§)x, (4.5)

burada, R
y’&ﬁ%‘j L AT
EY el W
1 1 ‘:f“ h‘\ . htf{-‘ - .
N, @ =280 Ny@=1-8% N(©)=2&E+); ; NG
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Sekil 4.4’de bu sekil fonksiyonlarin olusumunu gosterir. Fonksiyonlarin  biitiin

durumlarinda, noktada bir deger hesap edilir.

C .f'fj—’-}-—h——“\‘*/a
X §=1 7~
51 £=-1

5

Sekil 4.3 Parabolik elemanlarda dogrusal koordinatlar

. ': —_1 ’ ’
\ N.(©) =3¢ +D N, (&) =1-&*
‘\\‘r
C hos ;_,,:./a cf;"-—fl .,_h ‘,=E_1
F=14=0 ¢=-1 Ny
V(&) = L eE-1)
%

Sekil 4.4 Parabolik interpolasyon fonksiyonlari

bu elemanlar igin, ds, ile ifade edilebilir.

— é’jn_z dx_zz
dSk-\/(d&) +(d§)

burada denk.(4.5) ve denk.(4.6) gore

e pXE 142
“&‘g—(g—)z_ngb“"(‘*é)

xic
2

(4.7)



37

jacobian J denk.(4.8)’de tanilanir.
4.2.Fonksiyonun Gosterilmesi
Yukaridaki sistemin geometrisi ile benzerdir. Fonksiyonlar, eleman boyunca

(potansiyel ve tiirevi dikkat edilmeli) asagidaki denklem ile gosterilir.
x(€) =N, (©)x, (4.9)

burada &, eleman boyunca dogal koordinatur. N, sekil fonksiyonu ile « noktasi

birlestirir. x, anoktasinda ki x degiskenin degerdir.

4.2.1.Siirekli interpolasyon
Stirekli interpolasyon, sinir boyunca degiskenlerin, 2 nokta elemanlarin
sonundaki o alamindan yapilir. Elemanlar arasindaki siireklilik, simr boyunca

degiskenlerin olusturulmasina devam edilebilir.

Sekil 4.5 Lineer fonksiyonun temsili

Lineer yaklasik durumu, Sekil 4.5 durumunda gériilmektedir.
x(§) =N, (€)%, + N, (€)%, (4.10)

Sekil 4.2°de N, (&) ve N,(£),N_ ve N, olarak bazi ifadelere agik¢a sahiptir.

N@=-2E-  N@=1E+D) @
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parabolic, kubik ve daha yiiksek dereceli yaklagimi, benzer bir yontem ile fonksiyonun

icinde diisline biliriz.

x(€) =N, (E)x, + N, (E)x, + N, (&)x, 4.12)

burada N,,N,,N, Sekil 4.5’de N_,N,,N_olarak tanimlanir.

e T 3
e
' /,ﬁ"ﬂ X3
- 1 *(&) %
x3I 3
- L v
2 1
£=1 E=0 £&=-1

Sekil 4.6 Parabolik fonksiyonu

4.2.2.Siireksiz interpolasyon

Elemanlar arsinda devamlilik, sinir elemanlar1 yonteminde ihtiyag degildir.
Stireksiz interpolasyon sinir boyunca degiskenleri {iretir. Diigiimler elemanlarin sonunda
degildir. Bu durumda lineer yaklasum Sekil 4.7°de gosterilmektedir. Burada
N,veN, 'nin degerlerini Denk.(4.11)’de verir. Elemamn uglarindaki x degiskenin
degerleri, stireksiz elemamin diigimiindeki degiskenin 1¢,2° diigiim degerlerinin bir

fonksiyonu olarak bulunabilir.

}:-———— . (4.13)
X,) 1-d;-d, -d, 1-d, | X2
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Sekil 4.7 Stireksiz lineer eleman tanimi

& noktasindaki x degiskenin degeri, siireksiz elemanin diigiindeki degiskenin

degerlerinin bir fonksiyonu olarak bulunabilir.

d
x(8) =[N () N‘;(@]{z;} @.14)

2
stireksiz eleman igin, N! ve N9 yeni lineer interpolasyon fonksiyonlaridir.

1 1

N?(&)=m{<l-dzm. R e R L s
Ni(&)=ﬁ[(—dlml +(1—d,>N2]=5(—1—_—31[fdz—)(1—-2d,+§> |
sabit elemanlar, siireksiz elemanlar bozulmast durumunda hesap edilebilir.
d,=d,=05=x] =x§ =x° (4.16)
x degiskeni, su degerleri verir.
x(€) =(Ny +N)x* =x°* (4.17)
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4.3. Sabit Elemanlar
Bu tir elemanlarda, integral denkleminde degiskenler, potansiyel ve
tirevlerinden olusmaktadir. Elemanlar boyunca sabit degerler dogrusal olarak Sekil

4.8’de gosterilmektedir.

Sekil 4.8 Sabit eleman

4.3.1.Integral denkleminin ayristirilmas

Elemanlarin merkezleri sinir integral denklemi kollokasyon noktalart olarak
genellikle verilir. Fonksiyonda sabit degerler, elemanlarin merkezlerinde benzer olarak
kullantlir” Sonug olarak elemanlarin merkezinde kollokasyon noktalars elde edilir.

Burada sinir diizgiindiir.

—¢( )+ i ¢(y)———(x Nds = [wix, y)—g(y)dS(y) (4.18)

Dy

X,y € 0Dy

“burada 8D sinin, yaklasik smnir 6Dy ile degistirilir. Simdi bu hipotezde, 0D, elemam

boyunca her bir ¢ ve d9/dn sabit eleman degisimi ile tanimlanir.

k=1 011 8Dy

1 K N
290+ 20§ 2= 2200 [ st




4]

K K
> HLKW(K) = Y GL,K)a(k) (4.20)
k=1 k=1

¢p(k) k diigiimiindeki potansiyeli gdsterir. q(k) =-21$(k) k diigtimiindeki potansiyelin
N

tiirevini gosterir.

' oy 1
H(l,k) = cL)K —é][?(l,y)ds(y) b y € D, (4.21)
| 5 1 ise 1=k (4.22)
1 = .
© o ise 1%k
Gk = [w(ly)ds(y): y € 8Dy (4.23)
any

simir elemanlan yonteminde sabit integrasyon genellikle, H(l,k) ve G(l,k) terimleri ile
integrasyon uyusumu denk(4.21)’de ayarlanir. Bu integrasyonlarin, sinir durumlarindan

bagimsiz oldugu gézlenebilir.

4.3.2. integral Sabitlerinin Hesaplanmasi
ki genel konum, A diigiimiine bagli olup olmadifi etraflica disiiniiliirse,

integral denk.(4.21)’de D, elemam boyunca uygulanmas ile integrasyon tiretilir.

4.3.2.1. Kollokasyon Noktasinin Elemana Ait Olmamast Durumu

Bu tip integasyonlar hi¢ zor {iretilmezler. Uygulamalarda sayisal ve analitik
iretim mimkiindir. Sira ile H(LLk) ve G(1,k) etki katsayilarinin, iki boyutlu durumda
cizgisel ve li¢ boyutlu durumda yiizeysel integrallerin sayisal olarak hesaplanmasi ile
degerlert bulunur. Bu degerleri hesaplamak igin sayisal integrasyon yo6ntemleri

kullamiir.

1 ) 1
H(L,k) = 5’;6.){ 5,;(]“ r(l,y))ds(y) y €D, (4.24)

ds(y) yedD,

G(LK) = [ In r(lly)

27 .
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eleman k =00y
ds Y T /j )1

Sekil 4.9 Kollokasyon noktasi

| Sekil 4.9’ da uygun notasyonla tanitildi.

0 { 1or 1({D D
55(‘“ ,-a,y)]";én‘(”“‘;(?)—‘? (4.26)

burada D, n ve r’ nin tiirevi ile birlestirilmelidir. Uygun iki olas1 konum Sekil 4.10° da

gorilmektedir. Ek olarak .

. 2
ds= 149 _r’do 4.27)
cosB D
denk.(4.24)’ yerine konursa,
2 0,
HOLRO = [-2E 0o Lo 9, -9, (4.28)

ag1s, negatif seklin belirli geometrisi i¢in ¢izildi. Burada 6, agisi pO?L‘E;{ oo
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Sekil 4.10 Kollokasyon noktalarinin farkli notasyonu

Denk.(4.24)’ de yerine konursa;

9,

tan0 + tan O - 6} (4.29)

9,

cosf cos0

D

DO D {
In

cos’ 0 —5;

G(l,k) = »2'~ j In

T oDy

! M
[Feyde = > WFE) (4.30)
-1 i=l
burada integral ¢oziimiinde noktalarin sayist M ile gosterilir. &, ve W, agirlik ve
degiskenlerin i¢ durumlarini gdsterirler. Integrasyon sabitleri, sayisal ¢oziiliirse;
H(l k)—i— 1 Do L (4.31)
’ S 2mr 2 '
A1 1 L
GLk)=) —(In)o, —* 4.32
LK) =35 In o, = 4.32)

i=1

burada 1, “i” Gauss noktast igin r’nin degiskenidir. Sekil 4.11° de M=4 igin Gauss

noktalarinin konumlari ¢izildi.

£, =-0.86113631;  &,=-033998104;  &,=-,; &, =-&;

1

benzer agirhk vektdrleri;

o, =0.34785485; o, =0.65214515;
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k eleman

< £ digimi
Sekil 4.11 Gauss noktalan

43.2.2. G; Etki integrallerinin Hesab:

Gy = fu*ds= ! m(l)ds (4.33)
S

. N
Gy =22y m(l} w, : (4.34)
4.3.2.3. F, Etki Integrallerinin Hesab

H. etki integralini hesaplamak icin ilk once, q* teriminin bul ast gereklr

ij
w

.Denk.(4.35) q*, temel ¢6zlimiin (u*) normale gore tiirevidir.
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%

_au*_au*_a_r 1 (1)
“ on o on 27

ur_ 1 (4.36)

oldugundan,
or 2mr

d.

hesaplanir. Ayrica, g—r:cos(n,r) oldugundan, cos(n,r)=— seklinde yazilir (Sekil
n T

4.11). (df 1" diigiimiiniin '}’ elemanina olan dik uzakligidir).

ij?

Verilen denklemlere gore, denk.(4.35) su sekilde hesaplanir:

Ju* ou* or
H. = [q*dS = ds = |—-—=dS 4.37
y _[q -[an J‘ar on ( )
s; S; s
1 d. 1 d.
H = [-——-%dS = - — [-% gs
E I 2 ¢ n -[r2
j S;
| A *hd AN d.
= L R s AT N w s J
p 2n 2 r2 5 T ; r] k
AN d.
g = -1 -3 4.38
1 47 ; rkz wk ( )

4.3.3. Tekil integrallerin Hesabi
G; ve ﬁij katsayilart i# j durumu igin, 'Gauss Alan Hesab1' gibi bir sayisal
integrasyon formiilii yardimu ile hesaplanabilir (Sekil 4.12.a).
'i' ve 'j' diglimlerinin ayn1 eleman iizerinde olmasi durumunda (i = j), bir tekillik

meydana geleceginden (Sekil 4.12.b) yiiksek dereceden integrasyon kurallar1 veya $zel

bir formiil yardimu ile hesaplanabilir.
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Sekil 4.12 (a) Kuralli bir eleman boyunca integrasyon,

(b) Tekil bir eleman boyunca integrasyon.

Sabit elemanlarin 6zel durumu i¢in H; ve G, katsayilar1 analitik olarak
hesaplanabilir. n normali ile kaynak noktasina olan r uzakligi daima birbirine dik

oldugundan dolayr H, terimleri sifir olur:

*H
A, = faras = [ X ds =0 (4.39)
by S or oOn

G, integrallerinin hesaplanmas ise kendine 6zgii islem gerektirir. Ornegin, iki

boyutlu bir eleman igin,

Gy = [urds = - jxn(lj ds (4.40)

seklinde yazilabilir. Sekil 4.3'deki ve denk.(4.33)'teki gibi bir koordinat déniigimii
gergeklestirilerek, denk.(4.30)'deki ifade integre edilebilir:

A 441
‘-7|§| (4.41)

A ‘
d8=dr=-1 dg (4.42)

‘Buradan simetri hesaba dahil edilerek asagidaki ifadeler bulunur:
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Nokta (2) Nokta (2)
G. :.1_ J' m(l) dS=—1— I )\n(l)dr
r

Nokta (1) dagom i r

N m(fg] de (4.43)

S e

Son integralin, 1 'e esit oldugu kabul edilir:

bt

=1+ Aim (¢ Ang —€) (4.44)

e—0

Simdi, ?\in‘} (e ng)=0 oldugundan integralin degeri,

an dé =1 4.45
I [a)é -

olarak hesaplanir. Béylece G matrisinin kdgegen terimleri,

G, =—1qM| — |+1 (4.46)
27 Kj

denklemi ile hesaplanabilir. Karesel veya daha yiiksek dereceli elemanlar gibi, karmagik

durumlarda 6zel agirlik formiilleri kullanilmalidir.

4.4. Lineer Elemanlar ‘
Sabit elemanlar i¢in uygulanan denk.(4.34) ve denk.(4.38)'ye benzer sekllde
lineer elemanlar i¢in, kdsegen oimayan G; ve ﬁ etki katsayilar }}gs‘ap,lamr Lmeer

i.’x\ y o h,,‘l" 5y

§ ( N ‘z\ b

\ .u_"‘\’- [ ;

‘\\ RN
X . ¥
0 TR I )
b W e

=
Tl e
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elemanlarin, sabit elemanlardan farklihigl, integraller icerisinde interpolasyon
fonksiyonlarinin olmasidir.

Lineer elemanlarda iki diigiim bulunmasindan dolayi, incelencn 'i' diigiimiiniin 'j'

elemaninin 1. diigiimtine etkisi (g} ve h}) ile 2. diigiimiine etkisi (g§ ve hj)

birbirinden bagimsiz olarak hesaplanmalidir. Hesaplandiktan sonra, 'i' diigtimiiniin '

elemanmnin 1. diigiimiine etkisi ile j-1' elemaninin 2. diigiimiine etkisi toplanarak G; ve

ﬁij etki katsayilart degerleri bulunur.

4.4.1. gi. ve gi Etki Integrallerinin Hesaplanmasi

iki integralden olusan, lineet bir 'j' elemani tizerindeki integral, denk.(3.52) ve

denk.(3.53)'de verilmistir:

g;j=.[<b, u*dS ve gizi=J.d)2u*dS
s S

Burada, ¢, ve ¢, lineer interpolasyon fonksiyonlaridir. Fiziksel buyiikliikler

elemamn diigiim noktalarinda belirtildiginden dolay1, interpolasyon fonksiyonlar1 bu

diigiimler arasindaki degerlerin hesaplanmasi igin kullanilir.
1
0, = 5(1 ~ ) (4.47)
1
b, = -2-(1 +8) (4.48)

Gauss sayisal integrasyon yontemi yararlanilarak asagidaki sonug ifadeleri

meydana getirilir:

R RIS @

k=1

k
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4.4.2. hy; ve h} Etki Integrallerinin Hesaplanmas:
Benzer sekilde denk.(3.49) ve denk.(3.50)'de verilen,
hl = j¢, q*ds ve  hl= jq)z q*dS (4.51)
5; 5

etki integralleri sayisal olarak asagidaki formiillerle hesaplanir:

-3 Laog)din w (4.52)
T oang 2t Mgk |

(4.53)

4.4.3. Tekil integrallerinin Hesaplanmasi

H; katsayilan kogegen olmayan H; terimlerinin toplanmasiyla , 'i' ve '

diigiimlerinin ayni eleman {izerinde olmast durumunda hesaplanir, G, katsayilar ise,

G, =2, (—3——7\n (, )) (4.54)

formiilii ile analitik olarak hesaplanir.
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BOLUM 5
BIiLGISAYAR PROGRAMI

5.1. Genel Bilgi

Bu bolimde, Matlab dilinde yazilan iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin
¢oziimii igin gelistirilen, bir bilgisayar programi ac¢iklanmigtir. Programin adi SINEY
'dir ve program listesi Ek-D'de verilmistir. Bu Programda sabit sinir elemanlar:
kullanilmigtir. Uygulama &rnekleri igin, analitik sonuglarla da karsilagtirmanm
yapilabilecegi temel elektrot sistemleri segilmistir.

Laplace denklemi ile modellenen bir elektrostatik alan probleminin Sinir
Elemanlar1 Yontemi ile analizinde ilk olarak problem bélgesi sabit sinir elemanlar ile
ayristicthir. Stnur elemanlarinin ug noktalarinin koordinatlari ve eleman sayisi, siir
sartlart gibi basit bir veri girisi problemin analiz edilebilmesi i¢in yeterlidir. Bundan
dolay1 yontemin en énemli 6zelliklerinden ikisi, denklem sisteminin kii¢iik olmas1 ve bir
problemin ¢6ziimii igin gerekli olan veri sayisinda sagladigi 6nemli 6l¢tideki azalmadir.

Denklem sistemi, sinir diigiimlerindeki bilinmeyenlerden meydana gelmektedir.
Buna karsilik, sistem matrisi doludur ve simetrik degildir. Ayrica i¢ noktalardaki
sonqglarlh sadece istenen noktalarda hesaplanabilmesi, yontemin ve programin diger
onemli bir 6zelligidir. Bu program;

a) Izotropik malzeme ozellikleri ile iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin
gﬁzﬁlmesi,

b) Sinirlardaki ve i¢ noktalardaki potansiyel dagilimimin hesaplanmasi,

c) Cok ytizeyli problemlerin ¢oziimi,

' d) Acik sinirli (sonsuz sinirlr) alan prdblémlerinin kolaylikla analiz edilebilmesi,

ozelliklerini tasimaktadir.

SINEY programi, bir elektrostatik problemin Sinir Elemanlart Yontemi yardimi
ile analizinde kullanilan asagidaki ¢6ztim agamalarnn g6zéniinde bulundurularak

gelistirilmistir (Sekil 5.1).
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[ Situr Problemi

l._A

gr)
( S Integral Denklemi ]

hih Artiklar Y 6men}

Eltegral Denkleminin Ayrsk Seklﬂ

Suur §artlan J

[ Cebirsel Denklem Talatm J

Coziim Iglemi J

[ Sstur Bilinmeyenteri }

l

[ I¢ Noktalardaki Cozim ]

Sekil 5.1 Sinir Elemanlart Y6ntemi ile sinir problemlerinin ¢6ziim agamalar.

5.2. SINEY Ana Programi
SINEY Ana programi asagidaki alt programlardan olusur:
SEYM}){ENU Alt programlarin ¢alistiran menii programudir.
INPUT Program girisi okunur ve eleman baglantilar1 belirlenerek, eleman
uzunluklar hesaplanir.
SEYALT H ve G etki matrisleri hesaplanir. Sinir sartlan uygulandiktan sonra
Hu= G q denklemi, A x =y sistemine indirgenir. Denklem sistemi

¢oziillirek x vektérii hesaplanir. u ve q 'nun bilinmeyen sinir degerleri

elde edilir.
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KICNOK Izgara cizilir.Ig diigtimlerle iligkili olan H ve G matrisleri ile bilinen u ve
q stir degerleri kullanilarak, segilen i¢ noktalardaki potansiyel
degerleri hesaplanir.

GRAFIK: I¢ noktalarda hesaplanan potansiyel degerlerin esit olanlart esdeger grafigi

| cizilerek birlestirilir.
Programda kullanilan degiskenler ve anlamlari su sekildedir:

NE Sinur elemanlarinin sayisi.

X](;l, 2) - Gauss integrasyon noktalarinin apsisleri.

W(4,2) Gauss integrasyon noktalarimin agirlik faktorleri

X(NT) Sinir diigimleri ve i¢ noktalarin X koordinatlari.

A Y(NT) Sinir diigiimleri ve i¢ noktalarin Y koordinatlari.

INC(NE,2) Eleman baglantist.

LJ(NE) Eleman uzunlugu vektorii.

KOD(NN) Eleman diigtimlerindeki sinir gartlarinin tipini gosteren vektor

(Potansiyel tamumlanmig ise KOD=1, aki tanimlanmig ise KOD=0 alinir).

U(NN) Dirichlet simir sart1 vektori,

Q(NN) Neumann sinir gart vektorii.

HI{,J) i. diigltimiin j. elemamn 1. diigtimiine etkisini ifade eden H1 etki vektérii.

H2(1, J) i. dligiimiin j. elemanin 2. diigiimiine etkisini ifade eden H2 etki vektorti.

HI(NN,NT)  Swur diigiimlerinin i¢ noktalara etkisini ifade eden HI etki vektorii.

Gid,J) i. diigiimiin j. elemanin 1. diigtimiine etkisini ifade eden G1 etki vektorii.

G2, J) i. digimiin j. elemanin 2. dﬁgﬁmﬁné etkisini ifade eden G2 etki vektérii.

GI(NN,NT)  Swnir diigiimlerinin i¢ noktalara etkisini ifade eden Gl etki vektorii.

A(NN,NN)  Sistem matrisi.

X(NN) Denklem sistemindeki sag taraf vektorii.

5.2.1 SEYMENU Alt program

Alt programlarin galigtiran menii programidir. Butonlara yukaridan asagi dogru sira ile

segilerek alt programlar ¢aligtirlir.
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Sekil 5.1 SEYMENU programinin aktif goriintiisii.

5.2.2. INPUT Alt Programm
Bu alt programda, program tarafindan istenen biitiin veri girisi okunur. Veri
girisi asagidaki gruplardan olusur:
1. Problemin hashig.
2. Problem hakkinda genel bilgi. Problemin sinir durumunu gésteren, Sekil 5.3'teki
kurallara gére tanumlanir:

NE

3. Boligelerin son diigim numaralar:. Problemi olusturan bolgelerin son diigiim
numaralari, elemanlara ait diiglimleri (eleman baglantilarini) belirlemek igin
kullanilir Eleman baglanttlart aynt zamanda, elemanlarin uzunluklarini hesaplamak

i¢in de kullanihr:

5. Dirichlet tipi problemlerde potansiyel sinir sartlari. Bolgelerde sadece potansiyel
sinir sartt uygulannugsa (NP = 0 ise) her bdlgenin ayr1 ayri potansiyeli buradan
okunur. Biitin diigimler KOD = 1 olarak tanimlanir:

6. Siir diigiimlerinin ve i¢ noktalarin koordinatlari. Lineer simur elemanlarinin

diigiimlerinin koordinatlart ve¢© NN+l < K < NT olmak iizere i¢ noktalarin

K, X(K), Y(K)
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7. Karisik tip (Dirichlet ve Neumann) stmir sartlari. Problemde Dirichlet ve Neumann
tipi stmr sartlar1 birlikte tammlandiginda, NP sayisi kadar potansiyel siir sarti,
uygulandigr diiglim numaralart ve KOD=1 ile verilir. Burada tanimlananlarin
disindaki diiglimler otomatik olarak Neumann tipi sinir garti (KOD=0 ve Q=0)
olarak atanir:

K. KOD(K)

5.2.2.1. Eleman Baglantilarmin Belirlenmesi ve Eleman Uzunluklarimin
Hesaplanmasi

INPUT alt programimin son kisminda, bolgelerin son diiglim numaralar
kullanilarak her bolge i¢in sinir elemanlarmn birbirleri ile olan baglantilar1 belirlenir.
Daha sonra eleman baglantilar1 yazdirilan NE sayis1 kadar lineer sinir elemaninin birinci
dtigiimiiniin koordinatlari; X(N1), Y(NI) ve ikinci diiglimiiniin koordinatlari; X(N2),

Y(N2) kullanilarak, biitiin elemanlarin uzunluklar: hesaplanur.

5.2.2.2. Smir Elemanlan Yonteminde Numaralandirma Kurallar
Sinir elemanlari yénteminde bir dis veya ig smvn' tamimlamak i¢in normalin yonii
ozdesligi kullanthr. Buna goére iki boyutlu problemler igin, sir diigiimlerinin
numaralandinlmasi isleminde agagidaki kurallar gecerlidir:
1 Dig ylizeyler igin numaralandirma kural, saat yoniinde (saga dogru) tamimlanir
(Sekil 5.3.a).
2. I¢ yiizeyler igin numaralandirma kurali, saat ydniiniin tersinde (sola dogru)

tanimlanir (Sekil 5.3.b).

(a) Saat yoniinde (b) Saat yoniiniin tersinde ,:,’ , “
Yo
’ 2 Pd ‘*J ;
Sekil 5.3 (a) Dig yiizey ve (b) Ig yiizey icin, numaralandxﬁ'mafkurhh RAN
k . -;»’«'}'
. "‘.'..' ?5' H

s

AL, SRR

“

#
RO BRI
L5 y VH P s LB
Sk g
AT NN T A
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5.2.3.SEYALT Alt Programm

Bu alt programda, denklem sistemi igin gerekli biitiin eleman etki matrisleri
hesaplanir. Sayisal integraller, tekil olmayan elemanlar tizerinde 4 Gauss integrasyon
noktast kullanilarak gerceklestirilir. Noktalarin sayisi, ayr1 bir diglim veya noktadan
incelenen elemani merkezine olan bagil uzakliga gore secilir. Integrasyon noktalarinin
sayis1 belirlendikten sonra, bu noktalarin koordinatlari ile incelenen diiglimiin bu
noktalara uzakliklari ( ry ) ve simir elemanlarina dik uzakliklar1 ( d j;) hesaplanir.

Tekillik iceren elemanlar i¢in G matrisinin kosegen katsayilari daha dogru
sonuclar elde etmek icin analitik olarak hesaplamir (GE). H matrisinin kdsegen
katsayilart ise ayni satirda késegen olmayan terimlerin toplanmasiyla hesaplanir .

Daha sonra suur sartlart uygulanir. u 'nun bilinen degerleri H matrisinin
katsayilart ile ¢arpihr ve XM 'den ¢ikarilir. q 'nun bilinen degerleri G matrisinin
katsayilar1 ile ¢arpilir ve XM 'e eklenir (XM vektérii ¢dziimden sonra bilinmeyenleri
Jigerecektir). u ve q 'nun bilinmeyen degerlerine karsilik gelen H ve G matrisinin
katsayilar1 A matrisi seklinde kaydedilir. Boylece H.u = G.q denklem sistemi, Ax =y
sekline doniisiir. Matris yontemi ile bu denklem ¢oziiliir.

Sonugta bilinmeyen sinir degerleri, ana programdaki Xx(nn) matirisi hesaplanir.

5.2.4. KICNOK Alt Programi
Bu alt programda, biitiin siir degerleri bilindiginden MATRX alt programinda
hesaplanarak saklanan ve i¢ noktalarin sinir diigiimlerine etkisini igeren HI ve GI etki

matrisleri kullanilarak i¢ noktalardaki potansiyeller hesaplanir.

5.2.5. GRAFIK Alt Programi
Son olan bu alt programda I¢ noktalarda hesaplanan potansiyel degerlerin esit

olanlar1 esdeger grafigi ¢izilerek birlestirilir.
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5.3. Uygulama Ornekleri
5.3.1. Cok Yalitkank Elektrot Sistemleri
5.3.1.1. Diizlemsel Elektrot Sistemi

Sekil 5.4'de verilen 6rnek sistem, dielektrik sabitleri tek bolgeden olugmaktadir,
Problem bélgesi 12 sinir elemaniyla bdlmelenmistir. Belirtilen noktalardaki potansiyel
degerleri SINEY programi ile hesaplanmuis, analitik olarak bulunan sonuc;lzirla Tablo 5.2.

ve Sekil 5.5'de karsilagtirthmistir.

a-) Diizlemsel elektrot sistemi.




57

Y e e P Y Y e = Y} e Y e —]

T e L i e | S g Sp——

e i i e T T VNN ¥ S N G S S ¥ S S,

c-) Es potansiyel egrisinin ¢izilmesi.
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Sekil 5.4 (a)Diizlemsel elektrot sistemi,
(b) Izgaralanmasi,

(c) Es potansiyel egrilerinin gizilmesi

Tablo 5.2. Cok yalitkanlt diizlemsel elektrot sisteminin ¢dztimii.

. Hesap SINEY Analitik
Noktas: Progranu Coziim
| 9.199 10
2 24.767 20
3 32.771 30
4 41.029 40
5 49.454 50
6 58.969 60
7 68.123 70
8 83.750 80
9 90.312 90

5.3.1.2. Koaksiyel Kablo

Sekil 5.6'da gosterildigi gibi bir koaksiyéI kablonun ceyrek kesiti alinarak 20
simir elemaniyla bdlmelenmistir. Verilen simir sartlari ile radyal yondeki potansiyel
degerleri hesaplanmistir. Analitik olarak bulunan sonuglar, SINEY yardimiyla bulunan

sonuglarla Tablo 5.3. ve Sekil 5.7'de karsilagtiriimustir.
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Sekil 5.5 (a)Koaksiyol kablonun ¢eyrek kesiti,

(b) Koaksiyol kablonun geyrek kesitinin 1zgaralanmasi,

Tablo 5.3. Radyal yondeki potansiyel dagilimu.

Hesap SINEL Analitik

Noktasi Programi Coziim
1 185.8263 85
2 175.8318 175
3 164.9665 165
4 155.6940 155
5 146.3632 146
6 137.5749 137
7 129.7841 130
8 120.7329 120
9 106.6262 105
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BOLUM 6
SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasinda, iki boyutlu potansiyel problemleri Sinir Elemanlari
Yontemi ile ¢oziimii incelenmistir. Laplace isleci ile ifade edilen statik elektrik alan
problemlerinin analizinin yapan yapan SINEY adli bir bilgisayar programi
geli$tiril‘mi$tir.

Potaﬁsiyeller ve normale gére tlirevleri, interpolasyon fonksiyonlar: ile ifade
. edildikten sonra, sinir integral denklemine ayristirilmig ve sistem matrisi elde edilmisgtir.
Sayisal integrasyon formdilleri kullanilarak, matrislerin katsayilart ([H] ve[G])
hesaplanmistir. Sinur sartlan uygulandiktan sonra, sinir bilinmeyenlerinden olusan bir
lineer denklem sistemi bulunmustur. Bu denklem ¢6ziilerek smr diigtimlerindeki
. potansiyeller ve tiirevleri hesaplanmustir. Bulunan sonuglar kullanilarak istenen i¢
noktalardaki potansiyel degerleri belirlenmigtir. Belirlenen degerlerin esdeger potansiyel
egrileri ¢izdirilmistir.

Uygulama  Boélumiinde verilen Orneklerde, analitik olarak hesaplanan
sonuglarla, SINEY programi kullamlarak alman sonuglar tablolar halinde ve grafik
olarak karsilastirilmistir. Ayrica analitik olarak Qﬁzﬁlebilen problemlerin, SINEY
program hatalari da tablolara ¢ikartimisgtir.

Bu g¢alismada ele alinan iki potansiyel dagilim problemlerinin tanim bdlgeleri
homojen kabul edilmistir. Ancak bolgesi homojen olmayan problemlere ; homojen bir
bolge kendi iginde homojen birgok alt bolgeye ayrilarak uygulanabilir.

Sonug olarak, analitik sonuglarla program sonuglarinin son derece uyumlu
oldugu ve Smir Elemanlari Yontemi'nin az miktarda veri girisi ile oldukga hassas
sonuglar sagladigi, gelistirilen programa (SINEY) yapilacak yeni katkilarla daha

karmasik problemlerin de ¢6ziilebilecegi goriilmiigtiir.
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EK-A

SINEY PROGRAMI

SEYMENU

HEADERS='BIRINI SEC';

LABELS=STR2MAT (' INPUT3"', 'SEYALT', 'KICNOK', 'GRAFIK');
CALLBACKS=STR2MAT (' INPUT3', 'SEYALT', 'KICNOK', 'GRAFIK');
CHOICES ('MENU', HEADERS, LABELS, CALLBACKS) ;

INPUT ALT PROGRAMI

disp( ' *******************SINEY*************************** 1 )

disp ('ALTAN GENCER 2002')

disp('SINIR ELEMANLARI YONTEMI ILE IKI BOYUTLU POTANSIYEL DAGILIM

PROBLEMLERININ ¢OZUMU")
XI(1)=0.069;

XI(2)=0.33;
XI(3)=0.669;
XI1(4)=0.93;
W(1l)=0.34785485;
W(2)=0.65214515;
W(3)=0.65214515;
W(4)=0.34785485;
X(1)=0;

X(2)=1;

X{(3)=1;

X(4)=0;

Y(1)=0;

Y(2)=0;

Y(3)=1;

Y(4)=1;

NE=4;

XANE+1)=X(1);
Y(NE+1)=Y(1):;
for K=1:1:NE
INC(K, 1) =K;
INC(K, 2)=K+1;
end
INC(4,2)=1;
for I=1:1:NE
N1=INC(I,1l);
N2=INC(I,2);

LI(I)=sqrt ((X(N2) =X (N1))."2+(Y (N2)-Y(N1))."2);

end
KOD (1)
KOD(2)
KOD (3)
KOD(4)
U(1)y=0;
U(3)=100;
Q(2)=0;

Q0(4)=0;

MM=X (1) ;

NN=Y (1) ;

XC=[X MM];
YC=[Y NNJ;

plot (XC,YC, 'r-")

.~ e N

OO -

-

Boon
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INPUT ALT PROGRAMI

ce=NE-2;
a=1;
1=0;
for I=1;1:NE
for J=1:1:NE
HI(T,J)=0;
end
end
disp('SINIR ELEMANLARI UZERINDEK! DONGU")
for I=1:1:NE
TL=1+1;
disp (' INCELENEN DUGUMUN KOORDINATLARI')
XS=[{X(L)+X(I)1/2:
YS={Y(LY+Y(I)]/2;
a=a+tl;
b=a+tcc;
k=0;
for J=a:l:b
if J>NE
J=J-NE;
end
k=k+1;
K=J+1;
X1=X(J):;
X2=X{K)});
Yi=Y (J);
Y2=Y (K);
G1=0;
H1=0;
disp('SAYISAL INTEGRASYON KULLANARAK TEKIL OLMAYAN
INTEGRALLERIN HESAPLANAMST') '
for KK=1:1:4
XX (KK)=X1+[ (¥2-X1)*XI (KK)]:
YY(KK)=Y1+[(Y2-Y1) *XI (KK)]; .
R(KK)=sqrt { (XS~XX (KK)) . "2+ {YS-YY(KK))."2);
A= (XS-XX (KK} ) * (Y1-Y2);
B=({YS~-YY(KK))* (X2~-X1);
H=-[(A+B) *W(KK) ] / (4* (R{KK) . "2) *pi) ;
Hl=H1+H;
G=(log (1/R(KK))*W(KK))/(4*pi);
G1l=G1+G;
end
H2 (I, k)=H1;
G2 (I, k)=G1;
end
end
disp('SINIR DUGUMLERININ GRAFIKTE BELIRTILMESI')
for I=1:1:NE
L=1I+1;
XS(I)=[X(L)+X(T)1/2;
YS(I)=[Y(L)Y+Y(I)})/2;
end
plot (XS, YS, "go')
for I=1:1:NE

o N
for J=1:1: (NE-1) ¥
if I== s

for KL=1:1:(NE-1); o

disp('H MATRISININ KOSEGEN TERIMLERININ HES’éﬁJe b k ‘z
g 3 Ume
¥ g ‘A‘._ :F('; L ‘»’ r"
: R LR I
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HI(I,J)=HI(I,J)~H2{I,KL);
disp('G MATRISININ KOSEGEN TERIMLERININ ANALITIK
INTEGRASYON KULLANARAK HESAPLANMASI')
GI(I,Jd)={(log(2/LJ(I))+1)*LJ(I)]1/(2*pi);
end
end
if I==NE
disp('H MATRISININ KOSEGEN TERIMLERININ HESAPLANMASI')
HI(I,NE)=HI (NE-1,NE-1);
disp{'G MATRISININ KOSEGEN TERIMLERININ ANALITIK
INTEGRASYON KULLANARAK HESAPLANMASI')
GI(I,NE)=[(log(2/LJ(I))+1)*LJI(I}]/(2*pi);
end
c=J+1;
if c>NE
c=c-NE;
end
HI(I,c)=H2(1,J);
GI(TI,c)=G2(1,J);
" end
end
for I=1:1:NE
for J=1:1:NE
disp('SINIR DEGERLERININ HESAPLANMASI ICIN A.X=Y SISTEMININ
OLUSTURULMAST ")
K1=KOD (.J) ;
if Kl==
H(I,J)=-GI(I,J);
G(I,J)=-HI(I,J);
else
H(I,J)=HI(I,J);
G(I,J)=GI(I,J);
end
end
end
disp('SINIR DUGUMLERININ BIiLINEN U ve Q OLUSAN C MATRISININ MEYDANA
GETIRILMEST')
for I=1:1:NE
K2=KOD (1) ;
if K2==
C(I,1)=U(1);
else
C(I,1)=Q(1);
end
end
A=G*C;
. disp('SINIR DEGERLERININ HESAPLANMASI')
* Xx=H\A

KICNOK ALT PROGRAMI

» for I=1:1:NE

K3=KOD(I}):;
if K3==
U(I)=Xx(I,1);
else
Q(I)=Xx(I,1);
end
end

for I=1:1:NE
Ul(1,1)=0(1);




Q01(I,1)=0(I);

end

AA=X (1) ;

BB=Y (1) ;

XA=[X AA];

YA={Y BB];

for I=1:1:NE
L=I+1;
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disp (' INCELENEN DUGUMUN KOORDINATLARI')

XB(I)

[(XA(LY+XA(I)1/2;

YB(I)={YA(L)+YA(1)]/2;

end

plot (XB, YB, 'go')

D=NE/4;

YZ=(3*D)}+1;

SS=(4*D)+1;

CC=D; )

for XZ=1:1:D
22=Y7-XZ;
DD=SS8~-XZ7Z;
EE=CC+XZ;

line ([XB(XZ) XB(ZZ)], [YB{(XZ) YB(ZZ)])
line ({XB(EE) XB(DD)], [YB(EE) YB(DD)])

end
for I=1:1:D
for J=1:1:D
E=D+1;

Xi{I,J}=XB(J)}
Yi(I,J)=YB(E)

end
end

disp('SINIR ELEMANLARI UZERINDEKI DONGU')

k=0;

for I=1:1:D
for J=1:1:D
k=k+1;

disp (' INCELENEN

XXS=Xi(I,J):
YYS= Yi(I,J}:

for JJ=1:1:NE
Kk=JJ+1;
XX1=X(JJ);
XX2=X (Kk) ;
YY1=Y (JJ);
YY2=Y (Kk) ;

for n=1:1:4

DUGUMIN KOORDINATLARI');

XXX (n)=XX1+[ (XX2-XX1)*XI(n)];
YYY (n)=YYl+ [ (YY2-YY1)*XI(n)]:;

RR(n)=sqgrt ( (XXS-XXX(n) ). "2+(YYS~-YYY(n))."2);

end

disp ('SAYISAL INTEGRASYON KULLANARAK TEKIL OLMAYAN
iNTEGRALLERIN HESAPLANAMSI')

GG1=0;
HH1=0;

for KK=1:1:4
AA= (XXS-XXX (KK) ) * (YY1-YYZ):
BB=(YYS-YYY (KK) ) * (XX2-XX1);

HH=-[ (AR+BB) *W(KK) )}/ (4* (RR(KK) . *2) *pi);

HH1=HH1+HH;

GG=(log (1/RR(KK) ) *W(KK))/ (4*pi);

GG1=GG1l+GG;

end

HHZ (1, JJ)=HH1;
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- GG2(1,JJ0)=GG1;
end
U2=HH2*Ul;
Q2=GG2*Q1;
U3 (k)=02-0U2
end
end

GRAFIK ALT PROGRAMI

plot (XC, YC, "r~-")

disp('ES POTANSIYEL EGRILERININ CIZILMESI')

hold on
plot (XS, ¥YS, 'ro')
hold off
hold on
plot (Xi, Yi, 'ro")
hold off
for II=1:1;NE-1
L=I1+1;
for K=L:1:NE

if figx(U(I1))==fix(U(K)) | round(U(II))==round(U(K)):;
line ([XS(II) XS(K)J, [YS(II) YS(K)]) ;

end
end
JJ=0;
for I=1:1:D
for J=1:1:D
JJI=JJ+1;
if fix(U(TII))==Ffi
line ([¥S(II) Xi(I,J)}, (¥YS(II)
end
end
end
end

==fix(U3(JJ)) | round(U(II

Yi(I,Jd

)
)

):.-
1

=round (U3 (JJ) ) ;
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EKB
GAUSS ALAN HESABI

B.1. Bir boyutlu gauss alan hesab:

Integrallerin direkt degerlendirme sekli;

b
[Fexdx (B.1)

a

zaman yok etmek.,bazen ¢ok zordurhatta imkansizdir. F(x) integrand’in formunda
bagimlidir. Boylece integraller degerlendirilir. Gauss Legendre formiiliiniin temelinde

sayisal teknik kullanilir. Déniisiim kullanilarak elde edilir.

__b+a b-a

2

+ -t—’-;—iq, dx = ~—2de, (B.2)

béylece;

b i
JF(X)dX= b;a J’F(b+a+b—a§)dq

-1 2 2
:P—;Z:i[wlF(Cl)"'WzF(‘;z)"' """""" +WNF(CN)]+R"
. b_;iiwm(xi) ®-3)

burada koordinatlar x; ve agirliklar W, ile gosterilmistir.

b+a b-a
. = iy B.4
= . ¢, (B.4)
1-¢;] :
- ( 51 ) L =123 (B.5)
(n + ]) PnH'((:i')
" -t .li.:‘
n diizeyinde P (€) Lengendre ¢ok terimlidir. _;":’9’ * “"@ @
v ;':“ ; ,12:;.‘:" l"f‘
Pre{y .4
"’,"' ‘?‘T‘- ra ;'X"‘ A!‘"i
LR M
!‘:.‘@*‘$h'"$;?$"
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1 d" 2 n
P,(0)= -1/, n=0123... B.6
(O =i &z -1y ] (B.6)
GO TR €, - P, (&) nin sifirlandir.

_(b- )™ (nl)*

= F(m)., <n<b
" @2n+1)(2n) ) A=

(B.7)

burada o = -1 ve b=1 ise denk(B.2) (b—a)/2 carpildiginda 1 olur.
! n
jF(x)dx =Y WF(x;)+R, (B.8)
-1 i=1

n=12,.... 10 i¢in &, ve W, sayisal degerleri tablo (B.1) verilmistir.

Ornek:
F(x)=xcosx,a=0,b= y,n =3;sonra x, =n(1+&,;)/4 olarak verilmistir. Bundan

sonra;
P,() =%[sc~‘ -3¢ ]

Tablo (B.1)’deki ¢, ve W, degerlerini kullaniriz.

x, =nl +&, )4 ~0,174264, X, =l +&,]/4 ~0.785398
X, = nfl +&, /4 ~1.393765

buradan:
f(x,) =x,cosx, =0.174264 f(x,) =x,cosx, =0.5555360
f(x3) = X; cos X, =0.24553 et I,
- e, h =
ve : f.‘f?‘f”\ .
E‘ L,
!OKSEK@m j‘f:..u "‘.'“ 3
iﬁmmﬂon MERKS® oy e
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/2 3 )
[ xcosxdx ~ %Z W.f(x,) = 0.570851 - 0.0000070
0 i=}

tam degeri 0.570796° dir. Noktalarda, gok kiigitk sayilar kullanildigindan, metodun

dogrulugunu gosterir.

B.2 Bir Boyutlu Logaritmik Gauss Alan Hesab:
g n
j(ln Ifx)dx = ) wf(E;) (B.9)
0 r i=l

Berthod=zaborowsky alan olarak da bilinir. Tablo(B.2)’de £, ve W, degerleri verildi.
formiil (B.6) da m integrasyon noktalarimin integralleri dogru olarak hesap edilir.

 f(x) derecesi daha az ise (2n-1) esittir.

B.3 iki Boyutlu Logaritmik Gauss Alan Hesabu:
Ucgen bélgeler icin;

14 I . . .
= || [r,.&,.8,)d }d&z =2 wif(§/.E, .85 (B.10)

0

burada &, , &, , &, , Sekil (B.1)’de gosterildigi gibi ii¢ genin koordinatlaridir.

Integralin tam degeri ile integral giicii, tiggen koordinatlan ile verilir.

1 frenenete e, = 12K (B.11)
HI b5 e 27 i+ j+k+2)! '
genellikle n boyutlu simplex igin;
1 l-xg l-xy-x, =Xy =Xg =Xy
JI I ......... Ixf“x‘z” ....... X{dx e
00 0
oot o,!
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tablo(B.1):Gauss-Legendre alan hesabi

n ¢ W

1 +00 2.0

2 +0.577350269189626 1.0

3 00 0.888888888888889
+0.774596669241483 0.555555555555556

4  +0.861136311594053 0.347854845137454
1+ 0.339981043584856 0.652145154862546

5 0.0 0.568888888888889
+0.906179845938664 0.236926885056189
+0.5638469310105683 0.478628670499366

6  +0.932469514203152 0.171324492379170
1 0.661209386466265 0.360761573048139
+0.238619186083197 0.467913934572691

7 00 0.417959183673469
1+ 0.949107912342759 0.129484966168870
+ 0.741531185599394 0.279705391489277
1 0.405845151377397 0.381830050505119

8  10.960289856497536 0.101228536290376
+ 0.796666477413627 0.222381034453374
1+ 0.525532409916329 0.313707645877887
1-0.183434642495650 0.362683783378362

g9 00 0.330239355001260
+ 0.968160239507626 0.081274388361574
1+ 0.836031107326636 0.180648160694857
1 0.613371432700590 0.260610696402935
1 0.324253423403809 0.312347077040003

10 1+0.973906528517172 0.066671343308688
+ 0.865063366688985 0.149451349150581
1+ 0.679400568299024 0.219086362515982
1 0.433395394129247 0.269266719309996
1+ 0.148874338981631 0.295524224714753
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tablo(B.2):Logaritmik alan hesabi

¢ W,
0.11200820 0.71853931
0.60227690 0.28146068
0.63890690 0.51340455
0.36899079 0.39128004
0.76688030 0.09461540
| 0.04144848 0.38346406
0.24527491 0.38687531
0.55616545 0.19043512
0.84898239 0.03922548
0.02919447 0.29789347
0.17397721 0.34977622
0.41170252 0.2344882
0.67731417 0.09893045
0.89477136 0.01891155
0.02163400  ° 0.23876366
0.12958339 0.30828657
0.31402044 0.24531742
0.53865721 0.14200875
0.75691533 0.05545462
0.92266885 0.01016895
0.01671935 0.19616938
0.10018567 0.27930264
0.24629424 0.23968187
0.43346349 0.16577577
0.6323509 0.08894322
0.8111186! 0.03319430
0.94084816 0.00593278
0.01332024 0.16441660
0.07750427 0.23752560
0.19787102 0.22684198
0.35415398 0.17575408
0.75181452 0.05787221
0.84937932 0.02097907
0.95332645 0.00368640
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Sekil B.1:liggen koordinatlar




