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OZET

Dort boliimden olugan bu ¢alismanin ilk boliimiinde fuzzy kiimenin tanimi verilerek
kesin kiimelerle arasindaki farka deginilmis ve giinliik hayattan ornekler verilerek bu
kavramin daha iyi anlagilmasi saglanmustir. Ikinci boliimde konuyla ilgili temel tanim
ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde fuzzy kiime, fuzzy say1 ve fuzzy say1 dizisi
tanimlar1 verilerek fuzzy sayi1 dizilerinin yakinsakligi, sinirhihigi ve istatistiksel yakin-
sakligi gibi baz 6zelliklerinden ve aralarindaki bagintilardan bahsedilmistir. Calis-
manin orjinal olan son boliimiinde, istatistiksel sinirhilik kavrami fuzzy say1 dizileri igin

genellegtirilerek A™—istatistiksel sinirhilik tanimlanmig ve bazi 6zellikleri incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy say: dizisi, Istatistiksel yakinsaklk, Istatistiksel smir-

lilik, Fark operatorii, Fark dizisi
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SUMMARY

Generalized Statistical Boundedness in Sequences of Fuzzy Numbers

In the introduction of this thesis that consist of four chapters, we give the definition
of a fuzzy set and mention differences between a crisp set and it. Morever, we give
examples from daily life in order to understand the topic. In the second chapter, we give
some fundamental definitions and theorems which will be used in the later chapters.
In the third chapter, we give the concepts of fuzzy set, fuzzy number and sequence
of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness and statistical convergence
of sequences of fuzzy numbers and relations among them. In the last chapter which
is original part of the study, we generalize the concept of statistical boundedness for
sequences of fuzzy numbers and define A™—statistical boundedness and examine some

properties of it.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, statistical convergence, statistical bound-

edness, difference operator, difference sequence
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1. GIRIS

1965’de Zadeh [1] dogruluk derecesi olasi olan ¢ok degerli bir mantig biiyiik bir
titizlikle hazirladi. Zadeh tarafindan yayimlanan bu makale modern anlamda belir-
sizlik kavraminin degerlendirilmesinde ¢nemli bir nokta olarak kabul edilir. Zadeh,
bu makalede kesin olmayan sinirlara sahip nesnelerin olusturdugu fuzzy kiime teorisini
ortaya koydu.

Fuzzy kiimeler, bog olmayan bir X kiimesinin ilgili elemanlarina gore gtz oniine
alimir. Temel diigiince, her bir z € X elemaninin [0, 1] araliginda degerler alan bir u (z)
tiyelik derecesine atanmasidir. Burada u () = 0, iiyeligin olmamasmma; 0 < u (x) <1
kismi iiyelige ve u (z) = 1 de tam iiyelige karsilik gelir. Zadeh’e goére X ’in bir fuzzy
alt kiimesi en az bir u : X — [0, 1] fonksiyonu igin X x [0, 1] kiimesinin bog olmayan

bir {(z,u (z)) : x € X} alt kiimesidir.

Ornegin
0, r <1 ise
u(@) =9 5 (x—1), 1<z<100 ise
1, x > 100 ise

ile tammimh u : R — [0, 1] fonksiyonu reel > 1 sayilarinin fuzzy kiimesine bir 6rnek
olarak verilebilir (Sekil 1.1). Siiphesiz iiyelik derece fonksiyonunun pek ¢ok farkli uygun

secimleri vardir.

Sekil 1.1 Bir fuzzy kiime

X ’in adi bir A alt kiimesi i¢gin iiyelik ihtimalleri sadece iiyesizlik ve tam iiyeliktir.
Buna gore boyle bir kiime, kendisinin f4 : X — [0, 1] karakteristik fonksiyonuyla X

kiimesi iizerinde verilen bir fuzzy kiimesiyle tanimlanabilir, yani

0, =¢ Aise

1, € Aise

fa(z) =



ile tanimlanabilir.

Fuzzy kiimeler bizim giinliik hayatimizda sik sik kullandigimiz belirsizlikle ilgilen-
menin daha zeki bir yoludur. Ornegin, araba kullanan birisine frene basma zamamn
hakkinda bir tavsiyede bulunacaksiniz. Tavsiyeniz: "Yaya gecidine 25 metre mesafe
kala fren yapmaya bagla" yoksa "Yaya gecidine yaklagirken frene basmaya basla" sek-
linde mi olurdu? Elbette ikincisi olurdu. Ciinkii ilk talimat kolayca yerine getirile-
meyecek kadar kesindir.

Veri yapilarinin fuzzy yorumlari, cesitli problemleri ¢ozmenin ve bunlar1 formiile
dokmenin dogal ve akla mantiga ¢ok uygun bir yoludur. Kesin kiimeler, iiyelik icin
gereken kesin 6zellikleri saglayan nesneleri ihtiva eder. 6 ’dan 8 ’e kadar olan sayilardan
olusan bir H kiimesini H = {r € R: 6 <r < 8} seklinde yazariz. Bu yazim bigimine
denk olarak H,

1, 6<r<8ise

0, diger hallerde

fu(r) =

seklinde tammh fr : R — {0, 1} iiyelik (veya karakteristik) fonksiyonuyla tanimlanir.
Her r reel sayisi ya H ’a aittir yada degildir. fg tiim r € R reel sayilarim {0, 1} gibi iki
noktaya doniistiirdiigii i¢in kesin kiimeler iki degerli mantiga kargilik gelir: "aittir veya
ait degildir, acik veya kapali, siyah veya beyaz, 1 veya 0 ". Mantikta, fy 'in degerleri
"r, H ’a ait midir?" sorusu i¢in iki degerlidir denilir. Cevabin evet olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f (r) = 1 olmasidir. Aksi halde cevap hayirdir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. ([2]) K C N olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

§(K)=lim ~|{k<n:keK}|

1
n—oo M,

seklinde tammlanir. Burada [{k <n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlariin sayisini gostermektedir.

Eger 0 (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tamim 2.2. ([3]) Herhangi bir = (x) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogun-
luklu bir kiime diginda biitiin & lar i¢in sagliyorsa, (xy) dizisi hemen hemen her k£ igin
P 6zelligini saghyor denir ve “h.h.k” biciminde gosterilir.

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi asagi-

daki gibi verilebilir.
Tamm 2.3. ([3]) z = (x}) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her £ > 0 igin

1
lim —{k<n:|oxy—L| >} =0

n—oo 1
veya h.h.k i¢in |z, — L| < ¢ olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (xy) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve S — limxj, = L veya xj, — L biciminde gosterilir.
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L = 0 ise
r = (x3) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakimsak sifir dizilerinin

kiimesi ) ile gosterilir. Buna gore
1
S:{:c:(xk):limﬁ\{kgn: |z, — L| > e} =0, ElLG(C}
ve
.1
So = {x = (xp) : hmﬁ Hk <mn:l|xg| >e}| = 0}

seklinde tanimhdir.
Acgikca goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakisaktir. Yani limzy, = L
ise S —limzy, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

1, k=m?ise (m=1,2,..)

0, k#m?ise

T =



seklinde tanimlanmig x = (xy) dizisini goz oniine alalim. Her ¢ > 0 i¢in
(k<o = e}l < |k <n o A0} < VA

oldugundan

NG

1
lim—|{k <n:zp#0} <lim-— =0
n n n n

elde edilir. Bu S — lim z;, = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak (zj) yakinsak degildir.
Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda degildir. Yani /.,

ve S uzaylar1 birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten,

VE, k=m?ise (m=1,2..)
1, k#m?ise

T =

(1,0,1,0,...) dizisi simirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani § — limz, = Ly,

S —limz, = Ly ise Ly = Lo dir.

Tamim 2.4. ([3]) Bir # = (x;) kompleks terimli dizisini goz oniine alalim. & > 0
verilsin. Eger h.h.k i¢in |z — xx| < € olacak sekilde bir N = N (g) dogal says1 varsa

yani,
o1
lim —{k <n:|oy—ay| >} =0
n—oo M,
ise x = (x1,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem 2.5. ([4]) S —limzy, = a, S — limy, = b ve ¢ bir reel say olsun. Bu taktirde

i) S —limcxy = ca dur,

i) S—lim(zx+yx) =a+0b dir.

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.

Teorem 2.6. ([3]) Asagidaki énermeler denktir.

4



i) x dizisi istatistiksel yakinsaktur,
i) = dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,
iii) h.h.k igin x, = yy olacak sekilde yakinsak bir y = (yx) dizisi vardar.
Tanim 2.7.([5]) x = (zj) reel terimli bir dizi olsun. § ({k € N: z; > u}) = 0 olacak
sekilde bir u reel sayis1 varsa () dizisine iistten istatistiksel simrhidir denir. Benzer
sekilde § ({k € N : z;, < v}) = 0 olacak sekilde bir v reel sayisi varsa (zy) dizisine alttan

istatistiksel sinirhidir denir. Eger (xy) dizisi hem alttan hem de iistten istatistiksel sinirl

ise (zy) dizisine istatistiksel simirhdir denir.

Fark dizisi ve bazi fark dizi uzaylar, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [6] tarafindan

tanimlanmigtir.

Tanim 2.8. = = (z) kompleks terimli bir dizi ve Ax = (x; — xy41) olmak iizere

loo (A), c(A) ve ¢y (A) dizi uzaylar

= (z3) : Az € U},

8

{
c(A) ={z=(x): Az € ¢},
co (A) ={x = (x) : Az € ¢},

seklinde tanimlanir. Kizmaz, bu uzaylarin

o0

normu ile birer BK-uzay1 oldugunu gostermistir. Daha sonra Et ve Colak [7], Colak ve
Et [8]m € N, A%z = (x1), Az = (2}, — 2341),, A™x = (A™axy) = (A" oy — A™ ),
Ay = Z (—1)i (T) Zry; olmak {izere

loo (A™) ={z = (24) : A"z € U},
c(A™) ={z = (z) : A"z € ¢},
co (A™) ={z = (zx) : A"z € o},

dizi uzaylarii tanimlamig ve bu uzaylarin

m

lella =D lal + A™]

i=1



normu ile birer BK—uzay1 olduklarini gostermiglerdir.

Daha sonra Et ve Nuray [9], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukaridaki
dizi uzaylarim X (A™) dizi uzaylarina genigleterek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini in-
celemigtir.

Fark dizi uzaylan ile ilgili baz1 6zellikleri soyle siralayabiliriz.

Teorem 2.9. ([9]) Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydur.
Teorem 2.10. ([9]) Eger X C Y ise X (A™) C Y (A™) dir.

Teorem 2.11. ([10]) X bir lineer uzay ve A C X olsun. Bu takdirde A konveks ise
A(A™) uzayr X (A™) uzayinda konvekstir.

Teorem 2.12. ([9]) Eger X, ||-|| normu ile bir Banach uzay: ise X (A™) uzay da

m

lzlly = |l + A",

i=1

normu ile bir Banach uzaiydar.

Tamm 2.13. ([9]) = (x;) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gore her ¢ > 0 igin
1
lim— |{k <n:|A"x,— L| >¢e}| =0,
non

yani h.h.k igin |A™x — L| < e ise © = (xy) dizisi L sayisina A™—istatistiksel yakimsak-
tir denir. A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S (A™) ile gosterilir. Ozel olarak
L = 0 olmasi halinde Sy (A™) , yani sifira A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay elde

edilir.
Sonug 2.14. S (A™) uzay1 bir lineer uzaydir.

Tamim 2.15. = = (z,) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 igin

1
lim — {k <n:|A™zp — ATzy| >} =0

n—oo 1,
olacak sekilde bir N = N (¢) sayis1 varsa ¢ = (xy) dizisine A" —istatistiksel Cauchy

dizisi denir.



Teorem 2.16. ([9]) A™—istatistiksel yakinsak her dizi A™—istatistiksel Cauchy dizi-

sidir.

Teorem 2.17. ([9]) vy = (yx) dizisi A™—istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger
x = (zg), h.h.k i¢in A"x, = A"y, olacak sekilde bir dizi ise bu dizi A™—istatistiksel

yakinsak bir dizidir.



3. FUZZY KUMELER VE FUZZY SAYI DIiZiLERi

Bu boéliimiin ilk kisminda fuzzy kiimenin tammi ve bazi 6zellikleri verildi. Ikinci
kisimda fuzzy sayilar arasindaki bazi cebirsel islemlerden ve bu sayilarin olusturdugu
L (R) fuzzy sayilar kiimesinin iizerinde tanimlanan metrigin yapisindan bahsedildi.
Uciincii kisimda ise fuzzy say1 dizisi ve bu dizilerin baz1 temel 6zellikleri verilip fuzzy
say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavrami hakkinda kisa bir bilgi sunuldu. Bu
kisimda ayrica, reel say1 dizilerinde tanimlanan siirlilik ve istatistiksel yakinsaklik
kavramlarinin fuzzy say1 dizileri bakimindan kargiliklarini ifade etmek icin ornekler

eklendi.
3.1. Fuzzy Kiimeler

Fuzzy kiimeyi tanimlamadan once bir kiimenin karakteristik fonksiyonunu tanim-

lamak gerekir. Karakteristik fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 3.1.1. X herhangi bir kiime ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

1, z € Aise
0, =¢ Aise

fa(z) =

seklinde tanimlanan f, : X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna gore X in bir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A={zeX: fs(x)=1}

seklinde tanimlayabiliriz.
Karakteristik fonksiyonu kullanarak X in herhangi bir elemaninin A kiimesinin
elemani olup olmadigini kesin olarak anlayabiliriz.

Asagida Zadeh [1] tarafindan tamimlanan bazi tanmimlar1 verelim.

Tanmim 3.1.2. y, elemanlar1 x ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. y kiimesinde
bir A fuzzy kiimesi, x deki herbir noktay:1 [0, 1] arahgindaki bir reel sayiya karsihk
getiren bir X4 (z) karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir.

x deki bir A fuzzy kiimesinden bahsedilirken X4 : x — [0, 1] seklinde bir karak-

teristik fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon x € A i¢in X4 (z) € (0,1], 2z ¢ A



icin X 4 () = 0 bigiminde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanmig karakteristik fonksiyona
bundan sonra iiyelik fonksiyonu diyecegiz.

Uyelik fonksiyonunun tanmmindan yararlanarak bir A fuzzy kiimesini
A={z e x:Xa(z)e (0,1]}

seklinde tamimlayabiliriz. Burada X4 (z) in degeri A fuzzy kiimesindeki z noktasimin
iiyelik derecesini gostermektedir. Buna gore X4 (z) in 1 e en yakin degeri, A fuzzy
kiimesindeki x in en yiiksek iiyelik derecesidir. Eger A kiimesi klasik anlamda bir
kiime ise iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada X, (z) = 1 veya
X4 (z) = 0 olmasi = in A ya ait olmas1 veya olmamasi demektir. Buna gore X4 (z),

A kiimesinin bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur.

Tanim 3.1.3. A bir fuzzy kiime olsun. En az bir xy € x igin X4 (zg) = 1 ise A fuzzy

kiimesine normaldir denir.

Ornek 3.1.4.
2””5_5, T € [3,5] ise
X(z) = 7_2?15, T E [5, 1—25} ise
0, diger durumlarda

fuzzy kiimesi x = 5 i¢in 1 degerini aldigindan normaldir.

Konvekslik kavrami, klasik kiimelerdeki pek cok ozellik korunacak sekilde fuzzy
kiimelere genigletilebilir. Bu kavram, fuzzy saymin tanimimi yapabilmek icin gerekli
olan onemli 6zelliklerden birisidir. Konveksligin tanimini vermeden ¢nce a—kesim

tammim verelim.

Tanmim 3.1.5. A bir fuzzy kiime olsun ve o € (0,1] verilsin. A fuzzy kiimesinin

a—kesimi A® ile gosterilir ve
A ={zex: Xa(x)>a}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak 0-kesim kiimesi cl {x € R : X4 (x) > 0} seklinde tanim-
lanir.
Bu tanmimin benzeri olan ve fuzzy kiimelerde sik kullanilan "Destek" kavramini su

sekilde tanimlayabiliriz.



Tamim 3.1.6. A bir fuzzy kiime olsun. A nin destegi (support), iiyelik derecesi sifir

olmayan biitiin noktalarin kiimesidir ve
supp (A) = {z € x : X4 (z) > 0}
seklinde tanimlanir.

Tanim 3.1.7. x, n boyutlu R” Oklid uzay1 olsun. Bir A fuzzy kiimesinin konveks
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a € (0, 1] igin A* kiimesinin konveks olmasidir.

Konveksligin diger bir tanim1 ise gdyle verilebilir.

Tanim 3.1.8. Bir A fuzzy kiimesinin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her

A € [0,1] ve her z1, x5 € x igin

Xa(Azy + (1= X)) ag) > min{X4 (z1), Xa (22)}
esitsizliginin saglanmasidir.
3.2. Fuzzy Sayilar

Fuzzy say1 kavramini tanimlamadan once reel sayilarda aralik kavraminmi tanim-

layalim.
Tanim 3.2.1. a ve b iki reel say1 olmak iizere
{reR:a<z<b}

seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir.

A bir aralik olmak iizere bu araligin u¢ noktalarimi A ve A ile gosterecegiz. Yani
A= [A, Z} seklinde bir gosterim kullanacagiz. Ayrica bir [a, a] araligini a reel sayisina
karsilik getirecegiz.

A ve B yukaridaki gekilde tanimlanmus iki aralik olmak tizere reel sayilar i¢in tanim-
lanmis olan “ <7 ve “ < ” siralama bagintilarini araliklar icin agagidaki gibi genislete-

biliriz:

tS
IA
]

A < B AL

|

ve

tS
A
]

A < B& A<

sy

ve
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A ve B araliklar1 birer say1 gibi diisiiniilebilecegi icin bu araliklarin olusturdugu

kiimede toplama iglemi A = [A, Z] ve B = [ﬁ, E} olmak iizere
[A, Al +[B, Bl = [A+ B, A+ D]

seklinde tanimlanir. Buna gore iki araligin toplami yine bir araliktir.

A ve B araliklar1 arasindaki ¢ikarma isglemi de

4, A - B, B] - [A-B, A- B]
seklinde tanimlanir.
Reel sayilar dogrusu tizerindeki biitiin kapali ve sinirh [A, Z] araliklarinin kiimesini

D ile gosterelim. Herhangi iki A, B € D igin

d(A,B) :max(|A—ﬁ|,}Z—§D

seklinde tamimlanmig bir d fonksiyonunun D iizerinde bir metrik tanimladigi ve (D, d)
nin de bir tam metrik uzay oldugu kolayca gosterilebilir [11]. Ayrica “ <” bagmtis1 D

tizerinde kismi siralama bagintisidir.

Tamim 3.2.2. ([12]) Bir reel fuzzy say1 agagidaki sartlar saglayan bir X : R — [0, 1]
fonksiyonudur.
i) X normaldir, yani X (z9) = 1 olacak sekilde bir zy € R mevcuttur,

ii) X fuzzy konvekstir, yani herhangi x,y € R ve 0 < A <1 igin
X Az + (1= X)y) > min{X (z), X (y)}

esitsizligi saglanir,
iii) X iist-yari-siireklidir,

iv) X®={r € R: X (z) > 0} kiimesinin kapamsi kompakttir.
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Ornek 3.2.3.

x — 2, x € [2,3] ise
X(x)=1< —x+4, €34 ise
0, diger durumlarda

seklinde tammlanan X : R — [0, 1] fonksiyonu, bir fuzzy sayisidir ve grafigi agagidaki

gibidir:

[S0)] P

0 2 4 o

Sekil 3.1. Bir fuzzy say1

Biitiin reel fuzzy sayilar kiimesini L (R) ile gosterecegiz. L (R) kiimesinde cv—kesim
kiimeleri i¢in bazi aritmetik iglemler su sekilde tanimlanir.

X,Y € L(R) fuzzy sayilarimin toplam ve fark: sirasiyla

(X+Y)(x) = sup min{X (y),Y ()}

r=y+z

ve

(X =Y)(2) = sup min{X (y),Y (2)}

r=y—2z
seklindedir [13].

X ve Y gibi iki fuzzy sayinin a—kesim kiimelerine gore toplami ve fark: ise su
sekilde tanimlanir.

X,Y € L(R) ve bunlarm a—kesim kiimeleri o € [0,1] i¢in [X]* = [X* X"] ve
[Y]* = [Y*,Y"] olsun. Bu takdirde

[X"—Y]a — [Xa_i_za’ya_i_?a}’

X -Y]" = [X*-Y" X" -Y"],

dir.
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Bir X fuzzy sayisinin bir £ € R reel sayisiyla ¢arpimi da

(k- X k- X", k>0 ise
[k - X]* = Y
[k’ X k- X a] , diger durumlarda

seklindedir.
Burada [X + Y]* = [X]* £[V]" ve [k- X]* = k[X]* yazilabilir. Bunu agagidaki gibi

basit cebirsel iglemler yaparak gosterebiliriz.

(X]*+[Y]* = {zeR:X(z)>a}+{reR:Y(z)>a}
= {z€R: X(z) +Y(2) >2a>a}
= {zeR: (X +Y)(2) >2a>a}
= [X+Y]°

kX" = {zeR: (kX)) >a)

= {zeR:kX(z) > a}
= k{zreR:X(z)>a}

— k[X]°

dir.
Her bir reel say1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica fuzzy
saymin tanimina gore her bir karakteristik fonksiyon bir fuzzy say1 olur. Yani r € R

icin 7 € L (R) fuzzy sayisi

1, z=rise
0, x #rise
seklinde tamimlamir. Boylece her r reel sayisi igin # = [r,r]| seklinde bir gosterim
vardir. Bu diigiinceden hareketle R reel sayilar kiimesi, L (R) fuzzy sayilar kiimesine
gomiilebilir [14].
Fuzzy sayilar kiimesi iizerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasindaki siralama
bagintisina benzerlik gosterir.

X,Y € L(R) i¢in "<" kismi siralama bagintisi
X<Y&eVac[0,1]ign X*<Y%ve X <Y

13



seklinde tanimlanr [15].
Eger ne X <Y nedeY < X oluyorsa X ve Y fuzzy sayilarina kiyaslanamaz denir

ve bunu X ~ Y geklinde gosterecegiz.

Tanim 3.2.4. ([16]) A C L (R) kiimesi verilsin. Her X € A fuzzy sayist i¢in X < U
olacak sekilde bir U € L (R) fuzzy sayis1 varsa A kiimesine iistten simirhdir ve U fuzzy
sayisina da A kiimesinin bir iist sinir1 denir. Eger A kiimesinin her p iist siniri igin
U < pise U fuzzy sayisina A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir. Bir

kiime i¢in alttan sinirlilik ve infimum kavramlar: da benzer sekilde tanimlanir.

L (R) iizerinde X ve Y gibi iki fuzzy say1 arasindaki uzakligi hesaplamak igin

d . L(R)xL(R)—R
d(X,Y) = sup dy (X*Y?)

0<a<l1

metrigi kullanilacaktir. Burada dy Hausdorff metrigidir ve
di (X, Y*) = max (|JX* —Y°[,|X" = Y"|)

seklinde tammlamr. (L (R),d), bir tam metrik uzaydir [17]. Bu metrik, R tizerindeki
mutlak deger metrigine indirgenir.
C (R™), R™ Oklid uzaymim bos olmayan, kompakt ve konveks biitiin alt kiimelerinin

ailesini gostersin. Bu takdirde C' (R") iizerinde toplama ve skalerle ¢carpma her A, B €

C (R"™) igin
A+B={z:z=x+4+y, vt € Avey € B}
ve her A € C'(R") ve A € R i¢in
M={z:z2= X, v € A}

seklinde tanimlanir. Buradaki toplama ve ¢garpma iglemleri C' (R") iizerinde bir lineer
yapi {iretir.

A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik

do (A, B) = max {sup inf ||a — b||, sup inf |ja — bH}
beB a€A

acA bEB
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Hausdorff metrigiyle tanimlanir. Burada ||-|] sembolii ile R™ deki aligilmig Oklid normu
gosterilmektedir. (C'(R™),do) uzaymnn bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir.

Bir fuzzy saymin tanimi agagidaki bigimde genellegtirilebilir.

Tanim 3.2.5. n—boyutlu R” Oklid uzay tizerindeki bir fuzzy say1 asagidaki sartlar
saglayan bir X : R"— [0, 1] fonksiyonudur:
i) X normaldir, yani X (zo) = 1 olacak sekilde en az bir o € R™ mevcuttur,

ii) X fuzzy konvekstir, yani herhangi z,y € R™ ve 0 < A <1 i¢gin
XAz +(1=A)y) = min{X (x), X (y)}

esitsizligi saglanir,
iii) X {ist-yari-siireklidir,

iv) X = {x € R": X (z) > 0} kiimesinin kapanigi kompakttir.

R™ iizerindeki biitiin fuzzy sayilarin kiimesi L (R"™) ile gosterilir.
0 < a < 1igin X* kesim kiimesini goz oniine alalim. Tammdan, X € C (R™)
oldugu agiktir. L (R™) deki toplama ve skaler ile carpma X,Y € L(R") ve kK € R

olmak tizere
[X + Y]a = X*+Y“ ve [k‘X]a = kX“

seklinde tanimlanir.
Simdi, herbir 1 < g < oo igin

1

d,(X,Y) = (/01 §oo (X, Ya)qda) '

doo = SUP oo (X, YY)

0<a<l1

metriklerini tamimmlayalim. ¢ < s i¢in d, < d, olmak tizere

doo (X,Y) = lim d, (X,Y)

q—00

oldugu aciktir. (C'(R"),d,) metrik uzay1 tamdir [18].

Bundan sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullanilacaktir.
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Agikca n =1 i¢in L (R™) kiimesinden L (R) ve iizerinde taniml metrik elde edilir.
3.3. Fuzzy Say: Dizileri ve Baz1 Ozellikleri

Fuzzy say1 dizisi ilk defa 1986 yilinda Matloka [19] tarafindan tanimlanmig ve diziyle

ilgili temel kavramlar1 asagidaki gibi vermistir.

Tanim 3.3.1. Fuzzy sayilarimin bir X = (X},) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L (R™)
i¢ine tanimli bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir & pozitif tamsayisina bir X (k)

fuzzy sayis1 kargilik gelir. Bundan sonraki boliimlerde X (k) yerine X}, yazacagiz.

Tanmim 3.3.2. X, € L (R"™) vee > 0 verilsin. Buna gore X, fuzzy sayisimin e—komsgulugu
d(X,Xo) < e olacak sekilde biitiin X fuzzy sayillarmin kiimesidir. Bir X, fuzzy

sayisinin e—komsgulugu K (X, ¢) ile gosterilir.

Tanim 3.3.3. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her € > 0 sayis1 i¢in £ > N iken
d (X, Xo) < € olacak gekilde bir N sayis1 mevcut ise (Xj) dizisi yakinsaktir ve limiti
Xo dir denir. Bu durumda klim Xir = Xo yazalir. Eger lim X} mevcut degilse (X})

dizisi wraksaktir denir.

Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F') ile gosterecegiz.

Ornek 3.3.4.

g 222k T € [%,3} ise

k+2 k+2
—J _ 4k+2 4k+271 -

X, () el t e x€[3, 2 } ise

0, diger durumlarda

seklindeki X = (Xj) fuzzy say1 dizisini goz oniine alalim. Bu dizinin limiti

T —2, r €[2,3] ise
Xo(r) =4 —x+4, x€[3,4 ise

0, diger durumlarda

fuzzy sayidir (Sekil 3.2).
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0

Sekil 3.2. (X«) fuzzy sayi dizisinin Xo fuzzy sayisina yakinsamasi

Teorem 3.3.5. Yakinsak bir X = (Xy,) fuzzy say dizisinin limiti tektir.

Teorem 3.3.6. X = (Xj) ve Y = (Yy) fuzzy say dizilerinin limitleri sirasiyla X, ve
Yo olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanar.

i) I}L%(Xk+yk) =Xo+Yo,

i) /}LI& (Xp — Vi) = Xo — Yy,

i) 131_{{)10 (Xp-Yi) = Xo.Yo,

i) klim (iﬁ—:) = %), (Eger biitin k lar i¢in 0 ¢suppYy ve 0 &suppYy ise).

Tanim 3.3.7. Her k£ € N sayist igcin L < X, < U olacak sekilde L ve U fuzzy
sayilart mevecut ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisine simirhdir denir. Biitiin simirh fuzzy

say1 dizilerinin kiimesini ¢, (F') ile gosterecegiz.

Teorem 3.3.8. Yakinsak her fuzzy sain dizisi sinarhdar.

Tanim 3.3.9. Bir X = (X}) fuzzy say1 dizisini ve dogal sayilarim artan bir {k, } dizisini

goz dniine alalm. Bu durumda (X}, ) dizisine (X}) dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 3.3.10. Yakinsak bir X = (Xy) fuzzy say dizisinin her alt dizisi de yakin-

saktir ve alt dizinin limiti X = (X}) dizisinin limiti ile aynidar.

Tanim 3.3.11. ([20]) Her ¢ > 0 i¢in k,n > N oldugunda d (X}, X,,) < € olacak gekilde

pozitif bir N tamsayis1 mevcutsa X = (X}) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir.
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Reel say1 dizilerinde oldugu gibi yakinsak her fuzzy say1 dizisi ayn1 zamanda Cauchy

dizisidir.

Tamm 3.3.12. ([20]) X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 igin,

1
lim — |{k < n: (X5 Xo) > e} =0

olacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 mevcut ise, yani h.h.k igin d (X, Xo) < € esit-
sizligini saglayan bir X, fuzzy sayisi varsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj) dizisi Xy fuzzy sayisina istatistiksel yakinsak ise
S(F) —lim X}, = X, veya X — Xy (S (F)) yazilir.

S (F) ile istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz. Ozel
olarak Xy = 0 alirsa S (F') yerine Sy (F') yazacagz.

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 ¢ (F) C
S (F) kapsamasi agiktir. Bu kapsamanin kesin oldugunu da agagidaki érnekte gore-

biliriz.

Ornek 3.3.13. X = (X;) fuzzy say1 dizisini

.
20— (2k—1), wze€[k—3,k] ise
9 (2k 1) |:k i 1] . k= n2 ise
—2x + +1), z€ |k,k+ 5| 18e
Xi () = ? (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
Xo (z), k # n? ise

\
olacak bicimde tanimlayalim. Burada

20 -1,  wxe[3,1] ise

Xo(x) =4 —2z+3, T € [1, %] ise

0, diger durumlarda

olup, her € > 0 igin
{k e N:d (X, Xo) >e} C{4,9,16,...}

oldugundan § ({k € N: d (X}, Xo) > ¢}) = 0 dir. Bu nedenle X = (Xj) dizisi Xy a
istatistiksel yakinsaktir. Ancak {k € N: d (X, Xo) > €} kiimesi sonlu olmadig1 igin
(X) dizisi X, a yakimsak degildir (Sekil 3.3).
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q e 3 X1 X4 XQ

0 1

Sekil 3.3. (X«) fuzzy sayi dizisinin Xo fuzzy sayisina istatistiksel yakinsamasi

S (F) ve ly (F') smmflart birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki érnekte verilen X =
(X) fuzzy say1 dizisini goz oniine alalm. Bu dizi istatistiksel yakinsaktir fakat sinirh

degildir. Simdi de siirh olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi ¢rnegi verelim.

Ornek 3.3.14.

20 — 1, T e [%,1] ise
Ur(z) =9 —22+3, z€[l,3 ise
0, diger durumlarda

ve
20— 17, T e [%,4] ise
Up(z) =49 —22+9, x¢€[4,2] ise

0, diger durumlarda

olmak tizere

Uy, k tek ise
Us, k cift ise

seklinde tammlanan (X}) fuzzy say1 dizisi simirhdir, ancak istatistiksel yakinsak degildir

(Sekil 3.4).

0 1 4

Sekil 3.4. Istatistiksel yakinsak olmayan,
ancak sinirli olan bir fuzzy say! dizisi
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Yakinsak her fuzzy say1 dizisi ayni zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de siirl
oldugundan S (F) N/ (F) # () dir. Hatta ¢ (F) C S (F) N/ (F) kapsamasi kesindir.

Bununla ilgili bir 6rnek agagida verilmigtir:

Ornek 3.3.15. X = (X,) fuzzy say1 dizisini

.
k 2-2k 2%k—2 .
st a3 :(:E[ . ,3] ise b i
k 4k+2 4k427
Xk (l’) _ _k_-f—Qx + k+27 T < [37 k ] 1€ (n ~1.2.3 )
0, diger durumlarda Y
Xo (2), k # n? ise

\

seklinde tanimlayalim. Burada

x —8, x € [8,9] ise
Xo(r) =19 —x+10, x€][9,10] ise
0, diger durumlarda

olup X = (Xj) dizisi hem simrhidir, hem de X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Ancak bu dizi yakinsak degildir (Sekil 3.5).

A

1 i Xi 5 Yo
Xo <i%

o 5 o & &

0 32 169 3 389 92 6 8 9 10

Sekil 3.5. istatistiksel yakinsak, fakat yakinsak olmayan bir fuzzy say! dizisi

Tamm 3.3.16. ([20]) X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi olsun. ¢ > 0 verilsin. Eger h.h.k
icin d (X, Xn) < € olacak gekilde bir N = N(g) dogal sayis1 varsa, yani her € > 0 igin

1
limﬁ Hk <n:d(Xy,Xn)>e} =0

ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
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4. FUZZY SAYI DIiZILERININ GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL
SINIRLILIGI

Fuzzy say1 dizilerinde istatistiksel simrhilik kavrami ilk defa Aytar ve Pehlivan [21]
tarafindan verilmigtir. Daha sonra Altinok ve Mursaleen [22], bu tamm fark dizileri
icin vermistir. Bu boliimde, ilk olarak genellestirilmis fark dizileriyle ilgili baz1 kavram-
lara yer verip fuzzy say1 dizileri igin istatistiksel simirlilik kavramini genellestirerek

A™—istatistiksel simirhiligi tammlayacagiz.

Tamm 4.1. ([23]) X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger {A"X}, : k € N} fuzzy
sayilar kiimesi sinirh ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisine A™—simirhidir denir. Bu durumda
her £ € Nicin K < A™X}, < M olacak sekilde K ve M fuzzy sayilar1 mevcuttur.

Eger her ¢ > 0 ve her k > N i¢in d (A" X}, Xy) < € olacak sekilde pozitif bir N
tamsayist mevecut ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisi, Xy fuzzy sayisima A™—yakinsaktir
denir. Burada A™X = (A™X;) = (A™1X, - A™1X ), AX = (X — Xp1)
ve A°X = (Xj), m € Ndir. l(A™ F), c(A™ F) ve ¢o(A™ F) ile srasiyla
biitiin A™—simirli, A™—yakinsak ve sifira A™—yakinsak fuzzy say1 dizilerinin siniflarim
gosterecegiz.

Her e > 0igin k,n > N oldugunda d (A™ X}, A™X,,) < ¢ olacak gekilde pozitif bir N
tamsayist mevcutsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisine bir A”—Cauchy dizisi denir. Reel say1
dizilerinde oldugu gibi A™—yakinsak her fuzzy say1 dizisi aym1 zamanda A™—Cauchy

dizisidir.

loo (A F), c(A™, F) ve co (A™, F') fuzzy dizi simflari siirsiz ve yakinsak olmayan

fuzzy dizileri de ihtiva eder. Simdi bununla ilgili bir 6érnek verelim:

Ornek 4.2.
r—k+1, xz€lk—1k] ise
Xp(r)=q —x+k+1, z€lkk+1] ise
0, diger durumlarda

fuzzy say1 dizisini goz niine alalm. (X}) dizisi A™—sinirli ve A —yakinsak bir dizidir.
Ancak bu dizi ne sinirh ne de yakinsaktir.

Gergekten, (X}) fuzzy say1 dizisinin a—kesim kiimesi « € (0, 1] igin
(Xp]“=k-1+a,k+1-q]
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olup buradan m = 1,2, ... i¢in

[—3 +2a,1 —2q], m =1 ise

(2™ (1 —«),2™ (1 — )], m >2ise

[A™ X"

elde edilir. Bu takdirde [Xo]* =

[—2™ (1 — @), 2™ (1 — )] olmak tizere m > 2 igin
(A™X},) fuzzy say1 dizisi Xy fuzzy sayisina yakinsaktir. Ayrica bu dizi siirh bir dizidir.
Buna gore A™—simirh diziler sinifi ve A™—yakinsak dizilerin simiflari, sinirli ve

yakinsak fuzzy dizi simmiflarindan daha geneldir (Sekil 4.1).

AXk

AZXk
A3Xk

AmX

A

-2m 8 4 3 o

Sekil 4.1. Am-sinirl ve Am-yakinsak, fakat sinirsiz ve iraksak bir fuzzy sayi dizisi

Ayrica co (A™, F) C c(A™, F) C o (A™, F) olup bu kapsama kesindir.

Ornek 4.3.

x—2, x € [2,3] ise
—x + 4, x € [3,4] ise k tek ise
0, diger durumlarda
x — b, x € [5,6] ise
—x+7,  x€][6,7] ise k cift ise
| 0, diger durumlarda )

fuzzy say1 dizisini goz oniine alalim. Bu dizi A™—smirh oldugu halde A™—yakinsak

degildir. Gergekten, (Xj) fuzzy say1 dizisi i¢in a—kesim kiimesi v € (0, 1] olmak {izere

2+a,4—a], ktekise
[5+a,7—al, kift ise

[Xk]”

olup buradan m = 1,2, ... i¢cin

[—2m71 (5 — 2a) , —2™71 (1 4 2a)], K tek ise
271 (14 2a),27 1 (5 — 2a)] ,

[A™ X ]
k cift ise
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elde edilir. Bu takdirde (A™X},) dizisi simirhdir, ancak yakimsak degildir (Sekil 4.2).

A
A ( k tek) A2 (ktek)  AX (k tek) M (kgift) A2 (k git) A (Kgift)

< ] /1 7N N 5
-5.2mt 3. 2m 2™ 10 6 5 -3-2 4 1 2 3\4 56 7 \ 10 2 3.2m 5.2m1
X (ktek) X (k cift)

Sekil 4.2. Am-sinirli, fakat Am-yakinsak olmayan bir fuzzy sayi dizisi

Tanim 4.4. ([23]) X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. € > 0 igin,

1
lim = [{k < n: d(A™ Xy, Xo) > €} =0
n n

olacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 mevcut ise, yani h.h.k igin d (A" Xy, Xo) < € esit-
sizligini saglayan bir X, fuzzy sayisi varsa X = (X ) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina
A —istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj) dizisi X fuzzy sayisma A™—istatistiksel
yakinsak ise S(F) — lim A™ X = X, veya A™ X} — X, (S (F')) yazilir.

Klasik kiimeler icin (x)) dizisi ¢ ’ye istatistiksel yakinsarken (A™zy), 0 ’a istatis-
tiksel yakinsar (yani z — £ ise A™x;, - 0). Asagidaki 6rnek bunun fuzzy say1 dizileri

i¢in gecerli olmadigini gosterir.

Ornek 4.5. (X},) fuzzy say: dizisi agagidaki gibi olsun:

x —k, E<x<k+1
k = n? ise
—x+k+2, k+l<z<k+2 p,
(n=1,2,3,...)
0, diger durumlarda
T —2, 2<x<3
—x + 4, 3<xr<4 , diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
Buradan
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k+a,k+2—q], k =mn? ise

[Xk]" =
2+a,4—a], diger durumlarda
ve
[k —4+2a,k —2q], k = n? ise
[AXi]" =3 [~k—142a,-k+3—-2a], k+1=n? ise (n>1)
[—2 + 20,2 — 2q] , diger durumlarda
elde edilir. Boylece [(1] = [2+ a,4 —a] olmak iizere X} — f; dir ve [(3]" =

[—2 + 2, 2 — 2a] olmak iizere A X}, 2, ¢y dir. Benzer sekilde iglemler yapilip m. derece-
den fark alimirsa A™ X, % /3 elde edilir. Burada [¢3]" = [-2™ (1 — a),2" (1 — a)] #0
dir.

Tamm 4.6. ([23]) X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. ¢ > 0 verilsin. Eger h.h.k igin
d (A™ X}, Xn) < € olacak sekilde bir N = N(e) dogal sayis1 varsa, yani

1
lim— [{k < n: d(A™ Xy, Xy) >} =0
non
ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisine A™—istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.7. ([23]) X = (Xy) bir fuzzy say dizisi olsun. Bu durumda h.h.k igin
A" Xy = Yy olacak sekilde yakinsak bir Y = (Yy) fuzzy sayr dizisi varsa X dizisi

A" —istatistiksel yakinsaktur.

Simdi galigmamizin ana konusunu tegkil eden A™—istatistiksel sinirhilik tanimini

verelim.
Tanim 4.8. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun.
SH{keN:A"X, >uU{k e N: A"X, L u})=0

olacak sekilde bir u fuzzy sayisi varsa X = (X}) dizisine iistten A™—istatistiksel sinir-
lidir denir.

Benzer sekilde
SH{keN:A"X, < v} U{keN:A"X, £ 0v}) =0
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olacak gekilde bir v fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) dizisine alttan A™—istatistiksel sinir-
lidir denir.

Eger bir X = (Xj) fuzzy say1 dizisi hem iistten hem alttan A™—istatistiksel siirh
ise (Xj) dizisine A™—istatistiksel sinirhidir denir.

Bu tamim asagidaki gibi de ifade edilebilir:

h.h.k i¢in d (A™X},0) < T olacak sekilde bir reel T' sayis1 meveut ise (X) fuzzy
say1 dizisine A™—istatistiksel sinirhidir denir.

L (R) kismi sirali bir kiime oldugu i¢in L (R) deki kiyaslanamayan elemanlar da goz

oniine alinmalidir. Bu yiizden {ke€N:A™X; o« u} kiimesinin elemanlarim

{k € N: A" X}, > u} kiimesine ekledik.

Kolayca goriilebilir ki X = (Xj) fuzzy say1 dizisi A™—simirh ise aym zamanda
A™—istatistiksel sinirlidir. Tersi her zaman dogru degildir. Bu durum m = 1 6zel hali

icin agagidaki ornekte goriilebilir:

Ornek 4.9. X = (X,) fuzzy say1 dizisi asagidaki gibi olsun:

s+ we[-k+1,1]
k = 5" ise
—tx+ L e[l k+1]
(n=0,1,2,...)
X (v) = 0, diger durumlarda
Uy, k # 5" ve k tek ise
| Us, k # 5™ ve k ¢ift ise
Burada

r+1, wzel[-1,0] ise

up () =< —x+1, x€][0,1] ise
0, diger durumlarda
ve
xr—3, x € [3,4] ise
uz () =4 —x+5,  x€4,5 ise
0, diger durumlarda
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dir. O halde « € (0, 1] igin (X}) ve (AX}) nin a—kesim kiimeleri sirasiyla

k(a—1)+1,k(1 —a)+1], k = 5" ise

[Xi]" = -1+ a,1—aq], k # 5™ ve k tek ise
B+ a,5—al, k # 5" ve k ¢ift ise
)
a(k+1)—k—4,—a(k+1)+k—2], k = 5" ise
N a(k+2)—k+1,—a(k+2)+k+5], k+1=>5"ise
[AX,]" =
20 — 6, —2a — 2], k#5" k+1%#5" ve k tek ise
\ 2+ 2, —2a + 6] , k#5" k+1+#5" ve k ift ise
seklindedir.

Baz1 aritmetik iglemler yardimiyla A X, dizisi asagidaki gibi elde edilir.

"”3%342, xz € [k —4,-3] b5 e
Trro velakd (n=0,1,2,..)
0, diger durumlarda )
AXy (x) = %:5 relhrLy ,
*ZT, r € [3,k+ 5] k+1=>5"1ise
0, diger durumlarda )
u, k # 5" k+ 1+ 5"ve k tek ise
\ v, k#5" k+1%# 5" ve k ¢ift ise
( 8 g e [-6,—4] ise
u(x)=4q =22 ze[-4,-2 ise
| 0, diger durumlarda
= :
==, x € [2,4] ise
v(z) =9 =& 2 €[4,6] ise
\ 0, diger durumlarda

dir. Boylece

d({keN:AXy <u}U{keN:AXy £ u})=0(0U{5,24,25124,125,...}) =0
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ve
d{keN:AX, > v} U{keN: AX, £ ov})=5(0U{4,24,25,124,125,...}) =0

oldugundan (X} ) dizisi A™—istatistiksel sinirhidir. Bununla birlikte (X} ) dizisi A™—siirh
degildir (m = 1 i¢in)(Sekil 4.3).

(k # 5" k+1# 5" vek tek ise) (k # 57, k+1# 57 ve k gift ise)
(AX3, AX7, AX, ...) A (AX2, AXs, AXs, ...)
AXq
\ v
< - >
9 6 -5 4 3 2 110 2 3 4 6 9

Sekil 4.3. Am-istatistiksel sinirli, fakat Am-sinirli olmayan bir fuzzy say! dizisi (m=1 igin)

Teorem 4.10. Bir X = (Xy) fuzzy say dizisi A™—istatistiksel yakinsak ise, o zaman

A™ —jistatistiksel sinarbdar.

Ispat. Bir X = (X}) fuzzy say1 dizisi alahm ve (X}) dizisi X, fuzzy sayisma
A —istatistiksel yakisak olsun yani Sg (A™) — lim X = X, alalim.

O zaman her € > 0 ve h.h.k igin d (A™ X}, Xy) < e yazabiliriz. X, bir fuzzy say1
oldugundan d (X, 0) < T olacak sekilde bir T' € R vardir. Bu nedenle h.h.k igin

d (Aka, 6) <d (Aka, Xo) +d (Xo, 6) <e+T.
dir. Boylece (Xj) dizisinin A™—istatistiksel sinirli oldugu ¢ikar. 0J
Asagidaki ornekte oldugu gibi genellikle Teorem 4.10™un tersi dogru degildir.

Ornek 4.11. Ornek 4.9’daki gibi A™—istatistiksel siurh bir X = (X}) dizisi tanim-
layalim. O halde her ¢ > 0 ve a € (0, 1] igin

S({keN:d(A"X2 u) >¢e)) =

N = DN

S({keN:d(A™XE %) > ¢}) =

elde edilir. Burada m = 1,2,3,... i¢gin u* = [-2" (3 —a),—2" (1 + a)] ve v* =
2™ (a+1),2™ (3 —«)] dir. Bu nedenle X = (Xj) dizisi A™—istatistiksel yakinsak
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degildir. Yukardaki esitlikte u® ve v® sayilarinin alinmasinin sebebi, (Xj) dizisinin

A™—istatistiksel limiti olabilecek sayilarin sadece u® ve v* olmasidir.

Teorem 4.12. Bir X = (Xy) fuzzy say dizisi A™—istatistiksel Cauchy ise, o zaman
h.h.k i¢in A™ Xy =Y}, olacak sekilde yakinsak bir Y = (Yy) fuzzy sayu dizisi vardar.

Ispat. Farzedelim ki (X}) dizisi, B = B (AmX NQ)» 1) kapali yuvar1 h.h.k ve en az

Cauchy dizisi olsun. Ayrica h.h.k igin (A™X}) dizisini B' = B (A™Xy,3) yuvan
ihtiva edecek sekilde M sayisinin se¢imi i¢in hipotezi uygulayalim. Acgiktir ki h.h.k i¢in
By = BN B’ yuvar1 (A™X},) dizisini ihtiva eder.

Boylece By, h.h.k icin (A™X}) dizisini ihtiva eden ve ¢apr 1 den biiyiik olmayan
kapal1 bir kiimedir.

Benzer sekilde B = B (A™X @), 1) yuvan h.h.k igin (A™X) 'y1 ihtiva edecek
sekilde N (2) sayisim segerek ve h.h.k igin (A™Xy) ’y1 ihtiva eden By = By N B”
kiimesini olusturarak ilerleyelim. Burada B nin ¢ap1 % "den kiiciik veya esittir.

Bu siireci devam ettirirsek herbir ¢ i¢in B; D B, olacak sekilde bir {Bi}fil kapali

yuvarlar dizisini elde ederiz. B; 'nin ¢ap1 21-];1 "den biiyiik degildir ve h.h.k i¢in A" X}, €
B; dir.

Bir tam metrik uzayda i¢ ice ge¢mis kapal kiime teoremi geregince N2, B; # () elde
ederiz ve bu kiime tam olarak bir eleman ihtiva eder. Bu ytizden L € N2, B; olacak

sekilde bir L fuzzy sayis1 vardir. h.h.k i¢in A™ X, € B; gercegini kullanarak
.1 1 .
lim—|{k<n:A"X, ¢ B} <=, n>H,ise (4.1)
n n 3

olacak sekilde artan bir {H,},°, pozitif tamsay1 dizisi segebiliriz.
Simdi de H; < k < H;yq ve A™X ¢ B; oldugunda A™ Xy, (Z;) 'min bir terimi
olacak sekilde (A™X}) 'min bir (Z;) alt dizisini olugturalim.

Daha sonra (Y}) dizisini

L, A™X,, Zynn terimi ise
Vi (z) =

Xk, diger durumlarda

seklinde tanmimlayalim.
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Bu durumda lim Y, = L ’dir. Gergekten, eger ¢ > % > 0 i¢in k > H; alinirsa ya

k—o0

A" X}, (Z)mn bir terimidir -ki bu Y, = L anlamina gelir- ya da Y, = A" X}, € B; ve

d (Yy, L) < B;’nin ¢ap1 < 21-1,1 "dir.

Ayrica h.h.k i¢in A™ X} = Y} oldugunu iddia ediyoruz. Bunu belirlemek i¢in H; <

n S Hi—l—l iken
olacagima dikkat edelim. Bu yiizden (4.1) den
1 1 1

yazilabilir. Boylece n — oo iken limit 0’dir ve h.h.k i¢in A" X, = Y; ’dir. Bu da

teoremin ispatini tamamlar. (]

Teorem 4.13. Eger bir X = (Xy) fuzzy sayn dizisi A™—istatistiksel Cauchy ise, o

zaman A™—1istatistiksel sinirlidar.

Ispat. X = (X}) fuzzy say1 dizisi, A" —istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu nedenle
Teorem 4.7 ve Teorem 4.12’den (Xj) dizisi A™—istatistiksel yakinsaktir. Diger taraftan

Teorem 4.10’dan (Xj) 'nin A™—istatistiksel sinirh oldugu sonucuna variriz. 0J

Teorem 4.14. X = (X}), A™—istatistiksel sinrly bir fuzzy say dizisi olsun. Bu
durumda A™X =Y + Z olacak sekilde sinirh bir Y = (Y}) fuzzy say dizisi ve sifira

istatistiksel yakinsayan bir Z = (Zy) fuzzy say dizisi vardur.

Ispat. Farzedelim ki X = (X},), A™— istatistiksel smirh bir dizi olsun. Yeterince

biiytik 7' > 0 sayis1 icin M = {k € N: d(A™X},0) > T} kiimesinin dogal yogunlugu
sifirdir. Simdi
A" X}, k € M’ i¢in

Ye = -
0, diger durumlarda

ve

A" X, k € M icin
Zy = -
0, diger durumlarda
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olacak sekilde (Yy) ve (Zy) dizilerini tanimlayalim. Burada M’, M kiimesinin tiimleyeni-
dir. Kolayca gorebiliriz ki A™—istatistiksel simirhilk tammidan Y = (Y}) dizisi
simirhdir.  Bununla birlikte (Z;) istatistiksel sifir dizisidir. Boylece her £ € N igin
(A™X}y) = (Yi) + (Zk) oldugu agiktir. O

Bu teoremi aciklamak icin agagidaki 6rnegi verebiliriz:

Ornek 4.15. m = 1 alahm ve X = (Xy) fuzzy say1 dizisi agagidaki gibi olsun:

ly+EL wel-k+1,1] ise
k= 3" ise
—tr+ 5Lz e[l k+1] ise
(n=0,1,2,...)
¥ 0, diger durumlarda
k(@) = gy 33k g [3523 4] e
k+3 k+3 7 k
—kiﬁx + E}g’“—g, T E [4, %} ise diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda

Bu durumda « € (0, 1] i¢in (Xj) ve (AX}) nin a—kesim kiimeleri sirasiyla

" ka=1)+1,k(1—a)+1], k= 3" ise
k =
[a(kk+3) + 3kk_ 8 —a(kk+3) + 5k; 3|, diger durumlarda
(
a(k?+2k+4)—k2—5k—T —a(k?+2k+4)+k>—k+1 om
s ; ] ; k= 3" ise
AX,]" = a(k2+2k+z)fk2+k73’ fa(k2+2k+;‘:)+k2+5k+3 ’ b1 — 3" ise

o(2k2+8k+3)—2k?—8k—3 —a(2k2+8k+3)+2k>+8k+3
k(k+1) ) k(k+1)
\

} , diger durumlarda

dir. (AX}) dizisinin L fuzzy sayisina istatistiksel yakimsak oldugu goriiliir. Burada
[L]* = [2a — 2, —2a + 2] dir. Diger taraftan [AXj] kiimesi [Y;]" ve [Z;]” 'mn toplam

olarak yazilir. Burada

0, k= 3" ise

V] = 0, k+1=3"ise

o(2k%+8k+3)—2k?—8k—3  —o(2k>+8k+3)+2k>+8k+3
k(k-+1) ) k(k+1) )

diger durumlarda
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ve

( 2 2 2 2
a(k2+2k+4)—k?—5k—T —a(k>+2k+4)+k2—k+1 I — 37 ige
k1 ’ fe+1 ’
a k242k+3)—k?+k—3 —a(k?4+2k+3)+k?+5k+3 .
(Z,]" = k2 +2k+3)—k2+ (k2 4+2k+3)+k2+5k+ 41— 3 ise
k ) k )
\ 0, diger durumlarda

dir. Buradan (Y}) dizisinin smurh, (Zy) dizisinin sifira istatistiksel yakinsak oldugu
goriiliir.

[Yi]™ ve [Z]" a—kesim kiimelerinden (Y}) ve (Zy) dizilerinin iiyelik fonksiyonlari

(

k= 3" ise
0,
(n=0,1,2,...)
Y (x): kLH,’SC-l—?’];—j:f, T € [ka?’,él} ise
—tar 4 3R e [4, 388 ise diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
ve
.
tr+EL wel-k+1,1] ise N
Lyt B pe [Lk+1] | b= e
— 2T 7, T , 1se
Zi () = ek (n=01,2,..)
0, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
seklindedir.

Teorem 4.16. Istatistiksel simrh bir X = (X) fuzzy sayp dizisi aymi zamanda A™—

istatistiksel sinarlidar.

Asgagidaki ornekte goriildiigii gibi bu iddianin tersi genellikle dogru degildir:

Ornek 4.17. X = (X,) fuzzy say1 dizisini agagidaki gibi tanimlayalim.

xr —3, x € [3,4],
k =n3 ise
—x +5, x € [4,5],
(n=1,2,...)
X, () 0, diger durumlarda
E\T) =
r—k+1 xz € k—1k,
—x+k+1 zelkk+1], diger durumlarda
| 0 diger durumlarda
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Bu durumda « € (0, 1] igin

N [+ 3, —a+ 5], k=mn3ise, (n=1,2,..)
[Xi]" =
a+k—1,—a+k+1], diger durumlarda

a—kesim kiimesini elde ederiz. Fark iglemi yapilirsa

200 — k+1,—2a— k+5], k =n3 ise
[AXi]" =9 2a+k—6,-2a+k—-2], k+1=nise
20 — 3, —2a + 1], diger durumlarda
( [4a — k, —da — k + 8], k= n3 ise
[A2Xk}a: [do+ 2k — 10, —4a + 2k — 2],  k+1=n?ise
4o — k —2,—4a — k + 6], k+2=n3ise
\ [da — 4, —4a + 4], diger durumlarda
B —k —4,—8a — k+12], k = n3 ise
[8a+ 3k — 17, —8a+ 3k — 1], k+1=n3ise
[A%X,]" =  Ba—3k—2,—8a—3k+14], k+2=n3ise
Ba+k—9,—8a+k+7], k+ 3 =n3ise
[8a — 8, —8a + §] , diger durumlarda

elde edilir. Bu sekilde fark iglemine devam edilirse (A™ X},) dizisinin istatistiksel sinurh

oldugu anlagilir. Diger taraftan (X}) istatistiksel simirh degildir.
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