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OZET
BiR EGRi UZERINDEKIi UMBILIK NOKTA CiFTLERI

Bu calisma alt1 bolimden olusmaktadir:

Birinci boliim tezin giris kismidir.

Ikinci boliimde; bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ucgiincii béliimde; yiizeylerin kapsamli bir incelemesi yapildi ve yiizeyler iizerinde
umbilik noktalarin varligi incelendi.

Doérdiincli boliimde; umbilik noktalardan olusan egri ile olusturulan ylizey
tanimlandi, yiizeyin temel formlari bulundu, Gauss ve ortalama egrilikleri verildi, asli
egrilik cizgileri gosterildi. Ayrica tiib ylizeyler tanimlandi ve Darboux ¢atisiyla verilen tiib
yiizeyler incelendi.

Besinci boliim ise; ¢aligmanin orijinal kismi olup; bu boliimde, Darboux catisiyla
verilen tiib yiizeylerin merkez egrisi, 6zel olarak umbilik noktalardan olusan bir egri olarak
secildi; buna baglh olarak, Gauss ve ortalama egrilikler hesapland1 ve Weingarten yiizey
olup olmadig1 incelendi.

Son boliimde ise; sonuglar verildi.

Anahtar Kelimeler: Umbilik nokta, Gauss egriligi, Ortalama egrilik, Temel
formlar, Asli egrilik ¢izgileri, Tiib yiizeyi, Darboux ¢atisi, Weingarten yiizey



SUMMARY
ON THE PATTERNS OF UMBILICAL POINTS ON THE CURVE

This work consists of six chapters:

The first chapter is the introduction section of the thesis.

In the second chapter; some basic definitions and theorem have been introduced.

In the third chapter; an extensive analysis of the surfaces have been made and the
existence of umbilical points on the surfaces are analysed.

In the fourth chapter; the surface made of the curves which are built up with
umbilical points is defined, basic forms of the surface are found, Gauss and mean curves
were given, and principle curvature lines are displayed. Also, the tub surfaces were
described and The tub surfaces with Darboux Frame were analysed.

The fifth chapter is the original part of the thesis, in which center curve of tube
surfaces given with Darboux frame are chosen as a special curve which is built up with
umbilical points, and according to those data, Gauss and mean curves are calculated and it
is analysed if the surface is Weingarten.

In the last chapter; the results were given.

Keywords: Umbilical points, Gauss curvature, Mean curvature, Fundamental forms,
Principle curvature lines, tube surface, Darboux frame, Weingarten surface.
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1. GIRIS
Yiizeylerde, asli egrilik ¢izgileri ve egrilik ¢izgileri civarindaki umbilik noktalarin
calisilmasi, Monge, Darboux, Caratheodory gibi matematikgilerin dikkatini ¢ekmistir. Bu

matematikg¢ilerin makaleleriyle ilgilenen, Garcia, Sotomayor ve Gutierrez de umbilik
noktalari genis ve kapsamli bir sekilde ele alarak dikkatle incelemislerdir [15].

Leonhard Euler (1707-1783) yillarinda yiizeyler teorisinde egrilikleri bulmustur. kj,
normal egriligini tanimlamistir. Darboux (1842-1917)  yillarinda umbilik nokta
yakinlarinda asli egrilik ¢izgilerinin yapisini incelemistir. Gutierrez ve Sotomayor 1982-
1998 yillar1 arasinda, Garcia ve Sotomayor 1997-2000 yillar1 arasinda makalelerinde
umbilik noktalara kapsamli sekilde deginmislerdir. J. Sotomayor ve R. Garcia ayrica
makalelerinde kanal ylizeyleri inceleyerek asli egrilik ¢izgilerini bularak, umbilik
noktalarin var olup olmadigini incelemislerdir [17]. 2009 yilinda J. S. Ro ve D. W. Yoon
[19] ve Y. Tunger, D. W. Yoon, M. K. Karacan [12] makalelerinde 3- boyutlu Oklid
uzayin Weingarten tipinde tiib yiizeyleri inceleyerek bazi sonuglar vermislerdir. 2006
yilinda M. K. Karacan, H. Es, Y. Yayli [20] Minkowski 3- uzayda tiib yiizeylerin singiiler
noktalarini incelemis ve bazi sonuglar vermistir. 2011 yilinda H.S. Abdel-Aziz, M.
Khalifa Saad [21] makalelerinde Weingarten Timelike Tiib yiizeyleri incelemistir. 2012
yilinda Yusuf Yayli ve Fatih Dogan [16] Tiib yiizeylerin Darboux ¢atisini incelemislerdir.

Bu c¢alismada ise, oncelikle bir egri iizerindeki umbilik nokta ciftleri incelenmis,
umbilik noktalardan olusan egri ile verilen yiizey tanimlanmis, bunlarin temel form
katsayilar1 bulunmus, buna baglh olarak K Gauss egriligi, H ortalama egriligi
hesaplanmistir. Ayrica umbilik noktalardan olusan egrilerin olusturdugu yiizeylerde, asli
egrilik cizgileri bulunmustur. Daha sonra Darboux ¢atisiyla verilen tiib yiizeylerin merkez
egrisi umbilik noktalardan olusan bir egri olarak se¢ilmis ve buna bagli olarak K Gauss
egriligi, H ortalama egriligi, asli egrilik ¢izgileri, Weingarten yiizey olup olmadigi
incelenerek bazi sonuglar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1.1. Tamm: X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu z olsun. =

koleksiyonu asagidaki 6nermeleri dogrularsa X tizerinde bir topoloji adini alir [3].

(T) . X, @er,
(T2) . VA, Aec=>ANAer,
(T3). Ael iel, UAiez'

iel

2.1.2. Tammm: Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir z topolojisinden olusan (X, z ) ikilisine bir

topolojik uzay denir [3].

2.1.3. Tammm: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
. X>Y

fonksiyonu siirekli ise ve f tersi var ve f de siirekli ise f ye X den Y ye bir

homeomorfizm (topolojik doniisiim) denir [3].

2.1.4. Tammm: X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi iki farkli noktalar1 i¢in, X de

sirastyla, P ve Q noktalarini igine alan A, ve A, acik alt climleleri A, N A, =2 olacak

bigimde bulunabilirse, X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay1 denir [3].

2.1.5. Tammm: M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki énermeler dogru ise M bir n-

boyutlu topolojik manifolddur denir [3].

(M1) . M bir Hausdorff uzayidir.
(M2) . M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" in bir ac¢ik ciimlesine
homeomorftur.

(M3) . M sayilabilir coklukta acik ciimlelerle ortiilebilir.

2.1.6. Tanim: E" de bir agik alt ciimle U olmak {izere bir
fFUSR



fonksiyonunun k ymci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f
fonksiyonuna C* sinifindan diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece siirekli ise

C° simifindandir denir. U iistiinde tanimli C' sinifindan fonksiyona U iistiinde 0-form ad1

verilir [3].
2.1.7. Tamm: U ve V, sirastyla , E™ ve E" de birer acik alt ciimle olsunlar. Bir

v:U->V

X (%) = (£,(X),.... (£, (X))

fonksiyonu i¢in biitiin
f,:U—>R

koordinat fonksiyonlari C* smifindan iseler
v eC“(U,V)

dir denir.

C"(U.V)={y|yeC"U.V) vkeNj.

f. fonksiyonlarina y nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir [3].

2.1.8. Tanim: Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayida V olsun. V de
x = (X1, -, Xp) V€Y = (¥4, ---, ¥n) olmak {lizere
<,>:VxV->R
(x,y) »<x,y >= YL 1 Xy
seklinde bir i¢ carpim tanimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzay1 denir ve E™ ile gosterilir

[3].

2.1.9. Tamim: 3 boyutlu reel sayilar climlesinde
x:R3x R3 - R3
(@,) > axp
seklinde tanimli “X” i¢ islemine vektorel ¢arpim islemi denir ve a X 8 vektoriine de a ile

B nin vektorel garpimi denir [3].



2.1.10. Teorem: o, B € R® olmak iizere

axp =Yy, det(e;, a, Be;
seklindedir [3].

2.1.11. Tammm: E" in iki acgik alt ciimlesi U ve V olsun. Bir w:U —V fonksiyonu

1

diferensiyellenebilir, v~ inversi mevcut ve diferensiyellenebilir ise v fonksiyonuna bir

diffeomorfizm denir [5].

2.1.12. Tammm: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt ciimlesi
olsun. O zaman U bir  homeomorfizmi ile M nin bir W agik alt ciimlesine eslenebilir.
w:UcE">WcM

(v ,W) ikilisine bir koordinat komsulugu veya harita denir [3].

2.1.13. Tamm: M bir topolojik n-manifold ve M nin bir agik ortiisii {W_ } olsun. {W,} acik

ciimlelerinin ¢ indislerinin ciimlesi A olmak iizere {W,} ortiisii i¢in {W,}  yazilir. E"
de W, ya bir v, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle U olsun. Bdylece
ortaya ¢ikan {(y_,W,)}, ., koleksiyonuna bir atlas ( koordinat komsulugu sistemi ) denir
[3].

2.1.14. Tammm: M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

¥ ={a’,a”,..,a™} sistemi lineer bagimsiz ve Va®, k >r i¢in a®eS,{¥} olmak
tizere, ¥ den elde edilen {V;,V,, ..., V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet r-
ayakli alanm1 ve m € M igin {V;(m),V,(m), ..., V,.(m)} ifadesine de m € M noktasindaki

Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir V; , 1 < i < r ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir [3].

2.1.15. Tamm: M € E3 egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. t € I  keyfi
parametre olmak lizere a(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T(t), N(t), B(t)} ise

_a® _a'®xa'(®) _
(ro =758 BO =550 N =B xT(®)

seklindedir [3].



2.1.16. Tamm: M € E3 egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. s €/ yay

parametresi olmak iizere a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T(s), N(s), B(s)} ise,

{1(s) = a'(s), N(s) = ﬁ B(s) = T(s) X N(s)}

seklindedir [3].

2.1.17. Teorem: a: (c,d) » E3; ¢ <s <d igin k(s) > 0 ile birim hizl bir egri olsun.

O halde Frenet formiilleri:

T' = kN
N' = —xT + 1B
B' = —tN

dir. T egrinin torsiyonu, k egrinin egriligidir [6].

2.1.18. Tamim: Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

[3].

2.1.19.Teorem: a:(c,d) = M birim hizli egri ve M nin a egrisine goére Darboux catisi
{T,V,,V3} olmak tizere;

T' 0 Kg kalrT
L)' = —Kg 0 Ty || V2
V3)' —k, -1, 0]LV3

seklindedir [4].

2.1.20. Tammm: Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlast S={(y,,W,)} _ olsun.

aehA
Eger S atlast i¢in, W, "W, # olmak ilizere ,Va, peA ya karsilik 9.5 V€ 9y,
fonksiyonlari C* smifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C* smifindan
diferensiyellenebilirdir denir. S atlas1 M {izerinde C* smifindan oldugu zaman S ye M

iizerinde C* siifindan diferensiyellenebilir yap1 ad1 verilir [3].

2.1.21. Tammm: M bir topolojik n-manifold olsun. M {izerinde C* siufindan bir

diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* smifindan diferensiyellenebilir
manifold denir [3].



2.1.22. Tamm: F E">E"™  bir donisim olsun. Eger v, eT_(P) ise
(F)p(v,) eT_.(F(P)) de E™ in t - F(p+tv) egrisinin t=0 daki hiz vektorii olsun.

Boylece tanimli
(F*)P :TEn (P) _)TEm (F(P))

fonksiyonuna, F nin P € E" noktasindaki tiirev doniisiimii denir [2].

2.1.23. Tamm: F:E" > E" déniisiimiiniin tiirev doniisiimii P € E" igin (F.), olsun.

Sirastyla, T_, - VeT de

E™(P)

0 0 0 0
¢ = ah,...,alp W= a—mh(p)v---,ah(m

standart bazlar1 i¢in (F.), nin karsilik geldigi matris J(F,P) ile gosterilir ve J(F,P)

matrisine , F nin P noktasindaki Jakobien matrisi ve bu matrise karsilik gelen lineer

dontisiime de F nin Jakobien doniisiimii denir. Agik olarak yazmak gerekirse, secilen

koordinat sistemlerine gore F nin P € E" noktasindaki Jakobien matrisi,

- of of of, |

_1|P _1|P o _llP

0%, oX, oX,

o, Cs

ox,  ox, o,
J(F,P) =

oy oy a

ox A%, x,
dir [2].

2.1.24. Tammm: M ve N birer C* manifold ve f: M— N bir C* fonksiyon olsun. Eger f

nin f, Jakobien matrisi VP € M noktasinda regiiler ise f ye M den N ye bir immersiyon

denir ya da rankf=boyM ise f bir immersiyondur [10].



2.1.25. Tammm: N bir C* (n-1)-manifold olsun. f: N— E" fonksiyonu bir immersiyon ise

f(N)=M manifolduna E" in bir hiperyiizeyi denir [2].

2.1.26. Tanmim: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde bir vektor alani
diye

X:M birebir-o6rten U TM (P)
PeM

olarak tammlanan X fonksiyonuna denir ve M iizerinde vektor alanlarmin uzayr y(M) ile

gosterilir [2].

2.1.27. Tammm: (irtibathhk) M bir yiizey olsun. M nin her iki p ve q noktas1 icin p ile q
noktalarini birlestiren ve M ic¢inde bulunan en az bir siirekli egri varsa M yiizeyi irtibatlidir

denir [7].
2.1.1. Ornek: E* Oklid uzayinda bir kiire yiizeyi irtibatli bir yiizeydir [7].

2.1.28. Tamm: U, R? uzaymin irtibath bir acik alt kiimesi olmak iizere 9: U — E3, diizgiin
ve regiiler bir doniisim olsun. 9:U = 9(U) doénlisimii bir homeomorfizm ise 9(U)
ciimlesine E® uzayinda bir basit ylizey denir.

M, E? uzayimnin bir alt climlesi olsun. M nin her bir p noktasi i¢in, p € 9(U) ve
9(U) € M olacak bigimde bir 9(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa, M ciimlesine E®
uzayinda bir yiizey denir.

9(U), M yiizeyi i¢inde basit bir yiizey ve 971:9(U) — U déniisiimiine M yiizeyi

icinde bir koordinat sistemi denir [7].

2.1.29. Tammm: (Monge Yiizeyi) 9:U - R3, 9 = (x,x%,f) bigiminde bir 9(U) basit

yilizeyine, Monge gosterimiyle verilmis bir ylizey veya kisaca Monge ylizeyi denir [7].

2.1.2. Ornek: U=E? olmak iizere, f:U = R, f = (x*)? + (x?)? olsun. f fonksiyonu
diizgiin fonksiyon oldugundan,

{(91,92,9% + q3): (91, 92) € U}
climlesi bir ylizeydir.
9:U - E3, 9= (x4 2%, (x1)? + (x¥)?)

7



olmak iizere, 9(U), E® Oklid uzayinda Monge gosterimiyle verilmis bir yiizeydir [7].

2.1.30. Tammm: Yiizeyin her p noktasinin komsulugundaki bir bi¢im incelenirken, p €
J(U) olacak bigimde bir 9(U) basit ylizeyini goz Oniine almak yeterlidir. Yiizeylerin bir
nokta komsulugundaki bi¢imlerinin incelenmesine, yiizeylerin yerel (lokal) incelenmesi

denir [7].

2.1.31. Tamm: (Parametrelendirilmis Yiizey-Patches) E> de M parametrelendirilmis
yiizeyi 9:U - E3, (u,v) - 9(u,v) diizgiin bir doniisiimdiir. Burada, U irtibath agik bir
bolgedir ve

Iy X9, #0

dir. Ifade edilen bu durum regiilerlik durumu olarak adlandirilir [13].

2.1.32. Tamm: Uc E? bir acik ciimle ve X:U — E" diferensiyellenebilir bir déniisiim

olsun. O halde x(U) c E" climlesine bir lokal yiizey veya yama denir [9].

2.1.33. Tammm: M c E" bir alt ciimle olsun. Eger M nin her pe M noktast igin , p yi igeren

bir V komsulugu var ve bir X:U c E>* >V "M c E" doniisiimii asagidaki ozellikleri
saglarsa, M ye bir regiiler yiizey denir:

(i) x diferensiyellenebilirdir.

(i) x:U -V ~M bir homeomorfizmdir.

(iii) her x:U — M doniisiimii bir regiiler lokal yiizeydir [9].

2.1.34. Tammm: M ,C" sinifindan bir yiizey, M~ da C" sinifindan bir yiizey olsun.
f: M > M’ bir déniisim olsun. U bélgesinden M yiizeyine her x=x(u,v) koordinat
komsulugu igin, U dan M~ yiizeyine x" =x"(u,v) = f (x(u,v)) bilesim doniisimii C'

smifindan regiiler bir parametrik gosterimdir. O halde, f e C" simifindan M den M~ a

regiiler diferensiyellenebilir bir doniisiim denir [8].

2.1.35. Tamm: X c E?3 regiiler bir yiizey i¢in birim normalini N ile gdsterirsek,
Xy X X,
1y X Xl

8

N(u,v) = (u,v)



seklindedir ve (u, v) € R3 noktalarinda X,, X X, sifirdan farklidir [2].

2.1.36. Tamm: Xx:U - E" bir lokal yiizey olsun. E =||x, [, F=(x,x,), G=x, I
seklinde tanomhi E, F, G:U-> R fonksiyonlarmmi  alallm. O  zaman

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv® ifadesine x in Riemann metrigi ya da birinci esas formu

denir. E, F, G ye ise X in birinci esas formunun katsayilar1 denir [9].

2.1.37. Tamm: X:U — E" bir regiiler lokal yiizey olsun. O zaman
I=—U,,x,)=U,x,,)

v'Xu> :<U’Xuv>:<U’Xvu> :_<Uu’xv>
n=—U,,x,) ={U,X,),

seklinde tammlansmn. Buna gore ldu? + 2mdudv + ndv? ifadesine x in ikinci esas formu

= _<U

denir. I,m,n fonksiyonlarina ise X in ikinci esas formunun katsayilari denir [9].

2.1.38. Tanim: E" in bir hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektor alan1 N olsun. E"
de Riemann koneksiyonu D olmak iizere, VX € (M) igin

S(X)=DyN

seklinde tanimli S doniisimiine M lizerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

doniisiimii denir [10].

2.1.39. Tammm: M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilart E,F,G ve ikinci temel

formunun katsayilari I,m,n olmak {izere ylizeyin sekil operatorii matrisi

__1 Gl—Fm Em-—Fl
EG-F?IlGm — Fn En—Fl

seklindedir [2].

2.1.40. Tanmm: E3 te regiiler bir yiizey M olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K, Ortalama
egriligi H ve K, H: M — R olmak iizere, sirasiyla,
K(P)=det(S(P))

ve

1
H(P) = iz(S(P))

9



seklinde tanimlanir [4].

2.1.41. Tamm: M: U — E3 bir regiiler yiizey olsun. M nin Gauss egrilik ve ortalama
egrilik formiilleri;
K= In —m?
EG — F?
ve
G —2mF +nE
2(EG — F?)

dir. I,m,n, M nin ikinci temel formunun katsayilar1 ve E,F,G de M nin birinci temel

formunun katsayilaridir [2].

2.1.42. Teorem: M c E3 regiiler yiizeyinin, K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi ile asli

egrilikleri k4 ve k, arasinda

K == k1k2
ve
ki+k,
H=—

seklinde bir iligki vardir. Sonug olarak
k? —2Hk+K =0

olur. Buradan da
ky=H++H>—K
k,=H—+H?—-K
dir [2].

2.1.43. Tammm: E3 te regiiler bir yiizey M ve M nin herhangi bir P noktasindaki asli
egrilikleri k; (P) ve k,(P) olmak tizere k,(P) = k,(P) ise, P ye M yiizeyinin bir umbilik

noktasi denir [4].
2.1.44. Teorem: a, M c E3 regiiler yiizeyi iizerinde bir egri, {T,N,B} Frenet ¢atis1, k, a

nin egriligi ve N, M ylizeyinin birim normali olsun. a nin asimptotik ¢izgi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart k=0 ya da <N,N>=0 olmasidir [4].
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2.1.1. Onerme: Bir yiizeyin asimptotik cizgilerinin diferensiyel denklemi
ldu? + 2mdudv + ndv? = 0
seklindedir [4].

2.1.45. Teorem: M: U — E?3 bir regiiler lokal yiizey olsun. a,, a, € R ve 9;,19, € V olmak

tizere, bir a;9; + a,9, vektoriiniin bir asli vektor olmasi igin gerek ve yeter sart

azz —a,a; a12
det| E F G |=0 (2.2)

[ m n
Olmasidir [14].

Bir umbilik noktadan bahsedebilmek i¢in gerek ve yeter sart;
umbilik noktada, k; = k, = kiken [ =kE, m=kF, n=kG
olmasidir.

Bunu, (2.1) den yazabiliriz. Ciinkii a;, a, nin tiim degerleri i¢in determinant degeri
sifir olur.

a,9; + a,9, vektoriinilin bir asimptotik vektor olmasi igin gerek ve yeter sart
la;? + 2maya, + na,> =0

olmasidir.

Bir noktada F=m=0 ise, 9; ve ¥, o noktada asli vektorlerdir ve
—dv(9;) = i191 —dv(9;) = 2192
E ~ G

dir.
Verilen yiizey, h: R? > R seklinde bir fonksiyonun grafigi oldugunda,
9(s,t) = (s,t, h(s, 1))
Y = (1,0, h4(s, 1))
9, = (0,1, hy(s, 1)), 9;; = (0,0, hy)

seklinde yazabiliriz. Boylece, asagidaki formdiilleri elde ederiz.
E=1+4+h?*, F=hh,, G=1+h,’

9;x9; _ (=hy,—hy,1)

[91%0,| ,1+h12+h22

hi1 Ry ha2

—_— m=———  ,n=——
/1+h12+h22 /1+h12+h22 /1+h12+h22

— hi1ha2—hyz?
[1+h2+hy2]2 "

N =

(2.2)

| =

11



_ (1+h1%)hoo+(1+hy%)hy1—2hy hohy,y

H 2[1+hy 2 +hy2] /2 ' (2.3)
kl,kzzHiVHz_K. (24)
a,9; + a9, = (a4, az, a;hy + ayh,) vektoriiniin bir asli vektdr olmasi igin
a,’ —a,10a; a,’
det{ 1+ h,® hh, 1+4+h,"|=0 (2.5)
hll h12 h22
olmasidir.
Bir umbilik noktada; k, = k, = k /1 + hy® + hy? iken,
hiy = k(1+h%), hyy =khihy , hyy = k(1 + hy?) (2.6)
dir.

a9, + a9, = (a4,a,,a;hy + ayh,)  vektoriiniin bir asimptotik vektoér olmasi
i¢in
h11a12 + 2h12a1a2 + hzzazz =0 (27)

genel ve yeter sart olmasidir [14].

2.1.46. Tammm: E" de bir hiperylizey M ve M iizerinde bir egri « olsun. « nin teget
vektor alan1 T ve M nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alan1 « egrisi boyunca S
nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa « egrisine M iizerinde bir egrilik ¢izgisidir
denir.

Bu tanima gore M iizerinde egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi, 1 =0 bir
skalar olmak iizere,

S(M=aT

dir [2].

2.1.47. Tanim: E" in bir hiperyiizeyi M olsun. P e M noktasinda M nin sekil operatorii S

olmak iizere,

1) 32 eR igin, S=1l_, ise P noktasina M nin bir umbilik noktasi denir.
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2) S = 0 seklinde S bir sifir donilisgiimii ise P noktasina M nin bir diizlemsel

noktasidir (flat noktast) denir [2].

2.1.48. Tamm: X:U — E" bir regiiler lokal yiizey olsun. O zaman x e karsilik gelen
I (i, j,k =1,2) Christoffel sembolleri

, GE,-2FF,+FE, _, EF,-2EE,+FE,

" 2(EG-F?) ' M 2(EG-F?

, _ GE,-FG, ,  EG,-FF,

2 2(EG-F?)’ 27 2(EG-F?)

. 2GF,-GG,-FG, _, EG,-2FF, +FG,
Z° 2(EG-F?) ' ®  2(EG-F?)

seklinde tanimlanir. Burada E,F,G ile X in birinci esas formunun katsayilari

gosterilmektedir [9].

2.1.49. Teorem: x:U = E® bir regiiler lokal yiizey olsun. O zaman X in S sekil

operatorii { X,, X, } bazi1 cinsinden,

LF -KG KF -LE

7 X, + 7 Xy
EG-F EG-F
MF - LG LF -ME

> Xt 7 X
EG-F EG-F

-S(x,)=U, =
(2.8)

-S(x,)=U, =

seklinde hesaplanir. Burada, sirasiyla, E,F,G ve K,L.M ile X in birinci ve ikinci esas form

katsayilar1 gosterilmektedir [9].

Ispat:
X regiler ve {Xx,, X, } sistemi lineer bagimsiz oldugundan, aa,, a,,a,
fonksiyonlart igin,
-S(x,)=auX, +a,X,
-S(X, )= a, X, +a,,X, (2.9

13



yazilabilir. (2.8) esitliklerini elde etmek i¢in a,,a,,a,,a, katsayr fonksiyonlarini
hesaplayalim. Bunun i¢in (2.9) esitlikleri x, ve x, ile i¢ carpima tabi tutulursa;
-K=a,E+a,F
-L=4a,F+a,G=a,E+a,F
-M=a,,F +a,,G (2.10)

elde edilir. (2.10) denklemleri matrissel gosterimle,
K L (A& a, E F
L M) la, a,/\F G
seklinde ifade edilir. Boylece
K L)YE FY'
all a12 - _ (2-11)
a, a, L MJAF G

olur. Basit bir hesaplama ile

(E Fjl 1 [G —Fj
- (2.12)
F G EG-F2|-F E

olur. (2.12) ifadesi (2.11) de g6z oniine alinirsa,

a; 8,) 1 K LY G -F
a, a,) EG-F*(L MJ)\-F E
(aﬂ auj 1 [KG—LF —KF+LEJ

a, a,) EG-F?|(LG-MF -LF+ME

bulunur. O halde,
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_LF-KG _KF-LE

' EG-F? T EG_F?
MF - LG LF - ME
T Ee_F? ™ EG_F?

yazilir. Bu ifadeler, (2.9) de yerine yazilirsa (2.8) esitlikleri elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

2.1.50. Tammm: E* Oklid uzayinda bir M yiizeyi verilsin. M nin her bir p noktasina,
LiT,(M)xT, (M) >R, T(v,,w,)=(v,,w,)

fonksiyonunu  karsilik getiren | = fonksiyonuna, M iistiinde birinci temel form denir.
I,(v,,w,) yerine gogunlukla, I(v ,w,) yazilr,

M nin her bir p noktasina,

I, T,(M)xT, (M) >R, 1l (v,,w,)=(S(v,),wW,)

fonksiyonu karsilik getiren Il fonksiyonuna, M istiinde ikinci temel form denir.

M nin her bir p noktasina,

T, (M)xT (M) >R, (v, w,) =(S*(V,),w,)

fonksiyonu karsilik getiren 11l fonksiyonuna, M iistiinde iigiincii temel form denir [7].

2.1.51. Teorem: (Cayley-Hamilton Teoremi) Her matris kendi karakteristik denkleminin
bir kokiidiir [1].

2.1.52. Teorem: E?® iin bir hiperyiizeyi M olsun. M iizerinde birinci, ikinci ve iigiincii
temel formlar, sirasiyla I, II, III ve gauss egrilik fonksiyonu K , ortalama egrilik
fonksiyonu H olmak iizere,

N-H.IHK.I = 0 dir [11].

2.1.53. Tanim: M(u,v) bir ylizey, K ve H da, sirasiyla, M nin Gauss ve ortalama egriligi

olmak {izere, yiizeyin egrilikleri

— Ku Kv _
MKm_“%m m}m
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Jacobi denklemini sagliyorsa bu yiizeye Weingarten yiizeyi denir. Yiizeyin, Weingarten
yiizeyi olmasi i¢in
KyH, — K,H, =0

denklemini saglamasi gerekir [12].

2.1.54. Teorem (Kapah Fonksiyon Teoremi): F, F, ve F, fonksiyonlarinin (xo, Yo )
komsulugunda siirekli ve F(xp,¥o) = 0,F,(xo,¥0) # 0 olduklarim varsayalim. Bu
durumda

(@) |x —xo|l < h komsulugunda her X i¢in F(X,y)=0 denklemini saglayan |y —y,| <k
komsulugunda bir tek y olacak sekilde (x,,y,) komsulugunda bir R:|x — x,| < h,
ly — yol < k dikdortgenini belirleyen pozitif h ve k sayilart vardir. Yani y, x in bir
fonksiyonudur ve y =f(x) yazilabilir. f in tanim ciimlesi |x — xy| < h komsulugunu ve
goriintii ciimlesi de |y — yo| < k komsulugunu kapsar.

(b) f fonksiyonu ve bunun f' tiirevi |x —x,| < h komsulugunda siireklidir. Ayrica,
|x — x0| < higin

Y _ oy = BRSO
Blof(l#0, ——=f'(x)= E [x, f(x)]

dir [18].
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3. YUZEYLERIN INCELENMESI
3.1. Yiizeylerin Gosterimi
3.1.1. Tanmm: (Parametrik Gosterim) M bir yiizey ve (u,9), S nin bir lokal
parametrezisyonu ve 9(u, v) = (x(u,v), y(u, v), z(u, v)) ise,
x=x(u,v)
y=y(u,v) : (uv)eU
z=z(u,v)
esitlikleri yiizeyin parametrik esitlikleri olarak adlandirilir. Burada, bu esitliklerin sadece

lokal esitlikler oldugunu sdylemeliyiz. Bu esitlikler, ylizeyin tim noktalarin1 tanimlamaz
[13].

3.1.2. Tamm: (Acik Gésterim) f:U — R diizgiin bir fonksiyon, U c E? bir bolge ise,
M = {(x,y,2) € R®|z = f(x,y)}
basit bir yiizeydir. Ayrica, 9:U - E3, 9(u,v) = (u, v, f(u,v)) seklinde global bir

parametrezisyon vardir [13].

3.1.3. Tamm: (Kapah Gésterim) V c R3 agik bir kiime, F:V — R diizgiin bir fonksiyon
olsun.

M = {(x,y,2) € R®|F(x,y,z) = 0}
F nin 0-seviye ciimlesidir. S nin her noktasinda,

0F OF OF
gradF = {aag}
vektorii sifirdan farkli ise, M bir yiizeydir. Ayrica, (xg,Vo,Z9) €E M  noktasinda,
E; (x9,Y0,20) # 0 dir. O halde Kapali Fonksiyon Teoremi geregince, (X, Yo, Zo) 1n agik
bir A komsulugu vardir. Oyleki, A N M ciimlesi z=f(x,y) diizgiin fonksiyonunun grafigidir.

Boylece, (xg, Yo, Zg) noktasi civarinda M nin lokal bir parametrezisyonu vardir [13].

3.1.1. Ornek: 1) r, dan gecen axb=+0 olmak iizere a ve b vektorleriyle verilen mr diizlemi,
r(u,v) =1, +ua+ vb
global parametrezisyonu ile basit bir ylizeydir. Diizlemin parametrik esitlikleri;

X = xo + ua, + vb,
y = Yo +ua, +vb, ,(u,v) € E?
zZ =2zy+ua, +vb,

17



olur.

2) Kiire: F:E3 > R, F(x,y,z) = x* + y? + z? — r? olsun. F diizgiin bir fonksiyondur ve
F nin 0-seviye ciimlesi
St ={(x,y,2) € E*|F(x,y,2) = 0}
r yarigapli, merkezi orijin olan kiiredir.
gradF = {2x,2y,2z}

oldugundan, bu kiire regiiler bir yiizeydir.

3) Tor: F:E3 >R, F(x,y,z) = (\x2+y%2—a)?+2z2—b% 0< b <aolsun. F nin 0-
seviye climlesi
T? ={(x,y,z) € R3|F(x,y,z) = 0}

2-boyutlu tor olarak adlandirilir. F nin x,y,z ye gore tiirevleri hesaplanirsa,

X
Fx’ = 2(\/)62 +y2 - a)—m

Fj; = 2(\/9(2 +y2 - a)—%yz

E =2z
elde edilir. Boylece, F nin gradiyenti
x=y=z=0

x?+vy?=a? y =0, z=0
ya da

x =0, x? +y? =a? z=0
ya da

x*+y?=a% z=0

ise sifir olur. gradF nin T2 {izerinde 0 dan farkli oldugu aciktir. Béylece tor bir yiizeydir.
Tor, Oz ekseni etrafinda, xoz diizleminde yatan, (x —a)? + z2 = b? dairesinin

dondiirilmesiyle elde edilir [13].

3.2. Klasik Flat Yiizeyler
3.2.1. Diizlem: Her diizlem i¢in N birim normal doniisiimii sabittir. Bu yiizden dN=0 dur.
Boylece, k; = k, =0 ve K= H= 0 iken tiim noktalar umbilik noktalardir. Ayrica tim

vektorler asimptotik vektorlerdir [14].
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3.2.2. Genellestirilmis Silindir: Burada yiizeyimiz;
M={(x,y,2):(x,y)=c(s), baz1 s’ler i¢in}
dir. Burada, ¢, yay uzunlugu ile parametrelendirilmis, E? de daldirilmis egridir. (immersed

curve)

Ay

Sekil 3.2.1
Birim normal doniisiimii daima (x,y) diizlemine paraleldir. Asli yonlerden biri,
ki, = 0 iken her noktada (0,0,1) dir. Diger asli yon, s de ¢ nin egriligi k, = K (s) iken
(c(s),z) de (c’,0) = (n,0) dir. (Burada, n, ¢ i¢in normaldir.)
n'(s) = =K (s).c'(s) dir. k, de —dN nin bir 6zdegeridir.
Boylece, K =0ve H = %S‘C(s) dir.
k(s)# 0 ise tek asimptotik dogrultman (0,0,1) dir. k(s)=0 oldugunda ise tiim

dogrultmanlar asimptotiktir [ 14].

3.2.3. Genellestirilmis Koni: Yiizey;

9(s,t) =V + t[c(s) = V]
seklinde elde edilir. Burada V € E3 kose ve ¢, E3 de daldirilmis bir egridir. 9 nin bir
immersiyon olmasi i¢in;

9, = tc' ve 9,=c—-V
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vektorleri lineer bagimsiz olmalidir. Bu yiizden, t # 0 (V yiizeyde olamaz) ve c'(s) ile

c(s) — V lineer bagimsiz olmalidir.

Sekil 3.2.2
I(s,t) de c'(s) ve c(s) —V ile gerilen tanjant uzaydan dolayi, s yi sabit tutarak
elde edilen diiz dogru boyunca, normal doniisiim sabittir. Sonug olarak, k; = 0 iken,

9,(s,t) = c(s) —V vektorleri asli vektorlerdir. Bu yiizden, K = 0 dir. O halde,

) : o k 5 ; ; . :
bu vektorler de asimptotiktir. Burada, H = 72 sifir oldugunda tiim vektorler asimptotik,

bunun disinda asimptotik vektor yoktur [14].

3.2.4. Genisletilmis Teget (Tangent Developable)
Bu yiizey, E3 de bir ¢ egrisine tegetlerden olusur ve
9(s,t) = c(s) + tc'(s)
seklinde parametrize edilir. Burada,
9, =c" +tc" =c" +tKn,
Y9, =c".
Burada n, ¢ nin normal vektorii, K egriligidir.

Boylece, t = 0 ve K # 0 ise U regiilerdir.
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Genelde, ¢ ye normal bir diizlemle genisletilmis tegetinin arakesitini asagidaki gibi
inceleyebiliriz:

Uygunluk i¢in, s = 0 noktasini ele alalim ve c¢(0) = 0 kabul edelim. t, n, b g
koordinat ekseni boyunca yatsin. s # 0 ve ¢’'(s) vektorii t = ¢’(0) a yakin oldugu igin
(n,b)-diizleminde yatmaz. Ayrica c(s) vektoriide (n,b)-diizleminde yatmaz. Serret-Frenet

formiillerini kullanarak,
2 3
c(s) = c(0) + sc'(0) + %c”(O) + %c”’(O) + 0(s?)
= (0,0,0) +5(1,0,0) + (0, %, 0) + = (=K%, K", K1) + 0(s?)
3

yazabiliriz. Burada, % = K (0) , T = 7(0) ve o(s3) , s = 0 iken o(s )/S3 — 0 6zelliginde
bir fonksiyondur.

Benzer olarak;

2
c'(s) =c"(0) +sc”"(0) + %c”’(O) + 0(s?)
= (1,0,0) +5(0,%,0) + > (=2, K', K1) + o(s?)

yazilir. Bunlar birlestirirsek;

I(s,t) = c(s) +tc'(s) (*)
= (0,0,0) +5(1,0,0) + (0, %, 0) + = (=2, K", K1) + 0(s%) +

t[(1,0,0) + (0, %, 0) + - (~K 2, ', K1) + 0(s2)]

elde edilir. Her s igin, t(s) mevcuttur ve 9(s,t(s)) (n,b)-diizleminde yatar. Bu yiizden,
9(s, t(s)) in birinci bilesenleri 0 dir. Yani;

2 2
s — 7{?33 + 0(s3) + t(s) [1 - 76752 + 0(52)] =0
dir. Buradan, gerekli islemler yapilirsa,
_ X% 2 3
t(s) =—s -5 st o(s?)
bulunur. (*) isleminde gerekli ifadeler yerine konulursa;
9(s, t(s)) nin 2.bileseni= %sz + 0(s2) + t(s){Ks + o(s)}
=— %sz + 0(s?)
9(s, t(s)) nin 3.bileseni= %53 + o(s3) + t(s){%s2 + 0(s2)}

= —%53 + o(s?)
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olur. Boylece, ¢ normal bir diizlemle genisletilmis tegetinin arakesiti olan egri olarak

tanimlanir.
x % P
s = (_352, _?153) = (y(s), z(s)) nin goriintiisii
2 _ _87 3
z oY

ifadesinin grafigini verir.

Sekil 3.2.3
I(s, t) de tanjant uzay c'(s) ve n(s) tarafindan gerildigi i¢in, tanjant uzay, s sabit
tutularak elde edilen diiz dogrular boyunca aynidir. Bdylece, normal doniisiim bu dogrular

boyunca sabittir ve k; = 0 iken 9,(s, t) = ¢'(s) asli vektorlerdir ve K=0 dir [14].

3.2.5. Regle Yiizeyler

c:I > R3 egrisi lizerinde birim uzunlukta bir § vektér alanmmn verildigini
varsayalim. §, her bir q elemanina karsilik, ¢(q) noktasinda §(q) vektoriinii karsilik getiren
bir doniistimdiir. Regle yiizeyler;

9(s,t) = c(s) +t5(s)
seklinde parametrize edilir.

9y=c"+té've 9, =f
oldugundan, & ve ¢’ + té' lineer bagimsiz oldugunda, ¥ doniistimii bir immersiyondur.

Burada ¢ egrisine regle ylizeyin bir dayanak egrisi denir. §(q) vektoriine de regle yiizeyin
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c(g) noktasindaki dogrultmani denir. c¢(q) noktasindan gegen ve &6(q) vektoriine paralel
olan dogruya, c(q) noktasindan gegen ana dogru denir.

Ozel olarak, yeterince kiigiik t igin, § ve ¢’ lineer bagimsiz olur. Sabit s ler i¢in, ¢(S)
boyunca, diiz dogru parcalari elde ederiz. Bu diiz dogrular yiizeyin ¢izgileri(ruling) olarak
adlandirilir. Koni, silindir ya da agmir teget(tangent developable) gibi ylizeylere

genellestirilemeyen regle yiizeyler bazende sarmallar(scrolls) olarak adlandirilir.

ra

/

Sekil 3.2.4
Regle yiizeyin gauss egriligi;
-m? <c',6x8'>?
K=cem=" [(c"+t8')x 8|2 <90

seklindedir. O halde, regle ytizeylerde umbilik nokta bulunmaz [14].

3.2.6. Quadrik Yiizeyler
Bu yiizeyler, W ~1(0) formunda yiizeylerdir. Burada,
W (xq,x5,%x3) = Zf’,j a;jx;ix;j + Z? bix; +c
dir. [x1,x2,x3] , E® uzayinda dik koordinat sistemidir. 1 <i,j < 3 i¢in a; ; sayilarindan

en az biri sifirdan farklidir [14].

3.2.6.1. Kiire:

Kiire, yiizeyler igin 6zel bir durumdur. Kiirenin yarigapi r, birim normal doniisiimii

- % dir. Her noktas1t umbilik noktadir. Asli egrilikleri % dir. K = % JH = % dir [14].
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Sekil 3.2.5
3.2.6.2. Elipsoid:
Elipsoid yiizey

2 2

y z"
+5=1

2
X
PR

esitligiyle verilir.

Sekil 3.2.6

1 x?

yZ ZZ
W(x,y,z) =3 a2+ﬁ+c_2_1)

olarak segelim. Buna gore;
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Wl(x,y’Z) :%, Wz(x,y,Z) :;]—2, W3(X,y,Z) :Ciz (*)

dir.
3 0 0
0 0 3

1 1 - . .
» }3 = — degerleri yerine yazilirsa;

oldugundan, 3; = %, =

olur.

1
k= (W12 4+Wo2+w3%)2 [W123233 + W223133 + W323132]

1
= T W12 (32 + 33) + Wo2 (3 + 33) + W32 (31 + 3,)]
1 2 3

esitliklerinde (*) ifadeleri yerlerine yazilirsa;

K = 1 2211  y*>11 2211
T x% y2 225 a4t b2c2 | bptaZc? | ¢4 a2 p2
Gatpated)

2 2 2
—ZLLL["_ y_+z_]

X2 y2 Zz)
a2bpzc2taq2 * p2 ' 2

a*  b*  c*

- 1 ﬁ + y_2 + i)—z
T azp2c? Mgt bt 4

olur.
Yukaridaki esitlikte, (X,y,z) nin umbilik noktalar olmasi i¢in gerek ve yeter sart

tim [a4, a,, az] ler igin;

aix azy a3z_
T T =0

iken;
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/x/az aq/az al\
Z/Cz a3/C2 as

Olmasidir.

Burada a>b>c ise, M yiizeyi lizerinde 4 umbilik nokta olusur. Ciinkii, yukaridaki
determinant;

xayas;(c? — b?) + ya,az(a? — c?) + zaya,(b?> —a?) = 0

olup, burada,

a’-b2.1 b?-c?,1
x =ta5) 2 z=tc(G) 12

koordinatlariyla 4 umbilik nokta elde edilir. Diger taraftan, elipsin dondiiriilmesiyle,

umbiliklerden olusan iki tam daire olusur [14].

3.2.6.3. Eliptik Hiperboloid(Bir Yaprakl)
Eliptik hiperboloidin denklemi;

x2 2 ZZ
X _Z 1

a2 b2 ¢?

seklindedir. a=b iken hiperboliin z-ekseni etrafinda dondiiriilmiisii elde edilebilir.
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Sekil 3.2.7

Bu ylizey, ayn1 zamanda bir regle yiizeydir
I(s,t) = (acoss, bsins, 0) + t(—asins, bcoss, c)

ya da
9(s,t) = (acoss, bsins, 0) + t(asins, —bcoss, c)

seklinde parametrize edilir.
Her durumda, ruling(gizgiler) ,

2 2
x—+y—2=1, z=0

elipsi boyunca geger ve yarigap vektoriine diktir

e

Bu yiizeyin K gauss egriligini hesaplamak igin, W y1 elipsoide benzer sekilde

secersek,
Wl(xry;Z)=%I WZ(x)yJZ)=%) W3(x,y;z)=__
1
=0 0\‘
1
1
0 O -3

olur. Bu durumda gerekli islemler yapilirsa
1 x?  y?
kK= " a2p2c? (_ _+_) i
elde edilir. K<0 oldugundan, umbilik nokta yoktur [14]

3.2.6.4. Eliptik Hiperboloid(iki Yaprakh)
Ad1 gecen yiizeyin denklemi,

x2 y2 ZZ _ 1

b2 2
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seklindedir.

Sekil 3.2.8

K y1 bir yaprakl eliptik hiperboloide benzer sekilde hesaplarsak, sadece esitligin
sag tarafindaki sabit say1 (-1) farkli oldugundan,

K=; ﬁ+y_2+£)—2

a?b?¢2 Ma* bt c*

bulunur. Bu da bu yiizeyin 4 tane umbilik noktaya sahip oldugunu gosterir [14].

3.2.6.5. Eliptik Paraboloid

x2 yZ

a2 = b2

denklemiyle verilen eliptik paraboloid yiizey, a=b oldugunda, donel paraboloid elde edilir.
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Sekil 3.2.9

Benzer sekilde,
_ 1y
Wix,yz) = 2(a2 t Z)
secilirse,
x y 1
Wiy, 2) ==, Wy(xy2) =5, Wxnyz)=—3

olur. Boylece,

1
= 0 0
Wi=lo L o
b2
0 0 O
olur. Burada K Gauss egriligi hesaplanirsa,
1 2y L
k= 4a2b? “a* + b4 + 4)

elde edilir. Bu da verilen yiizeyin 2 umbilik noktasinin var oldugunu gosterir [14].
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3.2.7. Donel Yiizeyler
Bu yiizeyler, z-ekseni etrafinda dondiiriilek ve (X,z)-diizleminin sag yarisinda yatan

bir egriyle baslayarak elde edilir.

Paralel Meridyen

Sekil 3.2.10

Egri, z-ekseniyle kesisirse, bir sag a¢1 yapmalidir. Sekil (3.2.11) de gosterilen
yuzey;

I(s, t) = (cl(s)cost, c,(s)sint, cz(s))
ile parametrize edilir. s=sabit ler paraleller olarak adlandirilir. t=sabit ler ise meridyenler

olarak adlandirilir.

?(s,t)

A (x,z) diizleminde ¢(5)

c2(5)

~ (e1(s)cost,cy(s)sint,0)

SEKIL 3.2.11
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9, = (c,'cost, c;'sint, c;")
911 = (c1" cost, c;"sint, c,'")
91, = (—c,'sint, ¢,'cost, 0)
9, = (—c¢,sint, c,cost,0)

9,, = (—cycost, —c;sint, 0)

Boylece, yiizeyin temel form katsayilart hesaplanirsa,
E =<9y,9; >= (c1')? + (cz')?
F=<9,9,>=0
G =< 9,9, >=c¢,?

VEG —F% = e/ (€1)? + (c2")?
— C1,(,'2”—C2,(,'1”
Ve

m=20

_ C102'
V(e1)2+(c")?

olur. Buradan F=m=0 oldugu goriiliir.

(3.1)

S(9,) = a¥; + bY, oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki yan1 sagdan, sirasiyla

Y, ve ¥, ile i¢ carpima tabi tutup, F=m=0 oldugu g6z Oniine alinirsa, a =é ve b=0

bulunur. Boylece,
l
S@1) = z Y,
L@

olur. Bu esitlik, her bir q icin —= sayisinin 9(q) noktasinda bir asli egrilik oldugunu ve

E(q)

ayrica 9,(q) vektoriiniin, 9(q) noktasinda bir egrilik vektorii oldugunu gosterir. Ayrica

asli egrilikler yoniindeki paralel ve merdiyenlerin tanjant vektorleri bir noktayr gosterir.

Dolayisiyla,

[ ci'cy' =y ¢y’

kmeridyen = 3
[J(c1)2+(c2")2] 2

n ¢!

Kparaier = G = o

! ! r ! 143
Ca (c1'cx ' —c'c1)

K = kpperi k =
meridyen- “paralel c1[(c1)2+(c2")2]2

1
H= 3 (kmeridyen + kparalel)

olur. Burada, c(s)=(g(s),s) 6zel durumu elde edilmek istenirse,
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—g"
kmeridyen =

k _ 1
paralel g[1+(g’)2]1/2

__=9"
gl1+(g")?]?
IN2_ ol
H =) 99
2g[1+(g"?) 72

bulunur [14].

[1+(9")2172
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4. BIR EGRi UZERINDEKI UMBILIiK NOKTA CiFTLERi
4.1. Temel Kavramlar

4.1.1. Tammm: M yo6nlendirilmis bir yilizey, M {izerinde pozitif birim normal vektor alan1 N
olsun. M yiizeyi iizerinde u yay uzunluguyla parametrelendirilmis c:[0,1] —» E® regiiler
egrisini ele alalim.

Toc = c' olsun. Bu taktirde, ¢ egrisi boyunca Darboux c¢atist (T,NAT,N)
asagidaki diferansiyel esitlikleri saglar:

T'=kyN AT + kN

(NAT) = —k4T + 14N

N' = —k,T —14(NAT) (4.1.2)

Burada, k,, normal egrilik, k, geodezik egrilik ve 74, ¢ egrisinin geodezik torsiyonudur

[15].

4.1.1. Onerme: c: [0,1] —» M yay parametresi ile parametrelendirilmis umbilik noktalardan
olusan regiiler bir egri olsun. (T,N AT,N) , E3 Oklid uzaymnin pozitif bir ¢atis1 olsun. O
halde,
a(u,v) =cu) + v(NAT)(w) + Ek(u)v2 + %av3 + 2—14‘b(1,t)v4 + h.o. t] N(u) (4.1.2)
olup, bu esitlik ¢ nin komsulugunda C* sinifindan bir lokal harita tanimlar.

Burada, k(w) = k,(c(w)),T) = (kn(c(w),NAT), T ve N AT yonlerinde M nin

normal egriligidir. Ayrica, T, = 0 dir [15].

Ispat: ¢ umbilik noktalardan olusan regiiler bir egri olmasi durumunda, Kapali Fonksiyon
Teoremi geregince, ¢ ye kisitlanmis k; < k, asli egrilikleri C* sinifindandir. Ayrica,
kn(c(w)), T(w)) = (kn(c(w), N AT(w)) olup, her v € T,qyM igin T,(c(w),v) =0 dir.

Bu ise ispat1 tamamlar.

4.2. Umbilik Egriden Olusan Yiizeylerin Birinci ve ikinci Temel Formlan

(4.1.2) esitliginde a haritasinda pozitif birim normal vektor alan;

ayAay,

[ayray|

esitligiyle verilir. Bu durumda oncelikle, a,, ve a, yi hesaplayalim:
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a, =c'(u) + v(—kgT + rgN) + Ek’v2 + %a’v3 + 2—14b’v4 + h.o. t] N
1 1 1
+[hv? + 2avd + —bv* + hoo.t] [kT — 7y(N AT)].

Burada,

kn=k, 1,=0, ¢'(u) =T oldugundan,
a, = |1—k,v—2k?v? —2akv® — Zbkv* + h.o.t|T
g 2 6 24
+[lk’v2 +2a'v®+—b'v* + h.o. t] N
2 6 24
a, =NAT+ [kv +%av2 +%bv3 + h.o.t]N(u)
1 1
Ay = [—kg — kv — Eakvz — gbkv3 + h.o. t] T(u)
+[k'v + %a’v2 + %b’v3 + h.o.t]N

@y = [k +av +3bv?| N (4.2.1)

olur.

Boylece;
N(u,v) = — Ek’v2 + % (a' + 3k'k,)v® + o(v“)] T(u)
— [kv + %a:(u)v2 + %b(u) — 3k3) 3+ o(vHIN AT(w)
+[1 =3 K20% + S kkv + 0 ()| N(w)
dir. ¢ haritasinda birinci ve ikinci temel formlarin katsayilari,
E=<aya,>, F=<aua,>, G =<a,a, >,

l=<ay,,N>, m=<ay,, N>, n=<a,, N> (4.2.2)

olup, (4.2.1) deki esitlikler (4.2.2) de yerine yazilirsa,
E(w,v) =1-2ksv+ (kg2 — k?)v? +%(6kgk2 - Zka(u)) v3 + o(v?),
F(u,v) = %k’kv3 +o(w?),
G(u,v) =1+ k?v? + ka(uw)v? + o(v?),
[(u,v) = k — 2kgk, + > (2kky” — kga(w) — 2k* + k" )v?,
+=[a” + kg (9> — b(w)) + (3ky* — k?)a(u)
+3k' (kg + kD] + o(v?)
mu,v) = k'v + % (kgk' + a")v? + % (kga' +3k'ky* + b )v® + o(v%),
n(wv) =k +a@v + % (b(w) — k3)v? — %kz(a(u) — kDv3 + o(v?).
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bulunur.

a haritasinda ortalama ve gauss egriligi;
H=k+alu)v +%(b(u) + k" —3k3 — kga(u)) v? + o(v*),

K= k? + ka(u)v + 5 (—kgka(w) — 3k* + kk" + kb(u) — 2k )v? + 0(v*).
seklinde yazilir.

« haritasinda egrilik ¢izgilerinin diferensiyel esitligi;

(Fn — Gm)dv? + (En — Gl)dudv + (Em — Fl)du?

= Ldv? + Mdvdu + Ndu? = 0
dir. Burada;

1 1 ’ ’ 1 I ry, 2 I /
L=~[k'v+-(kek' +a")v* +—(kga' +3k'ky” + b + 3k*k")v* + 0 (v*)
M =a(uw)v + %(b(u) —3k3 —k" — 3kga(u)) v?
+=[15k%ky — 3ky'k' + (3k,” — 16k?)a(u) — a” — Skyb(w)]v* + 0(v*)

N = k'v+(a' = 3kgk")v? + = (3k'ky” — 9k2k’ — Skga' + b')v* + 0(v*)

dir [15].

4.3. Tiib Yiizeyler: «: (a,b) — R? egriligi sifir olmayan bir tiib yiizeyi;
tube(u,v) = a(u) + r(—N(u)cosv + B(u)sinv)
a<u<v, 0<v<2nm
seklinde tanimlanir [4].
O halde tiib ylizeyin K gauss egriligi hesaplanirsa:
x, = r(—N(u)sinv + B(u)cosv),
Xy = T(u) + rcosv(—kT(u) + 1B (u) + rsinv(—tN(u))
= (1 — rkcosv)T(u) + rt(—N(u)sinv + B(u)cosv)
= (1 — rkcosv)T(u) + tx,,
Xy X %, = (1 — rkcosv)T(u) X r(—N(u)sinv + B(u)cosv)

= —r(1 — rkcosv)(N(u)cosv + B(u)sinv),

[l x, X x, [1?=72(1 — rkcosv)?,
o X _ :
= N(u)cosv — B(u)sinv

olup, birinci temel form katsayilari,

E =< xy,x, >= (1 — rkcosv)? + (r7)?,
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F =< x,,x, >= 1?1,
G =< x,,x, >=717
seklinde bulunur. Simdi ikinci temel form katsayilari ,m,n yi hesaplayalim:
Xy, = —T(N(uw)cosv + B(u)sinv),
Xy = (KT (u)sinv — tN(u)cosv — tB(u)sinv)
olup,
l =< xyy, N >= —Kcosv + rk?cos?v + r1?,
m =< Xy, N >= 1T,
n=r
olur. Simdi Gauss egriligi ve ortalama egriligi hesaplayalim:

__Iln-m?

"~ EG-F?
—KCOSV

- r(1-TKcosv)

__ En-2Fm+lG
T 2(EG-F?)

1.1
H:E(;-FKT)

bulunur.

4.4. Darboux Catisiyla Verilen Tiib Yiizeyler

M regiiler bir yiizey ve a: I € R — M yiizey lizerinde birim hizli bir egri olsun. a
egrisi boyunca (T, N A T, N) Darboux catisi verilsin. O halde Darboux ¢atisiyla verilen tiib
yizey,

x(u,v) = alu) + r(cosv(N AT)(u) + sinvN(u))

seklinde yazilir [16].
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5. DARBOUX CATISIYLA VERILEN VE MERKEZ EGRIiSi UMBILiK EGRIiDEN
OLUSAN TUB YUZEYLER

Bu boliimde Darboux catisiyla verilen ve merkez egrisi umbilik egriden olusan tiib

yiizeylerin bazi geometrik 6zellikleri incelendi.

5.1. Darboux Catisiyla Verilen ve Merkez Egrisi Umbilik Egriden Olusan Tiib

Yiizeylerin Temel Formlar: ve Egrilikleri

a: [0,1l] - M yay parametresi ile parametrelendirilmis umbilik noktalardan olugan
regiiler bir egri olsun. (T, N AT,N) , R? iin pozitif bir gatis1 olsun. O halde, Darboux
catistyla verilen tiib yiizey;

x(u,v) = a(u) + r(cosv(N AT)(u) + sinvN(u))
seklinde yazilir.

Burada, k(u) = kn(c(u)),T) = (k,(c(w),NAT), T ve NAT yonlerinde M nin
normal egriligidir. Ayrica, 7, = 0 dir.

x,(u,v) = [1 —rkgcosv — rknsinv]T(u) —rsinvty(N AT)(u) + rcosvtyN(u)

x,(u,v) = —rsinv(N AT)(u) + rcosvN (u).

olur.

X (W, v) = [—rcosvk,’ — rsinvk,’ + rsinvk,t, — rcosvk,t,|T(u)

+[k, — rsinvk,k, — rcosvk,® — rcosvt,? — rsinvt, |(N A T)(w)
+[kn —rcosvky kg — rsinvk,® — rsinvt,® + rcosvrg’]N(u),
Xy (U, V) = [rsinvkg - rcosvkn]T(u) —rcosvty(N AT)(u) — rsinvtyN(u),
Xy (U, v) = —rcosv(N AT)(u) — rsinvN (u).
1,=0, kn=k

oldugundan,

x,(u,v) = [1 —rkgcosv — rknsinv]T(u),

Xy (w,v) = [—rcosvk," — rsinvk,'|T (w)
+[kg — rsinvk, kg, — rcosvkgz](N AT)(uw)

+[kn —rcosvkykg — rsinvan]N(u),
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Xy (U, V) = [rsinvkg — rcosvkn]T(u),

Xy X x, = [—rcosv + r2sinvcosvk, + r?cos?vky| (N AT)(w)

+[—rsinv + r2sinvcosvk, + r2sin®vk, |N (),

[l Xy X Xy [I=1(1 = rcosvk, — rsinvk,),

XXXy .
T e xapll cosv(N AT)(u) — sinvN (u),
E =< xy, %y >= (1 — rcosvky — rsinvk)?,
F=<x,,x,>=0,

G =<2x,x,>=1%.

bulunur. Ayrica
l =< xyy, N >= (kgcosv + ksinv) [r(kgcosv + ksinv) — 1],
m =< Xy, N >= 0,

n =< Xy, N >= rcos?v + rsinv = r.

olur.
F=m=0 oldugundan asli egrilikler;
l
kl = E , kz = g
dir.
Bu durumda,
ke = (kgcosv+ksinv)[r(kgcosv+ksinv)—1]
1 (1-rcosvkg—rsinvk)? !
ro_ 1
ke=3=1%
K =kyky, H=2(ky+ks)
oldugundan,

_ (kgcosv+ksinv)|r(kgcosv+ksinv)—1]

K

1
L)
r

(1-rcosvkg—rsinvk)?
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_ 1 (kgcosv+ksinv)

T (rkgcosv+rksinv—1)’

H = 1 ((kgcosv+ksinv)[r(kgcosv+ksinv)—1] 1
T2

(1-rcosvkg—rsinvk)? r'

_2r

1 (Zrkgcosv+2rksinv—1>

rkgcosv+rksinv—1
elde edilir.

5.2. Merkez Egrisi Umbilik Egriden Olusan Tiib Yiizeyin Asli Egrilik Cizgileri
Asli egrilik cizgileri;
(Em — F)du? — (Gl — En)dudv + (Fn — Gm)dv? = 0

seklindedir. E,F,G,I,m,n ifadeleri yerlerine yazilirsa;
F=m=0 oldugundan;
—(Gl — En)dudv =0

olup,
-(rz(kgcosv + ksinv) [r(kgcosv + ksinv) - 1] —r(1—rcosvk, — rsinvk)?
=0

olur.

5.3. Merkez Egrisi Umbilik Egriden Olusan Tiib Yiizeyin Weingarten Yiizey Olmasi
Tanim 2.1.53 ye gore bir X(u,v) tiib ylizeyin Weingarten yiizey olmasi i¢in, K ve H
Gauss ve ortalama egrilikleri olmak tizere
K,H, — K,H, =0
denklemini saglamasidir. Tiib yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri;
1 (kgeosv + ksinv)
r (rkycosv + rksinv — 1)’

1 <2rkgcosv + 2rksinv — 1)

T 2r rkgcosv + rksinv — 1

seklindedir. Buna gore K, K,,, H,,, H,, ifadelerini hesaplayalim:
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Ky

_ 1[(kg'cosv + k'sinv)(rkgcosv + rksinv — 1) — (rky'cosv + rk'sinv) (kycosv + ksinv)

)

r [rkgcosv + rksinv — 1]2

K - 1] —k,'cosv —k'sinv
" r|(rkgcosv + rksinv — 1)2[

K,

_ 1 [(=kgsinv+kcosv)(rkgcosv+rksinv—1)—(-rk gsinv+rkcosv)(k gcosv+ ksinv)]
- ’
T

(rkgcosv+rksinv—1)2

K, ==

r

1 [kgsinv—rkkgcoszv+rk25invcosv]
)

(rkgcosv+rksinv—1)2

H,

(2rk, cosv + 2rk’sinv)(rkycosv + rksinv — 1) — (rk, cosv + rk'sinv) (rkycosv + 2rksinv — 1

)

2r(rkgcosv + rksinv — 1)?

1[ —rky cosv —rk'sinv l
u = )

T2 (rkgycosv + rksinv — 1)2

1 —kg'cosv — k'sinv
Hu = E

(rkgycosv + rksinv — 1)?|’

H,

_[(—2rkgsinv+2rkcosv)(rkgcosv+rksinv—1)—(-rkgsinv+rkcosv)(2rkgcosv+2rksinv—1)

2r(rkgcosv+rksinv—1)2 ’

H,

1 rkgsinv — rkcosv
- 2r|(rkgcosv + rksinv — 1)2|

oo 1 kgsinv — kcosv
v 2| (rkgcosv + rksinv — 1)2]

bulunur. Simdi de
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K,H, — K,H, =0

olup olmadigini hesaplayalim:

KH —KH - 1 —kg'cosv — k'sinv 1 kgsinv — kcosv
W TV T | (rkgcosv + rksinv — 1)2| 2| (rkgcosv + rksiny — 1)2
1 —kg'cosv — k'sinv 1 —kcosv + kgsinv
2 |(rkgcosv + rksinv — 1)?| r [(rkycosv + rksinv — 1)?
1 kg'cosv + k'sinv kgysinv — kcosv
- 2r (rkgcosv + rksinv — 1)?| [(rkgycosv + rksinv — 1)?
1 kg'cosv + k'sinv kgsinv — kcosv
2r | (rkgcosv + rksinv — 1)?| [(rkycosv + rksinv — 1)2
B ( 1 N 1 ) kg'cosv + k'sinv kgysinv — kcosv
-\ 2r 2r (rkgcosv + rksinv — 1)?| | (rkycosv + rksinv — 1)2

bulunur.

5.4. Darboux Catisiyla Verilen ve Merkez Egrisi Umbilik Egriden Olusan Tiib
Yiizeylerin K Gauss Egriligi ve H Ortalama Egriliginin Yorumlanmasi:

Oncelikle K y1 yorumlayalim. K=0 durumunu ele alalim.

1 (kgcosv+ksinv)

r (rkgcosv+rksinv—1)

K=0 ise

% # 0 oldugundan,

k,cosv + ksinv) =0
(kg )

olacaktir.
k. = (kgcosv+ksinv)[r(kgcosv+ksinv)—1]
1= (1-rcosvkg—rsinvk)?
oldugundan,
kl =0
olur.

K=0ise k; = 0 oldugundan yiizey agilabilirdir.
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Simdi H ortalama egriligi yorumlayalim. H=0 durumunu ele alalim:

1 <2rkgcosv + 2rksinv — 1)

2r rkgcosv + rksinv — 1
H=0
ise,
L0 oldugundan,
2r
2rkgcosv + 2rksinv —1 =0
olup,
k + ksinv = !
4COSV sinv = >
olacaktir.

O halde,

k, cosv + ksinv = —
9 2r

sart1 saglandiginda, H=0 oldugundan yiizey minimal olacaktir.
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6. SONUCLAR

1) Bu ¢alismada, Darboux catisiyla verilen ve merkez egrisi umbilik egri olan tiib ylizeyler
verilerek bu ylizeylerin temel formlari, egrilikleri, asli egrilik cizgileri verildi.

2) Darboux ¢atisi ile verilen ve merkez egrisi umbilik egri olan tiib yiizeyin bir Weingarten
yiizey oldugu ispatlandi.

3) Bu yiizeylerin Ortalama egrilikleri ve Gauss egriliklerinin sifir olmasi durumlari
incelendi ve Gauss egriliginin sifir olmas1 durumunda yiizeyin agilabilir oldugu gosterildi.

Belirli sartlar altinda yiizeyin minimal oldugu sonucuna varildi.
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