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ÖZET 

BĠR EĞRĠ ÜZERĠNDEKĠ UMBĠLĠK NOKTA ÇĠFTLERĠ 

 

Bu çalıĢma altı bölümden oluĢmaktadır: 

Birinci bölüm tezin giriĢ kısmıdır.  

Ġkinci bölümde; bazı temel tanım ve teoremler verildi. 

Üçüncü bölümde; yüzeylerin kapsamlı bir incelemesi yapıldı ve yüzeyler üzerinde 

umbilik noktaların varlığı incelendi. 

Dördüncü bölümde; umbilik noktalardan oluĢan eğri ile oluĢturulan yüzey 

tanımlandı, yüzeyin temel formları bulundu, Gauss ve ortalama eğrilikleri verildi, asli 

eğrilik çizgileri gösterildi. Ayrıca tüb yüzeyler tanımlandı ve Darboux çatısıyla verilen tüb 

yüzeyler incelendi. 

BeĢinci bölüm ise; çalıĢmanın orijinal kısmı olup; bu bölümde, Darboux çatısıyla 

verilen tüb yüzeylerin merkez eğrisi, özel olarak umbilik noktalardan oluĢan bir eğri olarak 

seçildi; buna bağlı olarak, Gauss ve ortalama eğrilikler hesaplandı ve Weingarten yüzey 

olup olmadığı incelendi. 

Son bölümde ise; sonuçlar verildi. 

  

Anahtar Kelimeler: Umbilik nokta, Gauss eğriliği, Ortalama eğrilik, Temel 

formlar, Asli eğrilik çizgileri, Tüb yüzeyi, Darboux çatısı, Weingarten yüzey 
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SUMMARY 

ON THE PATTERNS OF UMBILICAL POINTS ON THE CURVE  

 

This work consists of six chapters: 

The first chapter is the introduction section of the thesis. 

In the second chapter; some basic definitions and theorem have been introduced. 

In the third chapter; an extensive analysis of the surfaces have been made and the 

existence of umbilical points on the surfaces are analysed. 

In the fourth chapter; the surface made of the curves which are built up with 

umbilical points is defined, basic forms of the surface are found, Gauss and mean curves 

were given, and principle curvature lines are displayed. Also, the tub surfaces were 

described and The tub surfaces with Darboux Frame were analysed. 

The fifth chapter is the original part of the thesis, in which center curve of tube 

surfaces given with Darboux frame are chosen as a special curve which is built up with 

umbilical points, and according to those data, Gauss and mean curves are calculated and it 

is analysed if the surface is Weingarten. 

In the last chapter; the results were given. 

 

Keywords: Umbilical points, Gauss curvature, Mean curvature, Fundamental forms, 

Principle curvature lines, tube surface, Darboux frame, Weingarten surface. 
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SĠMGELER LĠSTESĠ 

Simgeler             Açıklama  

||,||                        Norm  

                           Vektörel çarpım  

< , >                     Ġç çarpım  

V                          Ġç çarpım uzayı 

                          3- boyutlu Öklid uzay 

M                         Bir yüzey  

N                          Bir yüzeyin birim normali  

I                           Bir yüzeyin birinci temel formu  

II                          Bir yüzeyin ikinci temel formu  

III                         Bir yüzeyin üçüncü temel formu 

E, F, G                 Bir yüzeyin birinci temel formunun katsayıları  

l, m, n                   Bir yüzeyin ikinci temel formunun katsayıları  

S                           Bir yüzeyin Ģekil operatörü  

K                          Bir yüzeyin Gauss eğriliği  

H                          Bir yüzeyin ortalama eğriliği  

                        Bir yüzeyin asli eğrilikleri  

T                          Bir yüzeyin teğet vektörü  

N                          Bir yüzeyin asli normal vektörü  

B                          Bir yüzeyin binormal vektörü  

                           Bir yüzeyin eğriliği  

                           Bir yüzeyin burulması  

                          Bir yüzeyin geodezic eğriliği  

                          Bir yüzeyin geodezik burulması  

                          Bir yüzeyin normal eğriliği 
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1. GĠRĠġ 

 Yüzeylerde, asli eğrilik çizgileri ve eğrilik çizgileri civarındaki umbilik noktaların 

çalıĢılması, Monge, Darboux, Caratheodory gibi matematikçilerin dikkatini çekmiĢtir. Bu 

matematikçilerin makaleleriyle ilgilenen, Garcia, Sotomayor ve Gutierrez de umbilik 

noktaları geniĢ ve kapsamlı bir Ģekilde ele alarak dikkatle incelemiĢlerdir [15]. 

 Leonhard Euler (1707-1783) yıllarında yüzeyler teorisinde eğrilikleri bulmuĢtur. kn 

normal eğriliğini tanımlamıĢtır. Darboux (1842-1917)  yıllarında umbilik nokta 

yakınlarında asli eğrilik çizgilerinin yapısını incelemiĢtir. Gutierrez ve Sotomayor 1982-

1998 yılları arasında, Garcia ve Sotomayor 1997-2000 yılları arasında makalelerinde 

umbilik noktalara kapsamlı Ģekilde değinmiĢlerdir. J. Sotomayor ve R. Garcia ayrıca 

makalelerinde kanal yüzeyleri inceleyerek asli eğrilik çizgilerini bularak, umbilik 

noktaların var olup olmadığını incelemiĢlerdir [17]. 2009 yılında J. S. Ro ve D. W. Yoon 

[19]  ve Y. Tunçer, D. W. Yoon, M. K. Karacan [12] makalelerinde 3- boyutlu Öklid 

uzayın Weingarten tipinde tüb yüzeyleri inceleyerek bazı sonuçlar vermiĢlerdir. 2006 

yılında M. K. Karacan, H. Es, Y. Yaylı [20] Minkowski 3- uzayda tüb yüzeylerin singüler 

noktalarını incelemiĢ ve bazı sonuçlar vermiĢtir.   2011 yılında H.S. Abdel-Aziz, M. 

Khalifa Saad [21] makalelerinde Weingarten Timelike Tüb yüzeyleri incelemiĢtir. 2012 

yılında Yusuf Yaylı ve Fatih Doğan [16] Tüb yüzeylerin Darboux çatısını incelemiĢlerdir.

  

Bu çalıĢmada ise, öncelikle bir eğri üzerindeki umbilik nokta çiftleri incelenmiĢ, 

umbilik noktalardan oluĢan eğri ile verilen yüzey tanımlanmıĢ, bunların temel form 

katsayıları bulunmuĢ, buna bağlı olarak K Gauss eğriliği, H ortalama eğriliği 

hesaplanmıĢtır. Ayrıca umbilik noktalardan oluĢan eğrilerin oluĢturduğu yüzeylerde, asli 

eğrilik çizgileri bulunmuĢtur. Daha sonra Darboux çatısıyla verilen tüb yüzeylerin merkez 

eğrisi umbilik noktalardan oluĢan bir eğri olarak seçilmiĢ ve buna bağlı olarak K Gauss 

eğriliği, H ortalama eğriliği, asli eğrilik çizgileri, Weingarten yüzey olup olmadığı 

incelenerek bazı sonuçlar verilmiĢtir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

  

 2.1.1. Tanım: X bir cümle olsun. X in alt cümlelerinin bir koleksiyonu   olsun.   

koleksiyonu aĢağıdaki önermeleri doğrularsa X üzerinde bir topoloji adını alır [3].   

 

    (T1) . X,  , 

    (T2) . 
1 2 1 2

 ,A A A A      , 

    (T3) . 
i I

 , ,  
i i

A I i I A 


     

 

2.1.2. Tanım: Bir X cümlesi ve üzerindeki bir   topolojisinden oluĢan (X, ) ikilisine bir 

topolojik uzay denir [3]. 

 

2.1.3. Tanım: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir  

f: XY 

fonksiyonu sürekli ise ve f 1  tersi var ve f 1  de sürekli ise f ye X den Y ye bir 

homeomorfizm (topolojik dönüĢüm) denir [3]. 

 

2.1.4. Tanım: X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi iki farklı noktaları için, X de 

sırasıyla, P ve Q noktalarını içine alan  ve 
p Q

A A  açık alt cümleleri P Q
A A    olacak 

biçimde bulunabilirse, X topolojik uzayına bir Hausdorff uzayı denir [3]. 

 

2.1.5. Tanım: M bir topolojik uzay olsun. M için aĢağıdaki önermeler doğru ise M bir n-

boyutlu topolojik manifolddur denir [3].   

 

(M1) . M bir Hausdorff uzayıdır. 

(M2) . M nin her bir açık alt cümlesi E n  e veya E n  in bir açık cümlesine 

homeomorftur. 

(M3) . M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

 

2.1.6. Tanım: E n  de bir açık alt cümle U olmak üzere bir 

f: Uℝ 
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fonksiyonunun k yıncı mertebeden bütün kısmi türevleri var ve sürekli iseler f 

fonksiyonuna 
k

C  sınıfından diferensiyellenebilirdir denir. Özel olarak f sadece sürekli ise 

0
C  sınıfındandır denir. U üstünde tanımlı 

1
C  sınıfından fonksiyona U üstünde 0-form adı 

verilir [3]. 

 

2.1.7. Tanım: U ve V, sırasıyla ,  ve 
m n

E E  de birer açık alt cümle olsunlar. Bir 

 

: U V   

x
1

( ) ( ( ),..., ( ( ))
n

x f x f x   

 

fonksiyonu için bütün 

:
i

f U R  

koordinat fonksiyonları 
k

C  sınıfından iseler 

( , )
k

C U V   

dır denir.   

 ( , ) | ( , ),
k

C U V C U V k N 
    . 

i
f  fonksiyonlarına    nin Öklid koordinat fonksiyonları denir [3]. 

 

2.1.8. Tanım: Bir reel afin uzay A ve A ile birleĢen vektör uzayıda V olsun. V de  

            ve             olmak üzere  

           

             ∑     
 
    

Ģeklinde bir iç çarpım tanımlanırsa, A afin uzayına Öklid uzayı denir ve    ile gösterilir 

[3]. 

 

2.1.9. Tanım: 3 boyutlu reel sayılar cümlesinde  

             

            

Ģeklinde tanımlı “ ” iç iĢlemine vektörel çarpım iĢlemi denir ve      vektörüne de α ile 

β nın vektörel çarpımı denir  [3]. 
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2.1.10. Teorem: α, β     olmak üzere 

          ∑               
 
     

Ģeklindedir [3]. 

 

2.1.11. Tanım: E n  in iki açık alt cümlesi U ve V olsun. Bir :U V   fonksiyonu  

diferensiyellenebilir, 1   inversi mevcut ve diferensiyellenebilir ise   fonksiyonuna bir 

diffeomorfizm denir [5]. 

 

2.1.12. Tanım: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da n
E  in bir açık alt cümlesi 

olsun. O zaman U bir   homeomorfizmi ile M nin bir W açık alt cümlesine eĢlenebilir. 

:
n

U E W M     

( ,W) ikilisine bir koordinat komĢuluğu veya harita denir [3]. 

 

2.1.13. Tanım: M bir topolojik n-manifold ve M nin bir açık örtüsü  W
olsun.  W

 açık 

cümlelerinin   indislerinin cümlesi A olmak üzere  W  örtüsü için  
A

W 
 yazılır. n

E  

de W  ya bir   homeomorfizmi altında homeomorf olan açık cümle U  olsun. Böylece 

ortaya çıkan {( , )}
A

W  


 koleksiyonuna bir atlas ( koordinat komĢuluğu sistemi ) denir 

[3]. 

 

2.1.14. Tanım:      eğrisi      ) koordinat komĢuluğu ile verilsin. Bu durumda,  

                   sistemi lineer bağımsız ve      ,     için            olmak 

üzere, Ψ den elde edilen {            ortonormal sistemine, M eğrisinin Serret-Frenet r-

ayaklı alanı ve     için                        ifadesine de     noktasındaki 

Serret-Frenet r-ayaklısı denir. Her bir           ye Serret-Frenet vektörü adı verilir [3]. 

 

2.1.15. Tanım:      eğrisi        koordinat komĢuluğu ile verilsin.      keyfi 

parametre olmak üzere      noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, {T(t), N(t), B(t)} ise 

 ,     
     

‖     ‖
            

            

‖            ‖
                    - 

Ģeklindedir [3]. 
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2.1.16. Tanım:      eğrisi       koordinat komĢuluğu ile verilsin.      yay 

parametresi olmak üzere       noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, {T(s), N(s), B(s)} ise, 

 ,                    
      

‖      ‖
                   - 

Ģeklindedir [3]. 

 

2.1.17. Teorem:                         için         ile birim hızlı bir eğri olsun. 

O halde Frenet formülleri: 

       

           

        

dir.    eğrinin torsiyonu, κ eğrinin eğriliğidir [6]. 

 

2.1.18. Tanım: Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir 

[3].   

 

2.1.19.Teorem:           birim hızlı eğri ve M nin   eğrisine göre Darboux çatısı 

{         olmak üzere; 

*
  

    
 

    
 
+  *

     

      

       
+ [

 
  

  

] 

Ģeklindedir [4]. 

 

2.1.20. Tanım: Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlası S= ( , )
A

W  



 olsun. 

Eğer S atlası için, W W     olmak üzere , , A    ya karĢılık  ve     

fonksiyonları 
k

C  sınıfından diferensiyellenebilir iseler S ye    sınıfından 

diferensiyellenebilirdir denir. S atlası M üzerinde 
k

C  sınıfından olduğu zaman S ye M 

üzerinde 
k

C  sınıfından diferensiyellenebilir yapı adı verilir [3]. 

 

2.1.21. Tanım: M bir topolojik n-manifold olsun. M üzerinde 
k

C  sınıfından bir 

diferensiyellenebilir yapı tanımlanabilirse M ye 
k

C  sınıfından diferensiyellenebilir  

manifold denir [3]. 



6 

 

2.1.22. Tanım: F :  
n m

E E   bir dönüĢüm olsun. Eğer ( )np E
v T P  ise 

*
( ) ( ) ( ( ))mP p E
F v T F P  de m

E  in ( )t F p tv   eğrisinin  t=0 daki hız vektörü olsun.  

Böylece tanımlı  

*
( ) : ( ) ( ( ))n mP E E
F T P T F P  

fonksiyonuna, F nin n
P E  noktasındaki türev dönüĢümü denir [2]. 

 

2.1.23. Tanım: F:
n m

E E  dönüĢümünün türev dönüĢümü n
P E  için 

*
( )

P
F  olsun. 

Sırasıyla, 
( ) ( )

 ve n m
E P E P

T T  de 

( ) ( )

1 1

| ,..., | , | ,..., |
P P F P F P

n n
x x y y

 
      

    
      

 

standart bazları için 
*

( )
P

F  nin karĢılık geldiği matris J(F,P) ile gösterilir ve J(F,P) 

matrisine , F  nin P noktasındaki Jakobien matrisi ve bu matrise karĢılık gelen lineer 

dönüĢüme de F nin  Jakobien dönüĢümü denir. Açık olarak yazmak gerekirse, seçilen 

koordinat sistemlerine göre F nin n
P E  noktasındaki Jakobien matrisi, 

              

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

| | . . . |

| | . . . |

. . .( , )

. . .

. . .

| | . . . |

P P P

n

P P P

n

m m m
P P P

n

f f f

x x x

f f f

x x x

J F P

f f f

x x x

   
   
 
   

 
  

 
 
 
 
 
 
   
    

 

dir [2]. 

 

2.1.24. Tanım: M ve N birer C


 manifold  ve  f: MN bir C


 fonksiyon olsun. Eğer f 

nin 
*

f  Jakobien matrisi P M   noktasında regüler ise f ye M den N ye bir immersiyon 

denir ya da  rankf=boyM ise f bir immersiyondur [10]. 
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2.1.25. Tanım: N bir C


 (n-1)-manifold olsun. f: N
n

E  fonksiyonu bir immersiyon ise 

f(N)=M manifolduna n
E  in bir hiperyüzeyi denir [2]. 

 

2.1.26. Tanım: M bir diferensiyellenebilir  manifold olsun. M üzerinde bir vektör alanı 

diye 

X:M ( )
birebir örten

M

P M

T P




  

olarak tanımlanan X fonksiyonuna denir ve M üzerinde vektör alanlarının uzayı ( )M  ile 

gösterilir [2]. 

 

2.1.27. Tanım: (Ġrtibatlılık) M bir yüzey olsun. M nin her iki p ve q noktası için p ile q 

noktalarını birleĢtiren ve M içinde bulunan en az bir sürekli eğri varsa M yüzeyi irtibatlıdır 

denir [7]. 

 

2.1.1. Örnek: E
3
 Öklid uzayında bir küre yüzeyi irtibatlı bir yüzeydir [7]. 

 

2.1.28. Tanım: U, R
2
 uzayının irtibatlı bir açık alt kümesi olmak üzere       , düzgün 

ve regüler bir dönüĢüm olsun.          dönüĢümü bir homeomorfizm ise      

cümlesine E
3
    uzayında bir basit yüzey denir.  

M, E
3
 uzayının bir alt cümlesi olsun. M nin her bir p noktası için,        ve 

       olacak biçimde bir      basit yüzeyi bulunabiliyorsa, M cümlesine E
3
 

uzayında bir yüzey denir.  

    , M yüzeyi içinde basit bir yüzey ve            dönüĢümüne M yüzeyi 

içinde bir koordinat sistemi denir [7]. 

 

2.1.29. Tanım: (Monge Yüzeyi)       ,             biçiminde bir      basit 

yüzeyine, Monge gösterimiyle verilmiĢ bir yüzey veya kısaca Monge yüzeyi denir [7]. 

 

2.1.2. Örnek: U=E
2
 olmak üzere,      ,               olsun. f fonksiyonu 

düzgün fonksiyon olduğundan, 

             
    

               

cümlesi bir yüzeydir.  

      ,                                  
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olmak üzere,     , E
3
 Öklid uzayında Monge gösterimiyle verilmiĢ bir yüzeydir [7]. 

 

2.1.30. Tanım: Yüzeyin her p noktasının komĢuluğundaki bir biçim incelenirken,   

     olacak biçimde bir      basit yüzeyini göz önüne almak yeterlidir. Yüzeylerin bir 

nokta komĢuluğundaki biçimlerinin incelenmesine, yüzeylerin yerel (lokal) incelenmesi 

denir [7]. 

 

2.1.31. Tanım: (ParametrelendirilmiĢ Yüzey-Patches) E
3
 de M parametrelendirilmiĢ 

yüzeyi       ,              düzgün bir dönüĢümdür. Burada, U irtibatlı açık bir 

bölgedir ve  

                                                               
    

                                                                            

dır. Ġfade edilen bu durum  regülerlik durumu olarak adlandırılır [13]. 

 

2.1.32. Tanım: U 2
E  bir açık cümle ve :

n
x U E  diferensiyellenebilir bir dönüĢüm 

olsun. O halde ( )
n

x U E  cümlesine bir lokal yüzey veya yama denir [9]. 

 

2.1.33. Tanım: M n
E  bir alt cümle olsun. Eğer M nin her pM noktası için , p yi içeren 

bir V komĢuluğu var ve bir 
2

:
n

x U E V M E     dönüĢümü aĢağıdaki özellikleri 

sağlarsa, M ye bir regüler yüzey denir: 

(i) x  diferensiyellenebilirdir. 

(ii) :x U V M   bir homeomorfizmdir. 

(iii) her :x U M dönüĢümü bir regüler  lokal yüzeydir [9]. 

 

2.1.34. Tanım: M ,
m

C  sınıfından bir yüzey , *
M  da 

n
C  sınıfından bir yüzey olsun.  

f: 
*

M M  bir dönüĢüm olsun. U bölgesinden M yüzeyine her x=x(u,v) koordinat 

komĢuluğu için, U dan *
M  yüzeyine * *

( , ) ( ( , ))x x u v f x u v   bileĢim dönüĢümü 
r

C  

sınıfından regüler bir parametrik gösterimdir. O halde, f e 
r

C  sınıfından M den *
M  a 

regüler diferensiyellenebilir bir dönüĢüm denir [8]. 

 

2.1.35. Tanım:      regüler bir yüzey için birim normalini N ile gösterirsek, 

       
     

‖     ‖
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Ģeklindedir ve          noktalarında       sıfırdan farklıdır [2]. 

 

2.1.36. Tanım: :
n

x U E   bir lokal yüzey olsun. 
2

|| ||
u

E x , ,
u v

F x x   , 
2

|| ||
v

G x  

Ģeklinde tanımlı E, F, G:U ℝ fonksiyonlarını alalım. O zaman  

2 2 2
2ds Edu Fdudv Gdv    ifadesine x in Riemann metriği ya da birinci esas formu 

denir. E, F, G ye ise x in birinci esas formunun katsayıları denir [9]. 

 

2.1.37. Tanım: :
n

x U E  bir regüler lokal yüzey olsun. O zaman  

l= , ,
u u uu

U x U x      

m= , ,
v u uv

U x U x     = , ,
vu u v

U x U x      

n= , , ,
v v vv

U x U x      

Ģeklinde tanımlansın. Buna göre                   ifadesine x in ikinci esas formu 

denir. l,m,n  fonksiyonlarına ise x in ikinci esas formunun katsayıları denir [9]. 

 

2.1.38. Tanım: E n  in bir hiperyüzeyi M ve M nin birim normal vektör alanı N olsun. n
E  

de   Riemann  koneksiyonu D olmak üzere, ( )X M   için 

S(X)=
X

D N  

Ģeklinde tanımlı S dönüĢümüne M üzerinde Ģekil operatörü veya M nin Weingarten 

dönüĢümü denir [10]. 

 

2.1.39. Tanım: M yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları E,F,G ve ikinci temel 

formunun katsayıları l,m,n olmak üzere yüzeyin Ģekil operatörü matrisi  

   
 

     
|
          
          

| 

Ģeklindedir [2]. 

 

2.1.40. Tanım:    te regüler bir yüzey M olsun. M yüzeyinin Gauss eğriliği K, Ortalama 

eğriliği H ve         olmak üzere, sırasıyla, 

K(P)=det(S(P)) 

ve 
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Ģeklinde tanımlanır [4]. 

 

2.1.41. Tanım:        bir regüler yüzey olsun. M  nin Gauss eğrilik ve ortalama 

eğrilik formülleri; 

  
     

     
 

ve 

  
         

        
 

dir. l,m,n , M nin ikinci temel formunun katsayıları ve E,F,G de M nin birinci temel 

formunun katsayılarıdır [2]. 

 

2.1.42. Teorem:      regüler yüzeyinin, K Gauss eğriliği ve H ortalama eğriliği ile asli 

eğrilikleri    ve    arasında 

       

ve 

  
     

 
 

Ģeklinde bir iliĢki vardır. Sonuç olarak 

           

olur. Buradan da 

     √     

     √     

dır [2]. 

 

2.1.43. Tanım:    te regüler bir yüzey M ve M nin herhangi bir P noktasındaki asli 

eğrilikleri       ve       olmak üzere             ise, P ye M yüzeyinin bir umbilik 

noktası denir [4]. 

 

2.1.44. Teorem:  ,      regüler yüzeyi üzerinde bir eğri, {T,N,B} Frenet çatısı, κ, α 

nın eğriliği ve N, M yüzeyinin birim normali olsun. α nın asimptotik çizgi olması için gerek 

ve yeter Ģart κ=0 ya da  <N,N>=0 olmasıdır [4]. 
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2.1.1. Önerme: Bir yüzeyin asimptotik çizgilerinin diferensiyel denklemi 

                   

Ģeklindedir [4].  

 

2.1.45. Teorem:        bir regüler  lokal yüzey olsun.       ℝ ve         olmak 

üzere, bir            vektörünün bir asli vektör olması için gerek ve yeter Ģart 

                                 (
  

        
 

   
   

+                                                              (2.1) 

olmasıdır [14]. 

Bir umbilik noktadan bahsedebilmek için gerek ve yeter Ģart; 

umbilik noktada,         iken                                                       

olmasıdır.  

Bunu, (2.1) den yazabiliriz. Çünkü       nin tüm değerleri için determinant değeri 

sıfır olur. 

            vektörünün bir asimptotik vektör olması için gerek ve yeter Ģart  

   
            

     

olmasıdır. 

Bir noktada F=m=0 ise,     ve    o noktada asli vektörlerdir ve 

        
 

 
                                      

 

 
   

dir.  

Verilen yüzey,        Ģeklinde bir fonksiyonun grafiği olduğunda, 

                     

                  

    (           )                              

Ģeklinde yazabiliriz. Böylece, aĢağıdaki formülleri elde ederiz. 

                   
                               

 
 

   
     

       
 

           

√    
    

 
                                                                                     (2.2) 

   
   

√    
    

 
      

   

√    
    

 
      

   

√    
    

 
 

   
          

 

     
    

   
 , 
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(    

 )    (    
 )            

      
    

  
 

 ⁄
 ,                                                                    (2.3) 

 

         √     .                                                                                       (2.4) 

                             vektörünün bir asli vektör olması için 

 

    (

  
        

 

    
         

 

         

)                                                                 (2.5) 

 

olmasıdır. 

 Bir umbilik noktada;        √    
    

 
  iken, 

      (    
 )                            

                                       (2.6) 

dir. 

                               vektörünün bir asimptotik vektör olması 

için 

      
                

                                                                          (2.7) 

genel ve yeter Ģart olmasıdır [14]. 

 

2.1.46. Tanım: n
E  de bir hiperyüzey M ve M üzerinde bir eğri   olsun.  nın teğet 

vektör alanı T ve M nin Ģekil operatörü S olsun. Eğer T vektör alanı   eğrisi boyunca S 

nin karakteristik vektörlerine karĢılık geliyorsa   eğrisine M üzerinde bir eğrilik çizgisidir 

denir.  

Bu tanıma göre M üzerinde eğrilik çizgilerinin diferensiyel denklemi, 0   bir 

skalar olmak üzere, 

S(T)= T 

dir [2]. 

 

2.1.47. Tanım: n
E  in bir hiperyüzeyi M olsun. PM noktasında M nin Ģekil operatörü S 

olmak üzere, 

             1) R   için, S =
1n

I


 ise P noktasına M nin bir umbilik noktası denir.  
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             2) S = 0 Ģeklinde S bir sıfır dönüĢümü ise P noktasına M nin bir düzlemsel 

noktasıdır (flat noktası) denir [2]. 

 

2.1.48. Tanım: :
n

x U E  bir regüler  lokal yüzey olsun. O zaman x e karĢılık gelen 

( , , 1,2)
i

jk
i j k   Christoffel sembolleri 

 

1 2

11 112 2

1 2

21 212 2

1 2

22 222 2

2 2
,    

2( ) 2( )

,              
2( ) 2( )

2 2
,    

2( ) 2( )

u u v u v u

v u u v

v u v v v u

GE FF FE EF EE FE

EG F EG F

GE FG EG FF

EG F EG F

GF GG FG EG FF FG

EG F EG F

   
   

 

 
   

 

   
   

 

 

 

Ģeklinde tanımlanır. Burada E,F,G ile x in birinci esas formunun katsayıları 

gösterilmektedir [9]. 

 

2.1.49. Teorem: 
3

:x U E  bir regüler lokal yüzey olsun. O zaman x in S Ģekil 

operatörü { ,
u v

x x } bazı cinsinden, 

                                      
2 2

2 2

( )

( )

u u u v

v v u v

LF KG KF LE
S x U x x

EG F EG F

MF LG LF ME
S x U x x

EG F EG F

 
   

 

 
   

 

                                  (2.8) 

 

Ģeklinde hesaplanır. Burada, sırasıyla, E,F,G ve K,L,M ile x in birinci ve ikinci esas form 

katsayıları gösterilmektedir [9]. 

 

Ġspat:  

x  regüler ve { ,
u v

x x } sistemi lineer bağımsız olduğundan, 
11 12 21 22

, , ,a a a a  

fonksiyonları için, 

 -S(
u

x )=
11 12u v

a x a x  

 -S(
v

x )=
21 22u v

a x a x                                                                                                          (2.9) 
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yazılabilir. (2.8) eĢitliklerini elde etmek için 
11 12 21 22

, , ,a a a a  katsayı fonksiyonlarını 

hesaplayalım. Bunun için (2.9) eĢitlikleri 
u

x  ve 
v

x  ile iç çarpıma tabi tutulursa; 

  -K = 
11 12

a E a F  

   -L = 
11 12 21 22

a F a G a E a F    

      -M=
21 22

a F a G                                                                                    (2.10) 

 

elde edilir. (2.10) denklemleri matrissel gösterimle, 

 

11 12

21 22

a aK L E F

a aL M F G

    
      
    

 

 

Ģeklinde ifade edilir. Böylece 

 

                           

1

11 12

21 22

a a K L E F

a a L M F G



    
     

   
                                                     (2.11) 

 

olur. Basit bir hesaplama ile 

 

                           

1

2

1E F G F

F G F EEG F


   

   
   

                                                       (2.12) 

 

olur. (2.12) ifadesi (2.11) de göz önüne alınırsa, 

 

11 12

2

21 22

1a a K L G F

a a L M F EEG F

    
     

    
 

11 12

2

21 22

1a a

a a EG F

 
  

 

KG LF KF LE

LG MF LF ME

   
 

   
 

 

bulunur. O halde, 
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11 122 2

21 222 2

           

          

LF KG KF LE
a a

EG F EG F

MF LG LF ME
a a

EG F EG F

 
 

 

 
 

 

 

 

yazılır. Bu ifadeler, (2.9) de yerine yazılırsa (2.8) eĢitlikleri elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

 

2.1.50. Tanım: E 3  Öklid uzayında bir M yüzeyi verilsin. M nin her bir p noktasına, 

: ( ) ( ) ,   ( , ) ,
p p p p p p p p

I T M T M R I v w v w      

fonksiyonunu  karĢılık getiren p
I  fonksiyonuna, M üstünde birinci temel form denir. 

( , )
p p p

I v w  yerine çoğunlukla, ( , )
p p

I v w  yazılır. 

M nin her bir p noktasına, 

: ( ) ( ) ,   ( , ) ( ),
p p P p p p p p

II T M T M R II v w S v w      

fonksiyonu karĢılık getiren p
II  fonksiyonuna, M üstünde ikinci temel form denir. 

M nin her bir p noktasına, 

2
: ( ) ( ) ,    ( , ) ( ),

p p p p p p p p
III T M T M R III v w S v w      

fonksiyonu karĢılık getiren p
III  fonksiyonuna, M üstünde üçüncü temel form denir [7]. 

 

2.1.51. Teorem: (Cayley-Hamilton Teoremi) Her matris kendi karakteristik denkleminin 

bir köküdür [1]. 

 

2.1.52. Teorem: 3
E  ün bir hiperyüzeyi M olsun. M üzerinde birinci, ikinci ve üçüncü 

temel formlar, sırasıyla I, II, III ve gauss eğrilik fonksiyonu K , ortalama eğrilik 

fonksiyonu H olmak üzere,  

III-H.II+K.I = 0 dır [11]. 

 

2.1.53. Tanım: M(u,v) bir yüzey, K ve H da, sırasıyla, M nin Gauss ve ortalama eğriliği 

olmak üzere, yüzeyin eğrilikleri  

          (
    

    
*    
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Jacobi denklemini sağlıyorsa bu yüzeye Weingarten yüzeyi denir. Yüzeyin, Weingarten 

yüzeyi olması için 

            

denklemini sağlaması gerekir [12]. 

 

2.1.54. Teorem (Kapalı Fonksiyon Teoremi): F,    ve    fonksiyonlarının (x0, y0 ) 

komĢuluğunda sürekli ve                        olduklarını varsayalım. Bu 

durumda 

(a)          komĢuluğunda her x için F(x,y)=0 denklemini sağlayan          

komĢuluğunda bir tek y olacak Ģekilde         komĢuluğunda bir            

         dikdörtgenini belirleyen pozitif h ve k sayıları vardır. Yani y, x in bir 

fonksiyonudur ve y =f(x) yazılabilir. f in tanım cümlesi          komĢuluğunu ve 

görüntü cümlesi de          komĢuluğunu kapsar. 

(b) f fonksiyonu ve bunun    türevi          komĢuluğunda süreklidir. Ayrıca,                    

         için 

                  
  

  
        

          

          
 

dır [18]. 
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3. YÜZEYLERĠN ĠNCELENMESĠ 

3.1.  Yüzeylerin Gösterimi 

3.1.1. Tanım: (Parametrik Gösterim) M bir yüzey ve      , S nin bir lokal 

parametrezisyonu ve                               ise, 

    x=x(u,v) 

    y=y(u,v)                                          ,                      (u,v) U 

    z=z(u,v) 

eĢitlikleri yüzeyin parametrik eĢitlikleri olarak adlandırılır. Burada, bu eĢitliklerin sadece 

lokal eĢitlikler olduğunu söylemeliyiz. Bu eĢitlikler, yüzeyin tüm noktalarını tanımlamaz 

[13]. 

 

3.1.2. Tanım: (Açık Gösterim)       düzgün bir fonksiyon,      bir bölge ise, 

                                               

basit bir yüzeydir. Ayrıca,       ,                     Ģeklinde global bir 

parametrezisyon vardır [13]. 

 

3.1.3. Tanım: (Kapalı Gösterim)      açık bir küme,       düzgün bir fonksiyon 

olsun. 

                                                    } 

F nin 0-seviye cümlesidir. S nin her noktasında, 

      {
  

  
 
  

  
 
  

  
} 

vektörü sıfırdan farklı ise, M bir yüzeydir. Ayrıca,               noktasında, 

  
               dır. O halde Kapalı Fonksiyon Teoremi gereğince,            ın açık 

bir A komĢuluğu vardır. Öyleki,     cümlesi z=f(x,y) düzgün fonksiyonunun grafiğidir. 

Böylece,            noktası civarında M nin lokal bir parametrezisyonu vardır [13]. 

 

3.1.1. Örnek: 1)     dan geçen a b 0 olmak üzere a ve b vektörleriyle verilen   düzlemi, 

                

global  parametrezisyonu ile basit bir yüzeydir. Düzlemin parametrik eĢitlikleri; 

                                                     ,
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olur.  

 

2) Küre:                             olsun. F düzgün bir fonksiyondur ve 

F nin 0-seviye cümlesi 

  
                          

r yarıçaplı, merkezi orijin olan küredir. 

                 

olduğundan, bu küre regüler bir yüzeydir. 

 

3) Tor:                  √                      olsun. F nin 0-

seviye cümlesi  

                           

2-boyutlu tor olarak adlandırılır. F nin  x,y,z ye göre türevleri hesaplanırsa,  

  
    √        

 

√     
 

  
    √        

 

√     
 

  
     

elde edilir. Böylece, F nin  gradiyenti 

        

                 

ya da 

                 

ya da 

             

ise sıfır olur. gradF nin    üzerinde 0 dan farklı olduğu açıktır. Böylece tor bir yüzeydir. 

 Tor, Oz ekseni etrafında, xoz düzleminde yatan,              dairesinin 

döndürülmesiyle elde edilir [13]. 

  

3.2. Klasik Flat Yüzeyler 

3.2.1. Düzlem: Her düzlem için N birim normal dönüĢümü sabittir. Bu yüzden dN=0 dır. 

Böylece,          ve K= H= 0 iken tüm noktalar umbilik noktalardır. Ayrıca tüm 

vektörler asimptotik vektörlerdir [14]. 
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3.2.2. GenelleĢtirilmiĢ Silindir: Burada yüzeyimiz; 

 M={(x,y,z):(x,y)=c(s),  bazı s’ler için} 

dir. Burada, c, yay uzunluğu ile parametrelendirilmiĢ,     de daldırılmıĢ eğridir. (immersed 

curve) 

 

ġekil 3.2.1 

 Birim  normal dönüĢümü daima (x,y) düzlemine paraleldir. Asli yönlerden biri, 

      iken her noktada (0,0,1) dir. Diğer asli yön, s de c nin eğriliği         iken 

(c(s),z) de               dır. (Burada, n, c için normaldir.) 

                   dir.     de –dN nin bir özdeğeridir. 

 Böylece,     ve   
 

 
     dir. 

 k(s)   ise tek asimptotik doğrultman (0,0,1) dir. k(s)=0 olduğunda ise tüm 

doğrultmanlar asimptotiktir [14]. 

 

3.2.3. GenelleĢtirilmiĢ Koni: Yüzey; 

                    

Ģeklinde elde edilir. Burada      köĢe ve c,    de daldırılmıĢ bir eğridir.   nin bir 

immersiyon olması için; 
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vektörleri lineer bağımsız olmalıdır. Bu yüzden,     (V yüzeyde olamaz) ve       ile 

       lineer bağımsız olmalıdır. 

                                  

ġekil 3.2.2 

         de       ve        ile gerilen tanjant uzaydan dolayı, s yi sabit tutarak 

elde edilen düz doğru boyunca, normal dönüĢüm sabittir. Sonuç olarak,      iken, 

                 vektörleri asli vektörlerdir. Bu yüzden,      dır. O halde, 

bu vektörler de asimptotiktir. Burada,   
  

 
  sıfır olduğunda tüm vektörler asimptotik, 

bunun dıĢında asimptotik vektör yoktur [14]. 

 

3.2.4. GeniĢletilmiĢ Teğet (Tangent  Developable ) 

 Bu yüzey,    de bir c eğrisine teğetlerden oluĢur ve 

                    

Ģeklinde parametrize edilir. Burada, 

                  , 

       .                                 

Burada  n, c nin normal vektörü,   eğriliğidir. 

 Böylece,            ise   regülerdir. 
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 Genelde, c ye normal bir düzlemle geniĢletilmiĢ teğetinin arakesitini aĢağıdaki gibi 

inceleyebiliriz: 

 Uygunluk için,     noktasını ele alalım ve        kabul edelim. t, n, b üç 

koordinat ekseni boyunca yatsın.              vektörü          a yakın olduğu için 

(n,b)-düzleminde yatmaz. Ayrıca c(s) vektörüde (n,b)-düzleminde yatmaz. Serret-Frenet 

formüllerini kullanarak, 

                  
  

 
       

  

 
              

                            
  

 
        

  

 
                  

yazabiliriz. Burada,        ,        ve       ,     iken 
     

  ⁄    özelliğinde 

bir fonksiyondur. 

 Benzer olarak; 

                     
  

 
              

                              
  

 
                  

yazılır. Bunları birleĢtirirsek; 

                                                                                                              (*) 

                               
  

 
        

  

 
                  

                                                    
  

 
                   

elde edilir. Her s için, t(s) mevcuttur ve           (n,b)-düzleminde yatar. Bu yüzden, 

          in birinci bileĢenleri 0 dır. Yani; 

   
  

 
              *  

  

 
        +    

dir. Buradan, gerekli iĢlemler yapılırsa, 

         
  

 
         

bulunur. (*) iĢleminde gerekli ifadeler yerine konulursa; 

           nin 2.bileĢeni 
 

 
                       

                                                    
 

 
         

           nin 3.bileĢeni 
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olur. Böylece, c normal bir düzlemle geniĢletilmiĢ teğetinin arakesiti olan eğri olarak 

tanımlanır. 

   ( 
 

 
    

  

 
  )  (         ) nin görüntüsü 

     
 

 

  

 
       

ifadesinin grafiğini verir. 

            

ġekil 3.2.3 

        de tanjant uzay               tarafından gerildiği için, tanjant uzay,  s sabit 

tutularak elde edilen düz doğrular boyunca aynıdır. Böylece, normal dönüĢüm bu doğrular 

boyunca sabittir ve      iken               asli vektörlerdir ve K=0 dır [14]. 

 

3.2.5. Regle Yüzeyler 

        eğrisi üzerinde birim uzunlukta bir   vektör alanının verildiğini 

varsayalım.  , her bir q elemanına karĢılık, c(q) noktasında      vektörünü karĢılık getiren 

bir dönüĢümdür. Regle yüzeyler; 

                   

Ģeklinde parametrize edilir. 

           ve       

olduğundan,    ve        lineer bağımsız olduğunda,   dönüĢümü bir immersiyondur. 

Burada c eğrisine regle yüzeyin bir dayanak eğrisi denir.      vektörüne de regle yüzeyin 
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c(q) noktasındaki doğrultmanı denir. c(q) noktasından geçen ve      vektörüne paralel 

olan doğruya, c(q) noktasından geçen ana doğru denir. 

 Özel olarak, yeterince küçük t için,   ve    lineer bağımsız olur. Sabit s ler için, c(s) 

boyunca, düz doğru parçaları elde ederiz. Bu düz doğrular yüzeyin çizgileri(ruling) olarak 

adlandırılır. Koni, silindir ya da açınır teğet(tangent developable) gibi yüzeylere 

genelleĢtirilemeyen regle yüzeyler bazende sarmallar(scrolls) olarak adlandırılır. 

 

ġekil 3.2.4 

 

 Regle yüzeyin gauss eğriliği; 

   
   

       
          

             
   

Ģeklindedir. O halde, regle yüzeylerde umbilik nokta bulunmaz [14]. 

 

3.2.6. Quadrik Yüzeyler 

 Bu yüzeyler,        formunda yüzeylerdir. Burada, 

             ∑         ∑     
 
    

    

dir. [          ,  
  uzayında dik koordinat sistemidir.          için      sayılarından 

en az biri sıfırdan farklıdır [14]. 

 

3.2.6.1. Küre: 

 Küre, yüzeyler için özel bir durumdur. Kürenin yarıçapı r, birim normal dönüĢümü 

 
 

 
 dir. Her noktası umbilik noktadır. Asli eğrilikleri  

 

 
 dir.    

 

      
 

 
 dir [14]. 



24 

 

                           

ġekil 3.2.5 

3.2.6.2. Elipsoid:  

 Elipsoid yüzey 

 
  

   
  

   
  

     

eĢitliğiyle verilir. 

 

 

ġekil 3.2.6 

          
 

 
 
  

   
  

   
  

      

olarak seçelim. Buna göre; 

 



25 

 

            
 

                     
 

                     
 

                        (*) 

                        

dir. 

      (
    
    
    

+  

 

olduğundan,    
 

  
        

 

  
     

 

  
 değerleri yerine yazılırsa; 

 

      

(

 
 

 

    

 
 

   

  
 

  )

 
 

 

 

olur. 

    
 

   
    

    
   

   
        

        
       

 

    
 

   
    

    
  

 
 ⁄
   

           
           

          

 

eĢitliklerinde (*) ifadeleri yerlerine yazılırsa; 

 

    
 

 
  

   
  

   
  

    
*
  

  

 

  

 

   
  

  

 

  

 

   
  

  

 

  

 

  + 

        
  

   
  

   
  

   
   

  

 

  

 

   
  

   
  

   
  

    

       
 

       
  

   
  

   
  

   
   

 

olur. 

 Yukarıdaki eĢitlikte, (x,y,z) nin  umbilik noktalar olması için gerek ve yeter Ģart 

tüm            ler için; 

   
   

   
   

   
   

      

iken; 
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(

 
 

 
  ⁄

  
  ⁄   

 
  ⁄

  
  ⁄   

 
  ⁄

  
  ⁄   )

 
 

   

olmasıdır. 

 Burada a>b>c ise, M yüzeyi üzerinde 4 umbilik nokta oluĢur. Çünkü, yukarıdaki 

determinant; 

        
             

             
        

olup, burada, 

      
     

      
 

 ⁄                                             
     

      
 

 ⁄                                         

 

koordinatlarıyla 4 umbilik nokta elde edilir. Diğer taraftan, elipsin döndürülmesiyle, 

umbiliklerden oluĢan iki tam daire oluĢur [14]. 

 

3.2.6.3. Eliptik Hiperboloid(Bir Yapraklı) 

 Eliptik hiperboloidin denklemi; 

 
  

   
  

   
  

     

Ģeklindedir. a=b iken hiperbolün z-ekseni etrafında döndürülmüĢü elde edilebilir. 
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ġekil 3.2.7 

Bu yüzey, aynı zamanda bir regle yüzeydir. 

                                          

ya da  

                                          

Ģeklinde  parametrize edilir. 

 Her durumda, ruling(çizgiler) , 

 
  

  
 

  

  
           

elipsi boyunca geçer ve yarıçap vektörüne diktir. 

 

 Bu yüzeyin K gauss eğriliğini hesaplamak için, W yı elipsoide benzer Ģekilde 

seçersek, 

           
 

                     
 

                      
 

   

 

     

(

 
 

 

    

 
 

   

   
 

  )

 
 

 

olur. Bu durumda gerekli iĢlemler yapılırsa,  

    
 

      
 
  

  
 

  

  
 

  

  
    

elde edilir. K<0 olduğundan, umbilik nokta yoktur [14]. 

 

3.2.6.4. Eliptik Hiperboloid(Ġki Yapraklı) 

 Adı geçen yüzeyin denklemi, 
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Ģeklindedir. 

 

ġekil 3.2.8 

 K yı bir yapraklı eliptik hiperboloide benzer Ģekilde hesaplarsak, sadece eĢitliğin 

sağ tarafındaki sabit sayı (-1) farklı olduğundan, 

   
 

       
  

   
  

   
  

   
   

bulunur. Bu da bu yüzeyin 4 tane umbilik noktaya sahip olduğunu gösterir [14]. 

 

3.2.6.5. Eliptik Paraboloid 

    
  

   
  

   

denklemiyle verilen eliptik paraboloid yüzey, a=b olduğunda, dönel paraboloid elde edilir. 
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ġekil 3.2.9 

 Benzer Ģekilde,  

          
 

 
(

  

  
 

  

  
  ) 

seçilirse, 

           
 

                     
 

                      
 

 
 

olur. Böylece, 

  

     (

 

    

 
 

   

   

, 

olur. Burada K Gauss eğriliği hesaplanırsa, 

   
 

      
  

   
  

   
 

 
    

elde edilir.  Bu da verilen yüzeyin 2 umbilik noktasının var olduğunu gösterir [14]. 
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3.2.7. Dönel Yüzeyler 

 Bu yüzeyler, z-ekseni etrafında döndürülek ve (x,z)-düzleminin sağ yarısında yatan 

bir eğriyle baĢlayarak elde edilir. 

 

ġekil 3.2.10 

 

Eğri, z-ekseniyle kesiĢirse, bir sağ açı yapmalıdır. ġekil (3.2.11) de gösterilen 

yüzey; 

        (                         ) 

ile parametrize edilir. s=sabit ler paraleller olarak adlandırılır. t=sabit ler ise meridyenler 

olarak adlandırılır. 

      

 

ġEKĠL 3.2.11 
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Böylece, yüzeyin temel form katsayıları hesaplanırsa; 

              
       

    

             

             
  

 √        √   
       

                                                                            

   
  

   
     

   
  

√   
       

   
 

     

   
    

 

√   
       

   
                                                                                                  (3.1) 

olur. Buradan F=m=0 olduğu görülür. 

               olduğunu varsayalım. Bu eĢitliğin her iki yanı sağdan, sırasıyla 

   ve     ile iç çarpıma tabi tutup, F=m=0 olduğu göz önüne alınırsa,   
 

 
 ve b=0 

bulunur. Böylece, 

       
 

 
   

olur. Bu eĢitlik, her bir q için  
    

    
  sayısının      noktasında bir asli eğrilik olduğunu ve 

ayrıca       vektörünün,      noktasında bir eğrilik vektörü olduğunu gösterir. Ayrıca 

asli eğrilikler yönündeki paralel ve merdiyenlerin tanjant vektörleri bir noktayı gösterir. 

Dolayısıyla, 

           
 

 
 

  
   

     
   

  

 √   
       

    
 

 ⁄

 

          
 

 
 

  
 

      
       

    
 

 ⁄
                                                                          (3.2) 

                      
  

    
   

     
   

   

      
       

     
 

    
 

 
                     

olur. Burada, c(s)=(g(s),s) özel durumu elde edilmek istenirse, 
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 ⁄
 

           
 

          
 

 ⁄
                                                                                         (3.3) 

   
    

           
 

   
            

           
 

 ⁄
 

bulunur [14]. 
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4. BĠR EĞRĠ ÜZERĠNDEKĠ UMBĠLĠK NOKTA ÇĠFTLERĠ 

4.1. Temel Kavramlar 

 

4.1.1. Tanım:  M yönlendirilmiĢ bir yüzey, M üzerinde pozitif birim normal vektör alanı N 

olsun. M yüzeyi üzerinde u yay uzunluğuyla parametrelendirilmiĢ            regüler 

eğrisini ele alalım. 

        olsun. Bu taktirde, c eğrisi boyunca Darboux çatısı           

aĢağıdaki diferansiyel eĢitlikleri sağlar: 

              

                  

                                                                                                              (4.1.1) 

Burada,     normal eğrilik,     geodezik eğrilik ve   , c eğrisinin geodezik  torsiyonudur 

[15]. 

 

4.1.1. Önerme:           yay parametresi ile parametrelendirilmiĢ umbilik noktalardan 

oluĢan regüler bir eğri olsun.           ,    Öklid uzayının pozitif bir çatısı olsun. O 

halde, 

                      *
 

 
       

 

 
    

 

  
            +          (4.1.2) 

olup, bu eĢitlik c nin komĢuluğunda    sınıfından bir lokal harita tanımlar.  

 Burada,        (    )                 ,    ve     yönlerinde M nin 

normal eğriliğidir. Ayrıca,       dır [15]. 

 

Ġspat: c umbilik noktalardan oluĢan regüler bir eğri olması durumunda, Kapalı Fonksiyon 

Teoremi gereğince, c ye kısıtlanmıĢ       asli eğrilikleri    sınıfındandır. Ayrıca, 

  (    )                        olup,                                 dır. 

Bu ise ispatı tamamlar. 

 

4.2. Umbilik Eğriden OluĢan Yüzeylerin Birinci ve Ġkinci Temel Formları 

 (4.1.2) eĢitliğinde   haritasında pozitif birim normal vektör alanı; 

   
     

       
 

eĢitliğiyle verilir. Bu durumda öncelikle,     ve     yi hesaplayalım: 
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           (        )  *
 

 
     

 

 
     

 

  
          +   

           *
 

 
    

 

 
    

 

  
         +                . 

Burada, 

               ,           olduğundan, 

    *      
 

 
     

 

 
     

 

  
          +   

        +*
 

 
     

 

 
     

 

  
          +   

        *   
 

 
    

 

 
         +      

      *        
 

 
     

 

 
          +      

          +[    
 

 
     

 

 
             

     *     
 

 
   +                                          (4.2.1) 

olur. 

 Böylece; 

         *
 

 
     

 

 
(        )        +      

                               *   
 

 
       

 

 
        )                 

                                *  
 

 
     

 

 
           +     

dir.    haritasında birinci ve ikinci temel formların katsayıları; 

                                         

                                             (4.2.2) 

olup, (4.2.1) deki eĢitlikler (4.2.2) de yerine yazılırsa, 

               (  
    )   

 

 
(            )        , 

        
 

 
           , 

                            , 

                
 

 
(    

                )  , 

              
 

 
       (        )      

          

                    
               

            
 

 
            

 

 
           

             , 

                
 

 
            

 

 
                   . 
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bulunur. 

    haritasında ortalama ve gauss eğriliği; 

           
 

 
(                   )        , 

             
 

 
(                            )        . 

Ģeklinde yazılır. 

   haritasında eğrilik çizgilerinin diferensiyel eĢitliği; 

                                   

                    

dır. Burada; 

         
 

 
(       )   

 

 
(          

          )         

         
 

 
(                    )    

        
 

 
[          

    (   
      )                ]         

       
 

 
(        )   

 

 
(     

                )         

dir [15]. 

 

4.3. Tüb Yüzeyler:             eğriliği sıfır olmayan bir tüb yüzeyi; 

                                     

                    

Ģeklinde tanımlanır [4]. 

 O halde tüb yüzeyin K gauss eğriliği hesaplanırsa: 

                         , 

                                          

                                              

                          , 

                                            

                                    , 

                         , 

   
     

         
                    

olup, birinci temel form katsayıları; 

                            , 
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              , 

              

Ģeklinde bulunur. ġimdi ikinci temel form katsayıları l,m,n   yi hesaplayalım: 

                          , 

                                      

olup, 

                              , 

             , 

     

olur. ġimdi Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği hesaplayalım: 

   
     

     
 

   
      

           
 

   
         

        
 

   
 

 
 
 

 
     

bulunur.  

 

4.4. Darboux Çatısıyla Verilen Tüb Yüzeyler 

 M regüler bir yüzey ve         yüzey üzerinde birim hızlı bir eğri olsun.   

eğrisi boyunca           Darboux çatısı verilsin. O halde Darboux çatısıyla verilen tüb 

yüzey,  

              (                     ) 

Ģeklinde yazılır [16]. 
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5. DARBOUX ÇATISIYLA VERĠLEN VE MERKEZ EĞRĠSĠ UMBĠLĠK EĞRĠDEN 

OLUġAN TÜB YÜZEYLER 

 

 Bu bölümde Darboux çatısıyla verilen ve merkez eğrisi umbilik eğriden oluĢan tüb 

yüzeylerin bazı geometrik özellikleri incelendi. 

 

5.1. Darboux Çatısıyla Verilen ve Merkez Eğrisi Umbilik Eğriden OluĢan Tüb 

Yüzeylerin Temel Formları ve Eğrilikleri 

 

           yay parametresi ile parametrelendirilmiĢ umbilik noktalardan oluĢan 

regüler bir eğri olsun.           ,    ün pozitif bir çatısı olsun. O halde, Darboux 

çatısıyla verilen tüb yüzey; 

              (                     ) 

Ģeklinde yazılır.  

 Burada,        (    )                 ,    ve     yönlerinde M nin 

normal eğriliğidir. Ayrıca,      dır. 

         [                 ]                                  

                                 . 

olur. 

          [        
         

                     ]     

       [                    
         

         
 ]         

   [                    
         

         
 ]    , 

          [               ]                                , 

                                  . 

                  

olduğundan, 

         [                 ]    , 

 

                 [        
         

 ]     

 [                    
 ]         

     [                    
 ]    , 
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                 [               ]    , 

 

       [                             ]          

      [                             ]    , 

 

                               , 

 

   
     

         
                       , 

 

                              , 

            , 

              . 

 

bulunur. Ayrıca 

           (            )[ (            )   ], 

            , 

                          . 

olur. 

 F=m=0 olduğundan asli eğrilikler; 

    
 

 
         

 

 
 

dir. 

 Bu durumda, 

 

    
(            )[ (            )  ]

                   
, 

    
 

   
 

 
, 

        ,      
 

 
        

 

olduğundan, 

 

   
(            )[ (            )  ]

                   
 
 

 
, 
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, 

 

   
 

 
 
(            )[ (            )  ]

                   
 

 

 
, 

 

   
 

  
(

                  

                
*. 

 

elde edilir. 

 

5.2. Merkez Eğrisi Umbilik Eğriden OluĢan Tüb Yüzeyin Asli Eğrilik Çizgileri 

 Asli eğrilik çizgileri; 

                                     

Ģeklindedir. E,F,G,l,m,n ifadeleri yerlerine yazılırsa; 

 F=m=0 olduğundan; 

                

olup, 

 -(  (            )[ (            )   ]                       

 = 0 

olur. 

 

5.3. Merkez Eğrisi Umbilik Eğriden OluĢan Tüb Yüzeyin Weingarten Yüzey Olması 

 Tanım 2.1.53 ye göre bir x(u,v) tüb yüzeyin Weingarten yüzey olması için, K ve H 

Gauss ve ortalama eğrilikleri olmak üzere    

            

denklemini sağlamasıdır. Tüb yüzeyin Gauss ve ortalama eğrilikleri; 

  
 

 

              

                  
  

  
 

  
.
                  

                
/  

Ģeklindedir. Buna göre             ifadelerini hesaplayalım: 
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0
(  

            )(                )      
                            

                   
1  

 

   
 

 
0

   
            

                   
1  

 

   

                    
 

 
[
(             )(                )                                

                   
], 

 

   
 

 
[
                            

                   
], 

 

   

 0
(    

              )(                )  (   
             )                  

                     
1  

 

   
 

  
0

    
             

                   
1  

 

   
 

 
0

   
            

                   
1  

 

   

=[
(                 )(                ) (               )(                  )

                     
]  

 

   
 

  
0

              

                   
1  

 

   
 

 
0

            

                   
1  

bulunur. ġimdi de 
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olup olmadığını hesaplayalım: 

 

          
 

 
0

   
            

                   
1
 

 
0

            

                   
1 

                              
 

 
0

   
            

                   
1
 

 
0

             

                   
1 

 

  
 

  
0

  
            

                   
1 0

            

                   
1 

      
 

  
0

  
            

                   
1 0

            

                   
1 

 ( 
 

  
 

 

  
* 0

  
            

                   
1 0

            

                   
1 

          

bulunur. 

 

5.4. Darboux Çatısıyla Verilen ve Merkez Eğrisi Umbilik Eğriden OluĢan Tüb 

Yüzeylerin K Gauss Eğriliği ve H Ortalama Eğriliğinin Yorumlanması: 

 Öncelikle K  yı yorumlayalım. K=0 durumunu ele alalım. 

 

    
 

 

              

                  
 

 K=0 ise  

 
 

 
   olduğundan, 

 (            )    

olacaktır.  

    
(            )[ (            )  ]

                   
 

olduğundan,  

      

olur. 

 

  K=0 ise       olduğundan yüzey açılabilirdir. 
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ġimdi H ortalama eğriliği yorumlayalım. H=0 durumunu ele alalım: 

 

  
 

  
.
                  

                
/ 

    

ise, 

 
 

  
   olduğundan,  

                     

olup, 

 

             
 

  
 

olacaktır. 

 O halde,  

  

             
 

  
 

Ģartı sağlandığında, H=0 olduğundan yüzey minimal olacaktır. 
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6. SONUÇLAR 

 

1) Bu çalıĢmada, Darboux çatısıyla verilen ve merkez eğrisi umbilik eğri olan tüb yüzeyler 

verilerek bu yüzeylerin temel formları, eğrilikleri, asli eğrilik çizgileri verildi. 

2) Darboux çatısı ile verilen ve merkez eğrisi umbilik eğri olan tüb yüzeyin bir Weingarten 

yüzey olduğu ispatlandı. 

3) Bu yüzeylerin Ortalama eğrilikleri ve Gauss eğriliklerinin sıfır olması durumları 

incelendi ve Gauss eğriliğinin sıfır olması durumunda yüzeyin açılabilir olduğu gösterildi. 

Belirli Ģartlar altında yüzeyin minimal olduğu sonucuna varıldı. 
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