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OZET

Bu tez calismasi bes bolim olarak diizenlenmistir. Birinci boliimde, konunun
onemi ve Adomian ayrisim yontemiyle ilgili bilgi verilmistir. Ikinci bdliimde, konuyla
ilgili temel tamim ve teoremler verilmistir. Uciincii bdliimde, problemin ¢dziimii i¢in
kullanilacak olan Adomian ayrisim yonteminin temel yapisi verilmis ve lineer olmayan bir
ornek sunulmustur. Dordiincii boliimde, {icilincii bolimde sunulan Adomian ayrisim
yontemi kiris-kolon teorisinden dogan lineer homojen ve homojen olmayan {i¢ sinir deger
problemine uygulanmistir. Elde edilen sonuglar tablo ve grafiklerle ifade edilmistir.
Besinci boliimde, elde edilen sonuglar yorumlanmaistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian Ayrisim Metodu, Kiris-Kolon Teorisi, Lineer Diferansiyel
Denklemler, Sinir Deger Problemleri
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SUMMARY

THE SOLUTION OF FOURTH ORDER BAUNDARY VALUE PROBLEM
ARISING OUT OF THE BEAM COLUMN THEORY BY ADOMIAN
DECOMPOSITION METHOD

This thesis is arrenged in five chapters. In the first chapter, we give information about
the important of subject and Adomian decomposition method. In the second chapter, some
basic definitions and theorems about the subject are outlined. In the third chapter, we give
general structure of Adomian decomposition method to be used for the solution of problem
and a non-linear sample is provided. In the fourth chapter, the Adomian decomposition
method which is presented in the third chapter is applied linear homogeneous and non-
homogeneous three baundary value problems arising from the beam - column theory. The
obtained results are expressed in tables and graphs. In the fifth chapter, we remark the
obtained results.

Keywords: Adomian Decomposition Method, Beam — Column Theory, Linear Differential
Equations, Baundary Value Problems
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1. GIRIS

Dogadaki pek cok fiziksel olayi lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerle
modellemek miimkiindiir. Bu modelleme olay1 daha iyi anlamamizi ve yorumlamamizi
saglar. Baslangi¢ ve smir sartli boyle modellerin analitik ve yaklasik ¢6ziimlerini bulmak
bu nedenle 6nem kazanir. Diferansiyel denklemler yillardir mithendislikte 6nemli bir yer
tutmaktadir. Bilim adamlar1 ve miihendisler genellikle degisime ugrayan sistemleri

incelerler.

Baslangi¢c ve smir sarth lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
ve yaklasik ¢coziimlerini bulmak icin son yillarda pek ¢ok yontem gelistirilmis olup, bunlar

arasmdan ;
e Adomian ayrisim yontemi [1-6] ,
e Homotopi pertiirbasyon yontemi [7-11],
e Varyasyonel iterasyon yontemi [12-19] ,
e Homotopi analiz yontemi [20-25]

gibi yontemler sayilabilir. Bu yontemler kullanilirken sikici cebirsel islemlerden kurtulmak
icin Matematica, Maple, Matlab gibi paket programlar kullanilmaktadir. Lineer ve lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin analitik ve yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasi ingaat
miihendisliginde onemli bir konudur. Ciinkii bu denklemler miihendislikte ortaya c¢ikan

karmasik olaylarin matematiksel modelleridir.

Bu calismada, kiris-kolon teorisinde ortaya ¢ikan dordiincii mertebeden baslangic
ve smir sartl lineer homojen ve homojen olmayan diferansiyel denklemin Adomian
ayristm  yontemiyle yaklasik ¢oOziimii bulunup literatiirde var olan sonuglarla

karsilastirilacaktir.

Adomian ayrigim yontemi ilk olarak Amerikali bilim adami George Adomian
tarafindan 1980’11 yillarda ortaya konulmus bir yontemdir. Bu yontemin esasi bilinmeyen
fonksiyonun ayristirilmasma dayanir. Bu yontem yardimiyla lineer ve lineer olmayan adi
ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmak miimkiindiir. Adomian

yontemi Ozellikle 1990 ve 2007 yillar1 arasinda arastirmacilar tarafindan diferansiyel ve



integral denklemlerin ¢6ziimii i¢in etkili olarak kullanilmistir [26-31]. Bu yontemle lineer
olmayan bir problem, kesikleme ve lineerlestirme yapmadan direkt probleme

uygulanmaktadir. Bu nedenle arastirmacilar tarafindan tercih edilen bir metottur.

Yapilan c¢alismada Adomian ayrisim metodundan yola ¢ikilarak dordiincii
mertebeden lineer siir deger problemlerinin analitik ve yaklagik ¢oziimleri hesaplanmustir.
Ayn1 zamanda kirig-kolon teorisinde kullanilan dordiincii mertebeden lineer adi
diferansiyel denklem takimi belirli smir sartlar1 altinda sayisal olarak ¢oziilmiistiir.
Kullanilan Adomian ayrisim metodu lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklem
modelini degistirmeden gerceke¢i ¢ozlimler saglar. Sinirli sayida ayrigim serisinin terimleri
hesaplanarak gercek ¢oziime yakin niimerik sonuglar bulunabilir. Bu teknigi kullanarak bir
diferansiyel denklemin sayisal ¢Oziimiinii indislemeye gerek duymadan sembolik

hesaplama yardimiyla bulmak miimkiindiir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmim 2.1.

X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan d: X x X — X

déniisiimiine X iizerinde bir metrik denir. (X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir [32].
1)Vx,y € X igind(x,y) 20
2)Vx,yeX i¢ind(x,y)=0<x=y
3)Vx,ye X igind(x,y)=d(y,x)
4)Vx,ye X i¢ind(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

(X ,d ) bir uzay metrik olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsaksa X bir tam

metrik uzay admi alir.
Tanim 2.2.

Bilinmeyen bir fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir
fonksiyon ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis
baglantiya diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem

f(x,y,%) =0

veya genel olarak

d’y d'y
s Vo T ) 9rees =0
f(x Y dx’ dx" ]

seklinde yazilir. Burada y bagimh degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek
degiskenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklemler, adi diferansiyel denklem olarak

isimlendirilir [32].



Tanmm 2.3.

A,B,C birer sabit say1 olmak iizere, x ve y serileri arasinda kesin olan tiirden ¢esitli

fonksiyonel iliskilere deterministik iliski denir. Ornegin;

y=Ax+B  (Dogrusal iligki)
logy =log(Ax+B) (Tam logaritmik iliski)

ifadeleri birer deterministik iligkidirler. Bunlardan baska daha pek ¢ok deterministik iliski
tipleri yazilabilir. Ciinkii serilerden birinin aldig1 deger bilindiginde, diger serinin
alabilecegi deger kesin olarak hesaplanabilir. Ornegin; Bir gazin hacmi ile basimnci
arasindaki ters yonlii iliski, elektrik akimi ile direng arasindaki ters yonlii iligkiler birer

deterministik iligkidir [33].
Tamm 2.4.

Bir a biiytikliigliniin yaklasik degeri a* ve gercek degeri a ise a* degerindeki e

mutlak hata
e, =a*-a,
seklinde tanimlanmaktadir.

a* degerindeki ¢ bagil hata ise

a*-a) e,
eb: a = a # 0 .

ile verilir [34].

Tamm 2.5.

Tanim ve deger kiimesi vektor uzay1 olan doniisiimlere operator denir [35].

Tamim 2.6.

E ve E iki lineer uzay olsun. Tanim kiimesi £, ’de, deger kiimesi £ ’de bulunan
y = A, operatoriinii ele alalim. Asagidaki sartlar saglaniyorsa verilen bu 4 operatoriine

lineer operator denir [36].

Ll) A(x+y):Ax+Ay



L2) A (0x) =0Ax
Tanmm 2.7.

Elemanlarini nokta olarak adlandiracagimiz bir X kiimesini kendi i¢ine doniistiiren
bir f:X —> X fonksiyonunu goz Oniine alalm. Bir x* € X noktasi f (x*)zx*

bagintisini sagliyorsa f fonksiyonunun bir sabit noktasi adini alir [36].

Tanmim 2.8.

(X ,d ) bir metrik uzay olsun ve f:X — X fonksiyonu bu uzay1 kendi igine
doniistiirsiin. Her x, y € X nokta giftive 0 < k < 1 kosulunu saglayan bir k£ reel say1s1
i¢in;

d(f(x).f(v))<kd(x.y)

kosulunu sagliyorsa f bir biiziilme doniisiimii ya da sadece bir biiziilme adin1 alir [37].

Tanim 2.9.

Bilinmeyen fonksiyon bir degiskenli ise denkleme adi diferansiyel (ordinary
differential equation-ODE) denklem denir, e8er fonksiyon c¢ok degiskenli ise kismi
diferansiyel (partial differential equation-PDE) denklem denir [38].

Tanim 2.10.

n tane bilinmeyen fonksiyonu iceren m adet diferansiyel denkleme kisaca

diferansiyel denklem sistemi denir. Burada m ile n esit olmak zorunda degildir [38].
Tanmim 2.11.

Denklemin mertebesi, denklemdeki en yiiksek mertebedeki tiirevdir. Benzer sekilde

sistemin mertebesi, sistemdeki en yiiksek mertebeli tiirevdir [38].
Tanmim 2.12.

Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin iissiine, bu

diferansiyel denklemin derecesi denir [38].



Tanim 2.13.

Bir bagimli degiskendeki bagimli degisken ve tiirevlerinin kuvveti birinci
dereceden, katsayilar1 sabit ya da bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu ise bu denkleme
lineer diferansiyel denklem denir. y bagimli, x bagimsiz degisken olmak {lizere n.

mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklem;

dn dn—l d
a, (x) dx?: +a, (x) dx”‘)l/ +..+a,, (x)d—;/Jrany = f(x)

seklinde tamimlanir. Burada a,(x), @, (x),..., a,(x) ve f(x) fonksiyonlar: siirekli
tiirevlere sahip fonksiyonlardir. Bu denklemde f (x)zO ise denkleme lineer homojen,

f (x) # 0 ise lineer homojen olmayan diferansiyel denklem ad1 verilir [38].

Tanim 2.14.

Bir diferansiyel denklemi saglayan her f (x) fonksiyonuna ¢oziim adi verilir.

Diferansiyel denklemin mertebesi kadar keyfi sabit bulunduran ve denklemi 6zdes olarak

saglayan ¢oziime genel ¢6ziim adi verilir [38].

Tamim 2.15.

y'=f(x,y,)') denklemiyle birlikte bagimsiz degiskenin ayni degerleri soz
konusu ise ( y(a)=a,y(a)= ﬂ) probleme baslangic deger problemi, bagimsiz
degiskenin farkli degerleri soz konusu ise (y(c)=6,y'(d)=5) probleme smir deger
problemi adi verilir. Boyle problemlerin ¢oziimiine de 6zel ¢oziim ad1 verilir [38].

Teorem 2.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X ,d ) bir tam metrik uzay ve f bir biiziilme doniisiimii ise f fonksiyonunun tek
bir sabit noktas1 vardir [39].

Teorem 2.2.

N bir biiziilme doniisiimii ve

HNn —NH =g, —0,(n >)

olmak tizere , § serisi NV ( Yo+ S ) = § ifadesinin ¢dziimii olan S i¢in ;



Sn+1 :Nn(yO+Sn)’SO

seklindeki yakinsaklig1 verir [40].
Teorem 2.3.

H, bir Hilbert uzay ve N, H’da bir operator ve y’de,
y=Ny=f

denkleminin bir ¢dziimii olsun.

{yo =f
yn+] :An(yoay]:yza'--:yn)

< OCH Vill, Vke N U{O} sartlar1 altinda y’ye

ifadesinden olusan E y. serisi; 30<a <Ly,
=0

yakinsar [41].
Teorem 2.4. ( Simir Deger Problemleri i¢in Varhk ve Teklik Teoremi )

Adi diferansiyel denklemler i¢in smir deger problemlerinin teorisi baslangic deger
problemine dayalidir. Sinir deger problemini ¢6zmek i¢in kullanilan bazi niimerik metotlar
baslangi¢c deger probleminin ¢dziimiinden yararlanarak elde edilir. Her n. mertebeden bir
diferansiyel denklem ona es olan n tane birinci mertebeden denklemlerle ifade

edilebildiginden;
(v(c)=08.)'(d)=0) 2.1)

g6z oniine alindiginda y =(y,,,,..,»,) n-boyutlu bir siitun vektorinii ve y(x)’ler de

bagimli degiskenleri gosterir. Kabul edelim ki; y(x) vektor degerli bir fonksiyon ve f(x,y)

ise bilesenleri f, (x, Vs Vysewrs yn) olan vektor degerli bir fonksiyon olmak tizere, (2.1) ile

x = a noktasinda
y(a)=«a (2.2)

sartlar1 bir baslangi¢c deger problemi tanimlar. Bu tiir problemlerin varlik ve tekligi f 'nin

bir (a;ar) komsulugunda siirekliligi ve tiirevlenebilirligi sartlarma baghdir .

Fonksiyon f(x,y) seklinde verilsin.



R:a<x<b, |y|<oo bolgesinde siirekli ve her (x,) ve (x,y,)eR igin

£ (x:3,) = f (x:,)| <K |y, = »,|(K : sabit) Lipschitz sartim saglasin.
i) Baslangi¢ deger probleminin;
v'=[(xy), y(a)=«a (2.3)
[a,b]={x|a <x<b} arahginda tamimli y=y(x,a) seklinde bir tek ¢dziimii vardir.

ii) Bu ¢ozim o ’da Lipschitz siirekli ve her (x;a) ve (x;8)eR igin

‘y(x;a)—y(x;ﬁ)‘ <

a-pf | sartini saglar [42].



3. ADOMIAN AYRISIM METODU

Adomian ayrigim metodu ilk olarak Amerikali matematik¢i G. Adomian [43-44]
tarafindan ortaya konulmustur. Bu yontem yardimiyla lineer ve lineer olmayan homojen
veya homojen olmayan diferansiyel denklemleri ¢6zmek miimkiindiir. Adomian yontemi
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere [45], lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlere ve integral denklemlere [46], integral diferansiyel denklemlere [47], kesirli
diferansiyel denklemlere [48] ve diferansiyel denklem sistemlerine [49] uygulanmis ve 1iyi

sonuglar alinmistir.

Yontemin sonlu farklar, sonlu elemanlar ve galerkin yontemleri gibi geleneksel
yontemlere gore bircok avantaji vardir. Adomian yonteminde indisleme, kesikleme ve
lineerlestirmeye gerek yoktur. Yontem problemlere adapte olmus yakinsak sonuglar
vermektedir. Yontemin dezavantaji ise lineer olmayan problemlerde ortaya ¢ikan Adomian

polinomlarmin hesaplanmasi ve probleme gore yakinsaklik araligmnin kiiciik olmasidir.

Bu metotla lineer ve homojen olmayan problemlerin analitik ¢6ziimii bir birini yok

eden (noise terms) terimler sayesinde bulunabilir.

Adomian yontemi ikinci mertebeden lineer olmayan baslangic sartli bir adi

diferansiyel denkleme asagidaki sekilde uygulanabilir.

F hem lineer hem de lineer olmayan terimleri iceren bir genel lineer olmayan adi

diferansiyel operator olmak iizere;

F(u)=g(t) 3.1)

seklinde ifade edilen (3.1) denkleminde L; verilen diferansiyel denklemin en yiiksek
mertebeden tiirevini, R; lineer operatoriin kalan kismmi ve N ise lineer olmayan terimi

gostermek tlizere (3.1) denklemi;

Lu+Ru+Nu=g (3.2)

seklinde ayristirarak yazilir. L tersi de mevcut olan bir lineer operatordiir. Yukaridaki (3.2)
esitligi;

Lu=g—Ru—Nu (3.3)



seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafina soldan L' operatdrii uygulanirsa;

L'Lu=L"g—L"'Ru—L"'Nu (3.4)
denklemi elde edilir.

L ’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatdr oldugu kabul edilir
ve (3.4) esitliginde gerekli islemler yapilirsa;

u =u(0) +tu'(O)L_]g—L_1Ru—L_1Nu (3.5)
¢oziim fonksiyonu bulunur. Esitlik (3.5) ile ifade edilen Nwu lincer olmayan terim

N”:ZAn seklinde ifade edilmektedir. Buradaki A, polinomlar1 6zel polinomlardir.

n=0
Yukaridaki (3.5) esitlifinde u ayristirilmig seri ¢oziim fonksiyonudur. Bu seri ¢6ziim

fonksiyonunun birinci terimi y,, verilen baslangic degeri sag taraf fonksiyonunun integrali

olmak iizere u,=a+bt—L'g ile bulunur daha sonra y, terimi kullanilarak u,u,,u,,...

terimleri elde edilerek ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu;

u(t)= gun(l‘) (3.6)

yazilabilir. Bu seri ¢6ziimii kullanilarak (3.5) esitligi tekrar yazilirsa;

D, =u,—L" D u, L' 4, (3.7)
n=0 n=0 n=0
genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (3.7) esitligi acik sekilde;
u,=—L"Ru,—L"4,,
u,=-L"'Ru,— L4,

(3.9)
u,,=—L"'Ru,—L"'4,,n>0

formunda yazilabilir. Buradaki A4, polinomlar1 her bir lineer olmayan terim igin

genellestirilebilir ve bu genellestirmede A4, sadece y’a, 4 sadece y, ve 4’e, 4, ise y,u, u,

ye bagli ve benzer sekilde (3.8) esitligindeki biitin 4, Adomian polinomlar: elde

edilebilir. 4, Adomian polinomlarmin ayrigtirilmis hali ise literatiirde
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A4 =L Sk || a0 (3.9)
n!dl” k=0 220

ile verilmektedir. Baz1 problemlerin sayisal ¢éziimlerinin daha hassas olmasmin istenildigi
durumlarda ayrigim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (3.9) genel formiiliiniin kullanilmasi, (3.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida

teriminin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir.

Ayrisim metodu kullanilarak u(X,l‘ ) kapali ¢oziim fonksiyonunun bu fonksiyona
ait sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in;

n—1

D, =(x,t)=2un(x,t) n>0 (3.10)

k=1

olmak ﬁZCI‘C;
H00 n ( 2 ) ( .11)

ifadesi (3.8) indirgeme bagmtis1 gz Oniine almarak hesaplanabilir. Buna ilaveten (3.11)
seklindeki ayrisimin seri ¢Oziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok hizli olarak
yakinsayan sonuglar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi literatiirde bir ¢cok yazar
tarafindan arastirilmistir. Ayrisim serisinin yakinsakligi teorik olarak Y. Cherruault ve
arkadaslar1 tarafindan incelenmistir [SO]. Bu caligmalara ilaveten yakin zamanda Abbaoui
ve arkadaglar1 ¢aligmalarinda ayrigim serisinin yakinsakligini bulmada yeni bir yaklasim
onermiglerdir [51]. Bu yazarlar ayrisim seri metodunun yakinsakligini elde etmek i¢in yeni

sart vererek bulmugslardir.
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Ornek 3.1.

dzy 3 '
+y+¢ey =0, y(0)=1, y'(0)=0
dr’ ( ) ( ) (3.12)

seklindeki lineer olmayan baslangi¢ sartli Duffing denklemi yukarida tanimlanan

Adomian ayrigim yontemi ile ¢oziiliirse;

Denklem operator formunda yazilirsa

3 _
Ly+y+ey =0 (3.13)

denklem (3.13) elde edilir. Denklemin her iki tarafina soldan L' integral operatorii

uygulanirsa;
y(t)=y(0)+0y'(0)-L"y—eL™y’ (3.14)

bulunur. Denklem (3.14) te baslangi¢ sartlar1 ve ayrisim ¢oziim serisi kullanilirsa;

o0

;yn (1)=1-L" (ioy (t)j—gL‘ (io An]

(3.15)

elde edilir. Burada A, ’ler (3.9) ile tanimlanan Adomian polinomlaridir. Bdylece

(3.15) ifadesinden asagidaki indirgeme formiilii bulunur.

{J’O (t) =1,

Ven(t)==L"(y,)—&L"(4,),k=0 (3.16)
Indirgeme formiiliinden;
v (t)=1,
5 (1) == (1+2)r"
¥, (1) :4l!(1+4g +332)t4,
(1) :-é(1+255+51g2 +278°)1°,

(3.17)

terimleri bulunur. Bu terimler (3.10) ifadesinde yerine yazilirsa;
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1, 1, 1 1, 1
:(1__#+_;‘——f6j‘g(_t2__t4+_25f6 +0(27)
200 41 6! 20 310 6l (3.18)

seklinde yaklasik serisi bulunur.

Boylece Adomian ayrisim yontemi kullanilarak (3.12) ile verilen Duffing

denkleminin (3.18) formundaki yaklasik ¢6ziimii bulunur [52].
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4. ADOMIAN AYRISIM YONTEMININ KiRiS-KOLON TEORISINDE
ORTAYA CIKAN SINIR SARTLI LINEER PROBLEME UYGULANMASI

4.1. Problemin Tanimi

Dérdiincli mertebeden diferansiyel denklemler, elastik stabilite teorisiyle ilgili belli
olaylar1 igeren ¢esitli fiziksel problemlerden olusur. Kiris-kolon problemlerinin daha iyi

anlasilabilmesi i¢in cesitli kesit tesirleri arasindaki diferansiyel bagintilarin kurulmasi

gerekir.

a(x)

(a)
Kq
MZ"L . M+dM
~~._ P
RN | ‘l 5
~\| dy/dx |
: ~J. V+dV
k< dx
(b)

Sekil 4.1. Kolon — Kirig Elemaninin Kesit Analizi

Sekil 4.1a’daki gibi hem P eksenel yiikiine hem de eksene dik dogrultuda q yayili
yiikiine maruz bir kiris-kolondan, Sekil 4.1b’deki gibi dx mesafesi kadar kesit alindiginda

ortaya ¢ikan elemanda kesit tesirleri olusur. y yoniindeki denge denklemi yazildiginda;



dav
—__“r 4.1
1 dx @D

olmak uzere
—V +qdx+(V+dV)=0 (4.2)

adi diferansiyel denklemi bulunur.

Kesit elemanin her iki ylizeyine etki eden kuvvetlerin cebirsel toplami dengeden dolayi esit

olacagindan;

M+qu%+(V+dV)dx—(M+dM)+P%:O (4.3)
X

denklemi yazilabilir. Burada elemanm ylizeyine etkiyen kuvvet V' kesme kuvveti, kesit

elemanini egmeye ¢alisan kuvvet ise M egilme momentidir.

Donmelerin kii¢lik oldugu varsayilir ve dx cinsinden ikinci mertebe terimler ihmal

edilirse (4.3) denklemi;

V= a P@ (4.4)
dx dx
. . d? Mo
formuna doniisiir. Donmelerin kiigiik oldugu kabul edildiginden ; Ix? = — Zl bigiminde
almnabilir ve (4.4) denklemi;
3
V=g );+Pd—y (4.5)
dx dx

sekline doniistir. Burada EI egilme rijitligini ifade eder. Bu denklemin her iki tarafinin x’ e
gore tiirevi alinirsa elastik egriye ait dordiincii mertebeden
d'y

2
EI—4+Pd -
dx dx

q(x) (4.6)

lineer diferansiyel denklemi bulunur [53].
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4.2. Adomian Yonteminin Probleme Uygulanmasi

Bu kisimda (4.6) ile tanimlanan dordiincii mertebedeki lineer probleme Adomian
ayrisim yonteminin uygulanmasi ile ilgili asagidaki lineer homojen ve homojen olmayan

problemler verildi.

Ornek 4.1.
y(0)=y"(0)=1 »(1)=»"(1)=0 4.7)
sinir sartlari ile verilen

d4y
dx?

-y=0,xe[0,1] (4.8)

dordiincii mertebeden lineer homojen denklemini ADM ile ¢6ziiniiz. [54].
Denklem (4.8) operatdr formunda yazilirsa;

L-y=0 (4.9)

y

bulunur, burada

d4 B X X
L:W,L'(.):“

jﬂ jﬁ () dxdxdxdx (4.10)

tirev ve integral operatorleridir. L™! invers operatorii (4.9) denklemine uygulanir ve

baslangic kosullar1 kullanilirsa;
y(x):1+Ax+lx2+le3+L"l(y) (4.11)
210 3! '

elde edilir, burada A= y’(0) ve B = y"'(0) dir. Bu ifadede

y(x) = Zyn (x) ¢Oziim serisi yazilirsa;
=0

o0

Zyn(x):1+Ax+2i!x2+%Bx3+L' (iyn(x)j (4.12)

n=0 n=0

ifadesi bulunur. Baginti (4.12) den ise asagidaki indirgeme formiilii yazilir.
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_ Lo 1,5
yo(x)—1+Ax+2—!x +§Bx ,

Y (%)= L7 (3,), n20,

(4.13)

Indirgeme formiilii (4.13) deki A ve B sabitleri Adomian ¢dziim serisini bulduktan

sonra (4.7) siir sartlar1 kullanilarak belirlenecektir.

Yukaridaki (4.13) indirgeme bagintisindan;

Yo (x) :1+Ax+%x2 +éBx3;

x4(210+42Ax+7x2 +Bx3)

n(x)= 5040 ’
x*(2730+2104x +15x" + Bx ).
Yal¥ 39916800 ’
x'%(2730+2104x+15x* + Bx’)
3 (@ 1307674368000 ;
x'* (5814 +3424x+19x" + Bx’)
2(¥) = Tea5 100808832000 4.14)

ayrigim serisinin ¢oziim elemanlar1 bulunur. Bu terimler (4.11) ifadesinde yerine yazilirsa
D5 (x) =y (x)+ 1, (%) + 2, (x)+»5 (%) +y, (%) (4.15)
ayrisim serisi bulunur. Denklem (4.7) deki siir sartlar1 ve (4.15) ¢dziim serisinden

A =B = -1.3313035,

olarak bulunur. Boylece (4.7) - (4.8) probleminin bes terim kullanilarak Adomian ayrisim
yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oziimii

~13313035) 217+42x(~1.3313035) +(-1.3313035) |
5040
1001+110+(~13313035)  2745+210x(~1.3313035) +(~1.3313035) _

+
39916800 1307674368000
5833 +342x(~1.3313035) +(~1.3313035)

121645100408832000

y(x)= %+(—1.3313035)+(

(4.16)

seklindedir.

17



Problem (4.8)’in analitik ¢6zliimii ise [54] ;

1 x el
y(x):2sinhl(e —e ) (4.17)

seklindedir.

Denklem (4.16)’nin ¢6ziim serisi kullanilarak bes terim i¢in elde edilen sayisal sonuglari

ve grafikleri asagidaki gibidir.

Tablo 4.1. Ayrisim Serisinin Bes Terimi Kullanilarak Elde Edilen Sayisal Sonuglar

X Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata
y(x) Ds ly(x) — @5
0 1. 1. 0.
0.1 0.873482 0.873482 -2.85975x10®
0.2 0.755705 0.755706 -5.74813x10®
0.3 0.645493 0.645493 -8.69403x10®
0.4 0.541740 0.541740 -1.17270x107’
0.5 0.443409 0.443410 -1.48772x107
0.6 0.349517 0.349517 -1.81764x1077
0.7 0.259122 0.259122 -2.16575x107
0.8 0.171320 0.171321 -2.53554x107
0.9 0.085233 0.085234 -2.9307x107
1.0 0. 3.35519x107 3.35519x107

Tablo 4.2. Spline Metodu (SM) ve Adomian Ydntemiyle Elde Edilen Mutlak Hatanin Karsilastirilmasi

X SM SM ADM
h=1/5 h=1/10 s
0 0 0 0
0.2 2.723E-7 1.704E-8 -5.748E-8
0.4 3.531E-7 2.209E-8 -1.172E-7
0.6 3.027E-7 1.894E-8 -1.817E-7
0.8 1.709E-7 1.069E-8 -2.535E-7
1 0 0 3.335E-7
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ST

Sekil 4.2. Ayrisim Serisinin Beg Terimi Kullanilarak Elde Edilen Yaklagik ve Analitik Coziimii GOsteren

Grafik
Ornek 4.2.
y(0)=y(1)=0,  y'(0)=1,y'(1)=—e (4.18)

sinir sartlari ile verilen

di}+xy=—(8+7x+x3)ex,xe[0,1] (4.19)
X

dordiincii mertebeden lineer homojen olmayan denklemi ADM ile ¢6ziiniiz. [55].

Denklem (4.19) operator formunda yazilirsa;
L, :—xy—(8+7x+x3)e’c (4.20)
bulunur, burada;

d4

L="—,
dx*

L (.)Ijjj(.)dxdxdxdx (4.21)

seklindeki tiirev ve integral operatorleridir.

L™ invers operatorii (4.20) denklemine uygulanir ve baslangi¢ kosullari kullanilirsa
y(x) =X +l Ax® +le3 ~L (xy) ~L ((8 +7x+x )e") (4.22)
2! 3!

elde edilir. Burada A= y'(0) ve B = y'"'(0) dir. Yukaridaki (4.22) ifadesinde
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X) = Zyn (x) ¢ozlim serisi kullanilirsa

Zyn —1+ Ax2+ Bx (nyn j ((8+7x+x) ) (4.23)

bulunur. Bagint1 (4.23) den ise asagidaki indirgeme formiilii yazilir.

Lo, ] x
L T LA (GAR S LY (424)
Vo (¥) ==L (), n>0,

Denklem (4.24) deki A ve B sabitleri Adomian ¢6zliim serisini bulduktan sonra

(4.18) sinir sartlar1 kullanilarak belirlenecektir.

Yukaridaki (4.24) indirgeme bagintisindan
Yo (x) = é(—840 —432x+3(=29+4)x* +(=5+ B) ¥’ —6e" (~140+67x—12x +x )

3 5 6 (_ 7 (_ 8
yl(x)=—4180—2404x—545x2—185x SO (29 A)y (5+B)x
3 6 5 1680 10080

te (4180—1876x+331x2 —28x° +x4);

209x° N 32x° N 109x7 N 37x* B x'° 3 x!
5 168 1008 4320 39600

¥, (x)=-124200-67512x —15820x* —1785x" +

_ 12 (_ 13
(294 4)2" (-5+B)x

_e (—124200+ 56688x —10408x> +979x — 48x* + x° );
19958400 172972800

2813x"  113x7  17x°
+ +
6 16
(209x" 2" 1097 37 xT A (=29 +4)x"
30240 2475 1995840 17297280 141523200 1729728000 1140023808000
N (—5+B)x
12703122432000

74 (x) = —4084920 - 2170896 — 497700x" —55000x +1035x" +

e (4084920 ~1914024x +369264x> —38072x" +2239x* - 72x° + x° );
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6 7 8
) = —4084920 — 2170896x — 497700x* — 55000x° + 1035x° + 2o1>%_ | 113x  17x
Va

6 16

L2002 221094 37 X X (-29+4)x"
30240 2475 1995840 17297280 141523200 1729728000 1140023808000
(=5+B)x"

- +e (4084920 —1914024x +369264x> —38072x" +2239x* —72x° + x° );
12703122432000

6 1 1 7 1 8
7, () = 4084920~ 2170896x — 497700x" — 55000 +1035x° + 2o1>x 113x  17x

6 16
206" 2x" 109%™ 37x" 0 a0« (=29 +4)x"
30240 2475 1995840 17297280 141523200 1729728000 1140023808000
(-5+B)x"

- +e (4084920 ~1914024x +369264x> —38072x" +2239x* —72x" + x° );
12703122432000

6 7
) = —150917760 — 78360048x —17550120x" — 1894640x" + 3404 1x° 4 20H4x | 1185«

Ye 1 5
1375x% 3 23x" 3 2813x" 3 113x" 17x" 209x" x'¢ 109x"

- + + +
42 112 118800 71280 274560 99066240 54054000 114002380800

37x18 x20 x21 . (_29+A)x22

+ — —
12703122432000 16456317696000 248458129920000 200142579732480000
(=5+B)2™ . : :
+ —e"(—150917760 + 72557712x —14648952x~ +1628416x
2699667579248640000
—~108652x* +4387x° —100x° +x")

V5 (x) =-6243168960 —3170816064x — 694450680x° — 73291680x° +1257648x”

1088334x° ; 23683x" 1621x"° 45227x"  79x7  25x"
+———+20893x" + - - - -
21 240 59400 1584 13104

A . < § <) S A S £ i
3669120 5189184000 4071513600 1186099200 6062853888000

x”! 109x™ 37x%
7764316560000 200142579732480000 2699667579248640000
.\ x* N X ~ (-29+4)x”
4996138052505600000  891467770152296000000  84300054583320576000000

(-5+B)x™

- +¢e"(6243168960 —3072352896x + 645219096x°
1326616648442781696000000
—76279128x" +5596356x* —262660x° + 7747x° —132x" +x*);

(4.25)
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ayrigim serisinin ¢oziim elemanlar1 bulunur. Bu terimler (4.22) ifadesinde yerine yazilirsa
Dg(x) = yo(x) + y1(x) + y2(x) + y3(x) + ¥4(x) + y5(x) + y6(x) + y7 (%) (4.26)
ayrigim serisi bulunur. Denklem (4.18) deki sinir sartlar1 ve (4.26) ¢6zliim serisinden

A =-0.9999338395027568

B = —3.000213370060558

bulunur. Boylece (4.18) - (4.19) probleminin sekiz terim kullanilarak Adomian ayrigim
yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oziimii

| 43922277348290053870422789715439 29 —(-0,9999338395027568)

x)= +
7() 4546485627780096000000 84300054583320576000000
, 10939—(-0,9999338395027568) 36191679 ~(-0,9999338395027568)
380007936000 1680
1 ~1030339+(~0,9999338395027568)
+—(~1427020559 +(~0,9999338395027568 ) ) +
2 19958400
~1119+(0,9999338395027568) | 11095 (3% (~3,000213370060558))
200142579732480000 12703122432000
. 5-(-3.000213370060558) 11730345 ~(~3,000213370060558)
1326616648442781696000000 10080
1 341825 +(-3,000213370060558)
+—(~452119005+(~3,000213370060558) )+
6 172972800

375 +(-3,000213370060558)
+ +38441747402,71828182845

2699667579248640000
(4.27)
olur. Denklem (4.18)-(4.19) probleminin analitik ¢6ziimii ise [55]
y(x)=x(1-x)e" (4.28)

seklindedir.

Coztiim serisi kullamilarak sekiz terim icin elde edilen sayisal sonuglar ve grafikler

asagidaki gibidir.
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Tablo 4.3. Ayrisim Serisinin Sekiz Terimi Kullanilarak Elde Edilen Sayisal Sonuglar

X Analitik Coziim Yaklasik Coziim Hata
y(x) Dg ly(x) — gl
0 0. 0. 0.
0.1 0.099465 0.099465 1.24486x10°
0.2 0.195424 0.195427 -2.49961x10°
0.3 0.283470 0.283473 -2.66524x10°
0.4 0.358038 0.358043 -4.78955x10°°
0.5 0.412180 0.412185 -4.39760x10°°
0.6 0.437309 0.437317 -8.38244x10°°
0.7 0.422888 0.422890 -1.64090x10°
0.8 0.356087 0.356089 -2.08975x10°°
0.9 0.221364 0.221367 -2.60232x10°°
1.0 0. -5.72205x10°° 5.72205x10°
T T
0.4} ped ~
a N\,
0.3 // \
Vs \
0.2 7 \
7 \
\\\
,,,,,,,, ADM \
0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.3. Ayrisim Serisinin Sekiz Terimi Kullanilarak Elde Edilen Yaklasik ve Analitik Coziimii Gosteren
Grafik

Ornek 4.3.
y(0)=y"(0)=1,  y(1)=y"(1)=—e (4.29)
sinir sartlari ile verilen

dly ,dy

dx* dx?

+y=-8¢", x€[0,1] (4.30)

seklinde tanimlanan dordiincii mertebeden lineer homojen olmayan denklemi ADM ile

¢Oziiniiz [56].
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(4.30) denklemi operatdr formunda yazilirsa
L,=2y"-y-8e", (4.31)

bulunur. Burada
L=—, L" = H.ﬁ. dxdxdxdx (4.32)
d 0000

seklindeki tiirev ve integral operatdrleridir. L~!invers operatorii (4.31) denklemine

uygulanir ve baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa
1 - X - " -
y(x):Ax+§Bx3—8L](e )+2L7 (y")-L7(v) (4.33)

elde edilir. Burada A= y’(0) ve B = y'"”(0) dir. Denklem (4.33) de;

=2.0.()
n=0
¢Oziim serisi yazilirsa
% () = Ax + = Bx® = 8L (e™) + 2L (Tiso yn () — L (Tico yn () (4.34)
ifadesi bulunur. Baginti (4.34) den ise asagidaki indirgeme formiilii yazilir.
v (x) = Ax +le3 -8 (ex)
’ 3!

Vo (X)=2L"(y) =L (5,), n>0,

(4.35)

Indirgeme formiiliindeki A ve B sabitleri Adomian ¢dziim serisini bulduktan sonra

(4.29) sinir sartlar1 kullanilarak belirlenecektir.

Yukaridaki (4.35) indirgeme bagintisindan
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Yo (x)=8-8e"+(8+ A4)x+4x +é(8+B)x3;

3 4 6 7
y,(x):8—8e"+8x+4x2+4i+x——i(—8+,4_23)x5_x__(8+B)x
3 3 120 90 5040
3 4 s 6 (4-2(2+B))x’ g
yz(x):8—8e"+8x+4x2+4i+x—+x—+x——( (2+ ))x __r
3 3 15 90 2520 1680
(A_4(6+B))x9+ x" +(8+B)x”.
362880 453600 39916800°

3 x4 xS xé x7 x8

y3(x):8—8e"+8x+4x2+4i+—+—+—+—+
3 3 15 90 630 5040

(2+A4-2B)x"  x" +(—14+A—3B)x” Lo
90720 64800 9979200 11975040
(—40+A4-6B)x" x* (8+B)x"

6227020800 10897286400 1307674368000
3 4 5 6 7 8
v, (x)=8-8¢" +8x+4x’ LA S SN A
3 3 15 90 630 5040

x° 0 (-1+4-2B)x" &2
+ + - - (4.36)
45360 453600 4989600 3991680 :
(-30+34-8B)x" 17x" (8+B)x"

1556755200  800296713216000 121645100408832000

ayrigim serisinin ¢oziim elemanlar1 bulunur. Bu terimler (4.33) ifadesinde yerine yazilirsa
D5 (x)=yy (x)+ 2, (%) + 2, (x)+p5 (%) + 3, (%) (4.37)

ayrigim serisi bulunur. Denklem (4.29) deki sinir sartlar1 ve (4.37) ¢6zlim serisinden

olarak bulunur. Boylece (4.29)-(4.30) probleminin bes terim kullanilarak Adomian ayrisim

yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oziimii
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891366486089689 —80+11><1—26><(—3) 8+(—3)
= +1+ +

»(x) 8794469376000 6227020800 121645100408832000
40+(-3) 16—(2x1)+(3x(-3)) —8+(3x1)+(4x(-3))
+ +
6 5040 362880 438)
—40—(4x1)+(5x(-3)) 128—(6x1)+(23x(-3))
+
" 39916800 1307674368000
1-8(7+(-3
U+(3) bt (-1+2(16+(-3)))-40x2,71828182845;
355687428096000 120
seklindedir. Denklem (4.29)-(4.30) probleminin analitik ¢6ziimii ise
y(x) =x(1—x)e* (4.39)

seklindedir [55].

Denklem (4.38)’ in ¢6zlim serisi kullanilarak bes terim i¢in elde edilen sayisal sonuglar1 ve

grafikleri asagidaki gibidir.

Tablo 4.4. Ayrisim Serisinin Bes Terimi Kullanilarak Elde Edilen Sayisal Sonuglar

X Analitik Coziim Yaklasik Co6ziim Hata
y(x) Ds ly(x) — @5

0 0. 0. 0.

0.1 0.099465 0.099465 2.92821x107"
0.2 0.195424 0.195424 -2.16493x107"°
0.3 0.283470 0.283470 6.10623x107"°
0.4 0.358038 0.358038 -1.30451x107"
0.5 0.412180 0.412180 -2.37055x10™"?
0.6 0.437309 0.437309 -2.58711x10™"
0.7 0.422888 0.422888 -1.94957x107"°
0.8 0.356087 0.356087 -1.12373x10°
0.9 0.221364 0.221364 -5.27758x10”
1.0 0. 2.10884x10® -2.10884x10®
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Tablo 4.5. Spline Metodu (SM) ve Adomian Yontemiyle Elde Edilen Mutlak Hatanin Karsilastirilmasi

X SM SM ADM
h=1/5 h=1/10 @5
0 0 0 0
0.2 1.960E-5 1.228E-6 -2.164E-15
0.4 3.211E-5 2.012E-6 -1.304E-13
0.6 3.568E-5 2.235E-6 -2.587E-11
0.8 2.683E-5 1.681E-6 -1.123E-9
1 0 0 -2.108E-8
e
0.4} - N
e .
S N,
0.3}
0.2 ,/
/
0.4 0.6 0.8

— — Analitik

Sekil 4.4. Ayrisim Serisinin Beg Terimi Kullanilarak Elde Edilen Yaklasik ve Analitik Coziimii GOsteren

Grafik
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada kiris-kolon teorisinde ortaya ¢ikan dordiincii mertebeden sinir-deger
probleminin Adomian ayrisim yontemiyle yaklasik ¢oziimii bulunmustur. Bu yontem
herhangi bir kesiklemeye, indislemeye ve lineerlestirmeye ihtiya¢ duyulmadan diferansiyel

denkleme uygulanabilmektedir.

Konuyla ilgili ii¢ tane lineer homojen ve homojen olmayan problem g6z Oniine
almmais olup, elde edilen sonuglar Tablo 4.1, 4.3, 4.4 ve Sekil 4.2, 4.3, 4.4 ile verilmistir.
Tablolarda ve sekillerde de goriildiigii gibi kullanilan yontem ¢6ziim serisinin birkag
teriminin almmasiyla analitik ¢6ziime hizli yakinsayan sonuglar vermistir. Bu durum
metodun bu tiir problemler i¢in uygun ve giivenilir oldugunu gosterir. Ayrica ele aliman
ornekler Taiwo ile Ogunlaran [56] tarafindan non-polynomial spline yontemi kullanilarak
elde edilen sonuclarla karsilastirilmistir. Tablo 4.2 ve 4.5’de gorildiigii gibi ‘h’ adim
Olciisiiniin ¢ok kiigiik olmas1 durumunda ancak bu caligmada elde edilen sonuglara yakin
degerler bulunmustur. Ayrisim metodunun ¢oziim serisine yeni terimler ilave edilerek

spline yonteminden ¢ok daha iyi sonuglar bulunabilir.

Sekil 4.2, 4.3, 4.4°de analitik ¢dziim ve ayrisim serisinin Ornek 4.1 ve 4.3 igin bes
terim, Ornek 4.2 igin sekiz terim almarak iki boyutlu grafikleri ¢izilmistir. Bu grafiklerde

goriildigi gibi analitik ve yaklasik ¢oziim ayirt edilmemektedir.

Sonug olarak; Adomian ayrisim yontemi ingaat mithendisliginde ortaya c¢ikan kiris-
kolon teorisindeki lineer homojen ve homojen olmayan smir deger problemlerine
uygulanabilir kanisina varilmistir. Fiziksel olaym dogasini degistirmeden analitik ¢6ziime
hizl1 yakinsayan sonuglar bulunabilir. Ayrica bu yontemin Mathematica, Maple, Matlab

gibi programlar yardimiyla hesaplamalar1 kolaylikla yapilabilir.
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