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OZET

SPEKTRAL VE POTANSIiYEL TEORININ TERS PROBLEMLERIi

Erdal BAS

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

2006, sayfa: 90

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci boliimde, sonlu aralikta ¢ (z) = Iip + qo (z) ( burada § sabit, 1 <p <2,

qo (x) eL2 [0, 7] .) seklinde potansiyele sahip, Sturm-Liouville denklemi i¢in siir deger
problemi tanimlandi. Singiiler Sturm-Liouville operatériiniin spektral analizi verildi. Son
kisminda ise Parseval egitligi ispatlanda.

Uciincii boliimde sifirda 6zel tekile sahip, Sturm-Liouville operatérii icin iki kismen
cakismayan spektruma gore ters problemin ¢oziimii yapildi. Ozellikle bu kisimda singiiler
potansiyellerinin farki ile ilgili Hochstadt yontemiyle teklik teoremi ispatlandi.

Dordiincii boltimde, doniisiim operatoriiniin ¢ekirdeginin ve ters problemin esas in-
tegral denkleminin genel dejenereligi gosterildi. Ayrica singiiler halde potansiyeller farkiyla

ilgili Hochstadt teoreminin farkli bir yéntemle ispati verildi.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville, Ozdeger, Ozfonksiyon, Singiiler Problem,
Doniigiim operatorii, Genel dejenere, Potansiyel, Spektrum, Normlagtirici sayilar, Spek-

tral fonksiyon.
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ABSTRACT

THE INVERSE PROBLEMS OF SPECTRAL AND POTENTIAL THEORY
Erdal BAS

Firat University
Graduate School of Science and Technology

Department of Mathematics

2006, Page:90

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems are given which will
be used in the later chapters.

In the second chapter, the potential function ¢ (z) in a Sturm-Liouville equation is
defined on the unit interval having of the singularity type ¢ (z) = % + qo (z) ( where ¢
is a constant, 1 < p < 2, go (x)€eL2[0,7].) Spectral analysis of singular Sturm-Liouville
equation is given. At the end of the chapter, the proof of the Parseval equality is attained.

In the third chapter, we give the solution of the inverse problem on two partially non-
coinciding spectra for the Sturm-Liouville operators with the peculiarity specially at zero.
In particular in this case we obtain Hochstadt’s theorem concerning the structure of the
difference ¢ (z) — ¢ (x).

In the fourth chapter, we prove the generalized degeneracy of the kernel of translation
operator.It is also singular case we prove the generalized degeneracy the main integral
equation inverse problem. In addition we obtain a new proof of the Hochstadt’s theorem

which concerns the structure of the difference ¢ (z) — G ().

Key Words: Sturm-Liouville, Eigenvalue, Eigenfunction, Singular Problem, Transla-
tion Operator, Generalized degeneracy, Potential, Spectrum, Normalized numbers, Spec-

tral function.
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GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik, ve mekanigin pek ¢ok alanlarinda genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklar1 ayni
zamanda lineer cebir ve titregim teorisinin problemleridir. Lineer cebir problemleri ve
titregim problemleri arasindaki benzerliklerin tanimlanmasi ¢ok eskilere dayanmaktadir.
Integral denklemler teorisiyle ilgili yapilan calismalarda bu benzerliklerden yararlanan ilk
bilim adami Hilbert olmustur.

Ozellikle Iy ve H soyut Hilbert uzay:r tamimlandiktan sonra Hilbert uzaymda lineer
self adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamistir ve ozellikle XIX.-XX. asirlarda
bu konularda calisan bircok matematikci tarafindan soz konusu teori oldukca geligtirilerek
iist seviyelere ulagmigtir. Bu galismalarda 6zdegerler, ¢zfonksiyonlar,spektral fonksiyon,
normlagtirici sayilar gibi spektral veriler tamimlanmig ve farkli yontemlerle asimptotik
formiiller bulunmustur. Ayrica spektral teori i¢in énemli yere sahip olan acilim teoremleri
ispatlanmigtir.

Regiiler ve singiiler olmak {izere iki tiir diferensiyel operator tanimlanmig, bunlarin
spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilart siirekli fonksiyon-
lar olan diferensiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilar1 sonlu sayida
stireksiz noktaya sahip olan diferensiyel operatorlere singiilerdir denir. Ikinci mertebeden
regiiler operatorler icin spektral teori giintimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir.
XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferensiyel operatorler igin sonlu aralikta regiiler
sinir gartlart saglanacak gekilde keyfi mertebeden adi diferensiyel operatorlerin 6zdeger-
lerinin dagilimi G.D.Birkoff tarafindan incelenmistir. Diskret spektruma sahip ve uzaymn
tamaminda taniml operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde
oldukca onem tagimaktadir. Birinci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha
sonraki yillarda ele alinmigtir. Singiiler operatorler igin spektral teori ilk olarak H. Weyl
tarafindan incelenmistir. Daha sonra F. Riesz, J. von Neumann, K.O. Friedrichs ve diger
matematikgiler tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi yapi-
landirilmigtar.

Ikinci mertebeden singiiler operatoérlerin spektral teorisine yeni bir yaklasimi 1946
yilinda E.C. Titchmarsh vermigtir. Dogru ekseninde tanimh azalan veya artan potan-

siyelli



Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafindan bu-
lunmustur. Son yillarda bu operatore bir boyutlu ¢ (z) potansiyelli Schrodinger oper-
atorii de denir. Singiiler diferensiyel operatérlerin incelenmesine iligkin ve diferensiyel ope-
ratorlerin spektral teorisinde 6nemli yere sahip olan caligmalar 1949 yilinda B.M.Levitan
tarafindan yapilmigtir. Farkli singiiler durumlarda diferensiyel operatorlerin spektral teorisi,
ozellikle 6zdegerlerin, ozfonksiyonlarin asimptotigi ve ozfonksiyonlarin tamligina iligkin
konular R. Courant, T. Carleman, M.S. Birman, M.Z. Salamyak, V.P. Maslov, M.V. Keld-
ish gibi matematikgiler tarafindan geligtirilmigtir.

Diferensiyel operatorler igin ters problem soyle tanimlanir:

1. Hangi spektral verilere gore operatoriin kendisini bulmak mitimkiindiir.

2. Hangi spektral verilere gore operator birebir olarak tanimlanmaktadir.

3. Bu verilere gore operatorlerin tanimlanmasi yontemlerinin bulunmasidir.

Ters problemlerle ilgili ilk sonug V.A. Ambarstsumyan [1] tarafindan elde edilmistir.
Bu c¢alismada Sturm-Liouville operatorleri i¢in ters probleme iligkin agagidaki teorem is-

patlanmigtir.

Teorem 1. ¢ (x), [0, 7] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak tizere Ag, A1, ..., A, ...

YV'+(A—q@)y = 0 O0<az<7 (1)
y(0) = y(m)=0 (2)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A, = n?(n =0,1,...) ise ¢ () = 0 dur.
Bu sonugtan sonra ters problemler teorisinde ilk ¢aligmay1 isveg matematik¢i G. Borg
[2] yapmugtir. Borg, genel durumda Sturm Liouville operatoriiniin tek spektrumla tanim-
lanmadigim gostermistir. Ayrica farkh sinir gartlar: saglanacak sekilde iki spektruma gore

Sturm Liouville operatériiniin birebir olarak tanimlandigini géstermis ve agagidaki teoremi

ispatlamigtir.

Teorem 2. A\, A1, ..., Ay, ...(1) diferensiyel denklemi ve
Yy (0)—hy' (0) = 0 (3)
y (m)+ Hy (m) = 0 (4)
siir kogullar ile verilen problemin, pg iy pt,  ise (1) denklemi ve

Y (0) —hiy' (0) = 0 (h#h) (5)

Y (m)+ Hy (r) = 0



siir kogullar ile verilen problemin 6zdegerleri olsunlar. Bu durumda {\,} ve {p,},
(n=0,1,...) dizileri ¢ (x) fonksiyonunu ve sonlu h, hy ve H sayilarin tek olarak belirler.

Daha sonra potansiyelin ¢ (z) = ¢ (7 — x) kosulunu saglamasi durumunda bir spek-
trumun Sturm-Liouville operatériinii tanimladigimi N.Levinson [3] ispatlamigtir. Ayrica
negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi durumda, sagilma fazinin potansiyeli birebir olarak
tanimladigi gosterilmigtir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme stirecinde kullanilan yontemlerden biri de ters
problemin ¢6ziimiinde énemli bir etken olan doéniigiim operatorii kavrami olmugtur. Bu
kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde J. Delsarte [4], J. Lions,[5] ve
B.M. Levitan [6] tarafindan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in déniigiim
operatoriiniin yapisin ilk olarak A.V.Povzner [7] kendi galigmalarinda gostermistir.

Bu calismalardan sonra ikinci mertebeden lineer diferensiyel operatorler icin ters prob-
lemler teorisinde teklik problemiyle ilgili en énemli galigmalar A.N. Tichknof [8] ve V.A.
Marchenko [9] tarafindan yapilmistir. Marchenko bu ¢alismasinda teklik teoremini ispat-
larken Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.

¢ (x, \) fonksiyonu (1) diferensiyel denkleminin

baslangig kosullarini saglayan ¢oziimii, ¢ (z, \,) = ¢,, (z) fonksiyonlar: ise bu problemin

ozfonksiyonlar: olsun. Bu takdirde

oy = /gpfl (x, \n) dz
0

verilen operatoriin normlagtirici sayilari,

ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere Marchenko yukarida belirtilen c¢alig-
masinda Borg’un ispatladig) teoremi p (A) spektral fonksiyonu yardimiyla vermistir. Ayrica
sozkonusu galigmada p (A) fonksiyonunun, Sturm- Liouville tipinde bir diferensiyel oper-
atoriin spektral fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter sart verilmistir. Marchenko nun
galigmalar: ile es zamanda M.G. Krein [10],[11] ¢alismalarinda Sturm-Liouville tipindeki
diferensiyel operatorii {\,} ve {u,}, (n =0,1,...) dizilerine gore belirtmek i¢in oldukg¢a

etkili bir yontem vermistir. Ancak bu ¢alismalarda verilen gerek ve yeter kosul, {\,} ve



{u,} dizileri yardimiyla degil, bu dizilerden kurulan yardimci fonksiyonlar kullanilarak
verilmistir.

Spektral analizin ters problemler teorisinde temel ¢aligma .M. Gelfand ve B.M. Levitan
[12] tarafindan yapilmigtir. Bu ¢alismada p (A) monoton fonksiyonunun Sturm-Liouville
operatoriiniin spektral fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kogul tanimlanmig olup Sturm-
Liouville operatoriiniin tanimlanmasi i¢in 6nemli bir yontem verilmistir.

Sturm-Liouville operatorleri i¢in ters problemini iki spektruma gore tam ¢oziimii 1964
yilinda B.M. Levitan ve M.G. Gasimov [13] tarafindan yapilan bir ¢galigmada verilmistir.
Bu caligmada iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii i¢in gerek ve yeter kogullar tanim-
lanmigtar.

Sturm-Liouville operatoriinii inceleme siirecinde 6zellikle XX. asrin ikinci yarisinda
kullanilan yéntemler siirekli artmistir. Ornegin 1967 yilinda bir grup Amerikan fizikci ve
Matematikgileri G.S. Gardner, J.M. Greene, M.D. Kruskal, R.M. Miura ve P.D. Lax [14]
tarafindan bulunan bazi kismi tiirevli nonlineer evalusyon denklemleri ile Sturm-Liouville
operatorlerinin spektral teorisi arasindaki bagintiyr gosterdiler. Bu konu ve jeofizikte
birgok uygulamalar: olan singiiler Sturm-Liouville operatérleri igin kuantum teorisinin ters
sacilma problemleri halen yogun bir sekilde hem Matematikgiler hem de Fizikgiler tarafin-
dan cahigilmaktadir. Kuantum Sacgilma teorisinin ters problemleri ile ilgili tarihge detayl
olarak L.D. Faaddeev [15], H. Chadan P. Sabatier [16] [17] ¢aligmalarinda verilmistir.

q(z) = q1 (z) + “f;” potansiyeline sahip (1) denklemi i¢in iki spektruma gore

ters problem M.G. Gasimov[19] tarafindan ¢oziilmiigtiir. Daha sonraki yillarda Bessel tipi
tekillige sahip potansiyeller i¢in ters problemler farkli yontemlerle E.S. Penahov [20],[21]
ve H. Koyunbakan [22], Hidrojen atomu denklemleri i¢in E.S. Penahov, R. Yilmazer [23],
Dirac denklemler sistemi igin ise U. Ig [24] ve Tekile sahip Sturm -Liouville diferensiyel
operatorii i¢in Kuantum Sagilma teorisinin ters problemleri E. Bag [18] tarafindan ince-
lenmigtir.

( d— reel say1, 1 < p < 2, qo (x) eL2[0, 7] olacak sekilde ¢ (z) = %p + qo (x) potan-
siyelli (1) denklemi i¢in simir deger problemi Z.M. Gasimov,G.Sh Guseinov’un [25],[26]
galigmalarinda ele alimmigtir. Daha sonraki yillarda bir¢gok matematikgiler: Rundell, Sacks
[27],F. Gesztezy, B. Simon [28], Carlson R. [29],[30],[31]. J. Raltson [32], J.Poschel, L.
Sakhnovich [45] vs. bu tiir ters problemleri incelemis ve farkli metotlarla teklik teoremleri
ispatlamiglardir.

Bu tezde ¢ (z) = :L% + qo (z) seklinde potansiyele sahip Sturm-Liouville operator



icin kismen ¢akigmayan spektruma gore H. Hochstadt [34] yontemiyle ters problem ince-
lenmistir. Ozel olarak teklik teoremi farkl bir yontemle ispatlanmistir.
Ayrica dordiincii boliimde ters problemin esas integral denklemi, bir bagka ifadeyle

Gelfand-Levitan-Marchenko denkleminin genel dejenereligi gosterilmigtir.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1.1. K, R veya C olmak tizere, X bir vektor uzay1 olsun.

<, >: X x X — K doniisiimii agagidaki ozelliklere sahipse <, > 'ye X {izerinde bir ig
garpim, (X, <, >) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 denir.

IL<z,2>>0, <z,z2>=0&2z2=0,

I <az,y>=a<z,y> ack

III. < z,y >=<y,x >

IV.<z+y,z>=<z,2>+<y,z2> z,9y,2€X

Ayrica

d(l’,y) = H:I:_yH = \/<7$_ya$_y>

metrigine gore tam i¢ ¢arpim uzayma ise Hilbert uzay1 denir [35].

Tanim 1.1.2. a < z < b olmak iizere,

b

[2[a,b] = f(x):/[f(x)]2d:v<oo

Bu uzayda ic carpim

seklinde tanimhdir [35].

Tanim 1.1.3. E, ve E, herhangi iki vektor uzaylar olsun. Asagidaki sartlar saglayan
L : E, — E, operatoriine lineer operator denir [36].

L. 2,29 € By, L(z1 + 22) = Ly + Lo

ILL(A\x)=ALz, MAER

Tanmim 1.1.4. X ve Y birer normlu uzay ve D (L) C X olmak iizere L : D (L) — Y bir
operator olsun. Eger,

[ L] < el

olacak sekilde bir c reel sayisi varsa L operatoriine sinirhdir denir. Bu esitsizligi saglayan

en kiiciik ¢ sayisina ise L operatoériiniin normu denir [37].

Tanim 1.1.5. X ve Y normlu uzaylar L : X — Y bir operator, zg € X olsun. Ve > 0
ve Vo € X i¢in ||z — xo|| < § oldugunda ||Lz — Lzy|| < € olacak sekilde § > 0 sayis1 varsa

zo € X noktasinda L operatorii siireklidir denir [36].



Tanim 1.1.6. H; ve Hs iki Hilbert uzay1 ve L : Hy — Hy sinirh lineer operator olsun.

Eger, L* : Hy — H; operatorii
< Lz,y >=<uz,L'y >

sartin1 sagliyorsa L* operatoriine L 'nin adjointi denir. Eger L* = L ise L ’ye self adjoint

operator denir [36 |.
Tanim 1.1.7. p(z), q(z) ve s(x) fonksiyonlar [a, b] araliginda siirekli olmak tizere
d d
L=2 £
& (r@5) @
seklinde taniml L operatoriine Sturm-Liouville operatorii,
Ly+As(z)y=0

seklinde tanimli denkleme ise Sturm-Liouville diferensiyel denklemi denir [39].
Sturm-Liouville diferensiyel operatoriiniin, spektral ozellikleri aragtirilirken agagidaki
ii¢ siir sartlar: goz oniine alinir.

I. Ayrik sir gartlar::

y(a)cosa+1vy (a)sina = 0

y(b)cosB+1vy (b)sing = 0

II. Periyodik ve antiperiyodik sinir gartlari

Tanim 1.1.8. L, D (L) tanim bolgesinde sinirh lineer bir operatdr olmak iizere

Ly =)y



esitligini saglayan y (z) # 0 fonksiyonu mevcut ise A ’ya L operatoriiniin 6zdegeri, y (z, A)

fonksiyonuna ise A ’ya kargilik gelen 6zfonksiyon denir [39].

Tanmim 1.1.9. ( Doniisiim Operatorii ) E bir lineer topolojik uzay, A ve B'de A, B :
FEF — F, seklinde tanimli iki lineer operator olsun. E; ve Es, E lineer uzayimin kapali alt
uzaylari olmak iizere F uzayimin tamaminda tanimli, E; ’den Es ’'ye doniisiim yapan ve
lineer terse sahip bir X operatorii,

I. X ve X! operatorleri E uzayinda siireklidir,

II. AX =XB

sartlarim saghyorsa, X' e A ve B operatorler ¢ifti igin doniigiim operatorii denir [39].

Tanim 1.1.10. z — oo iken eger % — 0ise f(x) =0{g(z)} ve x — oo iken ’%

ifadesi siurh ise f (z) = O {g (z)} olarak ifade edilir [39].

Tanim 1.1.11. Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir zy noktasinin § komsu-
lugunun tiim noktalarida diferensiyellenebiliyorsa f (z) fonksiyonuna zp noktasinda anal-

itik denir [38].

Tamim 1.1.12. Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise

f (2) ’ye tam fonksiyon denir [38].

Tanim 1.1.13. (Tam Fonksiyonun Mertebesi) Bir f (z) fonksiyonuna kargihk A ve

a pozitif sayilar1 bulunabiliyorsa, dyle ki r = |z| — o0
If (2)] < Ae”

ise f (z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur, a sayilarimin en kiigiigiine p

dersek p ’ya tam fonksiyonun mertebesi denir [40].

Tanim 1.1.14. (Mutlak Degerin Maksimum Tlkesi) f (z) herhangi bir G' bélgesinin
tiim noktalarinda 1 : 1 ve analitik fonksiyon olsun. Bu takdirde G' bolgesinde bulunan
higbir noktada f (z) maksimum degeri alamaz [40].

Eger f (z) kapali G bolgesinde siirekli ve bu bolgenin i¢ kisminda analitik ise

sup |f (2)]

zeG

degerini bu bolgenin ~ simirinda alir. Yani,

f ()] < max|f (2)].

zey

8



Tanim 1.1.15. ( Hoélder Esitsizligi) Reel p ve ¢ sayilari igin % + % = 1 olmak iizere

kompleks ya da reel (a;) ve (b;) dizileri i¢in gegerli olan

L liwpr [iu

=1 =1

ve ayrica verilen bir Q C R"™ bolgesi, feLp[Q] ve geL,[Q] reel veya kompleks degerli

fonksiyonlar icin gecerli olan

/!f 2)| dv < /|f )P da ~/|g<x>rqdm
Q

bagintilarma sirastyla toplam ve Integral icin Holder esitsizligi denir [35].

Tanim 1.1.16.(Genel Dejenerelik) s < x olacak sekilde

N
s) = chfn () gn (s)
n=0
ise K (z,s) fonksiyonu genel dejeneredir [39].

Teorem 1.1.1(Rezidu Teoremi) ay ’ler bir C' bolgesinde kutup noktalar: olmak iizere

/f( dz—QWZZzRZe sf(z),
C

ve ayrica
dk—l

1
2=20 o m ZH_H}ZO [Wf (Z) (Z — ai)k

z=a;

dir [38].

Teorem 1.1.2. ( Mittag-Leffler Agilimi )
Bir f (z) fonksiyonunun sonlu diizlemdeki ayrik tekil noktalar ay as , ...

bu noktalardaki rezidiileri by b2 , ... olsun. Bu durumda

> 1 1
by, —
o>+; [_+]

dir [57].
ispat. f(z), z = an, (n=1,2,...) kutup noktalarma sahip olsun. Kabul edelimki
z = ¢ ’de f(z) ’in bir kutbu olmasin. Bu takdirde ( ) fonksiyonu z = a,, , n =1,2,3,.

ve £ kutuplarina sahip olsun. Buna gore z = a,, 'de J% 'nin rezidiisii

zmn (Z B an) ;f(_zz - Clnbi g
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z=¢ de JZC(T’Z) 'in rezidiisii

rezidii teoremine gore

1 f (2)
= 1.1.1
2i §dz F&)+ Z n — ( )
C'N
olur. Simdi z = 0 'da f (z) analitik olsun. Bu takdirde (1)’de £ = 0 alarak
1 flz), by,
Cn "
elde ederiz. (1.1.1) ifadesinden (1.1.2)’yi gikarirsak
1
bn,
20 (e e
1 1 1
= p >{z_g—;}dz
Cn
3 f(z)
= —=— ¢ ——= 1.1.
2 | z(z—¢§) dz (1.1.3)
Cn

Ayrica Cy ’deki z igin |z — £| > |2| — |£| = Ry — €| oldugu igin eger |f (z)| < M ise

f(z) M27 Ry
fz(z—@dz = B Ry — I€)

N
N — oo iken Ry — oo olur ki sol tarafta ki integral sifira yakinsar.
lim Mdz =0,
N—oo | z(z—&)
Cn

buna gore (3)’de N — oo iken

+Zb ( — aln>

Teorem 1.1.3. (Rouche Teoremi)Eger f (z) ve g (z) fonksiyonlar: kapali bir G egrisinin
icinde ve iizerinde analitik ve G ’de |g (z)| < f (2) ise bu takdirde f (z) + g (z) ve f(z) ’'in

G ’nin igerisindeki sifirlarinin sayilar: aymdir [36].

Teorem 1.1.4. (Hochstadt Teoremi)

Ly = —y'+q@)y, 0<z<l1 (1.1.5)
y(0)cosa+ 19y (0)sina = 0 (1.1.5)
y(1)cosB+1y (1)sinf = 0 (1.1.6)

10



probleminin spektrumu {\;}, (1.1.6) yerine
y(1)cosy+y (1)siny = 0 (1.1.7)

alinmasiyla elde edilen yeni problemin spektrumu ise {)\;} olsun. Diger yandan

Ly = —y'+q@x)y, 0<z<l1 (1.1.8)
y(0)cosa+ 9y (0)sina = 0 (1.1.9)
y(1)cosB+1y (1)sinf = 0 (1.1.10)

probleminin spektrumu {5\1}, (1.1.8), (1.1.9) ve (1.1.7) probleminin spektrumu ise {S\I}

)

olsun. Ayrica Ag ile \; # )\; sartin1 saglayan sonlu 4 lerin ciimlesi, A ise X = \; sartim

saglayan sonsuz ¢ ’lerin ciimlesi olsun. Bu durumda
q—q= Z (gnwn),
Ao
ayrica Ag bos ise ¢ = ¢ dir [34].

n

. ~ )00 ;00 ~ Yoo ~7 ) 00
Teorem 1.1.5. (Levitan) {)\n}o ve {)‘n}o spektrumlar: ¢akigsin. {)\n}o ve {)\ }0
spektrumlar ile sonlu n = 0,1,2,...N igin An #* 5\; ve n > N igin A = 5\; olsun. Bu

takdirde ters problemin temel integral denklemi,

K(x,t)—i—F(a:,t)—i—/K(a:,s)F(s,t)ds—0, 0<z<m
0

genel dejeneredir [6].
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2. SINGULER STURM LIiOUVILLE DENKLEMI IiCIN SONLU ARALIKTA
SINIR DEGER PROBLEMI

2.1.Sturm Liouville Denkleminin Ozel Coziimleri

—y" (@) +q(@)y(x)=XNy(x) (0<z<m) (2.1.1)
Sturm Liouville denklemini, ¢ (x) reel fonksiyonu i¢in

™

/w lg ()] dx < 0o (2.1.2)

0

kogulu saglanmak iizere gozoniine alalim. ¢ (z) fonksiyonu sonlu [a, b] araliginda integral-
lenebilirse

L(y)=-y"+q(x)y
diferensiyel ifadeye regiiler, eger aralik sonlu degilse veya ¢ (), [a,b] * de integrallenebilir
degilse L (y) diferensiyel ifadeye singiilerdir denir. Burada 1 < p < 2ig¢in ¢ (z) = :cip +
qo(z), © = 0’ m komgulugunda tekillige sahip oldugundan integrallenebilir degildir,

dolayisiyla (2.1.1) denklemi singiilerdir. Oldukga ¢nemli olan agagidaki teoremi verelim

[26]:
Teorem 2.1.1. Her sabit A igin ( 2.1.1) denklemi z — 0 iken

o (z,\)=z[1+0(1)], ¢ (z,\)=140(1) (2.1.3)

1
P (x,\)=140(1) Y (z,A) =0 (—) (2.1.3")
x
seklinde asimptotik formiilleri saglayan temel ¢ (z, A) ve ¢ (x, A) ¢dziimler sistemine sahip-

tir. Her sabit > 0 i¢in ¢ (x,\), A’'nin tam fonksiyonu olmak iizere

T

o (z,\)] < ze™ A exp /t lq ()| dt (2.1.4)
0
. )\ T T
o (2, )) — DAL gx/t\q(t)\dteXp ]Im)\]x—i—/t\q(t)\dt (2.1.5)
0 0
1 xT
|Ap (z,A) —sin Az| < [01 (0) — o1 <X>] exp ¢ [Im M|z + /t lq (t)] dt (2.1.6)
0

12



esitsizliklerini saglar. Burada

- (:n):/a(t)dt, a(m):/|q(t)|dt (2.1.7)
dir.

Ispat. ©(0,\) = 0,4/ (0,\) = 1 baslangic kosullarim saglayan (2.1.1) denklemine

denk olan .

sin \z / sin A\ (x — t)
+

oz, ) = \ 5 q(t)e(t,A)dt (2.1.8)

0

integral denklemini gozoniine alalim. (2.1.8) integral denkleminin ¢oziimii [ImA| > 0
olacak gekilde
¢ (2, ) = ze N7 (2, )

seklinde olsun. Bu takdirde Z (x, \) igin

T

Z(x,\) = %e“‘m + / wem%(t) Z (t,\) dt (2.1.9)
0

denklemini elde ederiz. Bunun c¢oziimiinii ardigsik yaklagimlar yontemiyle bulalim. Bu

nedenle ¢oziimii

Z(x,)) = Z(x,)) (2.1.10)
k=0
seri geklinde ele alalim. Burada
sin Az
Zy (x, ) = pY et

Zy (2, \) = /we”@%(w Zooa (BNt k=1,2,...
0
ImA>0,ve0<t<uzign

sin Az ixz| _/e2i/\£d£ <1
Az x
0
SA@ =8 )| ¢ 1L gy (2.1.11)
Ax x

esitsizlikleri elde edilir. &y (x) = 1, &, (z) = [t]q(t)]&x_y (¢) dt olmak tizere (2.1.10)
0

serisini

x k T k

Ogsk(:p)S% /tyq(t)ydt g% /tyq(t)ydt
0 0



o0

esitsizligi saglandigindan > &, (z) serisiyle karsilagtirirsak,seri [0, 7] araliginda diizgiin
k=0

yakinsar. Boylece

17 (2, 0)] < exp/t|q(t)|dt (2.1.12)
0

ve Im A > 0 i¢in Z (z,\) fonksiyonu A ’ya gore analitiktir, ayrica Im A > 0 kapal yar

diizleminde siireklidir. Dolayisiyla
o (z,\) =xZ (x,\) e

fonksiyonu (2.1.1) ve (2.1.8) denklemlerini ve

T

Swexp/t!q(t)ldt (2.1.13)
0

‘(p (2, \) €M

egitsizligini saglar ve Im A > 0 i¢in A 'min analitik fonksiyonudur, Im A > 0 yar1 diizle-
minde siireklidir. Ayrica Im A < 0 durumunda ise (2.1.8)’in ¢oziilebilirligini, ¢ (z,A) =
e 7 (z,)\) seklinde ele alarak yapabiliriz. Bu durumda ¢ (z,\) ¢oziimii Im A < 0 icin
Nya gore analitiktir ve Im A < 0 yar1 diizleminde ise siirekli olur. Boylece \'ya gore tam
fonksiyonu olan ¢ (x, A), (0, A) = 0 olmak tizere (2.1.1) denkleminin ¢6ziimiidiir.

(2.1.13)’den yararlanarak (2.1.8)’i diferensiyellersek

xT xT

< x/t\q(t)ydtexp \Im)\\x—i—/t\q(t)]dt ,

0

sin A\x

A

90($,)\) -

T

0
I (2, A) — cosAa| < /t!q(t)\dtexp ]Im)\]x—i—/t\q(t)\dt
0 0

bulunur. Dolayisiyla ¢ (z,\) fonksiyonu (2.1.3) ve (2.1.4),(2.1.5) esitsizliklerini saglar.
Im A > 0 igin (2.1.8) denkleminde (2.1.13)’ti kullanarak

< / tsin A (2 — 1) - X0 (1) 2 (1, 3)] i
0

[Ag (z, \) — sin Az] e

T

/t\q<t>rexp /«S\q(&)!dé it
0

0

IN

xT

= exp /t!q(t)|dt -1

0
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elde ederiz, buradan 6zel olarak

[Ag (x, \) — sin Az] €| < tq(t)dtexp{ tq(t)dt} (2.1.14)
[y
A (xz, )| < exp {/tq(t)dt} (2.1.15)
0

elde edilir.
Im A > 0 igin I_}\I < x egitsizligini saglasin. Bu durumda (2.1.8),(2.1.12) ve (2.1.15)’den

dolay1

A (z,\) — sin \z] eA*

IN
o — 5
~
=y
=
=
QU
~
+
>~
—=
<
=<
=
U
.
]
e
e}
——
—=
~+
<
=
=
U
Iy
——

- —ﬁa <|—i|> +0/a(t)dt+|—i| [0 (|—§\|> —0(56)}

\

-exp{ojtqwdt}} |
[al (0) - o (TM exp{O/tq@)dt}

elde edilir, boylece = > \_il i¢in (2.1.6) esitsizligi saglanir. x < ﬁ igin

IN

x x

/t|q(t)|dt - —J:U(:U)+/a(t)dt§01(0)—01(x)

0 0

: awn(3)

oldugundan (2.1.14)’den bu esitsizligin saglandig: elde edilir. Her ¢oziimii (2.1.1) denklem-
inin ¢oziimii olmak iizere

x h
P (x,\) :cos)\x—cos)\w/smAt Sm)w/cos)\t'q(t)w(t, A)dt (2.1.16)

q(t) ¢ (t,A)di—
0 T
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integral denkleminden yararlanarak kiigiik z > 0 i¢in ¢ (z, A) fonksiyonunu tanimlayalim.

Eger
h
2l /t|q(t)| dt =q <1
0

ise 0 <z < h arahiginda ardigik yaklagimlar yontemiyle (2.1.16) integral denklemini ¢oze-
lim. Bu takdirde

Yo (x, A) = cos Az
T h
by (,A) = — cos Aa:/sm;tq(t) Yoy () di—SBAT /Cos Mg (8) by (BN dE, k=1,2,...

0 T

seklinde ele alirsak 0 < x < A icin

2.\ = lcos x| < e < ehlAl
¢0 } > >~

T

h
oy (23] < wA/wWmeéMﬁ+xM*/awm@mwwt
0 T

h
SQWVﬂMmﬁZJ%
0

buluruz ve tiimevarimi uygulayarak
g (2, N)] < Mgk =0,1,2...

elde ederiz. Boylece 0 < xz < h araliginda sabit A ’lar icin

Z wk (.T, )‘)
k=o

serisinin diizgiin yakinsaklhigi elde edilir. Bu nedenle serinin toplam (2.1.16) denkleminin
¢Oziimii olur ki, ayn1 zamanda (2.1.1.) denkleminin de ¢oziimii olur. sabit A" i¢in 0 <z < h

araliginda v (z, A) fonksiyonunun smirhlig: agiktir.(2.1.16)’dan

rWa»—us\mm%ﬂww“/wwmmww»w
0

+wa“[/ew|qunwwuxnﬁ
0

T

§|mMmﬂH¥M/MWMMW@MW
0
Ve h

w3 [ae g )] (¢ V] e+ [ 1M g 01 6,3 e
Jz

T
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elde ederiz ki buradan (2.1.2) kosuluna gore  — 0 igin benzer iglemler yaparak
Y (z,A)=1+40(1)
elde edilir. (2.1.16)’y1 diferensiyellersek
Y (2, \) =0 <i>
elde ederiz. Boylece teorem ispatlanmig olur.
2.2. Siur Deger Problemlerinin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar:

[0, 7] araliginda g (z) reel potansiyeline sahip, p spekral kompleks bir parametre, h

sabit sonlu reel say1 olmak fiizere

-y (2) +tq(@)y(@) = py(@) O<z<w (2.2.1)
/:ﬂ lg(z)|de < oo (2.2.2)
0
denklemini ve
y(0) = 0, y(m)=0 (2.2.3)
y(0) = 0,  y(m)—hy(r)=0 (2.2.4)

ayrik sinir kogullarimi saglayan sinir deger problemini gozoniine alalim. Eger herhangi p
icin gozoniine alinan sinir deger problemi y (z, ) # 0 asikar olmayan ¢oziime sahipse, bu
takdirde p sayisina bu problemin 6zdegeri, y (z, pg)’a ise u 'ye karsilik gelen 6zfonksiyon

diyecegiz.
Teorem 2.2.1. (2.2.1)-(2.2.3) sir deger probleminin dzdegerleri reeldir.

ispat. o Ozdegerine kargilik gelen dzfonksiyonu yg () ile gosterelim. Bu takdirde

—yo () +q(@)yo (x) = poyo () (2.2.5)
o (0) =0, yo(m) = 0 (2.2.6)

(2.2.5)’in kompleks eglenigini alalim.

=

—¥p (x) +q () Yo (z) = fo¥o () (2.2.7)
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simdi, (2.2.5)’1 go (x), (2.2.7)'1 yo (x) ile garpip taraf tarafa gikararak ve (¢ > 0) 'dan 7 ’ye

integral alirsak

™

/ (=76 (2) Jo (z) + 76 (2) yo ()] do = (o — Fig) / lyo (x)* da (2.2.8)

£

elde edilir. Sol taraftaki integrale kismi integrasyonu uygularsak

/[—ﬂg () 7o () + Fo () yo (2)] dz = —Fo (2) vy (2) | +/‘96 (@) da
rw@ i@ ||~ [ lvh @[ de

= %0 ()yo(€) —vo(e) %o (e)

/

~o () 4o () + wo () T ()

/

= %0 (©)yo(e) —vo(e) %o (e).

p = A\? icin (2.2.1) denkleminin temel g¢oziimler sistemini olugturan Teorem 2.1.1’deki

tanimli fonksiyonlar ¢ (z,\) ve ¥ (z, \) olsunlar, bu takdirde py = Xg olacak sekilde

Yo (.’IJ) = (CL‘, )‘0) + 62¢ (:If'a )\0) ’

€ — 0 igin
yo(e) =cie[l+o0(1)] +c2[l +0(1)]

elde edilir. Bu durumda (2.2.3) sir kosulundan dolay1 co = 0 elde edilir, Dolayisiyla
yo () = c1 (x, Ag) dir. Boylece

90 (€)% (e) —wo (€)7o () = cie[l+o(1)]ez[l+0(1)]

—cie[l+o()]e[l+0(1)] = o(e) —0 (¢—0).

Dolayisiyla (2.2.8)” in sol kismi ¢ — 0 igin 0 dir. yp (x) 6zfonksiyon olmak iizere
™
[ 1m @)z £0
0

oldugu igin p = fi; elde edilir ki bu ise u 'm reel oldugunu gosterir. (2.2.4) sinir kogulunun

saglanmasi durumunda ispat benzer sekilde yapilir.
Teorem 2.2.2. (2.2.1)-(2.2.3) Sinir deger probleminin 6zdegerleri basittir.

Ispat. Ozdegerlerin basitligini gostermek icin her szdegere sadece bir tek dzfonksiy-

onun kargilik geldigini gosterelim. p, 6zdegerine, yo (x) ve o (x) seklinde lineer bagimsiz
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iki ozfonksiyonun kargihik geldigini varsayahm. Buna gore pu = pq icin yo (z) ve o (x)
(2.2.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir ve (2.2.3) smur kogullarimi saglarlar. Bu-

rada p = p igin keyfi y () ¢dziimii, bu ¢dziimlerin lineer kombinasyonu olur. Yani

y(z) = c1yo (v) + cafio () -

Yo (z) ve go (x) (2.2.3) simr kogullarmi sagladigindan y (x)” de bu kogullar saglar, 6zellikle
y (0) = 0 kosulu da saglanir. Boylece p = g igin her yg (z) ¢dziimiinden y (0) = 0 kogu-
lunun saglandigini elde ederiz. Bu ise geligkidir. O halde bir 6zdegere tek bir tzfonksiyon

kargilik gelir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 2.2.3. uy # py 6zdegerlerine karsilik gelen (2.2.1)-(2.2.3) smir deger probleminin
y1 (z) ve g2 (z) dzfonksiyonlar1 ortogonaldir. Bagka bir ifadeyle

iy

[ @@ =0

0

dir.

Ispat. ju; # py 6zdegerlerine karsilik gelen dzfonksiyonlar sirasiyla y; () ve y ()

olsunlar. Bu takdirde

—yi (@) +q @)y (2) = puy (x)
5 () +q(@)y2 () = poy2 (2)

olup y1 (z) ve ya (x) (2.2.3) siur kosullarimi saglar. Burada birinci denklemi g5 () ile,
ikinci denklemin kompleks eslenigini y; () ile ¢arpip taraf tarafa gikararak (e > 0) dan 7

'yve kadar integral aldigimizda

™ ™

/[—ﬂi’ (2) T2 (2) + 75 (2) y1 ()] dw = (Ml—uz)/yl () 72 () dz (2.2.9)

S 3
™

/ (=01 ()92 (2) + 95 () y1 (2)] d = 41 (2) G2 (€) — D2 (€) v (<)

£

elde edilir. Teorem 2.1.1 deki hesaplamalarin benzerlerini yaparak

yi(e) = agll+o(l)], yi(e)=all+o(1)

() = exlto)], vh(e)=c0 (1)
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buradan

y1 (e) G2 () — y1 (€) Tz (e)
= e[l 4o(1)]aell+o0(1)] —cre[l +0(1)] &0 e)

= 0o(1l)—0 (¢6—0)

boylece ¢ — 0 igin (2.2.9)’un sol yam sifirdir, dolayisiyla p; # pe oldugundan

iy

/y1 (2) 72 () dz = 0

0

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 2.2.4. (2.2.1)-(2.2.3) ve (2.2.1)-(2.2.4) problemlerinin 6zdegerleri sirasiyla

wi(A) = p(m,A) (2.2.10)

we (X)) = ¢ (m, ) —he (T, \) (2.2.11)
fonksiyonlarimin kokleri ile cakisar.

Ispat. Bu kez ispati (2.2.1)-(2.2.4) sir deger problemi icin yapalim. Sayet A, (2.2.11)
denkleminin kokii ise A? (2.2.1)-(2.2.4) smir deger probleminin dzdegeri olup ¢ (z,A)” nin
ise bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olacagi agiktir. A2, ’ye kargihik gelen 6zfonksiyon
S (x,\) olsun. S (z,A) ¢oziimii ¢ (z,\) ve ¢ (z,A) fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu
olmak tizere

S(z,A) =c19 (x, A) + capp (z, N)

(2.2.4) smur kogullarimdan

2 (0, )\) = =0
S (m, A) —hS (m,A) = ca[¢ (m,A) — hg (m, )]

elde edilir. S (x,\) agikar ¢dziim olmadig i¢in ¢ # 0 olur, dolayisiyla
90, (7T, )‘) - hg@ <7T7 )‘) =0

bulunur. wj (A) ve wg (A) fonksiyonlar: sirasiyla (2.2.1)-(2.2.3) ve (2.2.1)-(2.2.4) problem-

lerinin karakteristik fonksiyonlaridir.
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2.3. Singiiler Sturm-Liouville Denklemi i¢in Asimptotik Formiiller

—y" (@) +q@)y (@) =py(x)  (p=A% 0<z<n) (2.3.1)

Sturm Liouville diferensiyel denklemi verilsin. Burada ¢ (z) reel potansiyel fonksiyon ol-

mak {izere,
/a: g (2)] dz < o0 (2.3.2)
0
kogulu saglansin.
%
/ Dldi+ /|q )| dt (2.3.3)
0 X

olsun |A| — oo iken R (A\) — 0. Gergekten e — 0 i¢in (2.3.2)” den dolay:
ft lg (t)] dt — 0 dir. Buradan

e/rq<t>rdt - /rq rdt+/rq ) dt

€

/t|q |dt+\/_/t|q ) dt — 0
: v

IN

olur.

Teorem 2.3.1. Teorem 2.1.1’ de tamimlanmug, diferensiyel denklemin ¢ (z, \) ¢oziimii

)

AeC igin (2.3.1) asimptotik formiilleri saglayan A € C, |\| — 0 iken x € [0,7] e gore

diizgiin olmak {izere

sin\z  elmAle
o(z,\) = St B O(R(N) (2.3.4)
¢ (x,)) = cosAz+ e™NTO(R(N)) (2.3.5)

asimptotik formiillerini saglar.

Ispat. (2.1.6) formiiliinden

sin\x  ellmAl 1
o) = 55+ S0 (0 - (7))

elde edilir. o7 (x) ve o (z)’ in tamimlarindan dolay1

1
IA]
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™ n 1 n
- O/t|q(t)|dt—/t|q(t)|dt+m/|Q(t)|dt

1 1
Al [A]

1

Al

- 0/th )| dt + ‘/W\Q(t)\dt

1
RY

dir. Bu ise (2.3.4)’ iin korundugunu gosterir. (2.1.8) integral denkleminin diferensiyeli

alinirsa.
X

¢ (z,)\) = cos Az + /cos Az —t)q(t)p(t,\)dt (2.3.6)
0

bulunur. (2.1.4) ve (2.3.4) ifadelerinden yararlanarak, ¢ bir sabit olmak iizere,

[~

T |

/cos/\(:p—t)q(t)go(t,)\)dt <

0

>

|cos A (z —t) q (t) ¢ (¢, \) dt]

o

x

+/ lcos A (x — 1) q(t)p(t,\)dt|

1
BY

>~

IN
o

¢
|cos A (z —t) q (t)] ™M exp /sq (s)ds
0

1

|Im At 1A m

\
(& m |z
Jcos A = 1) g ()] —5—dt < ce'™" /t|q<)|dt+w/|q(t)|dt
1
Y P

= ¢ (z,\) = cos\z + S) (R (\)

—

+c

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 2.3.2. (2.3.1) Sturm Liouville diferensiyel denkleminin ¢ (x,\) ¢ziimii A € C',

|A| — oo iken z € [o, 7]’ ye gore diizgiin olmak iizere

sinA\r  sin Az r .
oz, \) = 3 +W/51n2)\t‘q(t)dt
0

X
COS \x |Tm Ajz

—2 O/Sin2)\t-q(t)dt+e|>\| O (R*(\) (2.3.7)
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T

o (z,)) = cos)\x+CO;;\m/siHQ/\t-q(t)dt

51m)w/sm At - q () dt + ™70 (R (V) (2.3.8)
0
asimptotik formiillerini saglar.
ispat.
sin Az
oz, \) = +7(x,\) (2.3.9)
seklinde olsun. (2.1.5), (2.1.6)’dan
F (@) < caelmAl / Flq (8)] dt (2.3.10)
0
e 71O~ <|_/1\\)
17 (2, \)] < celmA® (2.3.11)

Al

(2.3.9) ve (2.1.8)’den faydalanilarak

p53) = sinAx+jsinA(x—t)q(t) [sinAt+T<t7)\)] "

A A A
o(x,\) = sm)\x 5m;\x/suﬂ/\t q(t)dt — Coi;\m/siﬁ At - q(t)dt
0
1
+W /sinA(:n —t)-q(t)T(t,\)dt (2.3.12)
0
elde edilir. (2.3.6)’dan ise
, cos Az [ ) [ .9
o (z,A) = cosx+ sin2Xt - q (t) sin® At - g (t) dt
0 0
—i—/cos)\(x L) q ()T (LN dt (2.3.13)

0
bulunur. (2.3.10) ve (2.3.11) esitsizlikleri yardimiyla (2.3.12) ve (2.3.13)’ iin sag kisumlar1
icin

1
xT

™
/sinA(x—t)- )7 (¢, \)dt| < / A @=0) g () 7 (¢, A) dt
0

0
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T
+ / e N@=0 g (4) 7 (¢, \) dt

.
Al

T ¢
/ [Im A[(x— t) te‘Ith /é— |q (5)‘ df dt
0 0

(VAN
o

\

I ]elmAl(I—t)q(t) 61&“ (o‘l (0) — o1 (,;)) dt
quwmwga

(0= () ()

IN
o)
Q_
=
>
8
o

1 2
1 [A]
= eetmi {2 /t\q(t)\dt
0
1
1 [A] T
— tlq(t)|dt + /q dt-/qtdt
|M!|OI|MJ el - [l
™ ™
n 2
[Al 1 ™
< | felg@lae+ o [lala
0 1

[RY

T

bagmtilarini buluruz. Ayrica aym esitsizlik [cosA(z —t)-q(¢) 7 (¢, A) dt i¢in de saglanir.
0

Yani,

2

|)—‘

[

L
[A]

/Cos)\ (x—1t)-q(t)7 (t,\) dt| < cel™®
0

o\y

elde ettigimiz son esitsizlikleri (2.3.12) ve (2.3.13)’ de yerine yazarsak (2.3.7) ve (2.3.8)
formiilleri bulunur.
Simdi tezimizin orijinal kisminda sikca kullanacagimiz potansiyel i¢in 6zfonksiyonun

asimptotik formiiliine iliskin agagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.3.3. § = sabit, qo(z) € L2[0,7], 1 < p < 2,¢(z) = % + go (2) seklinde
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potansiyel i¢in (2.3.1) Sturm Liouville diferensiyel denkleminin ¢ (x, \) ¢dziimii

T

sin\z dsin Az [ sin2\¢
A) = dt
o (z,\) T e / m
0
0 cos \x xsin2 A COS \T r
— dt — t) dt
/\2 / P 2)\2 /QO( )
0 0
1 y elmAlz
+2—)\2/cos)\(a:—2t)-qo(t)dt+0 T (2.3.14)
0
0 Ccos \x ’ sin 2\t
"z, \) = A dt
o (z,A) CoS Az + X / m
0
dsin \x Isin2 At sin Az ’
dt t) dt
+— / ot — / qo (1)
0 0
y ) €|Im)\\x
0

asimptotik formiillerini saglar. p = 1 durumu igin (2.3.14)’in kalan terimi

o e|Im)\\z 1n2 ‘)\‘
A

o e|Im)\\z 1n2 ‘)\‘
A

ispat. ¢(z) = x% + qo (z) potansiyel fonksiyonunu (2.3.7)’ de yerine yazarsak

ve (2.3.15)’tin kalan terimi

olur.

sin \x  sinAx

) )
o(z,\) = St 5\ /st)\t-[t—p—V-QO(t)}dt
0

elmAlz

0/Isim2 At - [t% +qo (t)} dt + B O (R*(\)

x T

sin\z  dsin Az [ sin 2\t dcos Az [ sin?\t
= + 5 dt —
A 2\ tr

- 2 dt
0 0
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x x

in \ A
+% /sin2>\t Cqo (8) dt — % / [1 — cos 2] - go (1) dt
0 0
elimAlz
+ O (R* (V)
Al
_ sin)x n osin \x ] sin 2\t gt — 4 Ccos \x /x sin? \t &t
DY 2)\? tr A2 tr
0 0
sin \x ’ . COS \T ’ COS \x ’
+2—)\2 /sm2)\t - qo (t) dt — Z /qg (t)dt+ o /COS2>\t qo (t)dt
0 0 0
e\Im)\|x )
+———0 (R*(\))
Al
_ sin)x n 0 sin Az /x sin 2\¢ g — dcos Az /x sin? )\tdt _ cos AT ] () dt
D 272 T 2 I oz | D
0 0 0
1 i e\Im)\|z )
—1—2—)\2 /cos Az cos 2At + sin Ax sin 2t | qo (t) dt + By O (R*(N))
0
_ sin)x n osin \x ] sin 2\t gt — 4 Ccos \x /x sin2 )\tdt _ cos AT /x (1) dt
- T N2 7 22 t o2 | D
0 0 0
1 y ellmAlz 9
+2—)\2/cos)\(x— 2t) qo (t) dt + + o O (R*(X) .
elde edilir.
1 2
IA] e

R2(\) = /t[tévaQO(t)}dH—ﬁ/[t%+qo(t)]dt
0

a1 [dt
o | [ [ 5+ [ta@las 5 [lwo)a
0 -+ 0 ™
By H
dir. Burada
1
e 1 T 2P | 1 ¢lp
—dt+—/—dt = o )
O/tp—l AL 2=p°  PIl-plf
™
1 1 1 1
= Ol —m=+~v " —7— ) =0(—7=
(MF"’ A wl‘p> <W2‘p>
dir.
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Integral icin Holder esitsizliginden
1
AT

B T
[riao@lars 5 [l
0 1
RY
1 1 1
= O +— =0 (—)
<|A|% IAI) Al
olur. Buradan
1
R () =0 <|A|“”>
elde edilir. p =1 igin
1
Al 1
OR(N) = O /dt+W ||,
0 RY
1 ln|)\|) <1n|)\]>
- o(g+H) =0
AL A R

olur. (2.3.8)” den faydalanarak ¢’ (z, ) igin
o8 z/sm?)\t [ +qo(t )} dt
0

"(z,\) = cos)z+
sin Az f ) 4 [Im A|z 2
sin® At - t—p+QO(t) dt+e O (R*(\)
0
_ cosAz 4+ dcos Az /z sin 2)\tdt n 0 sin Az /x sin? A\t gt
N 2\ tp A "
0 0
s\ [ o (£) dt + SBA [ 1 — cos 20 o (1) d
) sin q0 ) coS q0
0 0
+e™A70 (R? (X))
Ao+ 4 Ccos \x j sin 2)\tdt n dsin \x /x sin? )\tdt
COSATT TN m ) v
0 0

xT T
sin Az 1 .
) /qo(t)dt— ﬁ/sm)\(x—%) qo (t) dt

0 0
+e™Nr0 (R? (X))

elde edilir. Boylece (2.3.15)" de saglanmig olur
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2.4. Normlagtirici Sayilar ve Ozdegerler Icin Asimptotik Formiiller

q(x)
—¢" (@) +q@)y (@) =py(x)  (p=A, 0<z<nm) (2.4.1)
denkleminde i
/:ﬂ lg (z)|dx < 0o (2.4.2)
0

kosulu saglanacak sekilde, reel potansiyel fonksiyon olsun.
y(0) =0, y(m)=0 (2.4.3)
veya
y(0)=0, o (m)—hy(m)=0 (2.4.4)
ayrik sinir kogullar: saglanmak tizere (2.4.1)-(2.4.3) ve (2.4.1)-(2.4.4) Sturm-Liouville prob-

lemlerini gozoniine alahm. Teorem 2.2.4” den dolay1 (2.3.4) ve (2.3.5) asimptotik formiil-

lerinden

sin\r elmAlr

wy () = 3 + o O(R(N) (2.4.5)
w = cos A 4 emAlT 1 4.
2 (A) AT+ O<|>\|+R()\)> (2.4.6)

elde edilir. Herhangi M > 0 icin [sin Aw| > Mel™AN7™  |cos An| > MeM™A™ bagm-
tilar1 saglandiginda sinirsiz olarak genisletilen k&, (1) ve kj, (2) miimkiin gevreler dizisine
deginecegiz. (2.4.1)-(2.4.3) ve (2.4.1)-(2.4.4) problemlerinin karakteristik fonksiyonlar: her-

hangi n ’den baglayarak miimkiin cevreler dizisi iizerinde

|w2 (}\)’ > Mle\lm)\\ﬂ

esitsizliklerini sagladig (2.4.5)-(2.4.6)’dan elde edilir. Buna gore simdi miimkiin gevrelerin
varligim ispatlayalim. Merkezleri sirasiyla sin Aw ve cos Aw fonksiyonlarinin sifirlari olan
yani 0, +1,+2,... ve %, +1, —1—%, +2, +%, ... noktalarinda bulunan yeteri kadar kiigiik p yari-
capl daireleri kompleks diizlemden cikardigimizda kalan bolgeleri sirasiyla Z,gl) ve Z,g2) ile

gosterelim. Bunun icin

6\Im)\|7r
sup | — = Cf()l) < 00,
/\ezﬁl) sin A

elmAlr
sup = C’/gz) < 0
rez® COS AT
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oldugunu gostermek yeterlidir.

+_ 0<ReA <2
ImA>0
olmak tizere |sin Arr| ™A™ ve |cos M| ! M AT ¢ift ve 2-periyotlu fonksiyonlar oldugun-
dan
C/gl) = sup [sinAx| tel™ANT = gup  |sin x| telmAIm
rezsh rez§)nm+
= sup  |(sinw) e T,

Aez§)nm+

dir. Benzer sekilde
C’;Q) = sup |(cosAm) e T

rezP i+
oldugu kolayca bulunur. (sin A\r) e=" ve (cos At) e~ sirasiyla Z,gl) NIIT ve Z,SQ) NnIr+
bolgelerinde analitik (holomorf) fonksiyonlardir ve Im A — oo iken (—2i)~" ’e yakmsar,
ayrica bu bolgelerin simirlar iizerinde siireklidirler. Buna gore analitik fonksiyonlarin
mutlak degerinin maksimumuna iliskin teoremden dolay: fonksiyonun mutlak degeri tistten

sinirhidir. Bu nedenle C’;(,l) ve C’g) < o0 olup ve sirasiyla bu bolgelerde

1 1
|Sin )\7-[-| > ﬁehmz\h‘? ’COS )\7.‘.| > We‘lm)\hr

p p
esitsizlikleri saglanir.
y A y A
(1) 2,(2)
X
n —% ; n +% g n—1 n :% n -
Sekil 2.4.1
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Teorem 2.4.1. (2.4.1)-(2.4.3) ve (2.4.1)-(2.4.4) siir deger problemleri sayilabilir sayida

ozdegerlere sahip olmak tizere,u,, = )\% ve v, = s2 igin

A = n+0(1y), (2.4.7)
1
Sn = M=ot O (Tn) (2.4.8)
esitlikleri saglanir. Burada
2 T
I 1 .1

Tn—/t|q(t)]dt+g/\q(t)\dt, Fa=2 4 7a (2.4.9)

0 1

2n
dir.
Ispat. wi()\), wy ()\) cift ve tam fonksiyonlar oldugundan i > 0 icin |A;| < |Aig1]
ve
|si] < |sit1|; @ > 0 igin ReX; > 0 ve Res;0 olacak sekilde bu fonksiyonlarin sifirlarmi

gozoniine alarak

— Ans = A1y e, AL ALy ey Ay e
cee = Spy —Sp—1,eey =51, 81, --Sn—1,5n, -
seklinde siralamak miimkiindiir.
ReA| <n+3 [Re | <n

L'y (1) = 1 L'y (2)
Im A <n+ 3 ImA| <n

olmak iizere wy (\) ve wy (A) fonksiyonlariin Ty, (1) ve Ty, (2) karelerinde kapsanan sifir-

larim hesaplayalim. A\, = + (n + %) + iy ise bu takdirde I';, (1) ’in simir1 iizerinde

- 1 VT eV 1
|sin Awr| = |sin [—l— n+ 5) +iy} 7| = |cosiym| = % > Ee”m)““,
eger \p =x +1 (n + %) ise bu durumda
) ' . 1 el e—(n—f—%)ﬂ — T, e(n—&-%)ﬂ
|sin Awr| = |sin |z +1i n+§ | = 5
i

e(nJr%)ﬂ' — ef(n+%)ﬂ' (’n+l)ﬂ' 1— 672(n+%)7r
—e 2

1
> = . Z
- 2 2 4

ve sonugta A\, = — 1 (n — %) iken

|sin A\w| =

v
v



olur. Simdi T, (1) i¢in yaptigimiz degerlendirmeleri I',, (2)’nin sir iizerinde yapalim.

Eger A =z +n ise

1XT e nm + e T, enﬂ'
lcos Aw| = |cos[z 4 in]7w| = 5
> e e — enﬂl + e 2T > lemr _ 1 [Im A|7
- 2 2 ! 4 ’

A=1x —1in ise

|cosAm| = |cos[z +in]w| = ¢ +2€ ¢
> e e > le\Im)\\Tr
- 2 — 4
olur. A nin her iki durumu igin
1 [Im A|m
|cos Amr| > —e (2.4.10)
4
elde edilir. Buna gore (2.4.5) ve (2.4.6)’dan yararlanarak
sin A\ elmAlm
() = 1 (A) = —7—O0(R(N),
A A
1
fo(A) = cosim, go(A) =e™ANTO <W + R()\))

elde edilir. T',, (1) ve I'y, (2) smurlan tizerinde

‘ ()\)‘ . e|Im)\|7r ‘ ()\)| 6|Im>\\7r ()\)
1 = ) g1 <c————R
FEAIea @) = T4y Pa(1) B

ve
e|Im A

m AT 1
2Vl = = 192 Wlp, o) < ce™ <W+R<A>)

esitsizlikleri saglanir. Boylece

1
|f1 (A)|rn(1) z m |91 ()‘)|I‘n(1)> | f2 (A)|rn(2) = 4c< > |92 ()‘)|I‘n(2) (2.4.11)

RELACY

olup yeterince biiyiik n ’ler igin

> 1, (2.4.12)

> 1 (2.4.13)
%Q%+RQ»
bulunur. Rouche teoremi geregi I'y, (1) ve T'y, (2) gevreleri i¢inde sirasiyla w; (M) ile %

ve wa (A) ile cos Am fonksiyonlar: esit sayida sifirlara sahiptirler. Bu ise sayilabilir sayida

sifirlar varhigim ispatlar. Oyle ki yeterince bityiik n ‘ler icin A, 'ninci sifir1
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IRe A —n| < % seritinde, s, 'nin sifir1 ise ‘Re)\ —-n+ %‘ < % seritinde bulunur.

Teorem 2.4.2. (2.4.1)-(2.4.3) ve (2.4.1)-(2.4.4) smur deger problemlerinin 6zdegerleri

— \2 — 2 s
Wy = A5y Vp = S, olmak tizere

Ky

_ L IR T 2
An =n+ — /sm nt-q(t)dt+ O (r3) (2.4.14)
0
N S L Tae(n b)e .
Sn=n-—75 ﬂ_(n_%)—i-ﬁ(n_%)o/sm <n 2>t q(t)dt+ O (7;) (2.4.15)

dir. Burada 7,, ve 75, (2.4.9) seklindedir.

Ispat. (2.3.7)-(2.3.8)’den faydalanarak (2.2.10)-(2.2.11)’den

m m

: : [Tm A|7
w (V) = ST snAT /Sin2)\t () di— ST /sin2 Mg (t)dt+ S0 (B2 (V)
A 2% z Al
(2.4.16)
COS AT f , sin A\ r . 9
wy (m,\) = cosAm+ sin 2t - q (t) dt + sin“ A\t - ¢ (t) dt
0 0
—h Sm;m + Sl;/\);r / sin2Xt - g (t) dt — CO;\ T / sin? \t - q (t) dt
0 0
+elmATO (R (N)) (2.4.17)
elde edilir.
En=An—MN, &p =S8, — <n — %) (2.4.18)

oldugu gozoniine alinirsa (2.4.7)-(2.4.8)’den n — oo iken €, = O (1y,) — 0, &, = O (7)) —
0 olmak tizere

1
An =N+ ey, sn:n—§+én (2.4.19)

bulunur. Simdi Agagidaki bagintilar: ele alalim:

sinA,m = sin(n+e,)m=(-1)"e,m+ O () (2.4.20)
sin A\, (-D)"enm+0(e3)  (=1)"enm e &
= = —+ = 2.4.21
cosA,m = cos(n+ep)m=(-1)"+0 (g2) (2.4.22)
—1)" 40 (£ -1)" 3
coshum ()" 40(en) _ (D" (e e (2.4.23)
An n+ ey n n?2  n
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sin2\,t = sin(2n+ 2e,)t =sin2nt- [1+ O (e2t?)]

+cos2nt [2e,t + O (e5t%)] = sin2nt + O (ent), (2.4.24)
sin? A\t = % [1 — cos2A\,t] = % [1 — cos (2n + 2¢y,) 1]
— % {1 —cos2nt [1+ O (e2t?)] +sin2nt [2e,t + O (5¢%)] }
= % [1 — cos2nt + O (eut)] = sin® nt + O (ent), (2.4.25)

™

sin \,m [ . (=D&, g2 & R )
o, /sm 22t - q(t)dt = |:T7T +0 (ﬁ +) / [sin2nt + O (ent)] ¢ (¢) dt,
0 0

n . o

/sin2nt-q(t)dt < —/sm2nt q(t)dt| + — /|q (t)| dt
n

0 0

1

2n
S /

0

S|

sin 2nt

t]q(t)]dt+%/|q(t)|dt—O(sn). (2.4.26)

buradan
sin A,

/ sin 2\t - ¢ (t) dt = O (2) (2.4.27)
0

™

s M [y _ e 2o T |
/ 2 Ant - q(t)dt { +O< >] 0/ t+ O (ent)] - q(t)dt

An n
0
1
™ 2n
1 [, 1 1
— [sin?nt-q@t)dt| < =|[sin®nt-q(t)dt|+ = |q(t)|dt
n n n
0 0 1
2n
1
sin nt

tlq ()| dt + = /|q dt =0 (en)  (2.4.28)

1

(2.4.28)’den
Ao | —)" 2
L8 AnT /sim2 Ant - q(t)dt = (=1) /sin2 At q(t)dt+ O <€—"> (2.4.29)
An n n
0 0
elde edilir. (2.4.16)’da A, 'nin degerini yerine yazarsak (2.4.20), (2.4.27) ve (2.4.29) ’dan
faydalanarak
) 7
0=(-1)"e,m— % /sin2 nt-q(t)dt+ O (2) (2.4.30)

0
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elde ederiz. Bu takdir de

/m nt - q(t dt+O( )

0

olur. Boylece (2.4.14) formiiliiniin saglandig1 ispatlanmigtir. Ayrica asagidaki bagintilarin

saglandigr aciktir:

1

COS 8T = COS <n -5+ g:n> m=(-1)"&m+0 () (2.4.31)

cosspm _ (—1)" g"f i ? &) _ " 51" +0 (522 i) (2.4.32)
sin2s,t = sin(2n—1+28,)t

= sin(2n—1)¢-[1+0 (éit2)] +2&,tcos(2n — 1)t

= sin(2n—1)t+ O (Ent) (2.4.33)
3 Sp [ 1 n z2 es
oS § W/siannt-q(t)dt — [HJH)(Z 6_71)
Sn n—3 n n

0

/sm (2n—1)t+0Ent) g6 dt,  (2.4.34)
0

1

7 sin (2n—1)t

1 K
in(2n—1)t-q(t)dt]] < 2 tlq(t)|dt
= [Emen-neawa) < 2 f|TEES )
0 0
t)|dt = O (&,)
son esitsizlikten ve (2.4.33)’den
COZS"” / sin 2s,t - ¢ (t) dt = O (£2) (2.4.35)
"
1
sin 25,7 = sin <n -5+ €n> m=(-1)""+0 (&) (2.4.36)
- 1 n—1 o) ~2 1 n—1 ~ ~2
Sn n—z+én n—3 n n
i 1 1
sin® st = 5 [1 — cos2s,t] = 5 [1—cos(2n — 1+ 2¢,)t]

= %{1—005(2n— 1)t- [1+O <éit2>} + sin (2n — 1)t-O(ént)}

= sin? <n — %) t+ 0 (Ent) (2.4.38)

34



Sinsi””]sinzsnt‘q(t)dt— [%JFO(%)] j {Sm2 <n—%>t+0(§nt)] g (t)dt

0

(2.4.39)
1
e 2n e
1 1 in(n—3)t 1
—/sin2 n— Vi g ar g/ sinn —3)¢ t|q(t)|dt+—/|q(t)|dt:O(én)
n 2 (n—3)t n
0 0 1
2n
elde edilir. Yukaridakilerine ek olarak ve (2.4.39)’dan
ins,m [ —yntop 1
SIS /sin2 Spt-q(t)dt = % /sin2 (n - —) t-q(t)dt+ 0O (éi) (2.4.40)
0 0
1
1 ™ 1 |sn| ™
= /sin?snt-q(t)dt < = /sin2snt-q(t)dt + /sin?snt-q(t)dt
"o "1lo L
R
2 | [ |sin2s,t 1 /
< — “tlg(t)]|dt + — t)|dt
— | [ |ttt — [l
° Tonl
= 0(& (2.4.41)
1
1|7 LT 1
- /singsnt-q(t)dt < /1t|q(7s)|dt+m / gt =0(2)|  (24.42)

[snl

bulunur. (2.4.17), (2.4.31), (2.4.36), (2.4.37), (2.4.40), (2.4.41) (2.4.42) ifadelerini kulla-

narak

0= (—1)" 2y — T /SmQ (n . %) beq(t)di+ h;*)" L0(®).

_1 _ 1
2 ) 2
buradan ise
By - P ]sin2<n—1>t-q(t)dt+0(52) (2.4.43)
n — 1 1 n -
m(n—3) 77(”—5)0 2
bulunur.
(2.4.43)% (2.4.19)’da yerine yazarak
1 h 1 . 1 i
n="1n—5— + 3 —=|t-qt)dt+ O
R TN T30 Al G L)

dolayisiyla (2.4.15) formiiliinii buluruz. Boylece teoremin tamami ispatlanmis olur.

Simdi 6zel potansiyel durumunda 6zdegerler i¢in asimptotik formiillerini hesaplayalim:

35



§ = sabit 1 < p < 2,ve qo(z) € L2[0,7] olmak tizere q(v) = 2 + qo (z) seklinde

)
potansiyel i¢in s, ve A, 6zdegerler igin asimptotik formiilleri bulalim. (2.4.14)’den

An = n—|——/51n nt - ( +QO()>dt
+0 O/<t‘i+qo())dt+%/ﬂ<t%+qo(t)>dt

iy
) sin? nt 1
dt + — [ sin®nt - qo (t) dt
— 7 +n7r/smn qo (t)
0 0

2 2
/—dt+ /idw/nty <t)\dt+1/| ()] dt
w qo0 n q0
n 0 3

™

5/sm nt 1

nmw 2n7r

0 [
- O/t%th 1%
oo

[1 — cos2nt] - qo (t) dt

+0

iy
) /sm nt 1
= n+— qo (t
nmw 2n7r
0
iy
! ot - o (£) dt+ O | — (2.4.44)
——— [ cos2nt - . 4.
2nm % n4—2p
0

olarak bulunur.
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nt=¢ olarak ele alirsak

Ky nm

O/Sin:pnt G = O/Sizjgnpd_f
e /sm sin?e /smf }
R 7““ Ede - / C%zgdg]

LO

[ 2 —p+1
| e 16 il
= n / & d§+2p—l‘”" -
L0
= ol 731112 dg — ! Lot (2.4.45)
N &P 2(p—1)7p-lpr-1 n o
L0
elde ederiz [47].
D) p—3
cp = / P sde = 2 . (2.4.46)
¢ (p—1T (p—1)sin [”(”{ )}

(2.4.45), (2.4.46)’ dan yararlanarak (2.4.44)’den

Ap =n+ 0 _ 1 |: 0 p1+/[1—0052nt] o (t)dt +O< 412p> (2.4.47)

™2 P 2mn |(p—1)7
0

bulunur. Gézoniine aldigimiz 6zel potansiyel durumunda (2.4.15)’den

e = O PR

o

I )
2 m(n—y)
5 [sin®(n—3
+7T(n_l)/sm (Zp )ty /qo t
270 0
1 f 1

0
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olarak bulunur. £ = (n — %) t seklinde ele alirsak

7r511&2(71—%)75 1\"! | T sin? £ T 1-cos2r
[ = () | [T [
0 5 ()
N[, tert s 1
— ( — 5) C + = 2p—1 (n_g)ﬁ + 0 (ﬁ)]

_ (n B %>P—1 (;p - 2(]0_—11)7Tpl L0 <%> (2.4.49)

bulunur. Simdiyse (2.4.49)’u (2.4.48)’de yerine yazarsak

. — 1 3C,
no = T T T T \2»
2 w3 "
_; |:2h 4+ —
21 (n— 3) (p—1)7p-t
[ 1
+/ [1—cos(2n—1)t]-qo(t)dt| + O (M) (2.4.50)
0
olur. i
ap = /(p2 (x, \p) de, n=12.. (2.4.51)
0
B = /@2 (z, sp) dz, n=1,2,.. (2.4.52)
0

sayilarina sirasiyla (2.4.1)-(2.4.3) ve (2.4.1)-(2.4.4) problemlerinin normlastirici sayilar:
denir. n — oo iken ay, ve f,, 'ler i¢in asimptotik formiilleri bulalm. (2.3.4) ve (2.4.7)’den

(2.4.51)

o ][Sinknx+0<7_n>}2d$_/w[Sin2)\nx+o<ﬁ>]dx
" ) An [An] _0 A2 A2

_ /l—cos 20+ O (tn )]dHO(T_n)
0

[n+ O (1y)] A2
- 9 2.2 . )
_ _/ cos2nz - [1+ O (122?)] _sin2nz - O (1,2) dzt0
2n2 n? n? n2
0
T Tn
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olur. (2.3.4) ve (2.4.8)’den (2.4.52)

. 0/ P (050) do = 0/ [Si“ g2l o (—)]da:
— Oﬂ Sin( in_—;:OO( T(:;))?) T e+ O ( n_:> _ j 1— 6082[2(7;__ 1520 (7n)] L0 (Z_: >
e e i ©
= m +0 C—:) (2.4.54)
olur.

2.5. Ozfonksiyonlara Gore Seriye Acilim ve Green Fonksiyonu

h reel bir say1 ve g () reel bir fonksiyon olmak iizere

Y (@) +q@)y(@)= (@) O<z<7 (2.5.1)

y(0)=0, ¢ (7)—hy(r)=0 (2.5.2)
problemini gézoniine alalim. Ayrica

™

/w lg ()] dx < 0o (2.5.3)
0
olsun.
p ve ¥ ile
e(0,\) = 0, ¢ (0,N)=1 (2.5.4)
Y(mA) = 1, ¢ (m,\)=h (2.5.5)

baglangi¢ sartlarimi saglayan ¢oziimleri gosterelim. ws (\), bir dnceki kisimlarda oldugu

gibi (2.2.11) formiilii ile tamimlamyor, dolayisiyla

WW(%A)W(%A)] = ¢($7)\)90/(907)\)—W(%)\)@(%)\)
= 90/ (77, >‘) — he (71', )‘) = w2 ()‘)
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W (2,A), ¢ (2, \)] = w2 (A) (2.5.6)

dir. sy, ,(2.5.1)-(2.5.3) sir deger probleminin 6zdegerleri olacak sekilde ws (sy,) = 0 oldugu

i¢in (2.5.6)’dan ¢ (x, sp,) ve ¥ (x, sp,) lineer bagimhlig: yani

¥ (2,80) = cap (T,8n), Cu #0 (2.5.7)
elde edilir.
Lemma 2.5.1. _
B = /so2 (,8p)dz, n=1,2,..
0

seklinde tanimli 3,, ’ler normlagtirici sayilar olmak iizere wy (\) fonksiyonun sifirlar1 ba-

sittirler ve

wo (Sn) = _Cnﬁn (258)

formiilii saglanir.

Ispat. Fonksiyon iizerindeki (1) A ’ya gore diferensiyellenmeyi gostermek iizere

_(»0// (zv )‘) +4q (.’L’) 4 (:U, )‘) = Ay (xv )‘)

_Qbﬂ (1:7 >‘) +4q (LE‘) v (ZL‘, )‘) = Ap (:Uv )‘) +¢ (ZL‘, )‘)

yazilabilir. Birinci esitlik ¢ (x, ) ile ikinci esitlik ¢ (z, A) ile carpilip ikinci esitlikten birinci
esitlik gikartilirsa

—" (@A) @ (2, ) + ¢ (2, M) o (2,0) = = (2,)),

L @NG N @ @ e @) = o (@)

bulunur. Daha sonra sifirdan 7 ’ye integral alinirsa

™

@ @)@ ())& @) eV = [ @) ds
0

elde edilir. Son esitligin sol tarafi

90/ (71-7 )‘) 90 (’/T, )‘) - 9‘0/ (7T7 >‘) 14 (777 )‘) - 30/ (07 )‘) 90 (07 )‘) - 3‘0/ (07 )‘) 4 (07 )‘)
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seklinde yazilabilir. Boylece

™

SN G (1 N) — & (1 A) (7, A) — / 2 (2, )) d (2.5.9)
0

olur. (2.5.6)’da A\ = s, olacak sekilde, w2 (s,) = 0 dolayisiyla ¢’ (7, s,) = he (7, 8,)

oldugundan
s

1 (my50) = &' (o) ¢ (o) = [ 2 (@5,) do (25.10)
0
elde edilir. (2.2.11) esitligi A ’ya gore diferensiyellenirse

w2 (A) = @' (m,A) = hep (m, )

bulunur. Boylece (2.5.10)’dan

wa (sp) ¢ (7, 8n) = /<p2 (z,8n) d (2.5.11)
0

elde edilir. [ ¢?(z,s,)dz > 0 oldugundan 1y (s,) # 0 olur. Boylece ws (sy,) fonksiy-
0
onunun stfirlarimin basitligi ispatlanmig olur. (2.5.5)’den dolay1 (2.5.7)’de = 7 alinirsa
1 1
o (m,8n) = C—w (7, 8n) = = (2.5.12)

bulunur. (2.5.11)’den

™

e (50) =~ [ 4% (2,30 d,
0
boylece (2.5.8) saglanir.

Green fonksiyonu (2.5.1)-(2.5.2) sinir deger probleminin rezolventinin ¢ekirdegine

JY(E:A)

el
, TS
Gaen={ 0TS (251
%7 5 <z
seklinde tanimli Green fonksiyonu diyecegiz.
Lemma 2.5.2. f(z) € Ly [0, 7] olsun. Bu takdirde
y(e ) = [ Glaen FOd (2514)
0
fonksiyonu
" (@) +q@)y(@) = My(@)+f(2) (2.5.15)
y(0) =0, ¢ (x)—hy(x) = 0 (2.5.16)
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probleminin ¢oziimiidiir.

ispat .

y<$7)‘) =

x)%M%M/w@Aﬁ@wm+waﬂ/%@AU«mm} (25.17)

0

ifadesinin iki kez tiirevini alirsak

y@Mw;M{W@M/w@ﬂﬂ@%+d@&/¢@&f@%} (25.15)
0 T

(2.5.6) egitligini kullanarak

y'(z,A) = { (& §) ds+¢" (z,A) [ (& A) f(€)dE
Ry R
[ (2, A) @ (2, A) = ¢ (2, \) ¢ (2, N)] f (2)}
1 x

“fl@) = [q(m)—A]/G@m)f(s)ds—f(x) (@)~ Ny (@) - f (@),
0

elde edilir. Dolayisiyla
y' (@A) =lq(@) = Ay (z) - f(2)
veya

y" (2, \) + q(2)y (x) = My (z) + f ()

(2.5.16) smur kosullarimin saglandigi aciktir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 2.5.3. (3, ’ler (2.5.1), (2.5.2) sir deger probleminin normlagtirici sayilari,

G (z,&, N) ise A = s, noktasinin komgulugunda regiiler olmak {izere

1 @@ sn) ey sn) | 1 (2,9, )) (2.5.19)

G(x><7)‘):_>\_sn 6

formiilii saglanir.

Ispat. G (z,¢,)\), s, noktalarinda basit kutuplara sahip oldugundan A\ = s, nok-

tasinin komsulugunda regiiler olacak sekilde

ResG(:E &N

G (2,60 = =52 + Gy (2,6, 0) (2.5.20)
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dir. Simdi )\Re sG (z,&, A) 'yi hesaplayalim. (2.5.13)’den dolay1 = < ¢ i¢in

=Sn

@ (@, 80) P (€,8n)  cnp (,80) P (€, 5n)

)\f:{gn sG@6A) = wa (sp) - —cnfB,,
_p(z,80) P (& n)
B

son ifadeyi (2.5.20)’de yerine yazarsak (2.5.19)'u elde ederiz. Benzer sonug z > ¢ i¢inde
bulunur, bu ise ispat1 tamamlar.
Simdi |[A| — oo igin G (z,£,A) fonksiyonunun asimptotik davramgim inceleyelim.

A =352, s =0 + it olsun.
[ReA| <n

ImA| <n

bolgesini ele alalim.

Lemma 2.5.4. T'),(2) ’in gevresi iizerinde M z,£ ve n den bagimsiz pozitif sabit olmak

uzere
e~ Ims||lz—¢|
esitsizligi saglanir.
Ispat. |s| i¢in (2.1.4) ve (2.1.6)’dan dolay1
e|Ims|:r
lp (z,A)] < Myze™ ™" (2.5.23)

esitsizlikleri saglanir. ¢ (z,A), (2.5.1) denkleminin (2.5.5) kosulunu saglayan ¢oziimii ol-
mak iizere

—¢'/($7)\)+Q($)¢(fﬁa)\)IM/)(%)\)’ (OSJJSW)

dir. x ’in yerine m — x alinirsa

—" (r— 2, N+ q(m—2)Y (mr—2,\) = M) (m — 3, \)

elde edilir.

0(z,\) =1 (m—x,\) (2.5.24)

olsun. Bu takdirde
0 (x,\) = =Y (m—x,N) (2.5.25)
0" (z,\) = ' (m—x,)), (2.5.26)
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dolayisiyla ¢1 () = ¢ (7 — x) olacak sekilde

—0" (2, A\) + q1 (z) 0 (2, \) = N0 (z, \)

dir. Simdi ¢; () potansiyel fonksiyonu z = 7 noktasinda tekillige sahiptir ve (x — 7) ¢1 (x) €

L; (0,7) daha sonra (2.5.5)’den
6(0,\) =1, 0" (0,\) = —h

elde edilir. Buradan (2.5.1) denkleminin 6 (x, A) ¢6ziimii i¢in

e\Ims\x
0 (z,\) = cossx + O B

goriintiisii bulunur. (2.5.24) egitligini kullanarak buradan

|Im s|x
Y (m—x,\) =cossz+ O (6—)

5]

elde edilir. w — z yerine x koyarak

[Im s|(7m—zx)
Y (x,\) =coss(mr—x)+ O <6T> (2.5.27)
bulunur. Sonugta biiyiik |s| ’ler igin (2.5.27)’den
[ (2, \)| < Myeltmsl(m=2) (2.5.28)

elde edilir.
way (A) = cos st + O <e|1ms|7r)

oldugundan I';, (2) gevreleri tizerinde (2.4.10)’dan dolay:
|cos sm| > cel™ sl (2.5.29)
esitsizligini elde edilir. Bu takdirde w ()
wy (A) = cossm[1+0(1)] (2.5.30)

seklinde yazilabilir. Biiyiik |s| 'lar i¢in [1+0(1)] > 4 oldugundan (2.5.30)’da (2.5.29)

gozoniine alindiginda biiyiik n ’ler i¢in ve her sel’,, icin

jwa (A)] > Mael™ I (2.5.31)
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bagintist bulunur. Simdi s € I'), ’ler igin z < € i¢in

1 Ml€|Ims\7r M26\Ims\(7r—§)
G AN < —— A AN < .
(Lg’ ) = Wy ()\) |90 (xv )| |¢ (xv )’ = |S| Mge\lms\ﬂ'
My My eltmsl(m=¢) MellmSI(ﬂfﬁ)
o M3 ‘S’ B ’S’
esitsizligi saglanir. Burada M = MM—];@ ve x,& ve n 'den bagimsiz sabittir. Ayrica £ < x
icin
1 Mle|lms|§ M2e|Ims\(7r—:c)
G A) < A N)| < :
($7§7 ) = |w ( )| ‘(p(.%‘ )Hw(x )| |8’ M3e|lms|ﬂ'
M My eltmsl(€—2) eltm s|lz—¢]

- M
M; |s| s

boylece lemma ispatlanmis olur.

Lemma 2.5.5 Tkinci mertebeden integrallenebilir tiireve sahip f (x) fonksiyonu ( f” (z) €
Ly (0,m))
f0)=0, f'(m)—hf(m)=0 (2.5.32)

sinir kosullarini saglasin. Bu takdirde

Ky Ky

[owenr@a--L2 2 [cuen-r@+a@s©le @5
0 0

dir.
Ispat. (2.5.13)’den dolay

Je@en @ = —= {wx,A)/w(&,A)f<5>d§+w<w,x>/wg,A)f(g)df}

0 0

(e [

€N +a @B EN] 1) ds}

1 [ U T "
= - ST {w(xw/so ENFOE + e [v (f,A)f(f)dg}

0

"(EN) +a(€)e (&N f(€)dE

>/I*—‘

+o(z, )

"t~

™

45 [ G ENT© £ (2.5.34)

0
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dir. (2.5.34) iin sag tarafindaki integrallere kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

T x

/ SENFEOd = JENFE] - / S (6N [ (€) de

0 0

= ¢ (@A) f(z) =& (0,0 f(0) =N (O],
= ¢ @ N f@)—e@Nf (@) +e0,))f(0) (25.35)

ve

@@ - @) @)

™

4 / BEN 1 () de (2.5.36)

T

bulunur. (2.5.35) ve (2.5.36)’dan

b (2, )) / (€N £ () dE + o (€.N) / (€N £ () de
0 x
= 7/)(‘T7)‘)90/(x7)‘)f($)_¢($7A)90(x7A)f/(x)
—W (:E,)\)(p(:E,)\)f(.’L’) +1/)($7)‘)90(‘T7)‘) f/ (‘T)
(2, 0) / o (€N 1 (€)dE + 0 (. )) / BEN) () de
0 x

™

—us () (o) + (V) [ G a0 £ () de (2.5.37)

0
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elde edilir. (2.5.37)’nin (2.5.34)’de yerine yazilmasiyla (2.5.33) esitligini bulunur. (2.5.23)’den
dolay1 & — 0 igin ¢ (§,\) = O (&) ve

VB

oldugundan (2.5.33)’deki integral ifadesindeki G (z,&, \) yakmsaktir. Boylece {V (x)}o°

/5 g ()| dE < 00, v (z) = ol si) (k=1,2,...) (2.5.38)
0

(2.5.1), (2.5.2) siur deger probleminin 6zdegerleri ortonormallegmis sistem olugturur. Yani

1, k=m
0, k#m

dir.

Teorem 2.5.1 f(z) fonksiyonunun [0, 7] araliginda ikinci mertebeden diferensiyeli in-

tegrallenebilir olsun. Ayrica f (z) fonksiyonu
f0)=0, f'(m)=hf(x)=0
kosgullarini ve ayrica = 0 noktasinin komsulugunda
If ()] < cx (2.5.39)

esitsizligini saglasi. Bu c sabiti xe [0, 7] ve n 'den bagimsiz ve
™
ck = /f (x) vg (z) dz (2.5.40)
0
olmak {izere

<=, Vzelon] (2.5.41)

C
n

flz) =) aw(@)
k=1

esitsizligi saglanir. Burada (2.5.40)’dan dzfonksiyonlara gore agilim formiilii

fla) =Y crp (x) (2.5.42)
k=1
bulunur.

Ispat. (2.5.42) serisi f (z) fonksiyonuna ze [0,7‘(‘]’ ye gore diizgiin yakimsar. L,, A
diizleminde kapali cevre, A = s? olmak iizere I',, cevresinin Ims > 0 yar1 diizleminde
bulunan kismi I’} olsun. L, ile A = s? doniisiimii yapildiginda I';} gevresinin griintiisiinii

gosterelim. (2.5.33) formiiliinii

™

/ G (2.6 N) [-1" (6) +q(6) ()] de

0

T(x,&, ) =

> =
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olmak tizere

™

/G (2,6 2) f (€) de = —@ b (@€ (2.5.43)
0

seklinde yazalim. Lemma 2.5.4 ve (2.5.39) kogulundan dolay1 7 (z, £, \) fonksiyonu i¢in M

sabiti z ve £ den bagimsiz olacak sekilde

M,
(2,6, \)| < —%, VA€ Ly, (2.5.44)
RE
(2.5.43)tin her iki yanmi 5t ile carparsak A ’ya gore L, 'nin cevresi iizerine integral

211

alirsak:

2m {/G 2,6\ f )dg}dA

G (z,&, \) fonksiyonunun L,, cevresi icerisinde sadece s1, s2,... S, kutuplar: vardir. Lemma

(2.5.45)

2.5.3'deki (2.5.19) formiiliinii kullanarak rezidii formiilii geregi

27rz {/M“ } Z%f{]G(m@A)f(&)ds}

—Z/Res{Ga?§/\) §)dey = / Lo g’sk)f@)dé

_sk

Z¢x8k/ (& sp) f(£)dE (2.5.46)
0

bulunur. Daha sonra A = s? oldugu gerceginden hareketle

AC)) f%dx — f(2) (2.5.47)

211
Ly

My f 1 Mo [2]s

1
— A) dA = d
n F’I’L
. MO / 4nM0
B s T mn(n—1)

<_°
7T(7”L—1) n—1

(2.5.46),(2.5.47) ve (2.5.48)’den dolay1 (2.5.45)’den

(2.5.48)

Z“S’“/ (€501 (€) | < ——. Vaefom
0
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elde ederiz. Buradan ise teoremin ispati ¢ikar.

f (z) fonksiyonu Teorem 2.5.1 deki kosullar1 sagladiginda (2.5.42) serisi diizgiin yakin-
sak olacak gekilde ayni zamanda mutlak da yakisar. Ayrica, f (x) € Lo (0, 7) igin

/If Id:B— |Ck:| —2. (2.5.48")

Teorem 2.5.2. Keyfi f (z) € Lg (0, 7) i¢in

7'(' oo

[t @R =3 e (2.5.49)

d k=0

parseval esitligi ve

- i crvr () (2.5.50)
k=0

acilim formiilii saglanir. Burada

™

o= [ £@)on (@)

0
olup (2.5.49) acihm formiiliindeki seri f (x) fonksiyonuna Ls (0, 7) uzaymda metrik an-

laminda yakinsaktir.

Ispat. f(z) € Ly(0,7) keyfi bir fonksiyon olsun. z = 0 ve = 7 noktalarmin
komgulugunda 0 ’a egit olan sonsuz diferensiyellenebilen fonksiyonlar Lo (0,7) ’de her
yerde yogundur. Bu nedenle Teorem 2.5.1 ’in kogullarim saglayan ve f (x) fonksiyonuna

ortalama yakinsak olan f,, (z) fonksiyonlar dizisini gtstermek miimkiindiir.

1o @) = F @ 1a0m = /!fn D de — 01— oo

fn (2) fonksiyonlarinin herbiri i¢in saglandigindan (2.5.48") den dolay1 clgn) = [ fn (z) vg (z) de,

0
(k=1,2,...) olacak sekilde
™ 0o 9
/|fn @) de =" | (2.5.51)

parseval esitligi saglanir.

181, =
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olmak iizere lineer normlu § = (s1,52,..) vektorler uzaym ly ile gosterelim. ¢ = (c1,¢2,...),

&) = (e ) olsun. (2.5.51) esitligine gore &) € Iy dir. (2.5.51) esitligini

1l 0 = 2]

olarak yazlabilir. f, (z) — fi, (z) fonksiyonuna (2.5.51) Parseval esitligini uygularsak

/‘fn( — fm (z ‘ d:p—Z‘ck _Ck
0

elde edilir. Yani
2
)

o = FnllZ pi0m) = Hé(n) -

.
Boylece n,m — oo igin Hém) — E(m)H — 0 olup {6@)} vektorler dizisi lo uzayinda
Cauchy dizisidir. ¢ tam uzay oldugu i¢in n — oo iken

—0, n— (2.5.53)

l2

-3

olmak tizere b = (b1,b2,...) € lo mevcuttur. (2.5.52)’de n — oo iken limit alinir ve normun

stirekliligi kullanilirsa
12
11175 0.2y = Hle2 (2.5.54)

oldugu goriiliir. Simdi b=2¢ oldugunu gosterelim. Bu takdirde (2.5.54) esitligi ile cakigacak
(2.5.53)’den her k igin n — oo iken

— (2.5.55)

elde edilir.

IN
o
?‘
|
&

8
—
S
TN
Py
s
U
8

\/

(n)

¢ —ck n— o0 iken (2.5.56)

limitinin tek olmasindan dolayr (2.5.55)-(2.5.56)" den by, = ¢ elde edilir. Dolayisiyla

b= &olur. Boylece (2.5.48) Parseval esitligi ispatlanir. Simdide (2.5.49) agilhim formiiliinii
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ispatlayalim. Vn icin

™

/

0

f @) = ey ()
k=1

2 ™ n n
dx = / [f (x) — Z CLUE (w)] [m - Zékvk (:B)] dx
s k=0 k=0

™

~ [lr@Pa-Y e [ f@ @
k=0 0

0
by

2”: CkCm, - /vk () v, (z) dx

m,kZO 0

Yo [T@u () da+
k=0 0
- /\f<a:>|2dx =D lenl =D lel* + D lesl?
o k=0 k=0 k=0
- /\f<x>|2dw—2\6kl2
0 k=0

bulunur. Yani

™

/

0

fl@) =) crvp (o)

k=0

(2.5.48) Parseval esitliginden dolay1

lim
n—-ao

0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmistir.
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3. OZEL SINGULERLIGE SAHIP STURM-LIOUVILLE OPERATORLERI
ICIN KISMEN CAKISMAYAN iKi SPEKTRUMA GORE
TERS PROBLEM:

3.1. Bu boliimde ¢; (), g2 (z) (g1 (z) # g2 (x)) reel potansiyellerini igeren iki 6zel singiiler
Sturm-Liouville problemleri gézoéniine alinarak kismen ¢akigmayan spektrumlara gore ters
problem incelenecektir. Ayrica teklik teoreminin ispati verilecektir. Regiiler Sturm-
Liouville operatorleri icin benzer problemi ilk olarak Amerikan matematikc¢i H. Hochstadt
[34] ¢ozmiigtiir. Ayrica regiiler Sturm-Liouville operatorleri igin farkli yontemle B.M. Levi-
tan [6] elde etmigtir. Daha sonraki yillarda birgok matematikgi tarafindan benzer problem-
ler incelenmis ve farkli yontemlerle teklik teoremleri ispatlanmistir. Simdi H. Hochstadt

[34] yontemini kullanarak agsagidaki teklik teoremini ispatlayalim:

Teorem 3.1.1.(Teklik Teoremi) ¢ = sabit, qo(z) € L2[0,7], 1 < p < 2,¢(z) =

g%, + qo (x) seklinde potansiyel icin [z |q (z)| dz < oo olmak iizere
0

1" 5
Ly=—-y + [EJrqo (x)] y=ny  (p=>50<z<n) (3.1.1)
y(0,A) =0 (3.1.2)
y(m A cosa+y (m,\)sina =0 (3.1.3)

(3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.3) probleminin spektrumu {);}, (3.1.3) yerine

y (m,A)cosy +y (m, A)siny =0 (3.1.4)

kosulunun alinmasiyla elde edilen yeni (3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.4) probleminin spektrumu ise{)\;}
olsun. Burada a # ~.
Diger taraftan ¢ (z) = l% +qo (x) q(z) Go (z) € L2 [0, 7] ile ayn1 sartlar1 tagimak iizere

ikinci bir
1) - 2
Ly=—y + |5 +d@)|y=py (p=X,0<z <) (3.1.5)

y(mA)cosa+y (m,\)sine =0 (3.1.6)

(3.1.5) (3.1.2) (3.1.6) probleminin spektrumunu {5\1}, (3.1.6) yerine (3.1.4) alarak

(3.1.5) (3.1.2) (3.1.4) probleminin spektrumunu ise {)\z} ile gosterelim.
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Ao, \i # N, (1=1,2,...,N) sartim saglayan sonlu ¢ ’lerin ciimlesi, A ise A\; = \; olan

sonsuz indislerin ciimlesi olacak gekilde, 1,,ve ,, sirasiyla

"7 ) ~
-] -o
" 6

%ﬁ"[)\—ﬁ—%(fc)}@nzo

denklemlerinin ¢6ziimleri olmak iizere hemen hemen her yerde

~ /
a=i= (Yusn) (3.1.7)
Ao
olur.
Eger ozellikle Ag bos ise hemen hemen her yerde g = § dir.

Bilinen sonuglara [26] gore teoremin ifadesindeki operatorler ayrik spektrumlara sahip

self adjoint operatorlerdir.

Ispat. (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) ile verilen problemin &zfonksiyonlarinimn ciimlesi {¢,,}
ve (3.1.5), (3.1.2) ve (3.1.6) ile verilen problemin 6zfonksiyonlarmin ciimlesi {@,,} olsun.

L2 [0, 7] uzayinin

H={f e L2[0,7] : {f, ;) = 0,0 € Ao}

H={feL[0,7]:(f, ) =0,ie Ay}

seklinde iki alt uzayim tammlayalim. Simdi H dan H ya <T :H—H )

T, =@, neA (3.1.8)

seklinde bir T operatoriinii alahm. f € H olmak iizere f ’ nin {¢p,} 6zfonksiyonlar

cinsinden seri agilimi

F=Y"fuen (3.1.9)
A

olsun. Eger A\ tiim 6zdegerlerden farkhi kompleks diizlemde bir elaman ise (A — L)f1

operatorii mevcut ve sirhdir, dolayisiyla bir kompakt operatordiir. Ly, = A, ¢p,, oldugu

icin (3.1.9) esitliginden
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D P e w
- ZA: /\fnsi?\ - igﬂ%
ZA: Afnzo;_— ij;nwn
_ ZA: (A(; f){:)son

elde edilir. Daha sonra son esitligin her iki tarafi (A — L)~ ile isleme tabi tutulursa

- Jn®n
(A_L) 1f_%:m

bulunur. Son esitlikte her iki tarafa T" operatérii uygulanir ve (3.1.8) kullanilirsa

T(A—L)lfzz(jii;) (3.1.10)
A n

elde edilir. (3.1.10)’nun sag ve sol taraflarma ()\ - i) yi uygulanmr ve Ly, = M@,
bagintisi kullanilirsa ()\n = :\n>

()‘ - )‘n)
Ao — Lfnn
(>\ - >\n)

)\fn% B )‘nfn@n
()‘ - )‘n)

()‘ - )‘n)

(A—E)T(A—L)*lf -

-1 -1 =11 -1

bulunur. Boylece (3.1.8)’den dolay1
(A—E)T()\—L)*lf:angbn — Ty
A

olur. Bu esitlik her f icin saglandigindan L, L ve T operatorleri arasimda

(A—E)T(A—L)’l =T (3.1.11)
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bagintis1 elde edilir.Buraya kadar sadece (An = 5\n> spektrumunu kullandik, simdi ise
ikinci spektrum yardimiyla 7" 'nin yapisini bulalim. 7" 'nin yapisi bulundugunda teoremin

ispat1 daha kolay elde edebiliriz. Bunun icin
" 6
v + )\—ﬁ—QQ ()| =0 (3.1.12)

P(0,N)=0 ¢ (0,))=1 (3.1.13)

problemini gozoniine alalim. Bu problemin ¢oziimii ¢ (z, A) olsun. ¢ i¢in verilen asimptotik

ifadeleri daha sade sekilde ,

sin Az eltmAlz

A) = — 1.14
, elimAlz
z,A\) = cosAr+0 | ——

olarak yazilabilir. (3.1.3)-(3.1.4) sir sartlar1 yardimiyla A ‘nin

w(A) =sina- ¢ (m,A) +cosa- @ (m,\) (3.1.15)

v(X) =siny - (m,A) +cosy- @ (m,\) (3.1.16)

seklinde iki fonksiyonunu tammlayalim. (3.1.14) esitliginde verilen asimptotik formiiller
gozoniine alindigimda ¢ ve ¢ ¢oziimleri A 'mn tam fonksiyonlaridir. Dolayisiyla w (N
ve v (A) birer tam fonksiyondurlar. Ayrica w(\) 'nin sifirlarn (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3)
ile verilen sinir deger probleminin 6zdegerleridir. Mertebesi 1’den kiiciik olan bir tam

fonksiyon, sifirlarinin bir sabit carpan ile ¢arpilmasi ile

w(\) :ailj) (1-%) (3.1.17)

v()) = bg (1 - %) (3.1.18)

1

elde edilir [40]. Benzer sekilde

@ (A) = sina@ (m,\) + cosad (m,\)
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7 (X)) =siny@ (m,A) + cosy@ (m, \)

fonksiyonlar: igin

W () = di:O (1 - ~—> (3.1.19)

v (\) = Bﬁ (1 - i) (3.1.20)

seklinde olur. Hipotez nedeniyle ikinci spektrumlarin tamami gakigik, birinci spektrum-

larin ise ilk N tanesi farkh olup geriye kalanlari ayni oldugu igin

i=0
ve
w()) _ aljo( :)
w (A e
Y aI(-2)
1=
dir. Burada % sabit, % ise rasyonel fonksiyondur. Simdi H ’da
Ty, =¢,

seklinde T" operatoriinii tamimlayalim ve T 'nin sinirli tersinin mevcut oldugunu gosterelim.
« ve B 'min ayni zamanda sifirdan farkli oldugunu varsayalim. Asimptotik formiillerden

faydalanarak pozitif yeterince biiyiik A ’lar igin

2

n 1 s
mz/trqu)\dw;/\q(t)\dt

0 i

in \ [Im A|x
w (A) =sina - cos At + sm)\ T cosa+0 (e’)\’T_p (3.1.21)
elde edilir. 7,, = % + Ty icin
Op = /@2 (.’L', )\n) dzx
0

normlagtirict sayilar: igin
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Ry +0 <T—"> (3.1.22)

oldugu biliniyor [26]. Buna gore

2 2 . s T_n
lenll™ = /son (z) do = 201 +0 <n2> (3.1.23)
0 2
- N ™ Tn
ol = [ @ar=—T 0 (5)
0 2 (TL - 5)
oldugundan (3.1.21) ve (3.1.22)’den
i Menll

n=oo [|@y,|

sonucuna ulagilir. n € A icin Tp,, = @,, ifadesi kullanilirsa

[Tenll _

lenll
bulunur. O halde T operatoriiniin diizgiin sinirh terse sahip oldugu elde edilir. Benzer

sonu¢ « veya 3 nin sifir olacagi durumda da sz konusudur.

f, H uzaymnda keyfi bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

A

dir. Esitligin her iki tarafi ¢,, ile i¢ carpima tabi tutulursa

fn = , 90”2> (3.1.24)
[[onl

elde edilir. Tiim n ’ler i¢gin A # A, olmak iizere toplam ifadesinden

-1 fnp
A=L) f=) + (3.1.25)
; <)‘ - )‘n)

bulunur. Ly, = Ay, bagmtism ve (A — L) bir kompakt operator oldugunu gozoniine

alinirsa,

= _()‘_Lgon = _O\_An)@n
Pn = (A_L)il ()\_)\n) Pn

A-L) e, = A=) o,



dir.
(3.1.25) egitliginin her iki yanina T" operatoriinii uygular ve T'¢,, = @,, bagintisi dikkate

alinirsa

TOA-L)"' f= %ij—% (3.1.26)
elde edilir. Son esitligin saginda bulunan toplam sinirli olmayan L operatoriiniin tanim
bolgesindedir. g = i{) gn®, elamaninin L operatoriiniin tanim bolgesinde olmast icin

ne
i S\ngn < oo gartinin saglanmasi gerek ve yeterdir [34]. Dolayisiyla A, = O (n4_2p)
glz(fugundan )
> Anfn|" < ! 5> |fal® < 00
x A=) min |- — 1

(3.1.25)’in her iki yanim (/\ - E) ile isleme tabi tutar ve Lp, = A, oldugu gz oniine

aliirsa

(A _z) Pn = (A=) Pp

A=L) fuln
<)\—L>T()\—L)_1f - —< A_>A
A n
)\fn@n_ifn@n
ZA: A=\,
o )\fn@n_fn)‘n@n_ A —
= EAj e —§Ajfnson—Tf

bulunur. Bu esitlik keyfi bir f € H icin saglandigindan

<)\—E>T()\—L)_1 =T (3.1.27)

elde edilir.
Simdi T operatoriiniin farkl bir gosterimini bulmaya ¢aligalim. Bunun igin diferensiyel

denklemlerin ¢oziimiinde énemli yere sahip Green fonksiyonundan yararlanalim.

v+ [A - % — o (m)] b = 0 (3.1.28)
Y (m,A) = —sina P (T, \) = cosa (3.1.28")
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probleminin ¢oziimii ¢ () , ¢ (x) ise (3.1.28)-(3.1.28") probleminin ¢ (0, \) =0, ¢’ (0,\) =

1 basglangi¢ kogullarini saglayan ¢oziimii olmak iizere

/- -]y = 1@ (3.1.29)

denklemin ¢oziimii ise y (z) olsun. Burada y (z) ’in

y(z) =v1(2) @ (2) +v2 (2) Y (2) (3.1.30)

seklinde oldugunu kabul edelim. Her iki tarafin x ’e gore tiirevini alirsak

Yy (2) =i () ¢ (2) +v1 (2) ¢’ (2) +v3 (2) ¥ (2) + +v2 () ¥ (2) (3.1.31)
olur.
vy () @ (2) + vy (2) P (2) =0 (3.1.32)
olsun.
y" () = v1 (2) ¢’ (z) + o1 (2) ¢" () + 05 (2) P (2) + +v2 (2) " (z) (3.1.33)

esitligini (3.1.29) denklemini ve g (z) = ;ip + qo () oldugunu gozoniine alinirsa

y' (@) = vi(@)¢" (@) + vz (2)¢" (x) + 0] (2) ¢ (z) + 05 (2) 9 (x)
+Avi (z) ¢ (2) + Aoz (2) ¥ (2) = g (z) v1 () @ (z) — g (2) v2 (2) ¥ (2)
= v (@) [¢" (@) + (A= q(@) ¢ (@)] +v2(2) [¢" () + (A = q(2)) ¥ (2)]

+oi () ¢ (2) + vy (2) ¢ (x)

elde edilir. Buradan

y' (z) =) (2) ¢ (2) + 05 (2) ' (2) = £ (2) (3.1.34)

esitligi, (3.1.34) de yerine yazilirsa
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elde edilir. Buradan

I B
0

olarak bulunur. Benzer sekilde v; (x) fonksiyonu

T FOUEN
‘! wiy

olarak elde edilir. Buna gore v; (x) ve v2 (x) ’in (3.1.30)’da yerine yazilirsa y (x) fonksiyonu

ac)\/f d£+<,0x)\/f—)d§

veya

v = oo {wx,A)/w(é,A)f<f>d§+so(:c,A>/f<£>w<s,A>df}
0 T
bulunur. Boylece G (z,£) Green fonksiyonu

¢(£7/\)<P(5C7)\) T < é‘
G(z,€) = )T (3.1.35)

yia) = [ G (©)d (3.1.36)
0
olur.
y' - [—erqo(iﬂ)} y=1r(x) -y
denkleminde



oldugu gozoniine alinirsa

—Ly+Xy = f(z)
A—=Lyy = f(z) (3.1.37)
elde edilir.
0-1) [G@of©de=1 @ (31.39)
0
denklemini gézoniine alalim. Ayrica
v = min(z,€)
T> = max(z,§)
olmak iizere G (z, &) Green fonksiyonunu
_pE) Y (z>)
G (z,8) = ey (3.1.39)

seklinde gosterelim. ¢ (x,\) ve ¢ (z,A) igin asimptotik formlar gozoniine alindiginda
G (z,€) 'nin pay ve paydast A 'nin tam fonksiyonlar: olup, bu fonksiyonlar siirhdir.

\ =72 ve T = 0 + it olmak iizere

ReA| <n
r,2) =
@) {\Im Al <n
seklinde taniml bir bolge olmak tizere I'), iizerinde G)\(flf) analitik oldugundan Cauchy

integral formiilii geregi

im [ @89, o
A—p

n——aoo —

'n

Rezidii integrasyonu yardimiyla Mittag Leffler agilimi, (3.1.39) kullanilarak

1 G(:I?,f) - Pn ($<)wn ($>)
i | 3o G 140

I




buradan

_ - Pn ($<)wn (ZL‘>)
G (z,¢) —;w, IR (3.1.42)

seklinde elde edilir. Diger yandan ¢,, (z) ve 1,, () ¢dziimlerinin her ikiside basit 6zdeger-

lere kargilik gelen 6zfonksiyonlar olduklarindan lineer bagimhidirlar. Boylece

kngn () = ¥y, () (3.1.43)
olup x = 7 i¢in
by, (1)
kn = 3.1.44
on () G140
olur. v, (m) = —sina oldugundan
sin o
o = —
¢n ()
dir.

(3.1.43)’tin her iki yanminin tiirevi alimirsa « # 0, olacak bi¢imde = = 7 igin

Fentoy () = 4y, (7) (3.1.45)
b P! () _ cosa
! en (m) o, ()
k:n{ _@’ @70 (3.1.46)
EaC) a=0

bulunur. (3.1.38)’de, (3.1.42) ve (3.1.43)"i kullanarak

L ko (2) [ 00 (€)1 (€) e
(A= L) fZO/G(x,ﬁ)f(é)déz; OO (3.1.47)

buluruz. Ayrica (3.1.24) bagintisindan

(3.1.48)

esitligini (3.1.25)’de yerine yazilirsa

62



on (@) [ 0n () f(€) d

1, 0
(=D =2 T (31.49)

olarak bulunur.(3.1.47) ve (3.1.49)’ bagintilarindan

w' (M,
i = 2] (3.1.50)

esitligi elde edilir. (3.1.38) esitliginin her iki yam (A — L)™" ile igleme tabi tutulur ve
(3.1.39) esitligi kullanilirsa

™

(-0 = [ewor@a (3.151)

0

1 i ™
ERTION) {W?MO/% N F(&)dE+ o (x, A)m/w(&k)f(f))dﬁ}

bulunur.

Simdi amacimiz

T ™

(@) [0 (6) f (£) dE + @y, () [, (€) f (§) dE

(O
TA-L)'f= 0 , z (3.1.52)
; W (M) (A= An)

oldugunu gostermektir. Bunun igin (3.1.26) esitligi ile (3.1.52) egitliginin sag yanlarmin
esit oldugunu gostermemiz gerekir. Burada @Z}n ve @, sirasiyla g yerine ¢ yazilmasiyla
ile elde edilen (3.1.12) ve (3.1.28) denklemlerin ¢oziimleri olsunlar. Buna gore (3.1.43)
kn®y, () = 1), (z) bagmtisi kullamlarak (3.1.52)’nin sag tarafi

~ z m

kn®n () Of%% (&) £ (&) dE + kn®y, (%) [y, (€) f (€) dE
Z W' M) (= An) . (3.1.53)

A

olarak yazlabilir. Eger k, = k, ise (3.1.53) ifadesini (3.1.50)’ yi kullanarak

Fuon (z)ofson ©FE©d @ (x)ofson () (€) de
2w IO :; ol (A = An)

A

(3.1.54)

seklinde alabiliriz.
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e

[ en (€) f(£)dE
fn = 2

2
[l
oldugundan

1 5 b (@) o0 (©) 1 ()
TMAN—L)" = _Jnvn
e %AW) % w3 = An)

olur. (3.1.54) esitligi gz 6niine alinirsa

™

1 knn, (%) bf% (&) f (&) d¢
T(A__L)_ f:: /
; w (An) (A= Ap)

(3.1.55)

(3.1.56)

esitligi elde edilir ki bu da (3.1.52) esitligidir. Buraya kadar sadece ikinci spektrumlar

kullanilmigtir.

Simdi k,, = k,, oldugunu gosterelim. Bunun icin A = A, alahm. w (An) = 0 oldugundan

0=, (7)sina+ ¢, (7)cosa
v (M) = ¢y (M) siny + g, () cosy

birinci esitligi sin~y ile ikinciyi sin «v ile garpip taraf tarafa ¢ikarilirsa

@, (1) (sinacosy — siny cos @) + ¢!, (7) (sinysina — sinasiny) = sina - v ()

elde edilir. Buradan

 v(M\)sina
on (1) = sin (o — )
bulunur. (3.1.46)’da « # 0 igin
Eo— sina sin(y—a)
" on (7) v(An)

~ sin (7 — «)

kn = —/Hx~—
v (An)

olarak elde edilir. v (\) ve 7 (A) fonksiyonlar: (3.1.18)ve (3.1.20) gozoniine alindiginda

bu iki fonksiyon ayni sifirlara sahip tam fonksiyonlar olup, sadece sabit c¢arpanlar1 farkl

oldugundan asimptotik yapilar1 denktirler. Boylece Vn € N i¢in ky, = ky, olur.

(A—i)T(A—L)—lsz
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oldugundan bunun (3.1.52)’de yerine yazilmasiyla

@] en©) e+ 2 e) [ ()1 (6)de
A—L - z =Tf (3.1.57)
( ); @ ) O )
elde edilir. Simdi ise
D@ ) [ @A) FE)de+ (0 N) [ (6 N) f(€) de
g(z) = 0 2 (3.1.58)

w (A)
seklinde tanimh fonksiyonu ele alalim. (3.1.41) ve (3.1.42)’dekilerine benzer sekilde g ()

fonksiyonun Mittag-Leffler acilimi

i (2) [ 0 (6) £ (€) dE + 50 (@) [ty (€) F () de
glx) = Y 0 TOTO )m (3.1.59)
Ao n n

- x s

Yn, (x)ofs% (&) () d§ + &, () [y, (€) £ (§) dE
+¥ @ ) O — A

olup (3.1.52)’nin sag taraftaki ikinci toplam ()\ — I:)il Tf dir. 1k toplamda ki i, ()
ve %, (z) ise sirasiyla ¢ (z) ve @ (x) nin A = A, noktasmdaki degerlerine kargilik gelen
ozfonksiyonlardir. meAg igin A, (3.1.2), (3.1.6) smur kogullar: ile tanimh L operatoriiniin
ozdegeri degildir. ay, (z), @ + [A — ¢ (x)] @, = 0 denkleminin ¢oziimii olmasina ragmen

denklemin verilen sartlarim saglamaz. Benzer yorum Z, (x) i¢inde gecerlidir. Boylece

T s

. Un (%) [ () F(§) A€+ 20 (2) [y, (§) [ (§) dE
A=L) Tf=g(x)-> 0 z (3.1.60)
( > w (An) (A= Ap)

Ao

elde edilir. (3.1.60) esitligindeki g (x) yerine (3.1.58) ile verilen deger yazildiginda

™

ww)Ofwm)f<g>d§+¢<w,x>M(m)f(f)dg

(A—E>_1Tf - ey z (3.1.61)

T ™

iy, () bfwn (&) f (&) dE+ 2 () [, (€) f(E) dE
B Z w (An) (A= \p)
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bulunur.
(3.1.61) esitliginin sag tarafim x ’e gore diferensiyeli alinir ve her iki taraf ()\ — [~/>

operatorii ile igsleme tabi tutulursa

B CACECORENC NG } ‘o (5,162

elde edilir. Her A, ’de rezidii sifir oldugu i¢in ikinci parantez igindeki ifade ¢zdes olarak

sifir olur. Kalan ifadenin tekrar z ’e gore diferensiyeli alinirsa

V(@ >;fgo<£, ) F(€)dé + 3" (a >fw<§,A>f<£>df

(Tf)” = w()
a;;<:c>0f L6 f <>d5+z~<>f¢n<f>f<5>d5
> TIENIPEPW
"z, A) Y (x, \)

—_—— >
<
—~
s
>
SN—r
—~
8
>
S—
|
Ay

bulunur. Ayrica

e )Igo(f, M) F(€)de + 3" (1, N) [ (6, N)  (€) de
w(A)

ITf = -

@ (2, \) Ofsan (6, 0) F(€)de + 21 (, ) [, (€M) £ (€) de
+2 o ) O =)

Ao
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™

wx,A)bfso(rs,A)f(&)dsw(m)fw@,A)f(f)d&

B (% o ("”)> ISy
i (2) [ o0 (6,0) (€) dE + 20 (2) [ by (€) £ () dED
Sy :
2. @ () O — M)

saglanir. Bu ifade, (3.1.60) esitligi gozoniine alinirsa,

w (N)
@)~ 5@ M @)
2B A } 7w (3169

Un () [ 0 () f(§) d§ + Zn (2) [y, (§) f (€) dE

0 x
-2 w' (M)

olur. ¢ ve 1 fonksiyonlarin asimptotik formiilleri kullanilirsa A — oo igin parantez igerisin-

deki ifade 6zdes olarak sifir olur. Ikinci toplam altindaki ifadeyi sadelestirmek icin

1% = anOn

™

/son@)f(é)df:o ne Ay

0
olacak sekilde

i <x>0fson (€) F(€) e + kuZn (2) [0y (6) F (€) de
Tf = f- , -

AZO w' (Ap)

i (@) [ o0 (€) £ (€) dE — ki () (f on (6 T () dE— [ 00 (€) £ (&) d€>

= f— Z 0 0 0
™ w' (An)
L (@) kg (@) [
T == SR 0/ 00 () £ (6) de (3.1.64)

olur. Ayrica
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Ll S o)
alinirsa
. ) z
S X AON PAGIIGE (3.1.65)

sonucu elde edilir. (3.1.27) esitliginden

olup bu esitlik her f i¢in saglandigindan

LTf=TLf

bulunur. Buna gore ¢ (z) = % + §o () icin

LTf=(-Tf)" +q(x)Tf

—s
AS)
S
—~
o
SN—
[

0

[f —an 2.0) / en (N £(©) df] (3.1.66)
0
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~50@) Y @) [0n© £ (3167
0

olur. Simdi ¢ (z) = x% + qo (z) potansiyeli i¢in

TLf = T{-f"+q(x)f}
S f——an /son (~f"+af)dE  (31.68)

0
(3.1.68) esitliginde integral ifadesine iki kez kismi integrasyon uygulanr ve gerekli sadeles-

tirmeler yaptiktan sonra kalan terim

1 -
7 /
—f"+qlz f+22wn o (@) ' (2) = 5 Y (2) €4 (2) £ (2) (3.1.69)
olur. (3.1.67) ile (3.1.69)” ifadeleri birbirine esitlenir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

(a( ) f = Z(wn 2) + B, (2) ¢} (2)) f ()
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bulunur. Bu esitlik her f € H igin saglandigindan

g—q=y @nson)l (3.1.70)

Ao

olur. Bu ise ispat1 tamamlar. Diger yandan eger Ay ciimlesi bog ise yani spektrumlarin

tamami ¢akigik ise hemen hemen her yerde ¢ = ¢ olur.

Sonug¢ 3.1.1. Verilen bir problemde iki 6zdegerle bir bagka problemin 6zdegerlerinin
tamami cakigirsa potansiyeller farki sifira egittir. Eger sonlu sayidakiler farkl fakat kalanin
tamami gakigiyorsa potansiyeller farki (3.1.69) kadar olur. Dolayisiyla farkli bir yontemle

teklik teoremi ispat edilmig olur.
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4. TERS PROBLEMIN TEMEL INTEGRAL DENKLEMININ
GENEL DEJENERELIGI

4.1. Kismen Cakismayan iki Spektruma Gore Ters Sturm Liouville Problemi

d = sabit, 1 <p <2, qo(z) € L2[0, 7], igin ¢ (x) = % + qo (z) olacak sekilde

™

O/x|q<m>|d:c< -

kogulu saglanmak tizere

1" 5
—y + [ﬁJrQO (x)} y=mny (L=X0<z<7) (4.1.1)
denklemini ve
y(0,\) =0 (4.1.2)
v (m,\) — hy (m,\) =0 (4.1.3)

siur kogullarim goz oniine alahm. (4.1.1)- (4.1.3) probleminin spektrumu {\,};~ olsun.

Aym zamanda §o (x) eL2]0, 7] olacak sekilde ikinci bir

" 5 ~
—y + [EJrqo (w)} y=py (p=X0<z<n) (4.14)

/x|q~<x>|dx <
0

y(0,A) =0 (4.1.5)

Y (m,A) —hy(m,\) =0 (4.1.6)

problemi de ele alalim. (4.1.4)-(4.1.6) seklinde tanimli problemin spektrumu ise {S\n};o ol-
sun. ¢ (z,A), (4.1.1) denkleminin ¢ (0, \) = 0, ¢’ (0, ) = 1 baglangi¢ kogullarin1 saglayan
¢oziimii, @ (z,\) ise (4.1.4) denkleminin @ (0,\) = 0, @' (0,\) = 1 baglangig kosullarim
saglayan ¢oziimii olsun. Ayrica (4.1.1)- (4.1.3) problemiyle (4.1.4)-(4.1.6) problemi arasin-

daki doniigtim operatorii

x

X[ ()] = 3 (2.) = 9 () + / K (2,€) o (€, \) d (4.1.7)
0
seklindedir.
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d? 0 d?

A=——_ 4+ 1§ =———+3 4.1.
TSt @)= o+ (4.1.8)
& >
B=-gmtpto@=—gs+aq0) (4.1.9)

olsun. (4.1.7)’nin x ’e gore diferensiyeli aliirsa

(X5 = &N = @)+ K (m2) () + ORIDE) o (6. )y de(a1.10)

0
(XSND)” = Sb//(xv)‘):90//(*%7)‘)+K/(x7x)90(xv>‘)+K(x7x)30/(xv>‘)

X Y 2 T
+8K§x,§) le=e # (&) +/8I2—ig’£)w(f, A) d§ (4.1.11)
0
bulunur.
A(Xp) = Ap (2,2) = ¢" (2.)) =4 (2) @ (x, 1) (4.1.12)

oldugu igin (4.1.11) esitligi (4.1.12)’de yerine yazilirsa

AX(p) = @A)+ K @a)p (0 + K )¢l (o3) + T2 o)
+ [ RS e de - @0 )
0
“1(0) [ K @90 (6 N de (4.1.13)
0

olur. Simdi X (B¢p)’ yi hesaplayalim.

Bo=—¢"+q(z)¢

oldugundan

X (Bp) = XB(p)=—¢" (x,A) +q(z)¢(z,))

- / K (2,) [ (€.0) — q () o (€. V)] de (4.1.14)
0

x
ifadesinde [ K (z,&) ¢" (&, A) d¢ integraline iki kez kismi integrasyon uygulanirsa
0
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/K(x,é)w”(é,A)dﬁ - K(:c,aso’(s,A)!o—/
0

o€ £=r

x

+/62K(x’§)<p(g, A) d¢ (4.1.15)
0

0K (x,
a(g )k:o@

o (z,\) +

&2

bulunur. (4.1.15)%i (4.1.14)’de yerine yazar ve doniisiim operatoriiniin A (X¢) = X (Byp)

ozelliginden yararlanilirsa

0K (x,¢)

§ (5, 3) ~ K (2,0) 0 (2 0) + K (2,2) ¢ (1, 0) + 22 [ g (,0)
+ [ZEES e de— 1@ o) — 1) [ 10K (5.0 (.0 de

0 0

= (,0” (w,)\) - Q($)90($7)‘) + K(.’L‘,.’E) (,0/ (.’E,)\) - aK(fgz-:,f) ‘5:1 90(57)‘) - K($,O) 90, (07 )‘)

+[2 I;§2’£)¢(£7A)d§—/Q(é)K(x,£)¢(£7A)d€

0 0

elde edilir. Son bagintidan
2 X 2 X
i@ K@ = g @K @
2 X 2 T
5 9 [giz,g) — <%+t§o (x)> K (z,€) = 0 [gég’@
- (g a0 <§>) K (z,€) (1.1.16)

ve
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{J{’(x,x).+.Q£S§§1§)|g_x "@($)}99(w,A)
- {_%?5) le=2 — q(w)] o (z,))

0K (x, 0K (x,
= K/(l?,l‘)—i'%k_x“‘%k—x

= G(z) —q(@)

olur. Iki degiskenli fonksiyonlar icin tam diferensiyel tanimi kullanilir ve 0’dan  ’e integral

alinirsa
K(o,0) =3 [ @€ - a(©)de (11.17)
0
yani N
K(z2) =3 [ @@ - a(©)d
0

bulunur. ¢’ (0, A) # 0 oldugundan

K (z,0) =0 (4.1.18)

elde edilir. Dolayisiyla K (x,&) fonksiyonu (4.1.16) denkleminin (4.1.17) ve (4.1.18) sart-
larim saglayan ¢oziimii olur. (4.1.7)-(4.1.18) probleminin ¢6ziimiiniin varligi Riemann

yontemi kullamlarak gosterilebilir [64].

Cn = /g02 (z,\p)dz & = /@2 (z,\n) dz (4.1.19)
0 0
1 - 1
p(A) = — rN= = (4.1.20)
An<h " An<h "

olsun. Burada ¢, ¢, sabitleri ve p (), p () fonksiyonlar1 (4.1.1)- (4.1.3) ve (4.1.4)- (4.1.6)
problemlerinin sirasiyla normlagtirici sayilar: ve spektral fonksiyonlaridir.

Simdi (4.1.1)- (4.1.3) probleminin {\,}7° spektrumundan bagka

" 5
—y + {ﬁJrqo (w)} y=my (p=X0<z<m) (4.1.21)

JECE

0
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y(0,0) =0 (4.1.22)

Yy (m,A) —hiy (m,A) =0 (h# hy) (4.1.23)

seklinde tammh problemin spektrumu {u, }o° olsun.

" 6
—y + [ﬁ +do (w)} y=py (p=X0<z<7) (4.1.24)

/:c|c_7<x>|dx < %
0

y(0,A) =0 (4.1.25)

Y (m,A) = hyy (m,A) = 0 (ﬁ # Bl> (4.1.26)
problemin spektrumuda {f,}° olsun.

Teorem 4.1.1. (4.1.1)- (4.1.3) ve (4.1.4)- (4.1.6) problemlerinin spektrumlarinin tamam
cakigsin. (4.1.21)- (4.1.23) ve (4.1.24)- (4.1.26) problemlerinin spektrumlari ise sadece
sonlu sayist icin farkh olsun. Yani Vn icin A, = A, ve n = 1,2,..N i¢in Ly F s
n > N ig¢in ise u,, = fi, olsun. Bu takdirde (4.1.7) denkleminin K (z,§) g¢ekirdegi genel
dejeneredir. Dolayisiyla ¢ (z,A,) = ¢, (z) (4.1.1) denkleminin @ ({,A\,) = @, (§) ise

(4.1.4) denkleminin, ¢oziimleri olmak iizere, £ < x igin

N
K (2,8) =Y knp, () 3, (€) (4.1.27)
n=0

esitligi saglanir.

ispat .

(4.1.7)’nin x ’e gore diferensiyeli alimirsa

oK
P (@) = (@) + K @) p @A) + [ SoE N (4.1.28)
0
olur. (4.1.7) esitligi h ile carpilirsa
() =hip (o, 0) + B [ K (@.8) o (6 N) dg (4.1.20)
0
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elde edilir. (4.1.28)’den (4.1.29) taraf tarafa gikartilir, x = 7w, A = \,, almrsa

P (T ) —h@ (T, A) = @ (T ) — hep (T, A0) + K (m,7) ¢ (7, \n)
FTOK -
[ Rk Lo (6 M) de (4.1.30)
25

bulunur. (4.1.6) smir sartm ve Vn icin A, = A, oldugu kullanilirsa (4.1.29) esitligi

B@ (77 )\n) - B@ (77 )\n) = hSO (77 )\n) - B(P <7T7 )\n) + K <7T7 ﬂ—) 2 (7T, An)

iy

oK -
+/ |:8_$ - hK:| ’m:w (P(§7 /\n) dg§
0
seklinde yazilabilir. Buradan

0= (h—iz)cp(7r,)\n)+K(7r,7r)<p(7r,)\n)

[[0K -
+/ [% - hK:| |ac:7r 90(57)\11) dg (4'1'31)
0

bulunur. (2.3.15)’de z =7 , A = \,, alinirsa n — oo iken

A (T, An) = (=1)"
olur ki (4.1.31)’den

T oK

/ [% - BK} lo=r 9 (£ An)dE =0, n=12,.. (4.1.32)
0

ve

K (m,m)=h—h (4.1.33)

elde edilir. Burada ozfonksiyonlar tam sistem olugtururlar. O halde (4.1.32)’de bulunan
integral icerisindeki ifade sifira egit olur. Yani

K ~
[%_x_hK] lg=r =0 0<¢E< (4.1.34)

dir. Simdi ise ikinci spektrumlar igin verilen kogullar: kullanalim. Bunun igin (4.1.7)’yi hy

ile carpip (4.1.29) ifadesinden gikartirsak

(27/ (z,A) — Bl@ (z,A) = 90, (z,A) — BI(P (z,A) + K (z,2) ¢ (z,\)

x

+/ [%—f — INMK} @ (&,N) de (4.1.35)
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bulunur. z =7 , A = p,, alimirsa
CDI (7‘-’ :un) - Bl@ (71‘, N’n) = 90/ (77 :un) - ithp (71‘, N’n) + K (71‘, 77) ¥ (7T> :un)

0K
+ / T I L o€ de (1.1.36)
0

olur. Ayrica sinir sartlari gézoniine alinirsa

(h1 — 711) @ (T, ) + K (0, 7) 0 (7, 41y,
AL o6 p) de (4.1.37)
O/[ax 1 ] PASs

elde edilir. n — oo iken ¢ (m, p,,) — (—1)" oldugundan

/ [%—K _ th] oor 9 (E ) dE=0 0> N (4.1.38)

K (m,m)=hy — (4.1.39)

yazilabilinir. (4.1.33)-(4.1.39)’den

hi—hi=h—h (4.1.40)

bulunur. n =1,2,3,..., N degerleri i¢cin z =7 , A = p,, i¢in

0K s
/ [% - th] lo=r @ (§, 1) A€ = & (0, 1) — M@ (0, 1) (4.1.41)
0
bu ifade tam sistem olusturdugundan integral icerisindeki ifadeyi seriye acilim seklinde
yazilabilir.
N . .
oK @' (7, 1) — @ (7, i)
- —th} |z=n = - (T (4.1.42)
[3@‘ TZX_% e (&, )1 "
(4.1.34)’den
oK ~
—-— =hK
ox ==~

seklinde alimir. Boylece (4.1.42)’in sol tarafi

(iLK — leK) loer = K (7,6) (E - iu)

olur. Bu nedenle

N . >
K (. o' (m, ) — hap (7, )

n=0 ”Sp(f,,un)n

o (& 1) (4.1.43)
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(4.1.43) ifadesi (4.1.34)’de yerine yaz1hrsa

aK @ (7, ) — M@ (7, i)

lio (& 1)

@ (&, pin) (4.1.44)

n=0
esitligi elde edilir.

K (z,¢) fonksiyonu (4.1.16) denklemini saglayacak bigimde, sekil 4.1.1’de gosterilen
bolgede

N 7o~
. P i) =M@ (mopn) (o0 e 41447
K8 = S e (B =R o (€ m) (1140)

olur [6]. (Burada ¢ (z, u, ) ve §(x, p1,,) swrasiyla (4.1.1)-(4.1.3) ve (4.1.4)-(4.1.6) problem-
lerinin ¢ (7, \) = ' (7, \) = & (m,A) = s(m, A) = 0 kogullarim saglayan ¢oziimleridir.
Boylece

=

kn - _ _ 470 ™ :un El@(ﬂ- Nn)
h—hi = o (& )P
oo (@) = &(z,p,) — hs(z,p,)

olacak gekilde

(4.1.45)

N
2,6) = kugy (2) @, (€)
n=0

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. Simdi bu sonugtan faydalanarak farkli yontemle

Hochstadt teoremini [34] kolayca ispatlayabiliriz.

A
|l — x=< &
I
‘ 117
e 1
2V
N V1%
0 >
& z z x <
4 2
Sekil 4.1.1
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Teorem 4.1.2. v, (z) ve ¢, (z) sirasiyla(4.1.1) ve (4.1.4) denklemlerinin ¢6ziimleri olsun.
Hern=0,1,2... icin A, ve n spektrumlarinin tamami ¢akigsin. u,, ve fi,, spektrumlarinin
ise sonlu n ’ler igin farkl olacak sekilde yani n > N igin p,, = fi,, ve n = 0,1,2,...N igin

Wy, 7 [iy, oldugundan

N
G(x) —q(@) =Y knlpy, (@) ¥y ()] (4.1.46)
n=0
dir.
Ispat. (4.1.17)’den
dK
q — =2— 4.14
3() —a(a) = 205 (4.1.47)
simdi (4.1.447) egitliginde ¢ = x alinip diferensiyellenirse
dK P (7, ) = @ (7)) d g -
> I C($,,U,n)—h8 (xhu’n) ¢($7Mn)
= o (€5 )1 dz {( ) }
(4.1.48)
elde edilir. Son esitlik (4.1.47)’de yerine yazilirsa
Y () — @ (mp,) d
~ 1 n B ~
q(x)—q(z - —\e(@ ) = hs (2, ) | @ (, 1)
T h- hl z:: o (&5 )1 dz {< ) }

bulunur. Burada é(z, u,,) — hs (z, ) = ¥, (z) , toplam ifadeside k, sabitine kargilik

gelmek tizere

N
= Z En [, (2) ¥y, (x)],
n=0

elde edilir ki, boylece Hochstadt’in sonucu ilging bir gekilde kisa ve farkli bir yéntemle elde

edilmis olur.

2. Gelfand-Levitan-Marchenko Denkleminin Dejenereligi

Teorem 4.2.1. Her n = 0,1,2... igin A\, ve An spektrumlarinin tamami ¢akigsin. p,, ve

iy, spektrumlarimin ise sonlu n ’ler icin farkh olacak sekilde yani n > N i¢in u,, = fi,, ve

n=0,1,2,..N i¢in u,, # f,

F@f)Z!/M%Mmed@Q%wMH
0
= S {Ee ) e(eh) - Tewasen) w2y
n—0 0 n



olmak tizere

x

F@@+K@@+/K@ﬁFm®ﬁ:0 (4.2.2)
0

ters problemin esas integral (Gelfand-Levitan-Marcehenko) denklemi genel dejeneredir.

Ispat. (4.2.2) integral denkleminde x = 7 alirsak
F(r&) =Ko~ [KmoFeod (1.23)
0

olur. (4.2.3) denkleminde K (m,€) yerine (4.1.43) esitligini F' yerine (4.2.1) agilimini A,

ve A, yerine sirasiyla Ly, ve i, alalim. Bu takdirde

gy = L Obn) =@ () e 2 (424)
< h1> Cp,

olmak iizere

N = T N =
' (1) =1 Py P () —h1p(m, 1y,
- {Eliu b, Ffe ke (& ) + 7y [ 3 Blfumimalo ¢, )

{0t ) 0 (6 ) — Lo (t11,) go(g,un)}} dt} _

[e.9]

N
S o (€ 11) + / Zanw b i) Ziw,ﬁn)w(&, ) dt
n=0 =

/Zanso (t, thn Z (t, 1) @ (&, p1) } (4.2.5)

elde edilir. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin ortogonalliginden

{Z anep (& b +b7fr[a190(t,,u1) +azp (t,) + o+ ane (t )]
NEe (bR) 9 (6 R) + & (LE,) ¢ (€1,) +

+ayp (t,be) ¢ (Ehy) + s (t,ﬁNH) 0 (&ﬁNH) + ] dt
—b[ la1e (£, 1,) + age (t,11,) + ..+ ane (E, 1y, )]
Ee () e (Em) + e (tu,) ¢ (€m,) +

e () ¢ (Emy) + i (b, ) @ (i, ) + ] dt)
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+arp (t,p,)

+a190 (t7 /1’1)

+/MWQwJéw@wa@wJ+mw@wJéWQwJ¢@wJ+

1 1
¥ (t ) @ (& py) + a1 (t,1,) . (t,uNH) @ (E,ALNH) + ..
1

+aszep (t, ) o (t,pmy) o (&) +aze (t,p,) étp (t ) @ (& my) +

+a1p (t’ My )

1 1
+azp (t, 1) w? (t,um) @ (&MNH) +otaye (b)) —e (tny) @ (& my)

N
1
+ayp (ty) v’ (t’#NH) v <57NN+1> + ... }dt

ortoganellik ozelligi geregi farklh ozdegerlere karsilik gelen ¢zfonksiyonlarin integrali sifira

gider. Kalan ifadeleri yazalim.

™

N
= —gan@(gaun)_o/{aléll()p(t,,ul)@(t,ﬁJgp(fjﬁJ

1 -
Farz (t,) ¢ (6 78,) 0 (€ 71,) + -

by (0iy) 9 (671,) 0 (€y) + [{aro () ¢ (8 0 6m,)
0

N

+a2éw(t,uz)w (t, 1) ¢ (& 1) + .. +aNCi<P (tpy) o (tpy) @ (& ) Yt

N

N
1 -
= —Zanso (& 1) — /Zanso b)Y = (bi,) e () d
p n=0 k=0 'k
N

+/Zan90 (galun) {Z CL(P (tﬂu’n) Sp(t’ N’n)} dt
o n=0

n=0 "
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N
= —Zanso (& 1) — /Eanso t,p,) Zéiso(t i) e (t ) dt
k=0

+Zan £un/|<ptu\dt

} !cp (t, ,un) ‘2 dt = H<,0 (t, ,un) H2 = ¢, oldugunu gozoniine alirsak
0

k=0

TN N 1
_/Zango (b)) > =0 (b 7,) o (t7,) dt (4.2.6)
0 n=0

elde edilir.

Teorem 4.2.2. (4.1.1) denkleminin ¢oziimleri ¢ (¢, p1,,) ve @ (¢, fi,,) olmak iizere k < N

icin p,, # i, olmak iizere

™

/90 (t, Nn) © (t, [Lk) dt — 14 (7T? :u’n) 90/ (7T, ﬁk) — ()0/ (7T, /’Ln) ¥ (7T, ﬂk) (427)

:u'n_ﬁk
0

Ispat. Farkli p ve fi’lara karsiik gelen ¢ (t, ,u,n) ve ¢ (t, ,&k) , (4.1.1) denkleminin

¢oziimleri olmak tizere
)
|:_(10” (tv :U’n) + (ﬁ +qo (ZL‘)) ‘2 (t7 .un) =K, P (tv :U’n):|
N 0 N N N
[—w" (t, fi,) + <ﬁ +q ($)> ot ) =Re (t,uk)}

olur. Birinci denklemi ¢ (¢, i) ile ikinci denklemi ise ¢ (t, i,,) ile garparak taraf tarafa

cikarilirsa

(b = ) @ (ts 1) @ (, ig,) = [ (8, i) @ (E, 1) — " (£, 1) @ (8, fig)]

elde edilir.

[0 (L, fi) @ (b ) — " (to ) 0 (t, )] = [ (8 i) 0 (t, 1) — & (t 1) 0 (E, )]

Son egitligin her iki yanini 0 ’dan 7’ ye integrallenirse

(Mn—ﬁk)/so(t,un)w(t,ﬁk)dt = [ (ta) et m) —¢ (tu,) et n)l]
0
[ N () e (mp,) =@ (mu,)e (i)
0/tp(t‘ )t ) dt = P
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bulunur. F (m,§) icin

_1 SPAGTA N o, 2 ()
an—én @(w,un)Zak — —i—gp(ﬁ,,un)Zak - (4.2.8)

olacak gekilde

N N a ~
F(m,¢€) ZZEE—:w(S,ﬁk) {/so(t,un)so(t,ﬂk)dt}

(4.2.7) kullanilarak

o 6k: Hn — H
N N i / al [
™, T, T, 4k [
Y I GRE SRICN IACTNE SN
ot Cn prd o, g Cn, k=0 M, 143

seklinde yazilabilir. (4.2.8) gtz oniine alindiginda

N
&) = anp(&0,) (4.2.9)
n=0

olur. (4.2.2) denklemini x ’e gore diferensiyellenirse

0K OF BK
5 T oy TE @) F(2,8)+ [ o-F(t,€)dt
0
veya
OF 0K K
i e /a_
0

bulunur. Bu son egitlikte x = 7, K (7, 7) yerine (4.1. 39) K verine (4.1.44) ve F yerine

ise (4.2.1) ile verilen egitlikler yazilirsa

or _ & ¢ (m, p,) — i (m, )
oz P D s AL
N
_ (h1 - B1> Z any (&, i)
n=0

B [ iL al 927/ (Waun)_hlcﬁ <7T7:U’n)
/ ﬁl—h,;) oG 7 &)

0
3|2 () 0 (€ ) — o (b 9 )|

83



OF N N
S le=r = —Zhamf?un)—(hl—hl)zanso@,ﬁn)

/Zhanso €, i) [Z ( . o (t, i) @ (& fu) — i@o(tvﬂk)@(gvﬂk))] dt

s n=0
_ Z((hl_h1> n—han) (&, i)
n=0
_/{Bianw(é,un Zso t i) @ &w)}dt
0 n=0

™

N 00
n=0

0 n=0

elde edilir. Ozfonksiyonlarin ortogonalligi ve (4.2.5) esitligi kullanilir, (4.2.4) i¢in yapilan
islemlerin benzeri tekrarlanirsa

N

g_i‘x—“ = Y[ =) an = han] (1)
n:~0 N N a 2 .
_h;ﬂcz—o 7 @ (&, fig) - 0/@@ ) p (E, fg) dt
g_f; lomr = f: (71 =R = ) @ = han] & (&, )
n=0

elde edilir.
B = (hl—in—iL)an—ﬁan

olmak tizere

5 N
n=0
(4.2.1) ile tammlh F (z,£) nin
O*F (1,6) 0°F (x,
i@ F @ - g - P @) (12.11)

denklemini sagladigini gostermek miimkiindiir. gekil 4.1.1 deki iiggen de (4.2.9) (4.2.10)
saglanacak sekilde,c(z,\) ve s(z,\) c(m ) = &' (m,\) =1 d(mA) = s(m ) =0
kogullarini saglayan (4.1.1) denkleminin ¢oziimleri iken

N

F(2,6) =) [anc (i) + Bys (. fin)o (€ i) (4.2.14)

n=0
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olur. Ayrica (4.2.1) agthminda F (z,€) fonksiyonunun ve (3.2.7) a¢iliminin
F(2,8)|e=0 =0 (4.2.15)

baglangi¢ kogulunu sagladigr agiktir. Dolayisiyla F' (x, ) genel dejeneredir.[]
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