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OZET

Klasik anlamda Sturm-Liouville denklemleri, difiizyon denklemleri ve Dirac sistemleri farkl
sinir kogullar: altinda bircok matematikgi tarafindan ¢aligilmig ve énemli sonuglar elde edilmigtir.
Bu tezde, Sturm-Liouville ve difiizyon denklemleri ile Dirac sisteminin p—Laplacian hali ele
alinarak keyfi zaman skalasi tizerinde tanimlanmis ve incelenmistir. Bunun oncesinde za-
man skalasi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmis, p—Laplacian tipinde denklemler ve
genellegtirilmis trigonometrik fonksiyonlar aciklanmigtir. Buna ilaveten spektral teoride énemli
bir baginti olan Picone bagintisi Sturm-Liouville, Difiizyon ve Dirac sinir deger problemleri i¢in

elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, p—Laplacian Sturm-Liouville denklemi, p—Laplacian

Difiizyon denklemi, p—Laplacian Dirac Sistemi.

v



SUMMARY

p—Laplacian type problems on arbitrary time scale

In the classical sense, Sturm-Liouville equations, diffusion equations and the Dirac systems
were studied by many mathematicians under different boundary conditions and significant
results were obtained. In this thesis, p—Laplacian case of the Sturm-Liouville and diffusion
equations and the Dirac system are described and investigated on the arbitrary time scale.
Before this, basic definitions and theorems related to time scale are given, p—Laplacian type
equations and generalized trigonometric functions are explained. In addition, the Picone
correlation, which is an important correlation in spectral theory, has been obtained for Sturm-

Liouville, Diffusion and Dirac boundary value problems.

Key Words: Time Scales, p—Laplacian Sturm-Liouville equation, p—Laplacian diffusion

equation, p—Laplacian Dirac system.
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1 GIRIS

Bu tezde ele alinan problemler keyfi zaman skalasi iizerinde ¢aligilmigtir. Bu problemlerin
ozelligi ise p—Laplacian tipinde denklemler igermesidir. Simdi, zaman skalasi teorisinin geligim
stireci hakkinda baz bilgiler verilecektir.

Zaman skalasi, 1987\88 yilinda Alman matematikgi Stephan Hilger [1-2] tarafindan ortaya
konulmugtur. Stephan Hilger bu konuyu damgmanm B. Aulbach’tan [3] almig ve bu konuda
onemli sonuglar elde etmigtir. Stephan Hilger’in amaci siirekli ve ayrik analizi ayni ¢at1 altinda
toplayan bir teori olugturmakti. Bunun i¢in de her ikisini kapsayan bir kiime alinmig ve bu
kiimeye daha sonraki donemlerde zaman skalasi adi verilmigtir. Bu konu Stephan Hilger’in
doktora tezinde ortaya atildiktan sonra bir siire ilgi ¢gekmemis ve bu nedenle Hilger bagka
konular ¢alismaya yonelmigtir. Fakat 2000 li yillarda zaman skalasi matematikgiler tarafindan
galisilmaya baglanmig ve bu konuda birgok galisma yapilmigtir [4-10].

Zaman skalas1 iizerinde dinamik denklemlerin caligilmasi, diferensiyel ve fark denklem-
lerinden iki ayr1 sonug elde edilmesini engeller. Zaman skalasinda dinamik denklemlerle ilgili
de cok sayida calisma yapilmistir [11-15]. ilk olarak teze baslarken zaman skalasinda temel
tanim ve teoremler verilerek zaman skalasi iizerinde Hilger tiirev ve integral kavramlar: ifade
edilecektir. Fakat asil amag zaman skalasi iizerinde p—Laplacian tipinde problemleri incele-
mektir. Bu nedenle p—Laplacian tipinde problemlerin tarihi siirecinden bahsedilecektir.

Laplacian tipinde denklemler teorisi matematigin: Varyasyon analizi, kismi diferensiyel
denklemler, potensiyel teori ve analitik fonksiyonlar teorisi gibi birgok dali ile baglantilidir.

Birgok matematikci ¢ok boyutlu

By +alyl Tty = APy (1.1)

Yoo = 0
seklindeki p—Laplacian tipinde 6z deger problemlerini incelemiglerdir. Burada p > 1,q €
Lo (§2) seklindedir. Bu yar: lineer bir kismi diferensiyel denklemdir. Birgok o6zelligi p = 2

lineer olma durumu ile benzerdir. Fakat oldukca farkl ozellikleri de vardir. Burada, bu tip

denklemlerin bir boyutlu halleri incelenecektir. Bir boyutlu durumda (1.1) denklemi

(W) = -1 (- gle) u Y (12)
u(0) = u(l)=1

sekline gelir. p—Laplacian tipinde denklemlerin ¢oziimlerinde genellestirilmis trigonometrik

fonksiyonlar bulunmaktadir. Bu nedenle p—Laplacian tipinde denklemler incelenirken bu



fonksiyonlarin 6zellikleri de verilecektir. Literatiirde klasik anlamda p—Laplacian tipinde den-
klemlerle ilgili ¢ok sayida ¢aligma mevcuttur [16-19]. Bu tip denklemler zaman skalasi iizerinde
de incelenmigtir. Literatiirde p—Laplacian dinamik denklemlerle ilgili de ¢ok sayida galigma
vardir [20-28].

Sonraki boliimlerde bir boyutlu ii¢ tip p—Laplacian tipinde problemler ele alinacak ve bu
problemlerin spektral 6zellikleri keyfi bir zaman skalasi iizerinde incelenecektir. Bu problem-
lerden birincisi p—Laplacian Sturm-Liouville sinmir deger problemidir. Klasik anlamda Sturm-
Liouville denklemi olduk¢a énemli bir yere sahiptir. Bu denklem bir boyutlu Schrédinger den-
klemi olarakta bilinir. Temel pargaciklarin davraniglarinin aciklanmasi igin 1930’ larda kuan-
tum mekanigi teorisi ortaya atilmigtir. Kuantum mekaniginin temel denklemi ise Schrodinger
denklemidir. Schrodinger denklemi mikro evrendeki relativistik olmayan sistemleri tasvir
eden bir denklemdir. Kismi diferensiyel denklem olan Schrodinger denklemi coziildiigiinde
Sturm-Liouville denklemi ortaya ¢ikar ve Schrodinger denkleminin incelenmesinde kullanilir.
Siir-deger problemleri arasinda Sturm-Liouville probleminin ¢énemli bir yeri vardir. Genel
olarak sinir-deger problemi denildigi zaman ilk akla gelen, Sturm-Liouville problemidir. Bu
kisimda bu 6nemin nedenlerinden bahsedilecektir. Dogada gerceklegen fiziksel olaylarin in-
celenmesi, fizik alaninda bilimsel gelismelere yol agmigtir. Fizik alanindaki bu bilimsel calig-
malar matematik biliminin gelismesinde biiyiik ¢lgiide etkili olmugtur. Matematiksel fizigin
ve miithendisligin pek ¢ok problemi diferensiyel denklemlerden olugan sinir deger problem-
leri icermektedir. Ilk defa 1836 yilinda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ortaya
konulan ve literatiirde Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilan sinir deger problemi de
bu problemlerden birisidir. Baglangicta 1s1 iletimi problemlerine uygulanan Sturm- Liouville
teorisi giintimiizde birgok fiziksel problemin arastirilmasinda en etkin yontemlerden biri olarak
bilinmektedir. Bu problemler Fourier yontemi (degiskenlerine ayirma) ile incelendiginde elde
edilen denklemin sinir gartlarinda da spektral parametre bulundugu goriiliir. Sturm-Liouville
denklemi daha sonra 20. yiizyihn baglarinda D. Birkhoff (1909) tarafindan incelenmistir. Bu
caligmalarda regiiler sinir sartlari, 6z degerler ve bu 6z degerlere kargilik gelen 6z fonksiyonlara
bagl fonksiyonlar sistemi verilmistir. Bu nedenle literatiirde simir sartlarinda spektral para-
metre bulunduran ve bulundurmayan Sturm-Liouville problemleri ile ilgili cok sayida ¢aligma
vardir. Sturm-Liouville denklemi keyfi zaman skalas1 iizerinde incelenmis ve 6nemli sonuglar
elde edilmigtir. Klasik p—Laplacian Sturm-Liouville denklemi matematikgiler tarafindan de-
tayl bir gekilde incelenmigtir. Bu tezde ise keyfi zaman skalasi iizerinde p—Laplacian Sturm-
Liouville denklemini igeren problem ele alinacaktir.

Diger bir problem ise p—Laplacian difiizyon simir deger problemidir. Bu denklemin klasik



hali de matematiksel fizikte 6nemli bir uygulama alanina sahiptir. Bu denklem kismi bir difer-
ensiyel denklem olan Klein-Gordon denkleminin ¢dziimii sirasinda ortaya ¢ikan bir denklemdir.
Klein-Gordon denklemi, kuantum alan teorisindeki matematiksel modellerin en énemlilerinden
birisi olarak kabul edilmektedir. Denklem genel olarak dispersive dalga olayni tasvir etmek
igin kullanilir ve relativistik fizik, plazma fizigi ve lineer olmayan optikte ortaya cikar. Klein-
Gordon denklemi fizikte lineer veya lineer olmayan gekillerde kargimiza cikabilir. Klein-Gordon
diferensiyel denkleminin ozelliklerini anlamak i¢in difiizyon denklemi spektral teoride ince-
lenir. Bu agidan bu denklem oldukca 6nemlidir ve literatiirde bu denklem ile ilgili cok sayida
galisma vardir [29-46]. Difiizyon denkleminin p—Laplacian hali detayli olarak Koyunbakan
[47] ve Gulsen [48] tarafindan incelenmistir. Bu denklemin p = 2 klasik hali keyfi bir za-
man skalasinda incelenmistir [49]. Bu tezde ise keyfi bir zaman skalas: iizerinde p—Laplacian
diftizyon denkleminin 6zellikleri incelenecektir.

Tez igerisinde ele alinan son problem p—Laplacian Dirac sinir deger problemidir. Schrédinger
teorisi goreli olmayan kuantum mekaniginin gecerli oldugu bir teoridir. Kuantum mekanigin-
deki Schrodinger teorisinin goreli genellemelerinden biri ile verilen Klein-Gordon denklemidir.
Ancak, hem Schrodinger denklemi hem de Klein-Gordon denklemi spin bilgisi igermez. Gergek-
ten, Klein-Gordon denklemi spin sifir pargaciklari i¢in uygun bir denklemdir. Bununla birlikte,
bilinen bir¢ok parcacigin spinleri sifir degildir. Bu bakimdan, Dirac denklemi gibi bir denklemin
gerekliligi biiyiik ¢énem tagir. Literatiirde Dirac denklem sistemi ile ilgili ¢cok sayida calisma
vardir [50-67]. p—Laplacian Dirac simr deger problemi klasik anlamda Gulsen [68] tarafindan
caligilmigtir. Klasik Dirac sistemi keyfi bir zaman skalasi {izerinde ise p = 2 i¢in Gulsen ve Yil-
maz [69-70] tarafindan ¢aligilmigtir. Bu ¢aligmada ise p—Laplacian Dirac sinir deger problemi
keyfi zaman skalasi tizerinde ele alinacak ve bazi énemli sonuclar elde edilecektir.

Inceledigimiz kadar ile ele alacagimiz p—Laplacian tipinde denklemleri iceren problemler
keyfi zaman skalasinda incelenmemistir. Bu nedenle bu tip problemleri inceleyip bu alandaki
onemli bir boglugu kapatmak istiyoruz. Ayrica osilasyon teorisi i¢gin ¢ok énemli olan Picone
bagintisi ele aldigimiz ii¢ problem igin de ispatlanacaktir. Literatiirde Picone bagintisi ile ilgili
¢ok sayida calisma vardir [71-72]. 1998 yilinda, Allegretto ve Xi [73] p—Laplace operatorii
i¢in Picone bagmtisimi elde ettiler, Bal [74] p—Laplacian operatorii igin genellestirilmis Picone
bagintisini verdi ve Sturm kargilagtirma teoremi ile bir Liouville tipinde teoremi ispat etti.

Picone bagintisinin énemli uygulamalar: vardir. Diferensiyel denklemlerin ¢oziim fonksiy-
onlar1 igin verilen osilasyon kriterlerinin elde edilmesinde Picone bagintisi énemli bir yere
sahiptir. Ayrica Sturm karsilagtirma teoreminin ispatinda da Picone bagmtisi kullanilmak-

tadir.



2 ZAMAN SKALASI VE TEMEL OZELLiKLERI

Tanim 2.1. (Zaman Skalas1) ([9, 10]) Reel sayilar kiimesinin keyfi, kapali ve bog olmayan
bir alt kiimesine zaman skalasi denir. Zaman skalas1 genel olarak T sembolii ile gosterilir. R,
Z, N kiimeleri birer zaman skalasidir. [0,1],[1,2] U [3, 4] kapali araliklar1 ve Cantor kiimesi de
birer zaman skalasidir. Bunlar disinda zaman skalalar1 da mevcuttur. Ornegin, h > 0 olmak
lizere

T =hZ ={hk : k € 7},

bir zaman skalasidir. a,b > 0 olacak sekilde
+oo
P = [k(a+b),k(a+Db)+al,
k=0

bir zaman skalasidir. ¢ > 1 olmak iizere ¢% = {qk ke Z} bir zaman skalasidir. Bu zaman
skalasina kuantum zaman skalasi denir. Fakat Q, R\ @, C ve (0, 1) agik aralig1 zaman skalasi
olma kogullarini saglamadiklari i¢in zaman skalas1 degildir. Asagida bir kiimenin zaman skalasi
olma gartlarini saglamasi ile ilgili baz1 érnekler verilmigtir.

Ornek 2.1. Dogal sayilar kiimesi bir zaman skalasidir. Ciinkii

i) N #£¢

i) NCR

iii) N kapalidir. Kapal olmasi i¢in N = N olmahdir (Kiimenin kapanisi kiimeye, y1gilma
noktalarinin ilave edilmesiyle olugan kiimedir. Dogal sayilar kiimesinin yigilma noktasi ol-
madigindan, N' = ¢ olur). Yani N = NUN' = NU ¢ = N olup N kapahlik sartin1 saglar. Bu
yiizden dogal sayilar kiimesi kapalidir ve bir zaman skalasidir.

Ornek 2.2. Rasyonel sayilar kiimesi bir zaman skalasi degildir.

i) Q #¢

i) QC R

iii) Fakat Q kapali degildir. Kapalilik i¢in Q@ = Q olmalidir. Rasyonel sayilar kiimesinin
yigilma noktalarmm kiimesi Q' = R seklindedir. Q = QUQ =QUR =R olup, Q kapal
degildir. Bu nedenle rasyonel sayilar kiimesi bir zaman skalas1 degildir.

Tanim 2.2. (Tleri Sigrama Operatérii) ([9, 10]) T bir zaman skalasi olmak tizere t € T

igin 0 : T — T seklindeki ileri sigrama operatorii
o(t)=inf{s € T:s>t},

olarak tanimlanir.



Tanim 2.3. (Geri Sigrama Operatérii) (]9, 10]) T bir zaman skalasi olmak tizere t € T

igin p: T — T seklindeki geri sigcrama operatorii
p(t) =sup{s € T:s < t},
seklinde tanmimlanir.

Tanmim 2.4. (Graininess Fonksiyonu) ([9, 10]) T bir zaman skalas1 olsun. Her ¢t € T
icin
p(t) = o(t) —t
ile tamimlanan g : T — [0, 00) fonksiyonuna ileri graininess fonksiyonu, v(t) = t — p(¢) ile

tanmimlanan v : T — [0, c0) fonksiyonuna ise geri graininess fonksiyonu adi verilir.

Tanmim 2.5. (Zaman Skalasinda Noktalarin Simiflandirilmasi) (]9, 10]) T bir zaman
skalasi olsun. Eger o(t) > ¢ ise t ye sag sagilmig, p(t) < t ise t ye sol sacilmig nokta denir.
Hem sag sagilmig hem sol sagilmig noktalara izole noktalar denir. o(t) = ¢ ise t ye sag yogun,
p(t) =t ise t ye sol yogun nokta denir. Hem sag, hem de sol yogun olan noktalara ise yogun

noktalar denir. Ozel durumlarda eger t = max T ise o(t) = ¢; t = min T ise p(t) = ¢ seklindedir.

Tanmim 2.6. ([9, 10]) T zaman skalas: verilmig olsun.

T\{m}, eger supT =m ve m sol sacilimh ise

T, diger hallerde

T =

geklindedir. Bu kavram delta tiirev tanimlanirken kullanilacaktir. Eger T nin maksimum

eleman1 varsa inf ¢ = max T, minimum elemani varsa sup ¢ = min T olur.
Ornek 2.3. T =[0,1] U {2,3} zaman skalas1 i¢in sup T =3 olmak tizere
T =10,1]U{2,3} — {3} =[0,1] U {2}
seklindedir.

Ornek 2.4. T=R, T =2, T =hZ, T =¢* zaman skalalarinin nokta simflandirmalar1 ve
graininess fonksiyonlar1 agagidaki gibidir.

T =R iken her ¢t € R i¢in

o(t) = inf{seR:s>t}=inf{t,t+1,t4+2,..} =t
p(t) = sup{seR:s<t}y=sup{t,t—1,t—-2,..} =t
ut) = o(t)—t=t—-t=0



olup her nokta yogun noktadir. T =hZ iken her t € hZ ve h > 0 i¢in

o(t) = inf{sehZ:s>t}=inf{t+h,t+2h,..} =t+h
p(t) = sup{s€hZ:s<t}=sup{t—h,t—2h,..}=t—h

w(t) = ot)—t=t+h—-t=nh

olup, her nokta izole noktadir. Ozel halde, T = Z olmak iizere her ¢ € Z icin

o(t) = inf{s€Z:s>t}=inf{t+1,t+2,..} =t+1
pt) = sup{s€Z:s<t}=sup{t—1,t—2,..}=t—1
wt) = ot)—t=t+1—-t=1

p(t) < t<olt)

olacak sekilde her nokta izole noktadir. T = K, = ¢Z U {0}, ¢ > 1 olmak iizere, her t € K, ve

t > 0 icin
o(t) = inf{seK,:s>t}=inf{qt, q°t, =qt
t
p(t) = sup{seK,:s<t}= sup{q_lt, q %, } — 6
p(t) = o(t)—t=qt—t=(q—1)t
p(t) < t<o(t)

olur ve her nokta izole noktadir. Genel olarak bazi zaman skalalar icin ileri, geri sigrama

operatorleri ve graininess fonksiyonlar1 agagidaki sekildedir.

T | p(t) o(t) p(t)
R |0 t t

zZ |1 t+1 t—1
hZ | h t+h t—h

@ | (g1t | gt

N2 ovi+l | (VitD)? | (Vi-1)?

Baz1 zaman skalalarinin graininess fonksiyonlar1 ve ileri, geri sicrama operatorleri

Tanim 2.7. (Zaman Skalasinda Delta Hilger Tiirev) ([9, 10]) f : T—R bir fonksiyon

ve t € T" olsun. Eger Ve > 0 igin

[f(e() = ()] = F2W)o(t) —s]| <elo(t) — 5|, Vs € Uy

6



olacak sekilde ¢ nin bir U; komsulugu varsa, f fonksiyonuna ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir
bir fonksiyon, f2 ya f fonksiyonunun ¢ noktasindaki Hilger tiirevi ya da A-tiirevi denir. Bu

tirev
200 — tim 10O = 1)

s—t O'(t) — S ’

geklinde tanimlanir. Zaman skalas1 degistikce bir fonksiyonun delta tiirevi farkli sekilde tanim-
lanir. Ornegin:

T =R ise

T =7 ise

720 =ty HODB I gy LEEDZIE g0y - 1 0= Asc0),

seklindedir. Delta tiirevi anlamak igin baz1 somut érnekler verelim.

Ornek 2.5. f(t) = t* fonksiyonu verilsin. Buna gore f2(t)yi T=R, T =7, T =hZ,

T =¢” zaman skalalar i¢in hesaplayalim.

A - gl =S M) =8t (0(f) = s)(o(t) +9)
[2(t) = 1s—nf o(t) —s 15_”: o(t)—s £—>t o(t) — s
= lim(o(t) +5) = o(t) + 1,

olur. Boylece

T=R=o(t)=t f2{t)=0c(t)+t=t+1t=2t
T=Z=0(t)=t+1,f2t)=c(t)+t=t+1+t=2t+1
T=hZ =—=0t)=t+h fA1t)=c(t)+t=t+h+t=2t+h

T=¢* = o(t) = qt, f2(t) =o(t) +t=qt +t = (¢ + 1)t

bulunur.

Ornek 2.6. (]9, 10]) T keyfi bir zaman skalasi, f : T—R bir fonksiyon ve f(t)=a,t€ T

olsun.

P20 = i OO =S oz

s—t  o(t)—s ot o(t)—s



yazilir. O halde sabit bir fonksiyonun zaman skalasi iizerinde tiirevi 0 dir. T keyfi bir zaman

skalasi, f:T—R bir fonksiyon ve f(t) =t,t € T ise

a0 =i LOD Sy 02

S
1
olur. T=N2 ={\/n:neNy=1{0,1,2,..}} ve f (t) =t* ise

t = Vn=n=t>

o(t) = o(Vn)=vVn+l=Vt24+1= )2 =t+ V1241,

=

I
—
™o |

Dine NO} ve f(t) = t? olacak sekilde,

t = g:m:%
n n+1 1 MNA 1

1
ve T=N; ={¥n:neNy=1{0,1,2,..}} ve f(t) = t* olmak tizere

t = In=n=1¢>

ot) = o(In)=Vn+1=VB3+1= ) =t+ VB +1,
elde edilir. T keyfi bir zaman skalasi, f : T—R bir fonksiyon ve f(t) = v/t, t € T olsun.

P = 10T

st o(t) —s s—t  o(t)—s
— lim ( o) - \/g> ( o0 \/g>
s=t (o(t) — 8)(y/o(t) + /3)
1
- o(t) + vt

elde edilir. Bu 6rnekler arttirilabilir.

Teorem 2.1. ([9, 10]) f: T—R bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun.
i) f fonksiyonu ¢ noktasinda Hilger tiirevli ise, bu noktada siireklidir.
i1) f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ noktas1 sag sagilmis ise, ¢ noktasinda Hilger

tiirevlenebilirdir ve

_ o fla(®) = f(s)
A1) = hmT,

s—t 0'( )

seklindedir.

i11) t sag yogun nokta ise, f nin ¢ de Hilger tiirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kogul

o F0) = (5)

s—t t—s ’
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limitinin var olmasidir. Bu durumda

bulunur.
Teorem 2.2. ([9, 10]) f :T—R bir fonksiyon ve ¢ € T* olsun.
F7() = fo(t) = £(t) + n(t) f2(2),
seklindedir.

Teorem 2.3. ([9, 10]) f,g: T—R ve t € T® olsun. Bu durumda

i) (f +9)2(8) = f2(t) + g (1),
ii) o € R olmak iizere (o f)2(t) = af2(t),

() = f(t>gA(tA + [A(t)g7 (1),
iv) g(t)g(a(t)) # 0 icin <§)A(t> _ (t)g((f))g;{g;g ®) ceklindedir.

Teorem 2.4. ([9, 10]) a bir sabit ve m € N olsun.
i) f(t) = (t — a)™ alinirsa

A0 = S o) — o] (¢t — oy,
v=0
olur.
1 .
i1) g(t) = Gy iken
A B m—1 1
0= 2 G e

olur. Burada (t — a)[o(t) — a] # 0 dur.

Tanim 2.8. (Tkinci Mertebeden Delta Hilger Tiirev) ([9, 10]) f :T—R taniml bir

fonksiyon olsun. fA% = ( fA)4: T+ SR seklindeki tiireve f fonksiyonunun ikinci mertebeden

delta tiirevi denir. Genel olarak (f2)" : T*" —R tiirevine ise f fonksiyonunun n. mertebeden

delta tiirevi denir. Bu durumda o2(t) = o(o(t)) ve p?(t) = p(p(t)) bigimindedir. Ayrica

fAO =f ve T+° = T dir.

Ornek 2.7. f(t) =1, f(t) =t, f(t) = t* fonksiyonlarinin keyfi zaman skalalar1 tizerinde

ikinci mertebeden Hilger delta tiirevleri sirasi ile

0 = TG i <0 g0 <0
R N Era T el



seklindedir.
Ornek 2.8. ([9, 10]) (fg)»2 tiirevi igin genel olarak

(f9)® = f29+17¢°
(fg)AA _ (ng+fagA)A r (ng)A 4 (fagA)A _ (fAAg+angA) + (faAgA +fJJgAA)
_ fAAg+gA(an+faA) +fUUgAA

esitligi vardir. Asagidaki kisimda zaman skalasinda delta integral tanimlanacaktir. Fakat delta

integrali tanimlamadan ¢nce bazi kavramlar: vermek gerekir.

Tanmim 2.9. (Regiiler Fonksiyon) (]9, 10]) f : T—R fonksiyonunun regiiler olmasi igin
gerek ve yeter gart bu fonksiyonun zaman skalasinin tiim sag yogun noktalarinda sag tarafli

limiti, tiim sol yogun noktalarinda sol tarafli limitinin olmasidir.

Tanmim 2.10. (rd—siirekli Fonksiyon) ([9, 10]) f :T—R fonksiyonunun rd—siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter gart bu fonksiyonun zaman skalasinin sag yogun noktalarinda siirekli
ve sol yogun noktalarinda sol tarafli limitinin olmasidir. Tiim rd—siirekli fonksiyonlarinin
uzayl C,q(T) =C,4(T,R) seklindedir. f :T—R seklinde A-tiirevli ve tiirevi rd—siirekli olan

tiim fonksiyonlarm uzay1 C,(T) =C!,(T,R) seklinde gosterilir.

Teorem 2.5. ([9, 10]) f: T—R tammh bir fonksiyon olsun.
i) f fonksiyonu siirekli ise, rd—siireklidir.

i1) f fonksiyonu rd—siirekli ise, regiilerdir.

i11) o ileri sigrama operatorii rd—siireklidir.

iv) f fonksiyonu regiiler veya rd—siirekli ise, ¢ fonksiyonu regiiler veya rd—siireklidir.
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v) f siirekli bir fonksiyon olsun. ¢ : T—R taniml regiiler veya rd—siirekli bir fonksiyon

ise, f og fonksiyonu regiiler veya rd—stireklidir.

Teorem 2.6. (]9, 10]) f regiiler bir fonksiyon olsun. Bir D) bélgesinde tiirevlenebilen 6yle
bir F fonksiyonu vardir ki Vt € I icin F2(t) = f(¢) dir.

Tanim 2.11. (Belirsiz Delta Integral) ([9, 10]) f regiiler bir fonksiyon olsun. F2(t) =

f(t) olacak sekilde bir F' fonksiyonu mevcut ise, f fonksiyonunun A-belirsiz integrali

geklinde tanimlanir. Burada C' keyfi bir sabittir. Benzer gekilde; Vr, s € T igin f fonksiyonunun
A-belirli integrali (Cauchy integrali)

seklindedir.
o(t)

Teorem 2.7. ([9, 10]) f € C,q vet € T ise, /f(T)AT = u(t)f(¢t) dir.

¢
Ispat: F(t) = F(t) + p(t) FA(t) esitligi kullanilarak

o(t)
/ f(DAT = F(o(t) - F() = Fo () — F(1)

= F(t)+ut)F(1) - F(t)

— WOFA ()

= () f(t)

elde edilir.
Teorem 2.8. ([9, 10]) f2 > 0ise, f azalmayandur.

ispat: [a,b] aralig1 iizerinde f2 > 0 olsun. a < s <t < b olmak iizere s,t € T icin

t t

/ FAOAL = )~ f(s) = £(t) = f(s) + / FAAt

= f(t) = f(s) =2 0= f(t) = f(s),

olur. s <t== f(s) < f(t) olup, f azalmayandir.

11



Ornek 2.9. ([9, 10]) /(t +a)fAt = (75—]:7_016_);“

hesaplanacaktir. T =Z ise f(t+1) — f(t) = Af(¢) esitliginden

<(t + a)’““) _ 1+ttt +a)tt!

+ C, integrali T = Z zaman skalas1 icin

kE—+1 E+1 k1

t + o = x denirse
: k. n—k n
e Y = (z+y)
%k!(n—k)!
n n n
— ( )xny0+( >xn—1y1+'“+( >yn’
0 1 n

seklindeki binom teoremi yardimiyla

E+1\ .1 E+1Y\ . E+1\] .
[( 0 )x + 1 ¥+ ...+ k41 x r .

E+1 -7

k_ ka,  (EHa)ft!
/x —/(t—i—a) LS P +C

olup,

elde edilir.

Teorem 2.9. ([9, 10]) a,b,c € T ve f, g€ C,q olsun. Asagidaki ozellikler mevcuttur.
b b

b
i / () + g(D)AL = / AL+ / g(t) At
b a a

a

b

i) / af (A = a / F(O)AE (a=sabit)

m/f /(t)At
/f t)At = /f At—l—/f )At, c € [a,b]
v>/f<t>At=

vi) [a,b) araliginda |f(t)| < g(t) ise

/b F(t)At

vii) Vt € [a,b) icin f(?) 20:>/f (t)At >0,

< / g(t)At

m‘z‘i)/bf"(t)gA( t)At = (fg)(b) /fA

a

12



/ F)g* ()AL = (79)(b) / F2()
(wiii) ve (iz) formiillerine zaman Skalasmda kismi integrasyon formiilleri denir.

Teorem 2.10. ([9, 10]) a,b € T ve f € Cpq(T) verilsin. Bu durumda

i) T=R ise b b
[roac= [ s

olur. Bu esitligin sag tarafindaki integral Riemann integralidir
i1) [a, b] aralig1 sadece izole noktalardan oluguyorsa

.

> u®f), a<bise
b tela,b)
[rae- 0.

a = b ise
“ — Z ), a>bise
telb,a)
elde edilir.
ii1) T =hZ ={hk: k€ Z},h >0 ise
( b

=1

h
> f(kh)h, a<bise

a
b =

/f(t)At 0, a=bise

a a

h
— > f(kh)h, a>bise

.
“h
olur.
iw) T =7 ise

( b—1
Zf(k:), a <bise

b k=a
/f(t)At: 0, a=bise

a a—1
—Zf(k:), a>bise

k=b

olur.

t

2 a?
T=Rigin [ sAs= [sds=—— —,
2 2

a a

Ornek 2.10. [75] Burada, delta integral ile ilgili baz1 érnekler verilecektir
t
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T= Zlgm/sAS— Z S—ZS

s€la,t)
t

T =10,3] U {4,5,6,7,8} igin / sAs integralinin degeri ¢ nin durumlarina gore asagidaki

sekilde elde edilir:
t

o]

t§3ise/sAs:

4 3
t:4ise/sAs:/sAs+
0

0
t 3
t>4ise/sAs:/sAs+
0 0

¢
Ornek 2.11. [75] T = Ng = {n2 'n € NO} zaman skalasi i¢in / s+1)2As integrali agagi-
1

daki sekilde hesaplanir.

t Vie1 o)
/(s +1)2%As = Z / (s +1)%As
1 n=1
o(1) o(2%) o(Vi-1)°
= /(s+1)2As+ / (s 4+ 1)2As4 ... + / (s +1)%As
1 22 (Vi-1)2

:(dm4W+@@%fmhm+@ﬁﬂ—myﬁﬁ—wywznﬁf

. 1 1
Ornek 2.12. T = [0,5] U [5, 1] olsun. f(t) = gs(l — 5) igin

[#as

0

integralinin degerini bulunacaktir.

1/3 1/2
/ As—/f As—l—l//3f As+1//2f

1
oldugundan integralleri ayr1 ayr1 hesaplanacaktir. [0, 5] reel sayilarin kapali bir alt kiimesi

oldugundan,
1/3

/ As-/f /(1—s)ds:1—22,

14



o(t)
11 1 1
olur. [5,5] araliginl goz Oniine alinirsa, 0(5) = 3 oldugundan / f()AT = u(t)f(t)

t
yardimiyla,
1/2

[ 168 = £ GnG) = 155

1/3

1
bulunur. [5, 1] aralig1 i¢in hesaplama yapilirsa,

/f As—/f /(1—s>d =3

1/2 1/2
elde edilir. Boylece,

1/3 1/2

/ As-/f As—i—/f As—i—/f As——

1/3 1/2

olur.

Tanmim 2.12. (Zaman Skalasinda Zincir Kurali) ([9, 10]) f,¢g : R—R tammh iki

fonksiyon olsun. g fonksiyonu ¢ € R noktasinda, f ise g(t) noktasmda tiirevli ise (f o g) (t) =

f'(g(t)g (t) esitligi saglanir.

Ornek 2.13. f,g: Z—Z, f(t) = t2, g(t) = 2t fonksiyonlar1 verilsin. Z zaman skalasinda

klasik zincir kuralinin saglanmadigin1 gosterilecektir.

A

(fog) (1) = f2(g(t)g™ (1) (2.1)

olmak {izere

(fog)(t) = flg(t) =4t
(Fog) (t) = 4(t+1) -4 =42 + 8t +4— 42 =8t +4

olur. (2.1) esitliginin sag tarafi hesaplanirsa,
go(t) =2(t+1) -2t =2 (2.2)

A =0t+1)2 -2 =2t+1
fAg)) =202t) +1=4t+1 (2.3)

olmak tizere, (2.2) ve (2.3) esitliklerinden
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FRe())g> (1) = 2(4t +1) =8t +2,

yazilacagindan, (2.1) esitligi saglanmaz.

Zincir kurali ¢ok 6nemli bir kuraldir. Bu nedenle bu kuralin zaman skalasinda tanimlanmast
gerekir. Klasik analizde verilen haliyle zincir kuralinin saglanmadigr yukarida ifade edildi. O
halde bazi sartlar yiikleyerek zincir kurali zaman skalasinda yeniden tanimlanmalidir. Bu

tanimlardan bazilar agagidaki gekildedir.

Teorem 2.11. (Zincir Kural) (]9, 10]) g : R—R fonksiyonu siirekli, g : T—R fonksiyonu
ise T* tizerinde tiirevli olsun. f : R—R fonksiyonu siirekli tiirevlenebilir ise [t, o (t)] araliginda

oyle bir ¢ sabiti vardir ki (f o g)"(£) = f'(g(c))g(t) seklinde olur.

Ornek 2.14. (]9, 10]) T = Z olsun. f(t) = 2, g(t) = 2t fonksiyonlar1 verilsin. ¢ = 3 olmak

tizere, yukaridaki teoremde adi gegen ¢ sabitini bulalim.

(Fo9)" () = fl9(e)g™B)
(fog) (t) = 4(t+12 —42 =42+ 8t+4— 42 =8t+4= (fog) (3) =83 +4 =28
gAt) = 2t+1)—2t=2t4+2-2t=2=— g2(3)=2
&) = 2t= f(g(c)) = 2g(c)
(Fo9)*B) = f(o(e)g*(3)= 28 =29(c)2 = glc) = &+ = 2=
¢ = L=se=1eBo@) 03 =4

Teorem 2.11 ile verilen zincir kurali oldukca zayiftir. Bu nedenle baz1 matematikgiler tarafin-
dan zaman skalasi iizerinde daha kullanigh zincir kurallar1 tanimlanmigtir. Asagida verilecek

zincir kurali 1998 yilinda Christian Potzche tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.12. (Zincir Kurali) ([9, 10]) f : R—R fonksiyonu siirekli, tiirevli bir fonksiyon

ve g : T—R fonksiyonu A-tiirevlenebilir olsun. Bu durumda f o g, A-tiirevlenebilirdir ve

(fo /f 1)+ hu()g™ B)dh § 6 (1),

egitligi saglanir. Bu egitlik bilegke fonksiyonunun A-tiirevinin nasil hesaplanacagini gosterir.
Daha farkl zincir kural versiyonlari sonraki yillarda C.D. Ahlbrandt, M. Bohner, J. Ri-

denhour gibi matematikgiler tarafindan verilmigtir.

Ornek 2.15. ([9, 10]) g : Z—R, f:R—R, g(t) =2, f(z) = exp(z) = € fonksiyonlari

verilsin. Teorem 2.12 kullanilarak zincir kuralinin saglandig1 gosterilecektir.
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I.Yol: Hilger tiirev tanimindan
gt = t+1)?—-12=2+1
f@) = exp(x) = f'(z) = exp(x)

olmak {izere Teorem 2.12 kullanmilirsa

(Fog) (t) = /f/[t2+h(2t+1)]dh (2t +1)
= (2t+1) [ exp(t® + h(2t + 1))dh
/

1
= (2t +1)exp(t?) /exp (2t +1))dh
0

= @i+ 1) o5 e+ )b}

= exp(t?) {exp(2t + 1) — 1},
olur.

I1.Yol:

A

(fog) (&) = A(fog)(t) =A(f(g(t) = Aexp(t?) = exp(t + 1)* — exp(t?)
= exp(t?) {exp(2t + 1) — 1},

elde edilir.

Tanim 2.13. (L5'[a,b] uzay1) [a, b] araliginda taniml karesel A—integrallenebilir fonksiy-

onlarm uzay1 olarak tanimlanan L3 [a, b] uzay1
L5'[a,b] = / fA(z)Az < 00

seklinde tanmimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

b
— / f(@)g(x)Ax, (2.4)

olarak verilir. Bu caligmada incelemeler yapilirken LQA[a, b] uzay1 6nemli bir yere sahip olacak-

tir.

Tanim 2.14. (Wronskian) (]9, 10]) y; ve y2 A—tiirevli ve rd—siirekli iki fonksiyon olmak

{izere

W) —det | 20200} L ua eyt 0,
R

ifadesine y; ve yo fonksiyonlarinin Wronskiani denir.
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3 p-Laplacian tipinde denklemler ve genellegtirilmis trigonometrik
fonksiyonlarin klasik anlamda 6zellikleri
Klasik siniis ve kosintis fonksiyonlar1 genellegtirilerek, genellestirilmig siniis ve kosiniis fonksiy-

onlar1 elde edilmistir. Bu fonksiyonlar sirasi ile p > 1 i¢in S,(z) ve S)(z) seklinde gosterilirler.

Bu kisimda kisaca bu fonksiyonlarin temel ozellikleri verilecektir. S,(x) fonksiyonu [16]

!/
= () = p-vsEY, (3.1
Sp(0) = 0,5,(0) =1, (3.2)
baslangig deger probleminin ¢oztimiidiir. S,(x) ve S, (v) fonksiyonlar1 periyodik fonksiyonlardir
ve her x i¢in
|Sp(@)” + |Sp(2)[” = 1, (3.3)
egitligini saglarlar. Diger taraftan genellegtirilmis pi sayisi da
%
sin (£>
2

seklinde tamimlanir ve S, (x) fonksiyonunun birinci sifiridir. p = 2 i¢in genellestirilmis pi sayisi,

T =2

klasik pi sayisina doniisiir.
Klasik tanjant ve kotanjant fonksiyonlar: genellegtirilerek, genellegtirilmis tanjant ve kotan-
jant fonksiyonlar1 elde edilmistir. Sirasi ile p > 1 i¢in Sp(x) ve S, (z) fonksiyonlar: kullamlarak

genellegtirilmig tanjant fonksiyonu ve genellestirilmig kotanjant fonksiyonu sirasi ile

Tp(z) = ?/)Eg,m =+ <k: + %) T,
RT,(z) = iﬁgg’m # kmp,

seklinde tanimlanir. S, (z) ve Sj,(z) fonksiyonlarimn bazi 6nemli 6zellikleri asagida verilecektir

[16].

Teorem 3.1. [16]

a) S, # 0 olmak tizere

p—2
el
p

(5=~

esitligi vardir.
b)
, !/
(8,57 D) =Sy = (0= 1)SE = 1= pIS,I" = (1 = p) + S,

saglanir.



ispat:
a)
(N (p—1)
- (Spp ) = (p - 1)Spp )

oldugu bilinmektedir. Buradan

S, P2
p Sp’

—S18 A (p—1) = (p—1)SP2S, = S = — o
p

olarak elde edilir.

b)

(Sp5;<p—1>)' = S (S48, (S;}p—l))'

P
, /
yazilabileceginden ve (Sp(p _1)> =(1- p)SI()p -b oldugundan
I / AN _d
(Spsp(p 1)> = S5,(S,)r 1+Sp(1_p)51(1p Y
= (8" - (p-1S}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.2. [16]

-~ (spen) = -1seY, (3.4
Sp(0) = 0,5,(0) =1, (3.5)
baglangi¢ deger problemi verilsin. Bu durumda
1Sp(@)I +[S,(2)[" =1,
seklindedir.
Ispat: (3.4) denkleminin her iki tarafi S,,(t) ile carpilirsa

!/
— ((S]/))(p—1)> Sy =(p— 1)51()1)—1)5;’

olup, bu ifade 0 dan x e kadar integre edilirse

!/
- / ((S;)@—l)) Shdt = (p—1) / SN dt, (3.6)
0 0
elde edilir. / ((S;))(p_l))/ S,dt ve / S,()p _1)Sl’Jdt integrallerini degigken degistirme ile hesaplay-
0 0
alim. . .
!/
_/ ((S;)(p—1)> S;dt = —(p— 1)/51/)(1)—2)51’)’6575
0 0
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S, = u = Sjdt = du olacak sekilde,

_0/ (s v) spa =~ - 1)/u(p_1)du: - 1)%’ : — 1) (S;/;)p :

= 202D (@) - (s400)")

p

— —(p—l) "(ae)\P —
i N (CTO)

T

elde edilir. Benzer gekilde / S,(Jp _1)Sl’)dt integrali i¢in S, = u = S dt = du olacagindan

0
(-1 / S¢Syt = (p—1) / u@—”du:(p—l)“;f:(p—l)%?:
0
= D (5w - (500)
_ =D g e
= 5w

elde edilir. / ((S;))(p_l))/ Sydt ve / S,(Jp _1)Sl’)dt integralleri (3.6) ifadesinde yazilirsa
0 0
1Sp(@)I +[S,(2)[" =1,

esitligi saglanir.

Tanim 3.1. (Oz deger-Oz fonksiyon) [76]

d

& [Po%] +la@ sty =0 (3.7

dx
diferensiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Burada A bir parametre olmak iizere,
p(z), q(z) ve s(x) fonksiyonlar1 a < x < b araligindaki biitiin « degerleri i¢in reel fonksiy-
onlardir. Coziimlerin varligim garanti edebilmek i¢in bu aralikta g(z) ve s(x) siirekli, p(z)
ise tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Bu Sturm-Liouville sistemi i¢in agikar olmayan (sifira 6zdes
olmayan) ¢oziimler varsa A degerlerine 6z deger ve karsilik gelen ¢oziimlere de 6z fonksiyon
denir.

Ornek 3.1. [76]
v +Ay=0

seklindeki Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlar1 agsagidaki gsek-
ildedir. Bu problemin sifir ¢oziimiinden bagka bir ¢oziimiinii bulmak i¢in A nin 3 ayr1 halini

(A=0, A <0, A>0) ayr1 ayr1 goz oniine almak gerekmektedir.
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i) A < 0icin A = —p? alindiginda,
YV +Ay=0=m? -2 =0=m==+u

olmak {izere

y(z) = Ae!” + Be H*
olur. Sinir sartlar1 sirasi ile uygulanirsa
y(0)=0=A=-B

ve

y' () = 0= pu(Ae!™ — Be ") =0

elde edilir. p # 0 oldugu i¢in e#™ # 0 ve e #™ #£ 0 yazilabilir. O halde A = B = 0 olmalidir.
O zaman denklem y(x) = 0 agikar ¢oziimiine sahiptir.

i) A =0 icin y” = 0 elde edilir. Bu durumda verilen denklemin genel ¢oziimii
y=Ax+ B
olur. Smir sartlar1 uygulandiginda
y(0)=0=B=0

Y(r)=0=>A=0

elde edilir. O halde A = 0 i¢in de problem asikar ¢oziime sahiptir.
i71) A > 0 igin durum daha farkhdir.

m2 4+ A=0=m=+iV\

olmak tizere genel ¢oziim
y(x) = c1eV 4 e VAT
= [COS (\/Xm) + ¢sin (\/Xxﬂ + co [cos (\/X.T) — ¢s8in (\/Xxﬂ
= cos (\/X.T) (c1 + ¢2) +sin (\/X.T) i(c1 — c2)
olur. Burada ¢; + c2 = A ve i(c1 — ¢2) = B yerine yazilirsa,

y(x) = Acos (\/X.T) + Bsin (\/Xx)

olur. Sinir sartlar1 uygulanirsa,

y(0)=0=A=0
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y/(w) =0= \/XBCOS (\/Xw> =0

olur. B =0 ve X\ # 0 secimi agikar ¢dziimii vereceginden B # 0 ve cos (\/XT(‘) = 0 alinmalidir.

COS(\/XW>:0:>\/X:2n_1

2
- <2n —1 ) 2
2
seklindedir. Karsilik gelen 6z fonksiyonlar, B = ¢, oldugunda

0,(x) = ¢y sin <2n — 1) z,(n=1,2,..)

olup 6z degerler,

seklindedir.
Teorem 3.3. (Osilasyon Teoremi) [77]
Y +a@y = My
y(a)cosa+y' (a)sina = 0,y(b)cos B+ (b)sin3 =0
ile verilen Sturm-Liouville simir deger probleminin ¢z degerlerinin sinirsiz, artan bir dizisi

Ao < A1 < Ag < ..olsun. A\, 6z degerine kargilik gelen m. 6z fonksiyonun [a, b] araliginda tam

olarak m tane sifir1 vardir.

Teorem 3.4. (Sturm-Karsilagtirma Teoremi) [77] Bir [a,b] araliginda p(z) > 0 ve
p(x), q1(z), g2(x) stirekli fonksiyonlar ve de ¢ga2(x) > ¢1(z) olsunlar. Ayrica ¢,(x) ve ¢y(x) ler

sirasiyla

dy
& 0% +aen = o
denklemlerinin birer reel ¢oziimii olsunlar. Eger x; ve xa, ¢;(z) in ardigik iki sifir yeri ise, o

takdirde ¢y(z) ¢ozlimii 1 < x < x9 agik araliginda en az bir sifir yerine sahiptir.

Ornek 3.2.
y' + (a* + 2ty =0
1
denkleminin herhangi bir y(z) ¢oziimiiniin <H, M) araliginda en az bir sifir yerine
a a
sahip oldugu gosterilecektir.
d |dy 2 4
— | == =0 3.
dx[x+(a + 2%y (3.8)
d |dy 2
—_— —_— = 0 .
I [dx]—i-ay (3.9)



denklemleri verilsin. p(x) = 1, qi(z) = a® + 2%, ¢2(z) = a® olmak iizere verilen aralikta
p(x) =1 >0, qi(z) > g2(z) saglanir ve p, ¢1 ve ¢ siirekli fonksiyonlardir. O halde Sturm-
Kargilagtirma Teoremi geregince (3.9) un herhangi bir ¢(z) ¢oziimiiniin iki sifir yeri arasinda
(3.8) in bir ¢dziimiiniin en az bir sifir yeri vardir. (3.9) un herhangi bir ¢(z) ¢oziimiinii amaca

nm (n+ )7

uygun olarak ¢(x) = sinax olarak segilsin. Buna gore — ve , ¢(x) ¢ozlimiiniin
a

a
ardigik iki sifir yeri olup Sturm-Kargilagtirma teoremine gore (3.8) in herhangi bir ¢oziimii

- (n+1)m

araliginda en az bir sifir yerine sahip olacaktir.

Ornek 3.3. 22y’ 4 zy’ +y = 0 denkleminin ¢oziimlerinden biri y(z) = sin(lnz) dir.

x
xy" +y + %y = 0 denkleminin herhangi bir y(z) ¢oziimiiniin (1, e™) araliginda en az bir sifir

yerine sahip oldugu gosterilecektir. Oncelikle 2%y + xy’ +y = 0 denklemini self-adjoint forma
dontigtiiriiliirse
d [ dy 1
— |z—= —y=0 3.10
dx [m dx] * z? ( )
denklemi elde edilir. Buna gore
d | dy e’
| —u =0 3.11
dx [m dx] * z? ( )
d | dy 1
— |22 —y = 12
dx [xdx] * z? 0 (3.12)

* 1
denklemleri alinsin. p(z) =z, ¢i1(z) = e—, ¢2(z) = — olmak iizere verilen aralkta p(z) =z >
x x

0, ¢1(x) > go2(z) saglanir ve p, ¢; ve g siirekli fonksiyonlardir. O halde Sturm-Kargilagtirma
Teoremi geregince (3.12) nin herhangi bir y(z) ¢oziimiiniin iki sifir yeri arasinda (3.11) in bir
¢Ozlimiiniin en az bir sifir yeri vardir. (3.12) nin bir ¢oztimii y(z) = sin(Inz) olarak verildigine

gore ve 1 ve €™, y(x) ¢oziimiiniin ardigik iki sifir yeri olduguna gore Sturm-Kargilagtirma

teoremine gore (3.11) in herhangi bir ¢oziimii (1,e™) arahgmda en az bir sifir yerine sahip

olacaktir.

Ornek 3.4. 3" + (m? + 3¢°"%)y = 0 denkleminin herhangi bir y(z) ¢dziimiiniin [0, c0)

araliginda sonsuz sayida sifir yerine sahiptir (m > 0 sabit). Bunu gostermek igin

d |dy 2 h
cosn — '1
T [dm] + (m* + 3e )y 0 (3.13)
d |dy 2
pum—y .14
I [dx] +m-y 0 (3.14)
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denklemlerini ele alalim. p(z) = 1, q1(z) = m? + 3¢ gy(z) = m? olmak iizere verilen
aralikta p, q1 ve g siirekli fonksiyonlardir ve p(z) = 1 > 0, qi(z) > ¢2(z) saglamr. Simdi

¢oztimii (3.13) den nispeten daha kolay olan (3.14) denklemi ¢oziiliirse
y(x) = ¢1 cosmz + cg sinmz
elde edilir. ¢; =0 ve ¢o = 1 alinsin. ¢(z) = sinmaz fonksiyonunun sifir yerleri
. km
simmr=0=>ax,=—,k=0, £1, £2,...
m

seklindedir. (3.14) iin ¢oziimii olan ¢(z) in [0, 00) araliginda sonsuz sayida sifir yeri vardir.
Sturm-Kargilagtirma Teoreminden dolayr bu ¢(z) ¢oziimiiniin ardigik iki sifir yeri arasinda
(3.13) iin ¢oziimii olan y(z) fonksiyonunun en az bir sifir yeri olacagindan, y(x) ¢oziimiiniin

[0, 00) araliginda sonsuz sayida sifir yeri vardir.

Tanim 3.2. (Zaman Skalasinda Picone Ozdesligi) [78] t € [o, 8] N'T, pP(t), p5 (1),

q1(t) ve ga(t) reel ve [, B] N'T araliginda rd—siirekli fonksiyonlar olmak iizere
(P12 ()2 + @ (B)a”() = 0, (3.15)
(P2(DY* ()™ + ()Y (1) = 0, (3.16)

seklindedir. T bir zaman skalas1 o(t), T de ileri sicrama operatorii, y® A—tiirevlenebilir ve
y°(t) = y(o(t)) olsun.

Ilk olarak diferensiyel ve fark denklemleri ile ilgili baz1 sonuclar1 hatirlayalim. Bilindigi gibi
1909 yilinda Picone agagidaki 6zdesligi kurmustur. x(¢) ve y(t) t € o, 8], py(t), ph(t), g1 (t) ve

q2(t) reel ve [a, 5] aralig tizerinde siirekli fonksiyonlar olmak iizere

(P12 () + au(t)z(t) = 0, (3.17)

(P2(0)y' (1)) + @2(t)y(t) = O,

denklem sisteminin basit olmayan ¢oziimleridir. Eger ¢t € [«, 8] igin y(t) # 0 ise

% (1 (O Dy () — pa(0)y (B)(0))’ (3.18)
— (1(t) - pa() 22(8) + ((t) — au () 22(8) + pa(t) (%—xw) ,

elde edilir. (3.18) denkleminde Sturm-Kargilagtirma Teoremi ikinci dereceden lineer diferen-

siyel denklemi (3.17) den kolaylikla goriilebilir.
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Teorem 3.5. (Sturm-Picone Karsilastirma Teoremi) [78] Farzedelim ki x(t) ve y(t)

(3.17) denklem sisteminin ¢oziimleri ve a, b de z(¢) nin iki ardigik sifirlar1 olsun. Eger

p1(t) > p2(t) >0, q2(t) = qu(t), t € [a,b], (3.19)

ise y(t) [a, b] aralig iizerinde en az bir sifira sahiptir.

Tanmim 3.3. (Operatoriin Cekirdegi) [78] Bir A : D(A) C H — H lineer operatdriiniin
cekirdegi (kernel)
ker A ={y € D(A) |Ay = 0},

kiimesi olarak tanimlanir. ker A nin H iginde bir alt kiime ve A0 = 0 oldugundan her zaman
0 € ker A olur. Bazi durumlarda ker A sadece 0 elemanindan olusgabilir, bazi durumlarda da

ker A icinde sifirdan farkli elemanlar bulunabilir.

Teorem 3.6. [78] Herhangi A : D(A) C 'H — H lineer operatoriiniin ker A ¢ekirdegi ‘H
icinde bir lineer alt kiimedir:

i) y1,Y2 € ker A = y; +ya € ker A,

i1) y € ker A = ay € ker A, Vo sayisi igin.

ispat: i) y1,y2 € ker A ise y; + y2 € ker A oldugu gosterilecektir.
y1,y2 € ker A = Ay; =0, Aya = 0.

O halde
Aly1 +12) = Ay1 + Aya =0+ 0 =0 = 31 + y2 € ker A.

i1) y € ker A ve a keyfi say1 ise ay € ker A oldugu gosterilecektir.
y € ker A= Ay = 0.

O halde Va sayist igin
Alay) = aAy = a0 =0 = ay € ker A.
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4 ZAMAN SKALASI UZERINDE p—LAPLACIAN STURM-LIOUVILLE

SINIR DEGER PROBLEMI

Bu kisimda agagidaki p—Laplacian denklemini iceren

Ly = — (yA(p—1)>A )+ (p—Da@)y”® V() = Mp—1)y"" "V (0),t € [p(a), )N T, (4.1)

y* V(p(@) = 0, (4.2)

ayP () + By V() = 0, (4.3)

problemini ele alinsin. (4.1) denklemine keyfi zaman skalasinda p—Laplacian Sturm-Liouville
denklemi denir. (4.1)-(4.3) problemine ise T zaman skalasinda p—Laplacian Sturm-Liouville
siir deger problemi denir. Burada y®»~Y € C2,([p(a),b],R), ¢ € L5 [p(a),b], p > 1 ve
X spektral parametredir. Ayrica y?® 1) = y® Voo, ab €T, a < b ve (o —i—ﬁz) # 0
seklindedir. (4.1) denklemi T = R olarak alindiginda

(@) (1) = (0~ DO — gy V(o) (44)

olur. Bu denkleme 1—boyutlu p—Laplacian Sturm-Liouville denklemi denir. Burada p = 2
alinirsa, (4.4) denklemi

=y"(t) = (A —a()y(t),t € [a, 0],
seklindeki klasik Sturm-Liouville denklemi haline gelir.

Klasik p—Laplacian Sturm-Liouville sinir deger problemi bircok matematikgi tarafindan
incelenmigtir [17, 19]. Ayni sekilde klasik anlamda Sturm-Liouville sinir deger problemi p = 2
i¢in keyfi zaman skalasi iizerinde ¢alisilmig ve 6nemli sonuglar elde edilmigtir [79, 80]. Bu
kisimda ise p—Laplacian Sturm-Liouville sinir deger problemi keyfi zaman skalasi iizerinde

caligilacaktr.

Teorem 4.1. (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6z degerleri

basittir.

Ispat: A € R spektral parametre ve y(p )( t), yép 1)( t) (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-
Liouville sinir deger probleminin ayni1 A 6z degerine karsilik gelen iki 6z fonksiyonu olsun. Bu

durumda

LV = = (2 @+ - Va0 = A - D"V ),

L = = (B0 @+ - Va0 = A - V5"V,



esitlikleri yazilir. Bu esitlikler sirasiyla yg P=1) e yf(p 1 le carpilirsa
— A o(p— o(p— o(p— o(p— o(p—

~ (") 0 VO + - Dar " VO V0 = A - D" V" Vo),
— A o(p— o(p— o(p— o(p— o(p—

~ () @O+ - Da@uE VOV = Ap - 7" V),

bulunur. Daha sonra yukaridaki egitlikler taraf tarafa gikarilirsa

(y2A<p—1>>A y7 D _ (ylAu)—l))A @ — g (4.5)

elde edilir. Wronskian tanimi geregince (4.5) denklemi
~1), A(p—1 -1), Ap-1)\2
(yﬁp )y2 (r-1) _ yép )y1 ( )) _0, (4.6)

olarak yazilir. (4.6) esitliginin p(a) dan b ye A—integrali alinirsa

w [y, Y] b

= Cla
p(a)

elde edilir. (4.2)-(4.3) smur kosullar1 kullanilarak ¢; = 0 bulunur.

-1\ 2 (p—1)
Yo _ Yo _
( (p—1)> o = (p-1) 2

Y1 Y1

Buradan yép r) 4 czyﬁp - (c1,c2 sabit) yazilir. Boylece y%p U ve yép 1 b2 fonksiyonlari

lineer bagimhidir. Bu ¢eligkiden dolay1 p—Laplacian Sturm-Liouville sinir deger probleminin

0z degerleri basittir.

Teorem 4.2. ygp_l),yép_l) € C%([p(a),b],R), (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-Liouville

sinir deger probleminin iki 6z fonksiyonu olsun. Bu durumda

-1 -1 —-1) A(p—-1 —1) A(p—-1
W(ygp )’yép )):ygp )yz(p )_yép )y1 (p—1)

olmak tizere
(a) t € [p(a),b] N'T olmak iizere
—1)\ o(p—1 —1)\ o(p—1 -1 -1
(Lot )s ) = (L ™ = WA ),

elde edilir.
(b)

-1 o(p—1 -1 o(p—1 -1 -1 -1 —1
Ly 005 0) = (L0707 = WY ) 0) - W ) (ola),

esitligi saglanir. Bu egitliklere sirasi ile Sturm-Liouville problemi igin p—Lagrange ve p—Green

esitlikleri denir.
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is pat:

(a) Wronskian tanimi ve ¢arpimim A—tiirevi kurali geregince

WA D gy = (ygp—l)yzA(p—l) _ yép—l)ylA(p—l)>A
_ (ygp—nyZA(p—l))A _ (yép—nylA(p—l))A
_ ylA(p—l)yzA(p—l) i y;f(p—l) (yzﬁ(p—l)>A _ ylA(p—l)yzA(p—l) _ (ylA(p_l)>A yg(p—l)
- _yflf(p—l) <_ (yzA(p—l)>A> +yg(p—1) <_ (ylA(p—l)>A> ’
olur. Bu ifadeye (p — 1)q(t)yf(p _1)yg(p Y terimi eklenip ¢ikarilirsa
WA(ygp—l)’yép—l)) _ _yflf(p—l) <_ (yZA(p—l)>A> +yg(p—1) <_ (ylA(p—l)>A>

+0 = Da®y] "z — o= Da()y] V"

= 7Y <— (yzA(p D) + (p— gty 1)>

+y2(p 1) (_ (ylA(p 1)) —i—(p—l)q(t)yl(p 1))

-1 —l | b 1
= Ly s — (g,
bulunur. Boylece p—Lagrange esitligi saglanir.

(b) L5 [p(a),b] uzaymdaki i¢ garpim ve wronskian tanimi kullanilirsa

<Ly§p—1)’yg(p—1)> _ <Ly§p_1),y‘1’(p_l)> _ /b [(Lygp—1)> yg(p—l) _ (Lyép_1)> y;f(p—l)} At
p(a)
b
= / { <— ( f(p_l)>A +(p— 1)q(t)y§’(p_l)> yg 'Y
p(a)

p(a)
b
-1 1
= /{W(yﬁp L ))} At
p(a)

elde edilir. Boylece p—Green formiilii ispatlanmigtir.
Teorem 4.3. ygp_l) (1,A1) ve yép_l) (7, A2) fonksiyonlar: (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-

Liouville sinir deger probleminin A; # Ay 6z degerlerine karsilik gelen iki 6z fonksiyonu olsun.
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Buna gore

p(a)
olur.
Ispat: y(p D ve yép Y verilen problemin 6z fonksiyonlar1 oldugundan
- A ag\p— ag
~ (1) @+ -0 V) = M-y V),
Ap-1)\2 o(p—1 o(p—1
- (") @O+ e = xae -1V,
yazilabilir. Bu denklemler sirasiyla s, o) ye yf(p 1 le carpilirsa
Ap—1)\2 /_\ op—1 o(p—1 o(p—1 o(p—1 o(p—1
— (1) @@+ = Va0 = M= Dy V().
A(p— A ag(p— g(p— o(p— o(p— o(p—
~ (") @V @) + - Ve T E) = Al D"V ),

olur. Bu egitlikler taraf tarafa c¢ikarilir ve bazi diizenlemeler yapilirsa

A
{70 2V A0 = oV 0 "V (00 |

= (p—1 =) g, M)V, h),

bulunur. Her iki tarafin p(a) noktasindan b noktasina A—integrali alinir ve (4.2)-(4.3) siur

kogullart kullanilirsa

b
A
/ R Gy e G B PN I PO S
p(a)
b
= (p—1) (Aa— A1) /y - (p_l)(T,)\g)AT

(a)
i R OO s (b, 20) + 957 (0 A2)yr " (0, M)

i (o) A " (pl@), h2) = 57 pl@), da)ui " (p(a). M)

= 0,

elde edilir. Boylelikle A; # Aq igin

b
) / PV (A ® D (7 A) At = 0,

p(a)

esitligi saglanir. Bu ise farkli 6z degerlere kargihik gelen y(p )(T,)\l) ve yép 2 (1,\2) 6z

fonksiyonlarinin her zaman ortogonal oldugunu gosterir.
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Teorem 4.4. )\ € R ve her t € [p(a),b] N T olmak tizere (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-

Liouville sinir deger problemi i¢in

t
0 0 2
(p—1) —_AlP-1) _ A1) = 1 0(p 1
W7 DN AN = VN Z N = - 1) [ (00 w) A
p(a)

esitligi saglanir.

Ispat: v # X € R, (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-Liouville smir deger probleminin &z
degerleri olsun. Bu durumda

A
{4 D0y A D N) — A0 )y @D (20 )

A
_ yA(p_l)(t, v)yA(p_l)(t, )\) + yff(p—l)(t’ ’U) (yA(P—l)(t’ )\)>
A
AP (¢ )y APD (g N) — 7D (g, ) (yA(p_l)(t,v)>

A A
_ ya(p—l)(t’ ’U) (yA(P—l)(t’ /\>> _ ya(p—l) (t’ )\) (yA(P—l) (t, ’U))
olmak tizere

y" Pt 0) {=(p— 1) (A= a(®)} "V (8, )
—y" "IN {=(p = 1) (v — ()} 7V (¢t v)

= —(p =DMV, 0)y" D () + (0~ Da()y” PV (¢, 0)y PV (2, A)
+(p = Doy” PV (2, 0)y" D (1, 0) = (p = Da()y” D (8, 0)y" PV (2, A)

= (v=X (- DyP V(NP D(t,0),

olmak {iizere son egitligin her iki tarafi A — v ile boliiniir, v — A iken limit alinirsa

A
; {y®V(t,0)y2 @D (t, A) — y2P=D (¢, 0)yP~V (¢, \)}
11m
v— A—v
- _ : o(p—1) o(p—1)
(p—1) lim {y (t, Ny (t,v)}

olacagindan
(p—1) 9 Ap-1) A(p-1) 9 1) . o(p—1) ?
YN O EN) — g T N sy P === 1) ()

elde edilir. Bu ifadenin p(a) noktasindan, ¢ noktasima A—integrali alinirsa

/ 0 ) s
[ s gt e A0 Ny | A
O\ O\

p(a)
‘ 2
) [ (o)
p(a)
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olmak {izere

0 0
(r-1) A1) _ A1) = -1
yP A 51y (t,\) —y (t:A) 5yt A)

_y(p—U(p(a),A)a%y“p‘”(p(a),A) +y2* D (p(a), N) ;Ay(p Vo), V)
p=1) [ (V) A

p(a)
bulunur. Burada (4.2) smir sartindan y®=1(p(a),\) = 1 ve y2®~V(p(a), \) = 0 oldugu goz
oniine aliirsa %y(p_l)(p(a), A)=0ve %yA(p_l)(p(a), A) = 0 elde edilir. Dolayisi ile

0 0
(p-1) = AP-1) _ ,AP-1) = -1
yr A 5y (t,A) —y (A gyy "t A)

t

/ “(p 1 ) AT,

(a)

bulunur.

Teorem 4.5. (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6z degerleri

reeldir.

Ispat: \g kompleks 6z deger ve 7P~V (t,/\_o), Ao 6z degerine karsilik gelen (4.1)-(4.3)
p—Laplacian Sturm-Liouville sinir deger probleminin ¢z fonksiyonu olsun. Bu durumda
{yA(p—l)y(p—l) _yA(p—l)y(p—l)}A — yA(p—l)yA(p—l) + (yA(p—1)>Ay<f(p—1)
—gAp ) A1) _ (yA(p—l)>A yo =1
- (yA(p—1)>Ay<f(p—1) — (yA(p—l)>A yo =1
= {-1 ) -2y ey
—{p—=1) (a®) = 20) 7 }y7 D
= (p—1)a(®) |y y"(p‘l)r
—(p—1)q(?)
= (=1 (- )y

elde edilir. Bu esitlikte (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-Liouville probleminin (4.2)-(4.3) siur

2
w0

2 _ 2
yff(p—l)‘ +(p—1Xo yff(p—l)‘

a(p—1) ‘2

9

kogullar: dikkate alinarak p(a) noktasindan b noktasina A—integrali alinirsa
b

<p—1>@—xo)/

p(a)

2
U@ A = yAeEE E) — A ey )

—y2@ D (p(a) 7PV (p(a) + 7P (p(@)y D (p(a))

= 0,
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elde edilir. Buradan \g # \g icin

b
(-1 /
p(a)

olur. Bu bir celigkidir. Ciinkii asikar ¢oziime karsilik gelen Ao verilen problemin 6z degeri ola-

2
Y@ AL =0 =y (1) =0,

maz. Dolayisiyla (4.1)-(4.3) p—Laplacian Sturm-Liouville simir deger probleminin 6z degerleri
reeldir.

Simdi Sturm-Liouville denklemi i¢in agagidaki Picone bagintisi verilecektir. Burada KerA,
A matrisinin gekirdegi ve defM = dimKerA olsun. Ayrica, a # 0 i¢in af = 1/a, ve 0f = 0
seklindedir.

Teorem 4.6. (Picone Bagtisi) ¢ € [p(a),b] N T olsun.
Kery® ) (t) ¢ Kerz®V(t) ve Kery®=(t) ¢ Kerz®®=1(t),

=Y € C2,([p(a),b],R) ve y®=V | L(y®=Y) + A(1 —p)y”®P=Y) = 0 denkleminin ¢oziimii olsun.

t noktasmda W (z®=1, y®P=1)) = g(p=1yAlp=1) _4p=1)AF-1) olmak tizere

{L(z®PD) = A(p — 1)z Do) = [p0=1) =Dy (ge=D) o (p=D)y)A

+(yPDyr P2 (=1 (=1,
seklinde yazilir.

Ispat: (y®=Yy7®P=1)(t) # 0 olsun.

A
(r—1)
- - - - x - —
[P~ (yP= YW (=) 4 P-1)A = [yp_l W (P~ y» 1))]
xa(p_l) _ _
= e )

APy (r=1) _ gp=1)yAlp—1)
+
yP=1gyop-1)

) W (z®P=D, 4y P=1)

o(p—1 2(,.(p—1 -1
_ 2o )WA(x(p_l),y(p_l))—W(x(p ), 1))
yo(P=1) yP=1gyop-1)
o(p—1)
_ 7 —_ (=1 po(p—1) (p=1)y,o(p—1)
o L) L)y )




= {L(x(p_l)) —Ap — 1)x0(p—1)} L20(=1)
_(y(p_l)yo'(p_l))Twz(x(p—l)’y(p_l))

9

bulunur. ¢ sag sagilmis iken (y(P~Dyo(P=1)(#) = 0 olsun. O zaman (zP~Dzo®P=1)(t) = 0 dir

ve
W (P =Dy = gDy Al=1) _ =1 AR-1)

o(p—1 —1 o(p—1 1
— -0 (Y 7D =y — y(p—l) xo(P=1) _ g1
H 7

zP=Dyop=1) _ 4 (-1)go(p-1)

7

= 0,

olur. t sol sacilmig ise,

2P~ (=Y ((P—1) 4 (P=1))

fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir. Aymni gekilde ¢ sol yogun ise yine bu noktada siireklidir.

L'Hospital kuralina gore

Al=1)(t)
(=1 =D\ (1) (p—1) _ 2@ oA (1) (0-1)
Jim [ 0G0 W O,y () = B WA,y Y)
- 0

— [x(p—l)(y(p—l))TW(x(p—l)’y(p—l) (t).

ve

A
[x(p—l) (yP= )W (2P, y(p—l))}

[x(p—l)(y(p—l))Tw(x(p—l), y(p—l))]" — =) (=T (g (P=1) 4 (p—1))y

i
[x(p—l) (y(p—l))Tw(x(p—l), y(p—l))]"

= o= (=1 )T A(zP=1) 4yp=1))
= oD (yor=1) )T{ L(y®=1)zor—1) +L(x(p—1))ya(p—1)}
= oDy )T{ AMp — 1)y7 P~ Dgo=1) 4 L(x(p—l))ycr(p—l)}
— { (P~ D) = A(p — Dz a(p—l)}xa(p—l)

= {L(x(p—l)) —\p— 1)300(1)—1)} 201 _ (y(p—l)ya(p—1)>T W2(xP=D) 4=y,

olur. t sag yogun y®=1(t) = y®=D(g(t)) = 0 ise, 2P~V (t) = 2P~V(o(t)) = 0 esitligi de
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saglanir. L'Hospital kurali geregince

A
[x(p—l) (y(p—l))TW(x(p—l)’y(p—l))}
. [x(p—l)(y(p—l))fw(x(p—l),y(p—l))] (o(t)) — [x(p—l)(y(p—l))fw(x(p—l),y(p—l))] (s)

s—t o(t) —s

= lim 20Dy D)1] (5) lim W (=1, y®=D)(s) = W (D, D) (1)

s—t s—t s—1t

xA(p—l)(t) A
= = (gl =Dy
yA(p_l)(t) (.T y )( )
=0

= {LPY) = Xp — D)atP DY)z PV (1) — (yPDye =Dy 2 (=0 =1y (¢),

bulunur. Bu ise teoremi ispatlar.
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5 ZAMAN SKALASI UZERINDE p—LAPLACIAN DiFUZYON SINIR

DEGER PROBLEMIi

Bu kisunda

L = — (A0 O+ - D (e 2@} (5

= M-y V(). t € [p(a), ) NT,
seklindeki p—Laplacian difiizyon denklemi

y2P D (p(a)) = 0, (5-2)

ayP () + By V() = 0, (5:3)

smir deger kogullari ile ele alimmigtir. (5.1)-(5.3) problemine T zaman skalasinda p—Laplacian
diftizyon smir deger problemi denir. Burada \ spektral parametre, ¢,r € L8 [p(a),b],yP~1) €
C2,(Ip(a),b] ,R), p > 1 seklindedir. Ayrica y?®~—1) =yP=Y(5), a,b €T, a <bve (0? + 52) #
0 dir. (5.1) denkleminde T =R olarak alindiginda asagidaki klasik p—Laplacian difiizyon

denklemi elde edilir.
(¥®) (1) = (0 - )2 = gt) — 20 @) V1), (54)
Eger, (5.4) de p = 2 almrsa
—(6) + (a(t) + 20 (1)) (t) = N2y(t), ¢ € [a 1],

seklindeki klasik difiizyon denklemi elde edilir. Bu denklemin spektral 6zellikleri ile ilgili lit-
eratiirde ¢ok sayida calisma yapilmigtir. Ozellikle 2013 yilinda Koyunbakan [47], p—Laplacian
difiizyon denklemini ele almis ve Priifer doniigiimii yardimi ile bu problem icin 6z deger ve
0z fonksiyonlarin klasik anlamda asimptotik ifadelerini bulmugtur. 2016 yilinda Gulsen ve
Yilmaz [48] aym sekilde p—Laplacian difiizyon denklemini ele almig ve 6nemli sonuglar elde
etmiglerdir. Daha sonra Yilmaz ve Gulsen [49] zaman skalas: iizerinde diftizyon simir deger
problemini incelemiglerdir. Bu kisimda amag tiim noktalar: sag yogun olan bir zaman skalasi
iizerinde p—Laplacian difiizyon sinir deger problemi igin énemli sonuglar elde etmektir. (5.1)-
(5.3) p—Laplacian difiizyon smir deger probleminin 6z degerlerinin basit ve reel, 6z fonksiy-
onlarmin klasik manada ortogonal oldugu bilinmektedir [31]. Bu kisimda bu bilinen 6zellikler

keyfi zaman skalasina genellegtirilecektir.

Teorem 5.1. (5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon sinir deger probleminin 6z degerleri basit-

tir.



Ispat: )\ € R spektral parametre ve ygp_l)(t), yép_l)(t), (5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon

sinir deger probleminin A 6z degerine kargilik gelen iki 6z fonksiyonu olsun. Bu durumda

-1 Alp—1 A o(p—1 o(p—1
Ly = = (1Y) O+ - D{a® +2xr 0}V = X - 1y 0),
-1 A(p-1)\2 o(p—1 o(p—1
L™ = = (1Y) O+ m-D{a® +2xr 0"V = N - 1ys " 0),
yazilir. Bu denklemler sirasiyla yg P=1) e yf(p U il garpilir,

_ A
- (ylA(p 1)> (t)y2
= N(p—1)y] "V (t)yg Y
)

ve taraf tarafa ¢ikarilirsa

(yzA(p—n)A y;’(p—l) _ (ylA(p—1)>A yg(p_l) — 0, (5.5)

olacagindan, Wronskian tanimi geregince (5.5) denklemi
~1). A(p—1 -1). Ap-1)\2
(yﬁp )y2 (r-1) _ yép )y1 (» )) _0, (5.6)

olarak yazilir. (5.6) esitliginin p(a) noktasimndan b noktasina A—integrali alinirsa

w Y] b

= Cla
p(a)

elde edilir. (5.2)-(5.3) smur kogullar1 kullamlarak ¢; = 0 bulunur. Buradan ise

-1\ 2 (p—1)
<—y1 ) =0= Y1 — — C2,

1 1
Y Y
ve ygp - czyép -1 (c1,c2 sabit) yazilir. Bu ise ygp 1 ve yép D 6z fonksiyonlarinin lineer

bagimli 6z fonksiyonlar1 oldugunu ifade eder. Dolayisi ile p—Laplacian difiizyon smir deger

probleminin ¢z degerleri basittir.

Teorem 5.2. y&p_l),yép_l) e C2([p(a),b] ,R), (5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon sir

deger probleminin iki 6z fonksiyonu olsun.

W ( (p—1) (p—l)) _ ygp—l)yzA(p—l) _ yép—l)

Ap—1
yt 1 ‘ (p—1)

Y

olmak {izere
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(a) t € [p(a),b] N'T iizerinde

—1)\ o(p—1 —1)\ o(p—1 1 -1
(Lyﬁp ))yz(p )—(Lygp ))yl(p ) WA( (p— )’ygp ))’

olur.
(b)
<Ly Vs > - <Ly s= w0 - Wi ) (ela),

seklindedir. Bu egitlikler difiizyon probleminin p—Lagrange ve p—Green egitlikleridir.

is pat:

(a) Wronskian tanimi ve ¢arpimim A—tiirevi kurali geregince
1 1 1) Ap-1 -1). Ap-1)\2
W (yﬁp )’ygp )) _ (yﬁp )y2 (r-1) _ (p )y1 (» ))

_ (yﬁp—nyQA(p—l))A y (yép—nylA(p—l))A

Alp—1) A(p—1 o(p=1) [ A=\ A(p-1) A(p—1
_ yl(p )yz(p )+y1(p )(yQ(p )) _yl(p )yz(p )

_ (ylA(p—l)> A yg(p—l)

— _y;f(p 1) (_ (yzA(p—1)>A) +yg(p—1) (_ (ylA(p—l)>A> ’

olur. Bu ifadeye (p — 1) (¢(t) +2Ar(t)) v, ole2l) 0(1)_1) terimi eklenip ¢ikarilirsa

WA YY) = gD (- (2 0Y) >+y"(p D <_ (yf<p—1>>A>
+(p— 1) (q(t) + 2xr(t)) y 7P Hyg® Y
—(p—1) (qlt) + 2xr(t)) y7 PV g~
= < A(p ! g(t) + 22 (1)) g(p—n)

)+
(07) + 0= D a0 + 20 (0) 507

1 o 1 -1 o(p—1
(p— )y (p )—(Lygp ))yl(p )

a(p 1)

= (Ly;

9

bulunur. Boylece p—Lagrange esitligi saglanir.

(b) L5 [p(a),b] uzaymdaki i¢ carpim ve Wronskian tanimi kullanilirsa

b
< Ly(p 1)’yg(p OIS <Ly(p 1)’y<1f(p DR / [(Lygp—1)> yg(p 1) (Lyép—1)> y;f(p 1)} At
(a)

p

/b { < A(p 1))A +(p—1) (q(t) + 2Xr(t)) yif(p—l)> yg(p_l)

p(a)

- <_ (w2 (p_1)>A +(p— 1) (g(t) + 22r (1)) yg<p—1>> yflf(p—l)} A
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p(a)
’ A
1 1
= [ {wu g} A
p(a)

1 1 1 1
= W™ w0 =W w ) (),
elde edilir. Boylece p—Green formiilii ispatlanmigtir.

Teorem 5.3. y(p 1)(75 A1), ¥ (p 1)(75, Ag2) fonksiyonlar1 A\; # A9 6z degerlerine karsilik gelen

(5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon sinir deger probleminin 6z fonksiyonlar: olsun. Buna goére

b b
A1+A2)/y"(p Y, M)y P (¢, A At—2(p— 1)/1" )P (2, M) yg P (8, Ag) At = 0,
pla) p(a)
seklindedir.
ispat:

() @+ - 1) () + 2@}V = N - 1000,
A(p-1)\2 _ o(p—1) _ )2 o(p—1)
~ (") O+ -0l + 2@} VO = Bo- 1),

oldugu bilinmektedir. Bu denklemler sirasiyla yg(p 1 ve y(lf(p e carpilirsa

olur. Bu ifadeler taraf tarafa gikarilir ve bazi diizenlemeler yapilirsa

[0 207082 0 " (1A}
= (p=1{(3 =22 =20 =)@} 7" V(& A)yg "V (M),

bulunur. Her iki tarafin p(a) noktasindan b noktasina A—integrali alinir ve sinir kogullar:

kullanilirsa

A
{6025t ) — o VAV ) | A

\c‘

N

pla
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b
- / w70, M)ys P (8, M) At

p(a)

b
20— 1) (e = 2) [ w0 e )
pla

(@)
= ="V Am V0 00) 4 (0 )V (0 M)

7Y (p(@), M)y " (p(0), Xa) = 5 (p(0), o)V (o), )

= 0,

elde edilir. Bu durumda A1 # Az igin

b
76 1 a-2-1) [T e AV M=o,

pla)

—

(p—1)(M+A2)

pla

=

olur. Bu ise farkli 6z degerlere karsilik gelen y(p )(t, A1) ve yép )(t, Az2) 6z fonksiyonlarmin

her zaman ortogonal oldugunu gosterir.

Teorem 5.4. A € Rvet € [p(a),b]NT olmak iizere (5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon sir

deger problemi igin

0 0
(»-1) A1) _ AP-1) -1
Y (M)wy t,A) —y (M)my (t,A)
t t

2
= —2X\(p / "(p 1) (1,2 ) AT +2(p—1) /’I"(T) (y"(p_l)(T,)\)> AT,
(a) p(a)

esitligi saglanir.

Ispat: v # \ olmak tizere v, A € R, (5.1)-(5.3) p—Laplacian diftizyon siir deger problem-

inin 6z degerleri olsun.

A
{0y (1 0) =y 2D (2 0y (1) )
A
gD (1, ) (yA(p—l)(t, A)) FyAPD (¢ )y AP (g )
A
=D (¢, \) (yA(p—l)(t,v)> — yAED (¢ Ay A (¢, )

A A
_ ya(p—l)(t’ ’U) (yA(p_l)(t, A)) _ ya(p—l)(t, )\) (yA(p—l)(t, ’U))

= 7D (t,0) {(p—1) (q(t) + 2Xr(t) — X*) 7P (2, \)
—y7 @D, A) {(p — 1) (q(t) + 2vr(t) — v?) } y7 @~V (¢, v)
= (=) (p =Dy, Ny (1 0) =2 (v = N r(t)(p = Dy (5, Ay P, 0).
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Bu esitligin her iki tarafi A — v ile boliiniir, v — A iken limit alinirsa

_ _ _ _ A
o {y(p 1)(75, v)yA(p 1)(75,)\) _yA(p 1)(75, v)y(p 1)(75, A)}
v—A A—v
= —(p— 1) lim {0+ )y, Ny D 0) — 2r(Hy D (E Ny (5 v) |

ve
(r—1) 0 A(p-1) A(p-1) 0 (—1) °
Yy (ta A)ay (ta >‘) -y (ta A)ay (ta >‘)
2 2
= 20— (VT IEN) F2rOE -1 (@)

elde edilir. Bu ifadenin p(a) noktasindan ¢ noktasina A—integrali alinirsa

¢ A
/ { (P=1)( 8>\yA(p—1)(T,)\) _yA(p—l)(T,/\)%y(p—l)(ﬂ)\)} AT
p(a)
¢ ¢
= =2X\(p )/ “(p 1 ) AT+ 2(p )/r "(p 1 T,)\))zAT,
p(a) p(a)

ve

B 8 i 4 o . B P
y® ”(t,A)ayA(p D(t,\) -y~ ”(t,A)ﬁy(p V(t,\) =y (p(a), \) 5= y2 PV (p(a), \)

oY
T2 (p(a), A)-2y D (p(a), A)

axY

t

t
2
= —2\p-— 1)/ (y”(p_l)(T,)\)> AT+ 2(p )/r "(p 1 T,)\)) AT,
p(a) p(a)
bulunur. Burada (5.2) siir sartindan y®= (p(a), \) = 1 ve y2@=1 (p(a), ) = 0 oldugu goz

oniine alinirsa
0
0= (p(a), 3) = 0 ve 2

A(p-1) —

elde edilir. Dolaysi ile
y(p—l)(t )\)_8 yA(p—l)(t \) — yA(p—l)(t )\)_8 y(p—l)(t A)
) a>\ ) ) a>\ )

t t

- 20 /) (s )Ar+2<p—1>pl) ) (700 0) A,

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.5. (5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon sinir deger probleminin 6z degerleri reeldir.
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Ispat: \g kompleks 6z deger ve 7P~V (t), \g 6zdegerine karsilik gelen (5.1)-(5.3) p—Laplacian
diftizyon sinir deger probleminin 6z fonksiyonu olsun.
{yA(p—l)y(p—l) — APl (p=1) }A — (yA(p—l)>A o= _ (@A(p—1)> 8 y7 =1

= {01 (a0 +20r(t) - §)y7 V770D

- {(p - 1) (q(t) +2Xor(t) — A_02> @"(p‘l)} y7 Y
= (-1 (R = Ay Ve

—2(p—1) (>\_o — >\o) r(t)yo'(p—l)ya(p—l)
= (p-1) (A_o2 - /\3> y"(p‘l)(z

—2(p—1) (R0 — o) r(?) |y

o(p—1) ‘2 )

Bu esitlikte (5.2)-(5.3) p—Laplacian difiizyon probleminin smir kogullar: dikkate alinarak p(a)

dan b noktasina A—integrali alinirsa
b
7)) At —2(p 1) (%~ do) /

b
(p—1) (%" — A3 /
(a) p(a)

— AE-D (- 1)(b) AP (B)y P (b) =y (p(a))FP Y (p(a))

+72@7 D (p(a))y* D (p(a))

= 0,

)| o

elde edilir. Buradan \g # \g ve ()\70 + )\0) —2r(t) > 0 olacak sekilde

b
( )\o—l-)\o /
(a)

b

o(p—1) t At— /

(a)

yo P (1) ( At =0,
ve
y D) =0,

olur. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla (5.1)-(5.3) p—Laplacian difiizyon smir deger probleminin
0z degerleri reeldir.

Simdi ise osilasyon kriteri igin oldukca tnemli bir bagmti olan Picone bagmntisi (5.1)-(5.3)
p—Laplacian difiizyon sinir deger problemi igin ifade edilecektir. A matrisinin gekirdegini

KerA ile gosterelim. defM = dimKerA ve a # 0 icin of = 1/a ve 0T = 0 olsun.

Teorem 5.6. (Picone Bagintisi) ¢ € [p(a),b] N T olmak iizere

Kery® D(t) ¢ Kera® Y (t) ve Kery” P 1 (t) ¢ Kerz®®=1(¢),
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ve zP~Y € C?, ([p(a),b] ,R) olsun. Ayrica kabul edelim ki 3P~V LyP=D 4+ X2 (1—p)yoP—1 =0
denkleminin ¢oziimii olsun. ¢ noktasmda, W (z®P~1), yP=1) = z=1yAP=1) _ 4 (@-1) AP-1)
olmak tizere

{LxP D) = X2(p — 1)z®P~ D)o = [z=D (5= (1) 4 (p=1yjA

+(yP Dy PN 2 (=1 g (e 1)y,

saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki (y®~Dyo®=1)(t) # 0 olsun. Bu durumda

[P (y Py (=1 (p=1)y)A
o(p—1)
x Al (p— _

— ety W (x(p 1),y(p 1))

N (mA(p—l)y(p—l) — (P yAlp-1)

(r-1) (1)
yr—1yo(p=1) ) Wi Y )

o(p—1) W2(z(P—1) 4 (-1)
_ T (=1 ,0(p—1) (p-1)y,o(-1) 1 _ (z Y )
ya<p—1>{ Ly 2700+ L™y } y=Dyop=1)
xo—(p_l) 9 W2(x(p_1) y(p_l))
A _ o(p—1) .o(p—1) (p=1)y,0(-1) | _ ’
D) { Ap — Dy Ve + L(z" )y } ST D)

= {L(m(p—l)) —X(p— 1)300(1)—1)} 27 _ (yplye = Uytyp2 (=1, (0—1)y
elde edilir. Eger t sag sacilmig ve (yP~Dyo@®=D) () = 0 ise, (zP~Dzo@P=D) () = 0 ve
W (P =Dy = gDy Al=1) _ =1 AR-1)

o(p—1 —1 o(p—1 1
— -0 (Y 7D =y — y(p—l) xo(P=1) _ g(p=1)
H [

B P~ Dyop=1) _ 4 (-1)go(p-1) 0
M Y

olur. Eger t sol sacilmig ise, x(p_l)(y(p_l))TW(x(p_l),y(p_l)), t noktasinda siireklidir. Eger ¢
sol yogun ise,

2@ (yP=D) 7 (g1 (-1))

ayni zamanda t noktasinda siireklidir. L’Hospital kurali uygulanirsa,

221 (1)
YA (1)
— [x(p—l)(y(p—l))TW(x(p—l),y(p—l)) (t).

lim [x(p—l)(y(p—l))TW(x(p—l)’y(p—l))} (s)

s—t~

A=) 4=y =

ve

[x(p—l) (PN W (21, y(p—l))} .
[x(p—l) (y(p—l))Tw(x(p—l),y(p—l))]" — =D (=Y (¢ (P=1) 4 (p=1)y
1
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[x(p—l) (=N (-1, y(p—l))]"

7
= gD (eI A (1) =1y

= g0l (o= {_L(y(p—l))xa(p—l) + L(x(p—l))ycr(p—l)}

2o (P—1) PN .

= {L(x(p—l)) _ )\2(p _ 1)xa(p—1)} xo’(p_l)

= {L(x(p—l)) _ )\2(p _ 1)xa(p—1)} xo’(p_l)
— (y@ Dyt =Dy (31 - D))

9

olur. Eger t sag yogun ise, z®~D(t) = 2P~ (o(t)) = 0 kabulii altmda L’Hospital kurali

uygulanirsa son esitlik

A
[m(p—l) (yP= )T (2(P=1) 4y (=) )}

. [m(p—l)(y(p—l))Tw(m(p—l),y(p—l))} (o(t)) — [x(p—l)(y(p—l))Tw(x(p—l),y(p—l))} (s)
st o(t)—s
(p—1) 4(-1) 4 (p=1) 4 (-1)
— lim [.T(p_l) (y(p—l))]L (8) Tz W(.T Y )(8) W(m Y )(t)
s—t s—t s—1
A1) (t)
— (p-1) , (p—1) —
- A(p 1 t) (.’E ay )(t) 0

— {L(x(p 1)) )\2(p _ 1)xa(p—1)}(t)xa(p—l)(t) _ (y(p—l)ya(p—l))TW2(x(p—1),y(p—l))(t),

seklinde olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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6 ZAMAN SKALASI UZERINDE p—LAPLACIAN DIRAC SINIR DEGER

PROBLEMIi

Bu boliimde
Ly®=Y = By (1) + (p — DOy "V () = Ap — 1)y" (1), t € [p(a), B]NT  (6.1)
seklindeki p—Laplacian Dirac sisteminin baz temel spektral 6zellikleri
oyt Y (p(a) +8y5 "V (pla) = 0, (6.2)
w0+ 6557V 0) = o0, (6.3)

smir kosullar ile ifade edilecektir. Burada (o 4+ 8%)(v2 4+ 6%) #0, a < b,a,b € T, p > 1,

mw(qw ’ ),mw<()1),
0 () 1 0

q,7 € L5 [p(a),b], \ spektral parametre ve 3°P~1) = 3(P~1)(5) seklindedir. T' transpoz olmak

lizere

s = (00, 400 ) € Chalola)bl R,
(6.1)-(6.3) probleminin 6z fonksiyonu olsun. (6.1) p—Laplacian denklemi, agsagidaki sekilde
p—Laplacian Dirac denklem sistemi gekline getirilebilir. (6.1) esitliginden,

0 1\ [y q(t) 0 yy Y yy Y
ap-n | TP oy | TAMPTOL ey |
-1 0 Yy " 0 r(t) Yy " Yo

olur. Burada baz diizenlemeler yapilirsa

()" + o= 0a0s " ) _ (A -1y
(=) + o™ |\ a0 )
)2 -1
()" = @-DO-awu®, (6.4)

()% = - DA+ ),

sistemi elde edilir. (6.4) denklem sistemine, T zaman skalasinda p—Laplacian Dirac denklem
sistemi denir. Bu sisteme, (6.2)-(6.3) s kogullariyla birlikte p—Laplacian Dirac siir deger
problemi denir. (6.4) sisteminde T = R olarak alindiginda agagidaki klasik p—Laplacian Dirac

denklem sistemi elde edilir.

() = - DO- g, (6.5)

(™) = - DA+,



(6.5) sistemi literatiirde p—Laplacian Dirac sisteminin birinci kanonik formu olarak bilinir. Bu
sistemin p = 2 6zel hali ile ilgili ¢cok sayida ¢aligma mevcuttur. p = 2 olmasi durumunda elde
edilen klasik Dirac sisteminin tarihi geligim siireci ile ilgili baz1 bilgilerin verilmesi gerekmek-
tedir.

Giilgen, Yilmaz ve Goktag zaman skalas iizerinde kesirli Dirac 6z deger problemini ¢aligt
[70]. Daha sonra klasik durum igin p—Laplacian Dirac sistemini ilk kez ele aldilar [68] ve
0z deger ve 6z fonksiyonlar: i¢in 6nemli asimptotik formiiller elde ettiler. Bu kisimda ise ayni
problem zaman skalasi iizerinde galigilacak ve tiim noktalar1 sag yogun olan keyfi zaman skalasi
iizerinde p—Laplacian Dirac sistemi igin 6nemli sonuglar verilecektir. Bilindigi tizere (6.1)-(6.3)
p—Laplacian Dirac sinir deger probleminin 6z degerleri reel, basit ve T = R olmas1 halinde 6z
fonksiyonlar1 ortogonaldir [67]. Asagidaki teoremler p—Laplacian Dirac sistemi i¢in mevcut

olan bazi sonuglar1 keyfi bir zaman skalasina genellestirecektir.
Teorem 6.1. (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac sinir deger probleminin 6z degerleri basittir.

. T
Ispat: \ pu € R, (A # picin) spektral parametreler ve uP=1)(t) = ( ugp_l) (1), ugp_l)(t) )
(6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac smir deger probleminin \, i 6z degerlerine karsilik gelen 6z

fonksiyonu olsun. Bu durumda

() D = - DO gV,
A
(™) BN = - DA+ ),

() () = - D0 — a0t
n\2 -t
(ugp— )) (taM) = (p— 1)(—u+r(t))ug(p )(taﬂ)'

yazilir. Bu esitlikler sirasiyla ul(p )(t ), u U(p 1)(75 ), u U(p 1)(75, )\),ug(p_l)(t, A) fonksiyonlar:

ile carpilirsa

(@1)A N Ve = 0= DA = a0 ), (66)
(p—1) A Jug =) 1Y a(p-1) a(p-1)

(«) @ ) = (= DA+ VN ), (67)
(p—1) A JuZ @) 1V a(p-1) o(p-1)

(wf) "t (N = - De—a®u " "V wN,  (68)
(p—1) A Jug =) 1Y a(p—1) a(p-1)

(w) " e (A = = D(p+r@)us” V@ musVEN),  (6.9)

elde edilir. (6.6) ile (6.8) ve (6.7) ile de (6.9) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,

(™) (00,3 — (w7 0) 0 0 )

= (p— 1) — N7 Ve, Nu]P (),
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() (6 M) — (w0 (010

= (p—1)(u—Nug® (e, MgV, ),
olur. Bu egitlikler taraf tarafa toplanip ve baz diizenlemeler yapildiginda

[ul D (e M5 1) — gD (2,0)) (6.10)

= (== (NP ) + 6 N ).
esitligi elde edilir. Bu egitligin her iki tarafi A — p ile boliiniir, 4 — A iken limit alinirsa

—(p—1) lim {U{I(P— )(t A o(p— 1)(75’“) +ug(P— )(t A o(p— 1)(75’ M)}

H—A

- g g A
R R N S (A T el (ANl ()
= lim
n—A )\—/,L

ve

onff i ]

oo 0 (- - 0 o s
= e gl e - Vg e |

bulunur. Son esitligin [p(a), b] araliginda A—integrali alinir ve (6.2) smir kosulu kullanilirsa

b
_(p_1)/ {[u({(p_l)(t,)\)r—i— [ug@‘”(t,x)r}m (6.11)
p(a)
U(P 1)(b A)— 9 (P 1)(b’>\)_ (p— 1)(b A)— 9 ue P 1)(b’>\)’

ax" ox 2
olur. Dolaysiyla A(X) = ['yugp 1)(b, A)+ 5ug(p _1)(b, )\)} basit sifirlara sahiptir. Aksine, A*

1n ¢ift kath kok oldugunu varsayalim.

™ (b, A7) + dug " (b, X7) = 0 } (6.12)
(P 1) * a U(p 1) ¥\ .

Ty (b)\)—i-éa)\ (b,\*) =0

a(p—1) *a(pl) *_(pl) *aa(pl) *\ _
A= A" i¢in (6.11) ve (6.12) esitliklerinden

- 2 2
~(p—1) / {[“‘{“"”(t, N+ s )] }At =0=uf" V() =ug" It ) =
p(a)

elde edilir. Bu bir geligkidir. Boylece A(\) = ['yugp 1)(b A) + 5u0(p 1)(b, A)| yalmizca basit

sifirlara sahiptir.
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T T
Teorem 6.2, u(P~1) = ( ugp_l) ugp_l) ) Pl = ( v&p_l), vgp_l) ) € Cy([p(a), b] ,R),

9

(6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac sinir deger probleminin 6z fonksiyonlar: olsun.
W(u(p—l)’v(p—l)) _ ugp_l)vf(p_l) _ ugp—l)vg(p—l)
olmak {izere
(a) t € [p(a),b] N'T olmak iizere
T T A 1 1
(Lu(p_1)> po(P=1) _ (Lv(p_1)> uw P = WA (P~ P=h)y,

seklindedir.
(b) Ele alinan problem igin

< (Lu(p—1)>T’U0(p—1) S < (Lv(p—1)>T,u0(p—1) >

= W®™V, 0Dy () - WPV, oY) (p(a)),
olur.

is pat:

(a) Wronskian tanimi ve ¢arpimim A—tiirevi kurali geregince

WA P P~y = uzA(p_l)v(lf(p_l)—i—ug(p_l)vf(p_l)—uf(p_l)vg(p_l)—u(lf(p_l)va(p_l), (6.13)

yazilir. (6.13) ifadesine (p — 1)q(t)u(1f(p_1)vf(p_l) ve (p— 1)r(t)ug(p_1)vg(p_l) terimleri eklenip
gikarilirsa
WA(u(p—l)’v(p—l)) _ UZA(p—l)vflf(p—l) + ug(p—l)le(p—l) _ ulA(p—l)vg(p—l) _ uflf(p—l)va(p—l)
+p—1 q(t)u‘lf(p_l)vf(p_l) —(p— 1)q(t)u(f(p_1)vf(p_l)
+p—1 7n(t)ug(p—1)Ug(p—1) —(p— 1)r(t)ug(p—1)vg(p—1)
uflf(p—l)>
( (s ®)
_H)g(p—l) (_ulA(p—l) t(p— 1)r(t)ug(p_1)>
( )UT(P—U)

esitligi saglanir. Boylece (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac smir deger problemi igin p—Lagrange

esitligi gosterilmig olur.
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b) L% [p(a),b] uzaymndaki i¢ carpim ve Wronskian tanimi kullamlirsa
2

< (Lu(p—1)>T’v0(p—1) S - < (Lv(p—1)>T w1 >

— /b [(Lu(p—1)>Tv<f(p—1) — (Lv(p—1)>Tu0(p—1)] At

A(p—1) a(p—1)
Uq n (p— 1) Q(t) 0 Uq ( ,U;.(p_l) v;.(p_l) )
uzA(p—l) 0 7@ ug(p—l)
AT PUR R
va(p—l) 0 7t vg(p—l)

Boylece (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac simir deger problemi i¢in p—Green formiilii ispatlan-

mistir.

Teorem 6.3.

T
v ) =y D),y N )

T
Z(p_l)(t, )\2) = ( Zﬁp_l)(t, )\2), Zép_l)(taAZ) )

fonksiyonlar1t A\ # Ay 6z degerlerine kargilik gelen (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac simir deger
probleminin iki 6z fonksiyonu olsun. Buna gore

b
(p—1) [ 7P D) 270 (8, M)At = 0,
p(a)

seklindedir.
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Ispat: Oz fonksiyon ve 6z deger tammi geregince

W) A = - D - gV,
(yﬁ”‘”)A (A1) = (=D=M +r®)ys? V(L M),
() 0x) = - D0 - a@)FT V(e 0),
() (td) = (- DA+ ()57 00
yazilr. Bu denklemler srastyla 277V (£, Ag), 25P7V (£, A2), y7P P (t, M), 55V (¢, Ay) terim-
leri ile carpilir,
) GV N) = - DO - a0 X (), (614)
() ATV = (o= DN+ O (M) 6 2a), (615)
(zé”‘”) Ay " V(A = (- D2 — )2V X)y PV (1 M), (6.16)
(7). 05 ® M) = (= (e + )P 2 62, (617
ve (6.14), (6.16) ile (6.15), (6.17) esitlikleri taraf tarafa gikarihrsa

(Zép—1)> (t, o)y o(p— 1)(75’ A1) _( (p—1)> (t, A1) 25 a(p— 1)(75’)\2)

= (p— D — M)y V(6 )PV (M),
ve

()% (A0 0 00) — (079) (12" Ve )
= (- D= M)y APV (E ),

olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplanir ve baz1 diizenlemeler yapilirsa
A
R PN EC R (P B C e (PHE P (6.18)
= (= D0 =) [T VA1) + 557V A)E PV (1 )]

bulunur. Her iki tarafin p(a) noktasindan b noktasina A—integrali alimir ve smnir sartlari

kullanilirsa

b
=10 = %) [ (s A0 0 #5507 M0 0 ) A
p(a)
-1 o o
= BV 0) - )0 )

—y" "V (0(a))25 7 (p(a)) + 957 (p(a)) 2V (p(a)

= 0,

49



olur. Bu durumda A\; # Az igin

b
=1 [ {0 + 05050 ) | A

b
— (-1 / (7P (1, )T 27D (1, Ag) At

elde edilir. Bu ise farkhi 6z degerlere karsilik gelen y®=1 (¢, \) ve 2P~V (¢, \y) 6z fonksiyon-

larinin her zaman ortogonal oldugunu gosterir.

Teorem 6.4. X\ € R ve ¢t € [p(a),b] N'T olmak iizere (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac smir

deger problemi igin

o(p—1 0 -1 =1l 0 o(p—
us " (8N gV (8 A) T (1 N s (8,
t
2 2
= —(p—l)/ {[u‘;(p_l)(T,)\)} + [ug(p_l)(T,)\)} }AT,

p(a)

seklindedir.

. T
Ispat: v, A € R (v # \ icin) olsun. uP~1) = ( ugp_l), ugp_l) ) (6.1)-(6.3) p—Laplacian

Dirac sinir deger probleminin v, A\ 6z degerlerine kargilik gelen 6z fonksiyonu olsun.

A
(DN (t0) a0 (0}

— (p—1)w-N) {ug =D NP Dt 0) + w7V, NPV e, v)} .
Bu esitligin her iki tarafi A — v ile boliiniir, v — A iken limit alinirsa

A
AN V) - a0 (0 )
lim
v—=A A—v
= -1 T {00 0) + 05D S )}

ve

A
{ug =D, A)ngp—” (t,\) —uP Y, A)a%ug =14, A)}

= - { [ ] + [ en] |
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elde edilir. Bu ifadenin p(a) noktasindandan ¢ noktasina A—integrali alinirsa

/ 0(1) 1) ) Q (P 1)( A) — (p— 1)( )\)Q a(p— 1)(7. \) AAT
(r, 8)\ T, Uy T B\ ,

p(a)
_ —(p—l)/t {[u‘;@—”(m)r+ [ug(p—”(f,x)r}m,
p(a)

bulunur. Burada (6.2) sinir sartindan ugp_l) (p(a),\) = B ve ug(p_l) (p(a),\) = —a oldugu

goz dniine alinirsa aAugp 2 (p(a),\) =0 ve aa)\ug(p 2 (p(a),A) = 0 elde edilir. Dolaysi ile

o 0 — — 0 0' 1
ag " (8N gV (8 A) =l (1 ) s ()
t
2 2
= —(p— 1)/ {[ui(p_l)(ﬂ)\)} + [ug(p_l)(r,)\)} }AT,

p(a)

bulunur.
Teorem 6.5. (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac sinir deger probleminin 6z degerleri reeldir.

. — T _
Ispat: )y kompleks 6z deger ve wP~1(t) = (ﬂgp_l)(t), ﬂgp_l)(t) ) , Ao 0z degerine

kargilik gelen (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac sinir deger probleminin 6z fonksiyonu olsun. Bu

durumda
(p—1) (o (p—1) —(p—1) a(p—1) A
{wr Y@ Ve —a e )} (6.19)
_ ulA(p—l)ﬂg(p—l) _i_ua(p—l)ﬂffA(p—l) _ﬂlA(p—l)ug(p—l) _ﬂflf(p—l)ugA(p—l)

a(p— 1)( )‘2+

B C_A0)< ug“’—”(t)(z).

yazilir. (6.19) esitliginde (6.2)-(6.3) p—Laplacian Dirac probleminin simir kosullar1 dikkate

alinarak p(a) noktasindan b noktasina A—integrali alinirsa

(p—1) (Mo — o) /b <

p(a)
O OB R O ()

—u"V (p(a)yay " (p(a)) + Tl (p(a))ug PV (p(a))

= 0,

B 2
70| +

elde edilir. Buradan \g # Ag icin

o (i

p(a)

o(p— 1 +
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ve

u({(p_l) (t) =0 ve ug(p_l) (t) =0,

olur. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla (6.1)-(6.3) p—Laplacian Dirac simir deger probleminin 6z

degerleri reeldir.

Simdi ise osilasyon kriteri i¢in 6nemli bir formiil olan Picone bagintisim (6.1)-(6.3) p—Laplacian

Dirac sinir deger problemi igin verilecektir.
Teorem 6.6. (Picone Bagintisi)
. -1 -1 — -1 -1
w7 = @ T = PV )T e Cy([o(a). b, R)

fonksiyonlar

Ly®™D + A(1 = p)y®~ Y =0,
denkleminin ¢oziimleri olsun.

W (u®~D P10y = ugp_l)vf(p_l) o ugp—l)vg(p—l)

olmak {izere

ug ™) -\, o(p-1) S SIS D I R,
_ p— o(p—1) _ _ o(p— o(p— _ p— p—
ug(p_l) {(Lv ) U Alp—1) (u ) v } ugp_l) W(u ) )

_,_ﬁ {)\ (u(p—1)>Tu0(p—1) _ (uff(p—l)>T Qu(p—l)} W (u®=D, @),

ugp—l)ug(p—l)

seklindedir.

Ispat: (ugp _1)ug(p _1))(75) # 0 oldugunu kabul edilsin. Bu durumda p—Lagrange 6zdesligi

kullanilirsa
u(p—l) A uff(p—l)
L__ 7 (u®P=1) =1y — WA (uP=D, pP=1)
u(p—l) uff(p—l)
2 2

A(p—-1)_ (p—1) (p-1), A(p—1)
4+t U S ) W (u®=D, ye-1))
w1, (p=1) ’
2 2

a(p—-1)

_ W {(Lu(p—1)>Tv0(p—1) _ (Lv(p—1)>Tu0(p—1)}

(r—1) o(p—1), (1) (r-1) (1)
+W {(—A + r)u2 Usg — ()\ — q)ul Uy }

W (u®PD, p(P=1)
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_ oy { Ap—1) (ua(p—n)Tva(p—l) _ ( Lv(p—n)Tua(p—l)}

ug(p—l)

(p—1) o(p—1) (p—1 o(p—1) (p—1 o(p—1) (p—1 o(p—1) (p—1
i s {—)\ (uz(p )ugp )+u1(p )ugp )) —|—ru2(p )ugp )+qu1(p )ugp )}
Uy Uy

X W (uP= pP=1)

ug " -1\, ot-1) S B I G SRR
_ p— o(p—-1) _ _ o(p— o(p— _ p— p—
= ug(p_l) {(Lv ) U Alp—1) (u ) v } ugp_l)W(u U )

_,_(p;l)) {)\ (u(p—1)>Tu<f(p—1) _ (ua(p—1)>T Qu(p—l)} W (u®D, 1)),

(p—1), o(p—1
Uy Uy

olur. Diger taraftan

uP L ) . u{P V7Y X X
WD) | = (p= 1§ (A ) = O = @)y W0,
2 2
formiilii saglanir. Aslinda
-1 A o(p—1
ugp )W(u(p—l) v~ 1) r ul(p )WA(u(p—l) p®= 1)
(=1 ; ug®D ’

A(p-1), (p—1) (p—1), A(p—1)
Y ! Uy —— Uy U W (u®= (=)
u(p—l)uff(p—l) ’
2 2

a(p—1)
u A(p—1) o(p—1 A(p—1) o(p—1
= _u(lf(p_l) [—v5 (p )ul(p ) + 0 (p )uz(p )

2
+u2A(p—1)vflf(p—1) _ ulA(p—l)vg(p—l)]

Alp—1) (p—1 ~1) A(p-1
n (ul u )“gp ) - ugp )u2 (p )> (u(p—l)vff(p—l) _ u(p—l)va(p—1)>
(p—1) o(p—1) 2 1 1 2
Uy "Ug

u o(p—1) o(p—1 o(p—1) o(p—1
= (p—1) i(p_l) [—(A = @) P DuPD (x4 )y g
+ (A = Quf P DT (X P77
A — quy VY ~1) o(p-1 ~1) o(p-1
Fp—1) (_AH_( (p)_ll) U (ugp =D _ =D o( ))
Uz U

—-1) o(p—1 —1) o(p—1
= (p—D[(=A+7) (ugp )vl(p )_ugp )vz(p ))

(p—l)v;f(p—l) _ ugp—l)vg(p—1)>]

- _ _ AL B (p=1) (=1
. 1>{< A1) — (=)l g(p_l)}vv(u D),
seklindedir. Boylece teorem ispatlanmigtir.
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7 SONUC

Bu ¢aligmada zaman skalasi iizerinde p—Laplacian sinir deger problemleri ele alinarak bu
problemlere ait bazi énemli sonuglar elde edilmistir. p—Laplacian Sturm-Liouville, p—Laplacian
difiizyon ve p—Laplacian Dirac sistemi ele alinarak keyfi zaman skalas iizerinde spektral agidan
incelemeler yapilmigtir. Her boliimdeki problemler igin keyfi zaman skalasi tizerinde Picone
bagintisi incelenmig ve bu bagint1 ispatlanmigtir. Her problem igin elde edilen bu sonuglar
bu konuda elde edilen ilk sonuclar olmasi nedeniyle énemlidir ve matematikgilere 6nemli bir
yol gosterecektir. Daha sonraki caligmalarda keyfi zaman skalas: tizerinde osilasyon kriteri ve
Sturm-Picone kargilagtirma teoremleri incelenebilir ve ilging sonuglar elde edilebilir. Bu tez,

bu gesit calismalar icin bir temel olacaktir.
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