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ÖZET

Klasik anlamda Sturm-Liouville denklemleri, difüzyon denklemleri ve Dirac sistemleri farkl¬

s¬n¬r koşullar¬ alt¬nda birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve önemli sonuçlar elde edilmiştir.

Bu tezde, Sturm-Liouville ve difüzyon denklemleri ile Dirac sisteminin ¡Laplacian hali ele

al¬narak key… zaman skalas¬ üzerinde tan¬mlanm¬ş ve incelenmi̧stir. Bunun öncesinde za-

man skalas¬ ile ilgili temel tan¬m ve teoremler verilmi̧s, ¡Laplacian tipinde denklemler ve

genellȩstirilmi̧s trigonometrik fonksiyonlar aç¬klanm¬̧st¬r. Buna ilaveten spektral teoride önemli

bir ba¼g¬nt¬ olan Picone ba¼g¬nt¬s¬ Sturm-Liouville, Difüzyon ve Dirac s¬n¬r de¼ger problemleri için

elde edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalas¬, ¡Laplacian Sturm-Liouville denklemi, ¡Laplacian

Difüzyon denklemi, ¡Laplacian Dirac Sistemi.
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SUMMARY

¡Laplacian type problems on arbitrary time scale

In the classical sense, Sturm-Liouville equations, di¤usion equations and the Dirac systems

were studied by many mathematicians under di¤erent boundary conditions and signi…cant

results were obtained. In this thesis, ¡Laplacian case of the Sturm-Liouville and di¤usion

equations and the Dirac system are described and investigated on the arbitrary time scale.

Before this, basic de…nitions and theorems related to time scale are given, ¡Laplacian type

equations and generalized trigonometric functions are explained. In addition, the Picone

correlation, which is an important correlation in spectral theory, has been obtained for Sturm-

Liouville, Di¤usion and Dirac boundary value problems.

Key Words: Time Scales, ¡Laplacian Sturm-Liouville equation, ¡Laplacian di¤usion

equation, ¡Laplacian Dirac system.
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 :   1 şeklinde sabit

¢
2 [() ] : [() ] aral¬¼g¬nda karesel ¢-integrallenebilen fonksiyonlar uzay¬

VI



1 G·IR·IŞ

Bu tezde ele al¬nan problemler key… zaman skalas¬ üzerinde çal¬ş¬lm¬̧st¬r. Bu problemlerin

özelli¼gi ise ¡Laplacian tipinde denklemler içermesidir. Şimdi, zaman skalas¬ teorisinin geli̧sim

süreci hakk¬nda baz¬ bilgiler verilecektir.

Zaman skalas¬, 1987n88 y¬l¬nda Alman matematikçi Stephan Hilger [1-2] taraf¬ndan ortaya

konulmuştur. Stephan Hilger bu konuyu dan¬şman¬ B. Aulbach’tan [3] alm¬̧s ve bu konuda

önemli sonuçlar elde etmi̧stir. Stephan Hilger’in amac¬ sürekli ve ayr¬k analizi ayn¬ çat¬ alt¬nda

toplayan bir teori oluşturmakt¬. Bunun için de her ikisini kapsayan bir küme al¬nm¬̧s ve bu

kümeye daha sonraki dönemlerde zaman skalas¬ ad¬ verilmiştir. Bu konu Stephan Hilger’in

doktora tezinde ortaya at¬ld¬ktan sonra bir süre ilgi çekmemi̧s ve bu nedenle Hilger başka

konular çal¬̧smaya yönelmiştir. Fakat 2000 li y¬llarda zaman skalas¬ matematikçiler taraf¬ndan

çal¬ş¬lmaya başlanm¬̧s ve bu konuda birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r [4-10].

Zaman skalas¬ üzerinde dinamik denklemlerin çal¬̧s¬lmas¬, diferensiyel ve fark denklem-

lerinden iki ayr¬ sonuç elde edilmesini engeller. Zaman skalas¬nda dinamik denklemlerle ilgili

de çok say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r [11-15]. ·Ilk olarak teze başlarken zaman skalas¬nda temel

tan¬m ve teoremler verilerek zaman skalas¬ üzerinde Hilger türev ve integral kavramlar¬ ifade

edilecektir. Fakat as¬l amaç zaman skalas¬ üzerinde ¡Laplacian tipinde problemleri incele-

mektir. Bu nedenle ¡Laplacian tipinde problemlerin tarihi sürecinden bahsedilecektir.

Laplacian tipinde denklemler teorisi matemati¼gin: Varyasyon analizi, k¬smi diferensiyel

denklemler, potensiyel teori ve analitik fonksiyonlar teorisi gibi birçok dal¬ ile ba¼glant¬l¬d¬r.

Birçok matematikçi çok boyutlu

¡¢ +  jj¡2  =  jj¡2  (1.1)

­ = 0

şeklindeki ¡Laplacian tipinde öz de¼ger problemlerini incelemişlerdir. Burada   1  2

2 (­) şeklindedir. Bu yar¬ lineer bir k¬smi diferensiyel denklemdir. Birçok özelli¼gi  = 2

lineer olma durumu ile benzerdir. Fakat oldukça farkl¬ özellikleri de vard¬r. Burada, bu tip

denklemlerin bir boyutlu halleri incelenecektir. Bir boyutlu durumda (1.1) denklemi

¡
³
0(¡1)

´0
= (¡ 1) (¡ ()) (¡1) (1.2)

(0) = (1) = 1

şekline gelir. ¡Laplacian tipinde denklemlerin çözümlerinde genelleştirilmi̧s trigonometrik

fonksiyonlar bulunmaktad¬r. Bu nedenle ¡Laplacian tipinde denklemler incelenirken bu



fonksiyonlar¬n özellikleri de verilecektir. Literatürde klasik anlamda ¡Laplacian tipinde den-

klemlerle ilgili çok say¬da çal¬̧sma mevcuttur [16-19]. Bu tip denklemler zaman skalas¬ üzerinde

de incelenmiştir. Literatürde ¡Laplacian dinamik denklemlerle ilgili de çok say¬da çal¬̧sma

vard¬r [20-28].

Sonraki bölümlerde bir boyutlu üç tip ¡Laplacian tipinde problemler ele al¬nacak ve bu

problemlerin spektral özellikleri key… bir zaman skalas¬ üzerinde incelenecektir. Bu problem-

lerden birincisi ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemidir. Klasik anlamda Sturm-

Liouville denklemi oldukça önemli bir yere sahiptir. Bu denklem bir boyutlu Schrödinger den-

klemi olarakta bilinir. Temel parçac¬klar¬n davran¬̧slar¬n¬n aç¬klanmas¬ için 1930’ larda kuan-

tum mekani¼gi teorisi ortaya at¬lm¬̧st¬r. Kuantum mekani¼ginin temel denklemi ise Schrödinger

denklemidir. Schrödinger denklemi mikro evrendeki relativistik olmayan sistemleri tasvir

eden bir denklemdir. K¬smi diferensiyel denklem olan Schrödinger denklemi çözüldü¼günde

Sturm-Liouville denklemi ortaya ç¬kar ve Schrödinger denkleminin incelenmesinde kullan¬l¬r.

S¬n¬r-de¼ger problemleri aras¬nda Sturm-Liouville probleminin önemli bir yeri vard¬r. Genel

olarak s¬n¬r-de¼ger problemi denildi¼gi zaman ilk akla gelen, Sturm-Liouville problemidir. Bu

k¬s¬mda bu önemin nedenlerinden bahsedilecektir. Do¼gada gerçekleşen …ziksel olaylar¬n in-

celenmesi, …zik alan¬nda bilimsel geli̧smelere yol açm¬̧st¬r. Fizik alan¬ndaki bu bilimsel çal¬̧s-

malar matematik biliminin gelişmesinde büyük ölçüde etkili olmuştur. Matematiksel …zi¼gin

ve mühendisli¼gin pek çok problemi diferensiyel denklemlerden oluşan s¬n¬r de¼ger problem-

leri içermektedir. ·Ilk defa 1836 y¬l¬nda Charles Sturm ve Joseph Liouville taraf¬ndan ortaya

konulan ve literatürde Sturm-Liouville problemi olarak adland¬r¬lan s¬n¬r de¼ger problemi de

bu problemlerden birisidir. Başlang¬çta ¬s¬ iletimi problemlerine uygulanan Sturm- Liouville

teorisi günümüzde birçok …ziksel problemin araşt¬r¬lmas¬nda en etkin yöntemlerden biri olarak

bilinmektedir. Bu problemler Fourier yöntemi (de¼gi̧skenlerine ay¬rma) ile incelendi¼ginde elde

edilen denklemin s¬n¬r şartlar¬nda da spektral parametre bulundu¼gu görülür. Sturm-Liouville

denklemi daha sonra 20. yüzy¬l¬n başlar¬nda D. Birkho¤ (1909) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Bu

çal¬şmalarda regüler s¬n¬r şartlar¬, öz de¼gerler ve bu öz de¼gerlere karş¬l¬k gelen öz fonksiyonlara

ba¼gl¬ fonksiyonlar sistemi verilmi̧stir. Bu nedenle literatürde s¬n¬r şartlar¬nda spektral para-

metre bulunduran ve bulundurmayan Sturm-Liouville problemleri ile ilgili çok say¬da çal¬̧sma

vard¬r. Sturm-Liouville denklemi key… zaman skalas¬ üzerinde incelenmiş ve önemli sonuçlar

elde edilmiştir. Klasik ¡Laplacian Sturm-Liouville denklemi matematikçiler taraf¬ndan de-

tayl¬ bir şekilde incelenmi̧stir. Bu tezde ise key… zaman skalas¬ üzerinde ¡Laplacian Sturm-

Liouville denklemini içeren problem ele al¬nacakt¬r.

Di¼ger bir problem ise ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger problemidir. Bu denklemin klasik
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hali de matematiksel …zikte önemli bir uygulama alan¬na sahiptir. Bu denklem k¬smi bir difer-

ensiyel denklem olan Klein-Gordon denkleminin çözümü s¬ras¬nda ortaya ç¬kan bir denklemdir.

Klein-Gordon denklemi, kuantum alan teorisindeki matematiksel modellerin en önemlilerinden

birisi olarak kabul edilmektedir. Denklem genel olarak dispersive dalga olay¬n¬ tasvir etmek

için kullan¬l¬r ve relativistik …zik, plazma …zi¼gi ve lineer olmayan optikte ortaya ç¬kar. Klein-

Gordon denklemi …zikte lineer veya lineer olmayan şekillerde kaŗs¬m¬za ç¬kabilir. Klein-Gordon

diferensiyel denkleminin özelliklerini anlamak için difüzyon denklemi spektral teoride ince-

lenir. Bu aç¬dan bu denklem oldukça önemlidir ve literatürde bu denklem ile ilgili çok say¬da

çal¬şma vard¬r [29-46]. Difüzyon denkleminin ¡Laplacian hali detayl¬ olarak Koyunbakan

[47] ve Gulsen [48] taraf¬ndan incelenmi̧stir. Bu denklemin  = 2 klasik hali key… bir za-

man skalas¬nda incelenmi̧stir [49]. Bu tezde ise key… bir zaman skalas¬ üzerinde ¡Laplacian

difüzyon denkleminin özellikleri incelenecektir.

Tez içerisinde ele al¬nan son problem ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger problemidir. Schrödinger

teorisi göreli olmayan kuantum mekani¼ginin geçerli oldu¼gu bir teoridir. Kuantum mekani¼gin-

deki Schrödinger teorisinin göreli genellemelerinden biri ile verilen Klein-Gordon denklemidir.

Ancak, hem Schrödinger denklemi hem de Klein-Gordon denklemi spin bilgisi içermez. Gerçek-

ten, Klein-Gordon denklemi spin s¬f¬r parçac¬klar¬ için uygun bir denklemdir. Bununla birlikte,

bilinen birçok parçac¬¼g¬n spinleri s¬f¬r de¼gildir. Bu bak¬mdan, Dirac denklemi gibi bir denklemin

gereklili¼gi büyük önem taş¬r. Literatürde Dirac denklem sistemi ile ilgili çok say¬da çal¬̧sma

vard¬r [50-67]. ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger problemi klasik anlamda Gulsen [68] taraf¬ndan

çal¬ş¬lm¬̧st¬r. Klasik Dirac sistemi key… bir zaman skalas¬ üzerinde ise  = 2 için Gulsen ve Yil-

maz [69-70] taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬şt¬r. Bu çal¬şmada ise ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger problemi

key… zaman skalas¬ üzerinde ele al¬nacak ve baz¬ önemli sonuçlar elde edilecektir.

·Inceledi¼gimiz kadar¬ ile ele alaca¼g¬m¬z ¡Laplacian tipinde denklemleri içeren problemler

key… zaman skalas¬nda incelenmemi̧stir. Bu nedenle bu tip problemleri inceleyip bu alandaki

önemli bir boşlu¼gu kapatmak istiyoruz. Ayr¬ca osilasyon teorisi için çok önemli olan Picone

ba¼g¬nt¬s¬ ele ald¬¼g¬m¬z üç problem için de ispatlanacakt¬r. Literatürde Picone ba¼g¬nt¬s¬ ile ilgili

çok say¬da çal¬̧sma vard¬r [71-72]. 1998 y¬l¬nda, Allegretto ve Xi [73] ¡Laplace operatorü

için Picone ba¼g¬nt¬s¬n¬ elde ettiler, Bal [74] ¡Laplacian operatorü için genelleştirilmi̧s Picone

ba¼g¬nt¬s¬n¬ verdi ve Sturm kaŗs¬laşt¬rma teoremi ile bir Liouville tipinde teoremi ispat etti.

Picone ba¼g¬nt¬s¬n¬n önemli uygulamalar¬ vard¬r. Diferensiyel denklemlerin çözüm fonksiy-

onlar¬ için verilen osilasyon kriterlerinin elde edilmesinde Picone ba¼g¬nt¬s¬ önemli bir yere

sahiptir. Ayr¬ca Sturm kaŗs¬laşt¬rma teoreminin ispat¬nda da Picone ba¼g¬nt¬s¬ kullan¬lmak-

tad¬r.
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2 ZAMAN SKALASI VE TEMEL ÖZELL·IKLER·I

Tan¬m 2.1. (Zaman Skalas¬) ([9, 10]) Reel say¬lar kümesinin key…, kapal¬ ve boş olmayan

bir alt kümesine zaman skalas¬ denir. Zaman skalas¬ genel olarak T sembolü ile gösterilir. R

Z N kümeleri birer zaman skalas¬d¬r. [0 1] [1 2] [ [3 4] kapal¬ aral¬klar¬ ve Cantor kümesi de

birer zaman skalas¬d¬r. Bunlar d¬̧s¬nda zaman skalalar¬ da mevcuttur. Örne¼gin,   0 olmak

üzere

T =Z = f :  2 Zg 

bir zaman skalas¬d¬r.    0 olacak şekilde

 =
+1[

=0

[(+ ) (+ ) + ] 

bir zaman skalas¬d¬r.   1 olmak üzere  =
©
 :  2 Z

ª
bir zaman skalas¬d¬r. Bu zaman

skalas¬na kuantum zaman skalas¬ denir. Fakat Q, R nQ, C ve (0 1) aç¬k aral¬¼g¬ zaman skalas¬

olma koşullar¬n¬ sa¼glamad¬klar¬ için zaman skalas¬ de¼gildir. Aşa¼g¬da bir kümenin zaman skalas¬

olma şartlar¬n¬ sa¼glamas¬ ile ilgili baz¬ örnekler verilmi̧stir.

Örnek 2.1. Do¼gal say¬lar kümesi bir zaman skalas¬d¬r. Çünkü

) N 6=

) N ½ R

) N kapal¬d¬r. Kapal¬ olmas¬ için N = N olmal¬d¬r (Kümenin kapan¬̧s¬ kümeye, y¬¼g¬lma

noktalar¬n¬n ilave edilmesiyle oluşan kümedir. Do¼gal say¬lar kümesinin y¬¼g¬lma noktas¬ ol-

mad¬¼g¬ndan, N =  olur). Yani N = N [N = N [  = N olup N kapal¬l¬k şart¬n¬ sa¼glar. Bu

yüzden do¼gal say¬lar kümesi kapal¬d¬r ve bir zaman skalas¬d¬r.

Örnek 2.2. Rasyonel say¬lar kümesi bir zaman skalas¬ de¼gildir.

) Q 6=

) Q ½ R

) Fakat Q kapal¬ de¼gildir. Kapal¬l¬k için Q = Q olmal¬d¬r. Rasyonel say¬lar kümesinin

y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi Q = R şeklindedir. Q = Q [Q = Q [R = R olup, Q kapal¬

de¼gildir. Bu nedenle rasyonel say¬lar kümesi bir zaman skalas¬ de¼gildir.

Tan¬m 2.2. (·Ileri S¬çrama Operatörü) ([9, 10]) T bir zaman skalas¬ olmak üzere  2 T

için  : T! T şeklindeki ileri s¬çrama operatörü

() = inf f 2 T :   g 

olarak tan¬mlan¬r.



Tan¬m 2.3. (Geri S¬çrama Operatörü) ([9, 10]) T bir zaman skalas¬ olmak üzere  2 T

için  : T! T şeklindeki geri s¬çrama operatörü

() = sup f 2 T :   g 

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.4. (Graininess Fonksiyonu) ([9, 10]) T bir zaman skalas¬ olsun. Her  2 T

için

() = ()¡ 

ile tan¬mlanan  : T! [01) fonksiyonuna ileri graininess fonksiyonu, () =  ¡ () ile

tan¬mlanan  : T! [01) fonksiyonuna ise geri graininess fonksiyonu ad¬ verilir.

Tan¬m 2.5. (Zaman Skalas¬nda Noktalar¬n S¬n¬‡and¬r¬lmas¬) ([9, 10]) T bir zaman

skalas¬ olsun. E¼ger ()   ise  ye sa¼g saç¬lm¬̧s, ()   ise  ye sol saç¬lm¬̧s nokta denir.

Hem sa¼g saç¬lm¬̧s hem sol saç¬lm¬̧s noktalara izole noktalar denir. () =  ise  ye sa¼g yo¼gun,

() =  ise  ye sol yo¼gun nokta denir. Hem sa¼g, hem de sol yo¼gun olan noktalara ise yo¼gun

noktalar denir. Özel durumlarda e¼ger  = maxT ise () = ;  = minT ise () =  şeklindedir.

Tan¬m 2.6. ([9, 10]) T zaman skalas¬ verilmi̧s olsun.

T =

8
<
:
Tnfg e¼ger supT = ve  sol saç¬l¬ml¬ ise

T di¼ger hallerde

9
=
;

şeklindedir. Bu kavram delta türev tan¬mlan¬rken kullan¬lacakt¬r. E¼ger T nin maksimum

eleman¬ varsa inf  = max T, minimum eleman¬ varsa sup = min T olur.

Örnek 2.3. T = [0 1] [ f2 3g zaman skalas¬ için supT =3 olmak üzere

T = [0 1] [ f2 3g ¡ f3g = [0 1] [ f2g

şeklindedir.

Örnek 2.4. T = R , T = Z, T =Z, T = zaman skalalar¬n¬n nokta s¬n¬‡and¬rmalar¬ ve

graininess fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki gibidir.

T = R iken her  2 R için

() = inf f 2 R :   g = inf f + 1 + 2 g = 

() = sup f 2 R :   g = sup f ¡ 1 ¡ 2 g = 

() = ()¡  = ¡  = 0
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olup her nokta yo¼gun noktad¬r. T =Z iken her  2 Z ve   0 için

() = inf f 2 Z :   g = inf f+  + 2 g = + 

() = supf 2 Z :   g = sup f¡  ¡ 2 g = ¡ 

() = ()¡  = + ¡  = 

olup, her nokta izole noktad¬r. Özel halde, T = Z olmak üzere her  2 Z için

() = inf f 2 Z :   g = inf f+ 1 + 2 g = + 1

() = sup f 2 Z :   g = supf¡ 1 ¡ 2 g = ¡ 1

() = ()¡  = + 1¡  = 1

()    ()

olacak şekilde her nokta izole noktad¬r. T = K =  [ f0g,   1 olmak üzere, her  2 K ve

  0 için

() = inf f 2 K :   g = inf
©
 2 

ª
= 

() = sup f 2 K :   g = sup
©
¡1 ¡2 

ª
=





() = ()¡  = ¡  = ( ¡ 1)

()    ()

olur ve her nokta izole noktad¬r. Genel olarak baz¬ zaman skalalar¬ için ileri, geri s¬çrama

operatörleri ve graininess fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki şekildedir.

T () () ()

R 0  

Z 1 + 1 ¡ 1

Z  +  ¡ 

 ( ¡ 1) 




N20 2
p
+ 1

¡p
+ 1

¢2 ¡p
¡ 1

¢2

Baz¬ zaman skalalar¬n¬n graininess fonksiyonlar¬ ve ileri, geri s¬çrama operatörleri

Tan¬m 2.7. (Zaman Skalas¬nda Delta Hilger Türev) ([9, 10])  : T!R bir fonksiyon

ve  2 T olsun. E¼ger 8  0 için

¯̄
[ (())¡ ()]¡ ¢()[()¡ ]

¯̄
·  j()¡ j  8 2 
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olacak şekilde  nin bir  komşulu¼gu varsa,  fonksiyonuna  noktas¬nda ¢-türevlenebilir

bir fonksiyon, ¢ ya  fonksiyonunun  noktas¬ndaki Hilger türevi ya da ¢-türevi denir. Bu

türev

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 


şeklinde tan¬mlan¬r. Zaman skalas¬ de¼gi̧stikçe bir fonksiyonun delta türevi farkl¬ şekilde tan¬m-

lan¬r. Örne¼gin:

T = R ise

¢() = lim
!

 (())¡ ()

()¡ 
= lim

!

()¡ ()

¡ 
= 

0
()

T = Z ise

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

 (+ 1)¡ ()

+ 1¡ 
= (+ 1)¡  () = ¢()

şeklindedir. Delta türevi anlamak için baz¬ somut örnekler verelim.

Örnek 2.5. () = 2 fonksiyonu verilsin. Buna göre ¢() yi T = R , T = Z, T =Z,

T = zaman skalalar¬ için hesaplayal¬m.

¢() = lim
!

(())¡  ()

()¡ 
= lim

!

2()¡ 2

()¡ 
= lim

!

(()¡ )(() + )

()¡ 

= lim
!
(() + ) = () + 

olur. Böylece

T = R =) () =  ¢() = () +  = +  = 2

T = Z =)() = + 1 ¢() = () +  = + 1 +  = 2+ 1

T =Z =)() = +  ¢() = () +  = + +  = 2+ 

T = =) () =  ¢() = () +  = +  = ( + 1)

bulunur.

Örnek 2.6. ([9, 10]) T key… bir zaman skalas¬,  : T!R bir fonksiyon ve () = ,  2 T

olsun.

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

¡ 

()¡ 
= 0
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yaz¬l¬r. O halde sabit bir fonksiyonun zaman skalas¬ üzerinde türevi 0 d¬r. T key… bir zaman

skalas¬,  : T!R bir fonksiyon ve () = ,  2 T ise

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

()¡ 

()¡ 
= 1

olur. T = N
1
2
0 = f

p
 :  2 N0 = f0 1 2 gg ve  () = 2 ise

 =
p
 =)  = 2

() = (
p
) =

p
+ 1 =

p
2 + 1 =) (2)¢ = +

p
2 + 1

T =
n
2
:  2 N0

o
ve () = 2 olacak şekilde,

 =


2
=)  = 2

() = (


2
) =

+ 1

2
= +

1

2
=) (2)¢ = 2+ 1

2


ve T = N
1
3
0 = f 3

p
 :  2 N0 = f0 1 2 gg ve () = 2 olmak üzere

 = 3
p
 =)  = 3

() = ( 3
p
) = 3

p
+ 1 =

3
p
3 + 1 =) (2)¢ = +

3
p
3 + 1

elde edilir. T key… bir zaman skalas¬,  : T!R bir fonksiyon ve () =
p
  2 T olsun.

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

p
()¡

p


()¡ 

= lim
!

³p
()¡

p

´³p

() +
p

´

(()¡ )(
p
() +

p
)

=
1p

() +
p



elde edilir. Bu örnekler artt¬r¬labilir.

Teorem 2.1. ([9, 10])  : T!R bir fonksiyon ve  2 T olsun.

)  fonksiyonu  noktas¬nda Hilger türevli ise, bu noktada süreklidir.

)  fonksiyonu  noktas¬nda sürekli ve  noktas¬ sa¼g saç¬lm¬̧s ise,  noktas¬nda Hilger

türevlenebilirdir ve

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 


şeklindedir.

)  sa¼g yo¼gun nokta ise,  nin  de Hilger türevlenebilir olmas¬ için gerek ve yeter koşul

lim
!

()¡ ()

¡ 

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limitinin var olmas¬d¬r. Bu durumda

¢() = lim
!

()¡ ()

¡ 


bulunur.

Teorem 2.2. ([9, 10])  :T!R bir fonksiyon ve  2 T olsun.

() = (()) = () + ()¢()

şeklindedir.

Teorem 2.3. ([9, 10])   : T!R ve  2 T olsun. Bu durumda

) ( +)¢() = ¢() + ¢()

)  2 R olmak üzere ( )¢() = ¢()

) ()¢() = ¢()() + (())¢() = ()¢() + ¢()()

) ()(()) 6= 0 için (

)¢() =

¢()()¡ ()¢()

()(())
 şeklindedir.

Teorem 2.4. ([9, 10])  bir sabit ve  2 N olsun.

) () = (¡ ) al¬n¬rsa

¢() =
¡1X

=0

[()¡ ](¡ )¡1¡ 

olur.

) () =
1

(¡ )
iken

¢() =
¡1X

=0

1

[()¡ ]¡(¡ )+1


olur. Burada (¡ )[()¡ ] 6= 0 d¬r.

Tan¬m 2.8. (·Ikinci Mertebeden Delta Hilger Türev) ([9, 10])  :T!R tan¬ml¬ bir

fonksiyon olsun. ¢¢ = ( ¢)¢ : T2!R şeklindeki türeve  fonksiyonunun ikinci mertebeden

delta türevi denir. Genel olarak (¢) : T!R türevine ise  fonksiyonunun  mertebeden

delta türevi denir. Bu durumda 2() = (()) ve 2() = (()) biçimindedir. Ayr¬ca

¢
0
=  ve T0 = T dir.

Örnek 2.7.  () = 1, () = , () = 2 fonksiyonlar¬n¬n key… zaman skalalar¬ üzerinde

ikinci mertebeden Hilger delta türevleri s¬ras¬ ile

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

1¡ 1
()¡ 

= 0 =) () = 0

(¢)¢ = ¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

0¡ 0
()¡ 

= 0
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¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

()¡ 

()¡ 
= 1 =) () = 1

(¢)¢ = ¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

1¡ 1
()¡ 

= 0

¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

2()¡ 2

()¡ 
= lim

!

(()¡ )(() + )

()¡ 

= lim
!
(() + ) = () + 

=) () = () + 

(¢)¢ = ¢() = lim
!

(())¡ ()

()¡ 
= lim

!

(()) + ()¡ ()¡ 

()¡ 
=

(())¡ 

()¡ 

şeklindedir.

Örnek 2.8. ([9, 10]) ()¢¢ türevi için genel olarak

()¢ = ¢ + ¢

()¢¢ =
¡
¢ + ¢

¢¢
=
¡
¢

¢¢
+
¡
¢

¢¢
=
¡
¢¢ + ¢¢

¢
+
¡
¢¢ + ¢¢

¢

= ¢¢ + ¢(¢ + ¢) + ¢¢

eşitli¼gi vard¬r. Aşa¼g¬daki k¬s¬mda zaman skalas¬nda delta integral tan¬mlanacakt¬r. Fakat delta

integrali tan¬mlamadan önce baz¬ kavramlar¬ vermek gerekir.

Tan¬m 2.9. (Regüler Fonksiyon) ([9, 10])  : T!R fonksiyonunun regüler olmas¬ için

gerek ve yeter şart bu fonksiyonun zaman skalas¬n¬n tüm sa¼g yo¼gun noktalar¬nda sa¼g tara‡¬

limiti, tüm sol yo¼gun noktalar¬nda sol tara‡¬ limitinin olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.10. (¡sürekli Fonksiyon) ([9, 10])  :T!R fonksiyonunun ¡sürekli

olmas¬ için gerek ve yeter şart bu fonksiyonun zaman skalas¬n¬n sa¼g yo¼gun noktalar¬nda sürekli

ve sol yo¼gun noktalar¬nda sol tara‡¬ limitinin olmas¬d¬r. Tüm ¡sürekli fonksiyonlar¬n¬n

uzay¬ (T) =(TR) şeklindedir.  :T!R şeklinde ¢-türevli ve türevi ¡sürekli olan

tüm fonksiyonlar¬n uzay¬ 1
(T) =1

(TR) şeklinde gösterilir.

Teorem 2.5. ([9, 10])  : T!R tan¬ml¬ bir fonksiyon olsun.

)  fonksiyonu sürekli ise, ¡süreklidir.

)  fonksiyonu ¡sürekli ise, regülerdir.

)  ileri s¬çrama operatörü ¡süreklidir.

)  fonksiyonu regüler veya ¡sürekli ise,  fonksiyonu regüler veya ¡süreklidir.
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)  sürekli bir fonksiyon olsun.  : T!R tan¬ml¬ regüler veya ¡sürekli bir fonksiyon

ise,  ± fonksiyonu regüler veya ¡süreklidir.

Teorem 2.6. ([9, 10])  regüler bir fonksiyon olsun. Bir D bölgesinde türevlenebilen öyle

bir  fonksiyonu vard¬r ki 8 2 D için ¢() = () dir.

Tan¬m 2.11. (Belirsiz Delta ·Integral) ([9, 10])  regüler bir fonksiyon olsun. ¢() =

() olacak şekilde bir  fonksiyonu mevcut ise,  fonksiyonunun ¢-belirsiz integrali

Z
()¢ =  () +

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada  key… bir sabittir. Benzer şekilde; 8  2 T için  fonksiyonunun

¢-belirli integrali (Cauchy integrali)

Z



 ()¢ =  ()¡  ()

şeklindedir.

Teorem 2.7. ([9, 10])  2  ve  2 T ise,

()Z



()¢ = ()() dir.

·Ispat: () =  () + () ¢() eşitli¼gi kullan¬larak

()Z



()¢ =  (())¡  () =  ()¡  ()

=  () + ()¢()¡  ()

= ()¢()

= ()()

elde edilir.

Teorem 2.8. ([9, 10]) ¢ ¸ 0 ise,  azalmayand¬r.

·Ispat: [ ] aral¬¼g¬ üzerinde ¢ ¸ 0 olsun.  ·  ·  ·  olmak üzere   2 T için

Z



¢()¢ =  ()¡ () =) () = () +

Z



¢()¢

=)  ()¡ () ¸ 0 =) () ¸ ()

olur.  ·  =) () ·  () olup,  azalmayand¬r.
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Örnek 2.9. ([9, 10])
Z
( + )¢ =

(+ )+1

 + 1
+  integrali T = Z zaman skalas¬ için

hesaplanacakt¬r. T = Z ise (+ 1)¡  () = ¢() eşitli¼ginden

¢

µ
(+ )+1

 + 1

¶
=
(+ 1+ )+1

 + 1
¡ (+ )+1

 + 1


+  =  denirse

X

=0

!

!(¡ )!
¡ = (+ )

=
³
0

´
0 +

³
1

´
¡11 + +

³


´


şeklindeki binom teoremi yard¬m¬yla
·µ

 + 1

0

¶
+1 +

µ
 + 1

1

¶
 + +

µ
 + 1

 + 1

¶¸
¡ +1

 + 1
= 

olup, Z
 =

Z
(+ )¢ =

(+ )+1

 + 1
+

elde edilir.

Teorem 2.9. ([9, 10])    2 T ve   2  olsun. Aşa¼g¬daki özellikler mevcuttur.

)

Z



[() + ()]¢ =

Z



()¢+

Z



()¢

)

Z



 ()¢ = 

Z



()¢ (=sabit)

)

Z



()¢ = ¡
Z



()¢

)

Z



()¢ =

Z



()¢+

Z



 ()¢  2 [ ]

)

Z



()¢ = 0

) [ ) aral¬¼g¬nda j()j · () ise

¯̄
¯̄
¯̄

Z



()¢

¯̄
¯̄
¯̄ ·

Z



()¢

) 8 2 [ ) için () ¸ 0 =)
Z



()¢ ¸ 0

)

Z



()¢()¢ = ()()¡ ()()¡
Z



¢()()¢
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)

Z



()¢()¢ = ()()¡ ()()¡
Z



¢()()¢

( ) ve () formüllerine zaman skalas¬nda k¬smi integrasyon formülleri denir.

Teorem 2.10. ([9, 10])   2 T ve  2 (T) verilsin. Bu durumda

) T = R ise
Z



()¢ =

Z



()

olur. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki integral Riemann integralidir.

) [ ] aral¬¼g¬ sadece izole noktalardan oluşuyorsa

Z



()¢ =

8
>>>>>><
>>>>>>:

X

2[)
()()    ise

0  =  ise

¡
X

2[)
()()    ise

elde edilir.

) T =Z = f :  2 Zg    0 ise

Z



 ()¢ =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:




¡1
X

=




()    ise

0  =  ise

¡




¡1
X

=




()    ise

olur.

) T = Z ise

Z



()¢ =

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

¡1X

=

()    ise

0  =  ise

¡
¡1X

=

()    ise

olur.

Örnek 2.10. [75] Burada, delta integral ile ilgili baz¬ örnekler verilecektir.

T = R için

Z



¢ =

Z



 =
2

2
¡ 2

2
,
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T = Z için

Z



¢ =
X

2[)
 =

¡1X

=

,

T = [0 3] [ f4 5 6 7 8g için
Z

0

¢ integralinin de¼geri  nin durumlar¬na göre aşa¼g¬daki

şekilde elde edilir:

 · 3 ise
Z

0

¢ =
2

2
,

 = 4 ise

4Z

0

¢ =

3Z

0

¢+

4Z

3

¢ =
15

2

  4 ise

Z

0

¢ =

3Z

0

¢+

4Z

3

¢+

8Z

4

¢ =
15

2
+

7X

=4

 =
59

2

Örnek 2.11. [75] T = N2
0 =

©
2 :  2 N0

ª
zaman skalas¬ için

Z

1

(+1)2¢ integrali aşa¼g¬-

daki şekilde hesaplan¬r.

Z

1

(+ 1)2¢ =

p
¡1X

=1

(2)Z

2

(+ 1)2¢

=

(1)Z

1

(+ 1)2¢+

(22)Z

22

(+ 1)2¢+ +

(
p
¡1)2Z

(
p
¡1)2

(+ 1)2¢

= ((1)¡ 1)22 +
¡
(22)¡ 22

¢
52 + +

³

³
(
p
¡ 1)2

´
¡ (
p
¡ 1)2

´
(+ 2¡ 2

p
)2

Örnek 2.12. T =
·
0
1

3

¸
[
·
1

2
 1

¸
olsun. () =

8

7
(1¡ ) için

1Z

0

()¢

integralinin de¼gerini bulunacakt¬r.

1Z

0

()¢ =

13Z

0

()¢+

12Z

13

()¢+

1Z

12

()¢

oldu¼gundan integralleri ayr¬ ayr¬ hesaplanacakt¬r.
·
0
1

3

¸
reel say¬lar¬n kapal¬ bir alt kümesi

oldu¼gundan,
13Z

0

()¢ =

13Z

0

() =
8

7

13Z

0

(1¡ ) =
8

162

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olur.
·
1

3

1

2

¸
aral¬¼g¬n¬ göz önüne al¬n¬rsa, (

1

3
) =

1

2
oldu¼gundan

()Z



()¢ = () ()

yard¬m¬yla,
12Z

13

()¢ =  (
1

3
)(
1

3
) =

8

189


bulunur.
·
1

2
 1

¸
aral¬¼g¬ için hesaplama yap¬l¬rsa,

1Z

12

()¢ =

1Z

12

 () =
8

7

1Z

12

(1¡ ) =
2

21


elde edilir. Böylece,

1Z

0

()¢ =

13Z

0

 ()¢+

12Z

13

()¢+

1Z

12

 ()¢ =
106

567


olur.

Tan¬m 2.12. (Zaman Skalas¬nda Zincir Kural¬) ([9, 10])   : R!R tan¬ml¬ iki

fonksiyon olsun.  fonksiyonu  2 R noktas¬nda,  ise () noktas¬nda türevli ise ( ± )0() =


0
(())

0
() eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Örnek 2.13.   : Z!Z,  () = 2, () = 2 fonksiyonlar¬ verilsin. Z zaman skalas¬nda

klasik zincir kural¬n¬n sa¼glanmad¬¼g¬n¬ gösterilecektir.

( ± )¢() = ¢(())¢() (2.1)

olmak üzere

( ± )() = (()) = 42

( ± )¢() = 4(+ 1)2 ¡ 42 = 42 + 8+ 4¡ 42 = 8+ 4

olur. (2.1) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ hesaplan¬rsa,

¢() = 2(+ 1)¡ 2 = 2 (2.2)

¢() = (+ 1)2 ¡ 2 = 2+ 1

¢(()) = 2(2) + 1 = 4+ 1 (2.3)

olmak üzere, (2.2) ve (2.3) ȩsitliklerinden
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¢(())¢() = 2(4+ 1) = 8+ 2

yaz¬laca¼g¬ndan, (2.1) ȩsitli¼gi sa¼glanmaz.

Zincir kural¬ çok önemli bir kurald¬r. Bu nedenle bu kural¬n zaman skalas¬nda tan¬mlanmas¬

gerekir. Klasik analizde verilen haliyle zincir kural¬n¬n sa¼glanmad¬¼g¬ yukar¬da ifade edildi. O

halde baz¬ şartlar yükleyerek zincir kural¬ zaman skalas¬nda yeniden tan¬mlanmal¬d¬r. Bu

tan¬mlardan baz¬lar¬ aşa¼g¬daki şekildedir.

Teorem 2.11. (Zincir Kural¬) ([9, 10])  : R!R fonksiyonu sürekli,  : T!R fonksiyonu

ise T üzerinde türevli olsun.  : R!R fonksiyonu sürekli türevlenebilir ise [ ()] aral¬¼g¬nda

öyle bir  sabiti vard¬r ki ( ± )¢() =  0(())¢() şeklinde olur.

Örnek 2.14. ([9, 10]) T = Z olsun.  () = 2, () = 2 fonksiyonlar¬ verilsin.  = 3 olmak

üzere, yukar¬daki teoremde ad¬ geçen  sabitini bulal¬m.

( ± )¢(3) = 
0
(())¢(3)

( ± )¢() = 4(+ 1)2 ¡ 42 = 42 + 8+ 4¡ 42 = 8+ 4) ( ± )¢(3) = 83 + 4 = 28

¢() = 2(+ 1)¡ 2 = 2+ 2¡ 2 = 2 =) ¢(3) = 2


0
() = 2 =) 

0
(()) = 2()

( ± )¢(3) = 
0
(())¢(3)) 28 = 2()2 =) () =

28

4
=) 2 = 28

4

 =
7

2
=)  =

7

2
2 [3 (3)] (3) = 4

Teorem 2.11 ile verilen zincir kural¬ oldukça zay¬ft¬r. Bu nedenle baz¬ matematikçiler taraf¬n-

dan zaman skalas¬ üzerinde daha kullan¬şl¬ zincir kurallar¬ tan¬mlanm¬̧st¬r. Aşa¼g¬da verilecek

zincir kural¬ 1998 y¬l¬nda Christian Pötzche taraf¬ndan ispatlanm¬şt¬r.

Teorem 2.12. (Zincir Kural¬) ([9, 10])  : R!R fonksiyonu sürekli, türevli bir fonksiyon

ve  : T!R fonksiyonu ¢-türevlenebilir olsun. Bu durumda  ± , ¢-türevlenebilirdir ve

( ± )¢() =

8
<
:

1Z

0


0
[() + ()¢()]

9
=
; ¢()

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlik bileşke fonksiyonunun ¢-türevinin nas¬l hesaplanaca¼g¬n¬ gösterir.

Daha farkl¬ zincir kural¬ versiyonlar¬ sonraki y¬llarda C.D. Ahlbrandt, M. Bohner, J. Ri-

denhour gibi matematikçiler taraf¬ndan verilmi̧stir.

Örnek 2.15. ([9, 10])  : Z!R,  : R!R, () = 2, () = exp() =  fonksiyonlar¬

verilsin. Teorem 2.12 kullan¬larak zincir kural¬n¬n sa¼gland¬¼g¬ gösterilecektir.
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I.Yol: Hilger türev tan¬m¬ndan

¢() = (+ 1)2 ¡ 2 = 2+ 1

() = exp() =) 
0
() = exp()

olmak üzere Teorem 2.12 kullan¬l¬rsa

( ± )¢() =

8
<
:

1Z

0


0
[2 + (2+ 1)]

9
=
; (2+ 1)

= (2+ 1)

1Z

0

exp(2 + (2+ 1))

= (2+ 1) exp(2)

1Z

0

exp((2+ 1))

= (2+ 1) exp(2)
1

2+ 1

n
exp((2+ 1))j10

o

= exp(2) fexp(2+ 1)¡ 1g 

olur.

II.Yol:

( ± )¢() = ¢( ± )() = ¢((())) = ¢exp(2) = exp(+ 1)2 ¡ exp(2)

= exp(2) fexp(2+ 1)¡ 1g 

elde edilir.

Tan¬m 2.13. (¢
2 [ ] uzay¬) [ ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ karesel ¢¡integrallenebilir fonksiy-

onlar¬n uzay¬ olarak tan¬mlanan ¢
2 [ ] uzay¬

¢
2 [ ] =

8
<
: :

Z



2()¢ 1

9
=
; 

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu uzayda iç çarp¬m

h i =
Z



()()¢ (2.4)

olarak verilir. Bu çal¬şmada incelemeler yap¬l¬rken ¢
2 [ ] uzay¬ önemli bir yere sahip olacak-

t¬r.

Tan¬m 2.14. (Wronskian) ([9, 10]) 1 ve 2 ¢¡türevli ve ¡sürekli iki fonksiyon olmak

üzere

 (1 2) = det

0
@ 1() 2()

¢1 () ¢2 ()

1
A = 1()

¢
2 ()¡ ¢1 ()2()

ifadesine 1 ve 2 fonksiyonlar¬n¬n Wronskian¬ denir.
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3 p-Laplacian tipinde denklemler ve genelleştirilmi̧s trigonometrik

fonksiyonlar¬n klasik anlamda özellikleri

Klasik sinüs ve kosinüs fonksiyonlar¬ genelleştirilerek, genelleştirilmi̧s sinüs ve kosinüs fonksiy-

onlar¬ elde edilmi̧stir. Bu fonksiyonlar s¬ras¬ ile   1 için () ve 0() şeklinde gösterilirler.

Bu k¬s¬mda k¬saca bu fonksiyonlar¬n temel özellikleri verilecektir. () fonksiyonu [16]

¡
³
(0)

(¡1)
´0
= (¡ 1)(¡1)

  (3.1)

(0) = 0 0(0) = 1 (3.2)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür. () ve 0() fonksiyonlar¬ periyodik fonksiyonlard¬r

ve her  için

j()j +
¯̄
0()

¯̄
= 1 (3.3)

eşitli¼gini sa¼glarlar. Di¼ger taraftan genelleştirilmi̧s pi say¬s¬ da

 = 2




sin
³



´ 

şeklinde tan¬mlan¬r ve () fonksiyonunun birinci s¬f¬r¬d¬r.  = 2 için genelleştirilmi̧s pi say¬s¬,

klasik pi say¬s¬na dönüşür.

Klasik tanjant ve kotanjant fonksiyonlar¬ genelleştirilerek, genelleştirilmi̧s tanjant ve kotan-

jant fonksiyonlar¬ elde edilmi̧stir. S¬ras¬ ile   1 için () ve 0() fonksiyonlar¬ kullan¬larak

genellȩstirilmi̧s tanjant fonksiyonu ve genellȩstirilmi̧s kotanjant fonksiyonu s¬ras¬ ile

() =
()

0()
  6=

µ
 +

1

2

¶


() =
0()

()
  6= 

şeklinde tan¬mlan¬r. () ve 0() fonksiyonlar¬n¬n baz¬ önemli özellikleri aşa¼g¬da verilecektir

[16].

Teorem 3.1. [16]

a) 0 6= 0 olmak üzere
¡
0
¢0
= ¡

¯̄
¯̄
0

¯̄
¯̄
¡2



eşitli¼gi vard¬r.

b) ³


0(¡1)


´0
=
¯̄
0
¯̄ ¡ (¡ 1)

 = 1¡  jj = (1¡ ) + 
¯̄
0
¯̄


sa¼glan¬r.



·Ispat:

a)

¡
³

0(¡1)


´0
= (¡ 1)(¡1)

 

oldu¼gu bilinmektedir. Buradan

¡00
0(¡2)
 (¡ 1) = (¡ 1)(¡2)

  ) 00 = ¡
¯̄
¯̄
0

¯̄
¯̄
¡2



olarak elde edilir.

b) ³


0(¡1)


´0
= 0(

0
)
¡1 + 

³

0(¡1)


´0

yaz¬labilece¼ginden ve
³

0(¡1)


´0
= (1¡ )

(¡1)
 oldu¼gundan

³


0(¡1)


´0
= 0(

0
)
¡1 + (1¡ )(¡1)



= (
0
)
 ¡ (¡ 1)



elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.2. [16]

¡
³
(0)

(¡1)
´0
= (¡ 1)(¡1)

  (3.4)

(0) = 0 0(0) = 1 (3.5)

başlang¬ç de¼ger problemi verilsin. Bu durumda

j()j +
¯̄
0()

¯̄
= 1

şeklindedir.

·Ispat: (3.4) denkleminin her iki taraf¬ 0() ile çarp¬l¬rsa

¡
³
(0)

(¡1)
´0
0 = (¡ 1)(¡1)

 0

olup, bu ifade 0 dan  e kadar integre edilirse

¡
Z

0

³
(0)

(¡1)
´0
0 = (¡ 1)

Z

0

(¡1)
 0 (3.6)

elde edilir.

Z

0

¡
(0)

(¡1)¢0 0 ve

Z

0


(¡1)
 0 integrallerini de¼gi̧sken de¼giştirme ile hesaplay-

al¬m.

¡
Z

0

³
(0)

(¡1)
´0
0 = ¡(¡ 1)

Z

0

0(¡2) 00
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0 = ) 00 =  olacak şekilde,

¡
Z

0

³
(0)

(¡1)
´0
0 = ¡(¡ 1)

Z
(¡1) = ¡(¡ 1)





¯̄
¯̄


0

= ¡(¡ 1)
¡
0
¢



¯̄
¯̄
¯



0

=
¡(¡ 1)



¡¡
0()

¢ ¡
¡
0(0)

¢¢

=
¡(¡ 1)



¡¡
0()

¢ ¡ 1
¢

elde edilir. Benzer şekilde

Z

0


(¡1)
 0 integrali için  = ) 0 =  olaca¼g¬ndan

(¡ 1)
Z

0

(¡1)
 0 = (¡ 1)

Z
(¡1) = (¡ 1)




= (¡ 1)






¯̄
¯̄


0

=
(¡ 1)


((())

 ¡ ((0)))

=
(¡ 1)


(())



elde edilir.

Z

0

¡
(0)

(¡1)¢0 0 ve

Z

0


(¡1)
 0 integralleri (3.6) ifadesinde yaz¬l¬rsa

j()j +
¯̄
0()

¯̄
= 1

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Tan¬m 3.1. (Öz de¼ger-Öz fonksiyon) [76]





·
()





¸
+ [() + ()]  = 0 (3.7)

diferensiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Burada  bir parametre olmak üzere,

(), () ve () fonksiyonlar¬  ·  ·  aral¬¼g¬ndaki bütün  de¼gerleri için reel fonksiy-

onlard¬r. Çözümlerin varl¬¼g¬n¬ garanti edebilmek için bu aral¬kta () ve () sürekli, ()

ise türevlenebilir fonksiyonlard¬r. Bu Sturm-Liouville sistemi için aşikar olmayan (s¬f¬ra özdeş

olmayan) çözümler varsa  de¼gerlerine öz de¼ger ve kaŗs¬l¬k gelen çözümlere de öz fonksiyon

denir.

Örnek 3.1. [76]

00 +  = 0

(0) = 0 0() = 0

şeklindeki Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼ger ve öz fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki şek-

ildedir. Bu problemin s¬f¬r çözümünden başka bir çözümünü bulmak için  n¬n 3 ayr¬ halini

( = 0,   0,   0) ayr¬ ayr¬ göz önüne almak gerekmektedir.
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)   0 için  = ¡2 al¬nd¬¼g¬nda,

00 +  = 0)2 ¡ 2 = 0) = §

olmak üzere

() =  +¡

olur. S¬n¬r şartlar¬ s¬ras¬ ile uygulan¬rsa

(0) = 0)  = ¡

ve

0() = 0) ( ¡¡) = 0

elde edilir.  6= 0 oldu¼gu için  6= 0 ve ¡ 6= 0 yaz¬labilir. O halde  =  = 0 olmal¬d¬r.

O zaman denklem () = 0 aşikar çözümüne sahiptir.

)  = 0 için 00 = 0 elde edilir. Bu durumda verilen denklemin genel çözümü

 = +

olur. S¬n¬r şartlar¬ uyguland¬¼g¬nda

(0) = 0)  = 0

0() = 0)  = 0

elde edilir. O halde  = 0 için de problem aşikar çözüme sahiptir.

)   0 için durum daha farkl¬d¬r.

2 +  = 0) = §
p


olmak üzere genel çözüm

() = 1

p
 + 2

¡
p


= 1
h
cos
³p


´
+  sin

³p

´i
+ 2

h
cos

³p

´
¡  sin

³p

´i

= cos
³p


´
(1 + 2) + sin

³p

´
(1 ¡ 2)

olur. Burada 1 + 2 =  ve (1 ¡ 2) =  yerine yaz¬l¬rsa,

() =  cos
³p


´
+ sin

³p

´

olur. S¬n¬r şartlar¬ uygulan¬rsa,

(0) = 0)  = 0
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ve

0() = 0)
p
 cos

³p

´
= 0

olur.  = 0 ve  6= 0 seçimi aşikar çözümü verece¼ginden  6= 0 ve cos
³p


´
= 0 al¬nmal¬d¬r.

cos
³p


´
= 0)

p
 =

2¡ 1
2

olup öz de¼gerler,

 =

µ
2¡ 1
2

¶2

şeklindedir. Kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar,  =  oldu¼gunda

() =  sin

µ
2¡ 1
2

¶
 ( = 1 2 )

şeklindedir.

Teorem 3.3. (Osilasyon Teoremi) [77]

¡00 + () = 

() cos+ 0() sin = 0 () cos  + 0() sin = 0

ile verilen Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerlerinin s¬n¬rs¬z, artan bir dizisi

0  1  2  olsun.  öz de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen  öz fonksiyonun [ ] aral¬¼g¬nda tam

olarak  tane s¬f¬r¬ vard¬r.

Teorem 3.4. (Sturm-Kaŗs¬laşt¬rma Teoremi) [77] Bir [ ] aral¬¼g¬nda ()  0 ve

(), 1(), 2() sürekli fonksiyonlar ve de 2()  1() olsunlar. Ayr¬ca 1() ve 2() ler

s¬ras¬yla





·
()





¸
+ 1() = 0





·
()





¸
+ 2() = 0

denklemlerinin birer reel çözümü olsunlar. E¼ger 1 ve 2, 1() in ard¬ş¬k iki s¬f¬r yeri ise, o

takdirde 2() çözümü 1    2 aç¬k aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬r yerine sahiptir.

Örnek 3.2.

00 + (2 + 4) = 0

denkleminin herhangi bir () çözümünün
µ




(+ 1)



¶
aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬r yerine

sahip oldu¼gu gösterilecektir.





·




¸
+ (2 + 4) = 0 (3.8)





·




¸
+ 2 = 0 (3.9)
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denklemleri verilsin. () = 1, 1() = 2 + 4, 2() = 2 olmak üzere verilen aral¬kta

() = 1  0, 1()  2() sa¼glan¬r ve , 1 ve 2 sürekli fonksiyonlard¬r. O halde Sturm-

Kaŗs¬laşt¬rma Teoremi gere¼gince (3.9) un herhangi bir () çözümünün iki s¬f¬r yeri aras¬nda

(3.8) in bir çözümünün en az bir s¬f¬r yeri vard¬r. (3.9) un herhangi bir () çözümünü amaca

uygun olarak () = sin  olarak seçilsin. Buna göre



ve
(+ 1)


, () çözümünün

ard¬̧s¬k iki s¬f¬r yeri olup Sturm-Kaŗs¬laşt¬rma teoremine göre (3.8) in herhangi bir çözümü




  

(+ 1)



aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬r yerine sahip olacakt¬r.

Örnek 3.3. 200 + 0 +  = 0 denkleminin çözümlerinden biri () = sin(ln) dir.

00 + 0 +



 = 0 denkleminin herhangi bir () çözümünün (1 ) aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬r

yerine sahip oldu¼gu gösterilecektir. Öncelikle 200+0+ = 0 denklemini self-adjoint forma

dönüştürülürse




·





¸
+
1


 = 0 (3.10)

denklemi elde edilir. Buna göre





·





¸
+




 = 0 (3.11)





·





¸
+
1


 = 0 (3.12)

denklemleri al¬ns¬n. () = , 1() =



, 2() =

1


olmak üzere verilen aral¬kta () =  

0, 1()  2() sa¼glan¬r ve , 1 ve 2 sürekli fonksiyonlard¬r. O halde Sturm-Kaŗs¬laşt¬rma

Teoremi gere¼gince (3.12) nin herhangi bir () çözümünün iki s¬f¬r yeri aras¬nda (3.11) in bir

çözümünün en az bir s¬f¬r yeri vard¬r. (3.12) nin bir çözümü () = sin(ln) olarak verildi¼gine

göre ve 1 ve  , () çözümünün ard¬̧s¬k iki s¬f¬r yeri oldu¼guna göre Sturm-Kaŗs¬laşt¬rma

teoremine göre (3.11) in herhangi bir çözümü (1 ) aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬r yerine sahip

olacakt¬r.

Örnek 3.4. 00 + (2 + 3cosh) = 0 denkleminin herhangi bir () çözümünün [01)

aral¬¼g¬nda sonsuz say¬da s¬f¬r yerine sahiptir (  0 sabit). Bunu göstermek için





·




¸
+ (2 + 3cosh ) = 0 (3.13)





·




¸
+2 = 0 (3.14)
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denklemlerini ele alal¬m. () = 1, 1() = 2 + 3cosh, 2() = 2 olmak üzere verilen

aral¬kta , 1 ve 2 sürekli fonksiyonlard¬r ve () = 1  0, 1()  2() sa¼glan¬r. Şimdi

çözümü (3.13) den nispeten daha kolay olan (3.14) denklemi çözülürse

() = 1 cos+ 2 sin

elde edilir. 1 = 0 ve 2 = 1 al¬ns¬n. () = sin fonksiyonunun s¬f¬r yerleri

sin = 0)  =



,  = 0, § 1, § 2,...

şeklindedir. (3.14) ün çözümü olan () in [01) aral¬¼g¬nda sonsuz say¬da s¬f¬r yeri vard¬r.

Sturm-Kaŗs¬laşt¬rma Teoreminden dolay¬ bu () çözümünün ard¬ş¬k iki s¬f¬r yeri aras¬nda

(3.13) ün çözümü olan () fonksiyonunun en az bir s¬f¬r yeri olaca¼g¬ndan, () çözümünün

[01) aral¬¼g¬nda sonsuz say¬da s¬f¬r yeri vard¬r.

Tan¬m 3.2. (Zaman Skalas¬nda Picone Özdeşli¼gi) [78]  2 [ ] \ T, ¢1 (), ¢2 (),

1() ve 2() reel ve [ ] \ T aral¬¼g¬nda ¡sürekli fonksiyonlar olmak üzere

(1()
¢())¢ + 1()

() = 0 (3.15)

(2()
¢())¢ + 2()

() = 0 (3.16)

şeklindedir. T bir zaman skalas¬ (), T de ileri s¬çrama operatörü, ¢ ¢¡türevlenebilir ve

() = (()) olsun.

·Ilk olarak diferensiyel ve fark denklemleri ile ilgili baz¬ sonuçlar¬ hat¬rlayal¬m. Bilindi¼gi gibi

1909 y¬l¬nda Picone aşa¼g¬daki özdeşli¼gi kurmuştur. () ve ()  2 [ ], 01(), 02(), 1() ve

2() reel ve [ ] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli fonksiyonlar olmak üzere

(1()
0())0 + 1()() = 0 (3.17)

(2()
0())0 + 2()() = 0

denklem sisteminin basit olmayan çözümleridir. E¼ger  2 [ ] için () 6= 0 ise

()

()

¡
1()

0()()¡ 2()
0()()

¢0 (3.18)

= (1()¡ 2())
2() + (2()¡ 1()) 

2() + 2()

µ
()0()

()
¡ 0()

¶2



elde edilir. (3.18) denkleminde Sturm-Karş¬laşt¬rma Teoremi ikinci dereceden lineer diferen-

siyel denklemi (3.17) den kolayl¬kla görülebilir.
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Teorem 3.5. (Sturm-Picone Karş¬laşt¬rma Teoremi) [78] Farzedelim ki () ve ()

(3.17) denklem sisteminin çözümleri ve ,  de () nin iki ard¬̧s¬k s¬f¬rlar¬ olsun. E¼ger

1() ¸ 2()  0, 2() ¸ 1(),  2 [ ] (3.19)

ise () [ ] aral¬¼g¬ üzerinde en az bir s¬f¬ra sahiptir.

Tan¬m 3.3. (Operatörün Çekirde¼gi) [78] Bir  : D() ½ H !H lineer operatörünün

çekirde¼gi (kernel)

ker = f 2 D() j = 0g 

kümesi olarak tan¬mlan¬r. ker n¬n H içinde bir alt küme ve 0 = 0 oldu¼gundan her zaman

0 2 ker olur. Baz¬ durumlarda ker sadece 0 eleman¬ndan oluşabilir, baz¬ durumlarda da

ker içinde s¬f¬rdan farkl¬ elemanlar bulunabilir.

Teorem 3.6. [78] Herhangi  : D() ½ H !H lineer operatörünün ker çekirde¼gi H

içinde bir lineer alt kümedir:

) 1 2 2 ker) 1 + 2 2 ker

)  2 ker)  2 ker, 8 say¬s¬ için.

·Ispat: ) 1 2 2 ker ise 1 + 2 2 ker oldu¼gu gösterilecektir.

1 2 2 ker) 1 = 0, 2 = 0

O halde

(1 + 2) = 1 +2 = 0+ 0 = 0) 1 + 2 2 ker

)  2 ker ve  key… say¬ ise  2 ker oldu¼gu gösterilecektir.

 2 ker)  = 0

O halde 8 say¬s¬ için

() =  = 0 = 0)  2 ker
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4 ZAMANSKALASI ÜZER·INDE p¡LAPLACIAN STURM-LIOUVILLE

SINIR DE¼GER PROBLEM·I

Bu k¬s¬mda aşa¼g¬daki ¡Laplacian denklemini içeren

(¡1) = ¡
³
¢(¡1)

´¢
()+(¡1)()(¡1)() = (¡1)(¡1)()  2 [() ]\T (4.1)

¢(¡1)(()) = 0 (4.2)

(¡1)() + ¢(¡1)() = 0 (4.3)

problemini ele al¬ns¬n. (4.1) denklemine key… zaman skalas¬nda ¡Laplacian Sturm-Liouville

denklemi denir. (4.1)-(4.3) problemine ise T zaman skalas¬nda ¡Laplacian Sturm-Liouville

s¬n¬r de¼ger problemi denir. Burada (¡1) 2 2
([() ] R),  2 ¢

2 [() ],   1 ve

 spektral parametredir. Ayr¬ca (¡1) = (¡1) ± ,   2 T,    ve
¡
2 + 2

¢
6= 0

şeklindedir. (4.1) denklemi T = R olarak al¬nd¬¼g¬nda

¡
³
0(¡1)

´0
() = (¡ 1)(¡ ())(¡1)() (4.4)

olur. Bu denkleme 1¡boyutlu ¡Laplacian Sturm-Liouville denklemi denir. Burada  = 2

al¬n¬rsa, (4.4) denklemi

¡00() = (¡ ())()  2 [ ]

şeklindeki klasik Sturm-Liouville denklemi haline gelir.

Klasik ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi birçok matematikçi taraf¬ndan

incelenmi̧stir [17, 19]. Ayn¬ şekilde klasik anlamda Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi  = 2

için key… zaman skalas¬ üzerinde çal¬̧s¬lm¬ş ve önemli sonuçlar elde edilmi̧stir [79, 80]. Bu

k¬s¬mda ise ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi key… zaman skalas¬ üzerinde

çal¬ş¬lacakt¬r.

Teorem 4.1. (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri

basittir.

·Ispat:  2 R spektral parametre ve 
(¡1)
1 () 

(¡1)
2 () (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-

Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin ayn¬  öz de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen iki öz fonksiyonu olsun. Bu

durumda


(¡1)
1 = ¡

³

¢(¡1)
1

´¢
() + (¡ 1)()(¡1)1 () = (¡ 1)(¡1)1 ()


(¡1)
2 = ¡

³

¢(¡1)
2

´¢
() + (¡ 1)()(¡1)2 () = (¡ 1)(¡1)2 ()



eşitlikleri yaz¬l¬r. Bu ȩsitlikler s¬ras¬yla 
(¡1)
2 ve (¡1)1 ile çarp¬l¬rsa

¡
³

¢(¡1)
1

´¢
()

(¡1)
2 () + (¡ 1)()(¡1)1 ()

(¡1)
2 () = (¡ 1)(¡1)1 ()

(¡1)
2 ()

¡
³

¢(¡1)
2

´¢
()

(¡1)
1 () + (¡ 1)()(¡1)2 ()

(¡1)
1 () = (¡ 1)(¡1)2 ()

(¡1)
1 ()

bulunur. Daha sonra yukar¬daki eşitlikler taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

³

¢(¡1)
2

´¢

(¡1)
1 ¡

³

¢(¡1)
1

´¢

(¡1)
2 = 0 (4.5)

elde edilir. Wronskian tan¬m¬ gere¼gince (4.5) denklemi

³

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

´¢
= 0 (4.6)

olarak yaz¬l¬r. (4.6) eşitli¼ginin () dan  ye ¢¡integrali al¬n¬rsa


h

(¡1)
1  

(¡1)
2

i¯̄
¯


()
= 1

elde edilir. (4.2)-(4.3) s¬n¬r koşullar¬ kullan¬larak 1 = 0 bulunur.
Ã

(¡1)
2


(¡1)
1

!¢

= 0) 
(¡1)
2


(¡1)
1

= 2

Buradan 
(¡1)
2 = 2

(¡1)
1 (1 2 sabit) yaz¬l¬r. Böylece 

(¡1)
1 ve 

(¡1)
2 öz fonksiyonlar¬

lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bu çeli̧skiden dolay¬ ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin

öz de¼gerleri basittir.

Teorem 4.2. 
(¡1)
1  

(¡1)
2 2 2

([() ] R), (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-Liouville

s¬n¬r de¼ger probleminin iki öz fonksiyonu olsun. Bu durumda

 (
(¡1)
1  

(¡1)
2 ) = 

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

olmak üzere

(a)  2 [() ] \ T olmak üzere

(
(¡1)
1 )

(¡1)
2 ¡ ((¡1)2 )

(¡1)
1 =¢(

(¡1)
1  

(¡1)
2 )

elde edilir.

(b)

D


(¡1)
1  

(¡1)
2

E
¡
D


(¡1)
2  

(¡1)
1

E
= (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )()¡ (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )(())

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitliklere s¬ras¬ ile Sturm-Liouville problemi için ¡Lagrange ve ¡Green

eşitlikleri denir.
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·Ispat:

(a) Wronskian tan¬m¬ ve çarp¬m¬n ¢¡türevi kural¬ gere¼gince

¢(
(¡1)
1  

(¡1)
2 ) =

³

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

´¢

=
³

(¡1)
1 

¢(¡1)
2

´¢
¡
³

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

´¢

= 
¢(¡1)
1 

¢(¡1)
2 + 

(¡1)
1

³

¢(¡1)
2

´¢
¡ 

¢(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡

³

¢(¡1)
1

´¢

(¡1)
2

= ¡(¡1)1

µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢¶
+ 

(¡1)
2

µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢¶


olur. Bu ifadeye (¡ 1)()(¡1)1 
(¡1)
2 terimi eklenip ç¬kar¬l¬rsa

¢(
(¡1)
1  

(¡1)
2 ) = ¡(¡1)1

µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢¶
+ 

(¡1)
2

µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢¶

+(¡ 1)()(¡1)1 
(¡1)
2 ¡ (¡ 1)()(¡1)1 

(¡1)
2

= ¡(¡1)1

µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢
+ (¡ 1)()(¡1)2

¶

+
(¡1)
2

µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢
+ (¡ 1)()(¡1)1

¶

= (
(¡1)
1 )

(¡1)
2 ¡ ((¡1)2 )

(¡1)
1 

bulunur. Böylece ¡Lagrange eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(b) ¢
2 [() ] uzay¬ndaki iç çarp¬m ve wronskian tan¬m¬ kullan¬l¬rsa

D


(¡1)
1  

(¡1)
2

E
¡
D


(¡1)
2  

(¡1)
1

E
=

Z

()

h³


(¡1)
1

´

(¡1)
2 ¡

³


(¡1)
2

´

(¡1)
1

i
¢

=

Z

()

½µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢
+ (¡ 1)()(¡1)1

¶

(¡1)
2

¡
µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢
+ (¡ 1)()(¡1)2

¶

(¡1)
1

¾
¢

=

Z

()

½³

¢(¡1)
2

´¢

(¡1)
1 ¡

³

¢(¡1)
1

´¢

(¡1)
2

¾
¢

=

Z

()

n
 (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )

o¢
¢

=  (
(¡1)
1  

(¡1)
2 )()¡ (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )(())

elde edilir. Böylece ¡Green formülü ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.3. 
(¡1)
1 ( 1) ve 

(¡1)
2 ( 2) fonksiyonlar¬ (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-

Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin 1 6= 2 öz de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen iki öz fonksiyonu olsun.
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Buna göre

(¡ 1)
Z

()


(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢ = 0

olur.

·Ispat: (¡1)1 ve (¡1)2 verilen problemin öz fonksiyonlar¬ oldu¼gundan

¡
³

¢(¡1)
1

´¢
() + (¡ 1)()(¡1)1 () = 1(¡ 1)(¡1)1 ()

¡
³

¢(¡1)
2

´¢
() + (¡ 1)()(¡1)2 () = 2(¡ 1)(¡1)2 ()

yaz¬labilir. Bu denklemler s¬ras¬yla 
(¡1)
2 ve (¡1)1 ile çarp¬l¬rsa

¡
³

¢(¡1)
1

´¢
()

(¡1)
2 () + (¡ 1)()(¡1)1 ()

(¡1)
2 () = 1(¡ 1)(¡1)1 ()

(¡1)
2 ()

¡
³

¢(¡1)
2

´¢
()

(¡1)
1 () + (¡ 1)()(¡1)2 ()

(¡1)
1 () = 2(¡ 1)(¡1)2 ()

(¡1)
1 ()

olur. Bu eşitlikler taraf tarafa ç¬kar¬l¬r ve baz¬ düzenlemeler yap¬l¬rsa

n

(¡1)
2 ( 2)

¢(¡1)
1 ( 1)¡ 

(¡1)
1 ( 1)

¢(¡1)
2 ( 2)

o¢

= (¡ 1) (2 ¡ 1) 
(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)

bulunur. Her iki taraf¬n () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬r ve (4.2)-(4.3) s¬n¬r

koşullar¬ kullan¬l¬rsa

Z

()

n

(¡1)
2 ( 2)

¢(¡1)
1 ( 1)¡ 

(¡1)
1 ( 1)

¢(¡1)
2 ( 2)

o¢
¢

= (¡ 1) (2 ¡ 1)

Z

()


(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢

= ¡(¡1)1 ( 1)
¢(¡1)
2 ( 2) + 

(¡1)
2 ( 2)

¢(¡1)
1 ( 1)

+
(¡1)
1 (() 1)

¢(¡1)
2 (() 2)¡ 

(¡1)
2 (() 2)

¢(¡1)
1 (() 1)

= 0

elde edilir. Böylelikle 1 6= 2 için

(¡ 1)
Z

()


(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢ = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu ise farkl¬ öz de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen 
(¡1)
1 ( 1) ve 

(¡1)
2 ( 2) öz

fonksiyonlar¬n¬n her zaman ortogonal oldu¼gunu gösterir.

29



Teorem 4.4.  2 R ve her  2 [() ] \ T olmak üzere (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-

Liouville s¬n¬r de¼ger problemi için

(¡1)( )



¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( ) = ¡(¡ 1)

Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat:  6=  2 R (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz

de¼gerleri olsun. Bu durumda

n
(¡1)( )¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )(¡1)( )

o¢

= ¢(¡1)( )¢(¡1)( ) + (¡1)( )
³
¢(¡1)( )

´¢

¡¢(¡1)( )¢(¡1)( )¡ (¡1)( )
³
¢(¡1)( )

´¢

= (¡1)( )
³
¢(¡1)( )

´¢
¡ (¡1)( )

³
¢(¡1)( )

´¢

olmak üzere

= (¡1)( ) f¡(¡ 1) (¡ ())g (¡1)( )

¡(¡1)( ) f¡(¡ 1) ( ¡ ())g (¡1)( )

= ¡(¡ 1)(¡1)( )(¡1)( ) + (¡ 1)()(¡1)( )(¡1)( )

+(¡ 1)(¡1)( )(¡1)( )¡ (¡ 1)()(¡1)( )(¡1)( )

= (¡ ) (¡ 1)(¡1)( )(¡1)( )

olmak üzere son eşitli¼gin her iki taraf¬ ¡  ile bölünür, !  iken limit al¬n¬rsa

lim
!

©
(¡1)( )¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )(¡1)( )

ª¢

¡ 

= ¡(¡ 1) lim
!

n
(¡1)( )(¡1)( )

o

olaca¼g¬ndan
½
(¡1)( )




¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

¾¢

= ¡(¡ 1)
³
(¡1)( )

´2


elde edilir. Bu ifadenin () noktas¬ndan,  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa
Z

()

½
(¡1)( )




¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

¾¢

¢

= ¡(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢
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olmak üzere

(¡1)( )



¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

¡(¡1)(() ) 


¢(¡1)(() ) + ¢(¡1)(() )



(¡1)(() )

= ¡(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢

bulunur. Burada (4.2) s¬n¬r şart¬ndan (¡1)(() ) = 1 ve ¢(¡1)(() ) = 0 oldu¼gu göz

önüne al¬n¬rsa



(¡1)(() ) = 0 ve




¢(¡1)(() ) = 0 elde edilir. Dolay¬s¬ ile

(¡1)( )



¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

= ¡(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢

bulunur.

Teorem 4.5. (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri

reeldir.

·Ispat: 0 kompleks öz de¼ger ve (¡1)
¡
 0

¢
 0 öz de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen (4.1)-(4.3)

¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonu olsun. Bu durumda
n
¢(¡1)(¡1) ¡ ¢(¡1)(¡1)

o¢
= ¢(¡1)¢(¡1) +

³
¢(¡1)

´¢
(¡1)

¡¢(¡1)¢(¡1) ¡
³
¢(¡1)

´¢
(¡1)

=
³
¢(¡1)

´¢
(¡1) ¡

³
¢(¡1)

´¢
(¡1)

=
n
(¡ 1) (()¡ 0) 

(¡1)
o
(¡1)

¡
n
(¡ 1)

¡
()¡ 0

¢
(¡1)

o
(¡1)

= (¡ 1)()
¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2
¡ (¡ 1)0

¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2

¡(¡ 1)()
¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2
+ (¡ 1)0

¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2

= (¡ 1)
¡
0 ¡ 0

¢ ¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2


elde edilir. Bu eşitlikte (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-Liouville probleminin (4.2)-(4.3) s¬n¬r

koşullar¬ dikkate al¬narak () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa

(¡ 1)
¡
0 ¡ 0

¢ Z

()

¯̄
¯(¡1)()

¯̄
¯
2
¢ = ¢(¡1)()(¡1)()¡ ¢(¡1)()(¡1)()

¡¢(¡1)(())(¡1)(()) + ¢(¡1)(())(¡1)(())

= 0
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elde edilir. Buradan 0 6= 0 için

(¡ 1)
Z

()

¯̄
¯(¡1)()

¯̄
¯
2
¢ = 0) (¡1)() = 0

olur. Bu bir çeli̧skidir. Çünkü aşikar çözüme kaŗs¬l¬k gelen 0 verilen problemin öz de¼geri ola-

maz. Dolay¬s¬yla (4.1)-(4.3) ¡Laplacian Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri

reeldir.

Şimdi Sturm-Liouville denklemi için aşa¼g¬daki Picone ba¼g¬nt¬s¬ verilecektir. Burada ,

 matrisinin çekirde¼gi ve  =  olsun. Ayr¬ca,  6= 0 için y = 1 ve 0y = 0

şeklindedir.

Teorem 4.6. (Picone Ba¼g¬nt¬s¬)  2 [() ] \ T olsun.

(¡1)() ½ (¡1)() ve (¡1)() ½ (¡1)()

(¡1) 2 2
([() ]R) ve (¡1), ((¡1))+(1¡ )(¡1) = 0 denkleminin çözümü olsun.

 noktas¬nda  ((¡1) (¡1)) = (¡1)¢(¡1) ¡ (¡1)¢(¡1) olmak üzere

f((¡1))¡ (¡ 1)(¡1)g(¡1) = [(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))]¢

+((¡1)(¡1))y 2((¡1) (¡1))

şeklinde yaz¬l¬r.

·Ispat: ((¡1)(¡1))() 6= 0 olsun.

[(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))]¢ =

"
(¡1)

¡1
 ((¡1) (¡1))

#¢

=
(¡1)

(¡1)
¢((¡1) (¡1))

+

Ã
¢(¡1)(¡1) ¡ (¡1)¢(¡1)

(¡1)(¡1)

!
 ((¡1) (¡1))

=
(¡1)

(¡1)
¢((¡1) (¡1))¡  2((¡1) (¡1))

(¡1)(¡1)

=
(¡1)

(¡1)

n
¡((¡1))(¡1) +((¡1))(¡1)

o

¡
2((¡1) (¡1))

(¡1)(¡1)

=
(¡1)

(¡1)

n
¡(¡ 1)(¡1)(¡1) + ((¡1))(¡1)

o

¡
2((¡1) (¡1))

(¡1)(¡1)
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=
n
((¡1))¡ (¡ 1)(¡1)

o
(¡1)

¡((¡1)(¡1))y 2((¡1) (¡1))

bulunur.  sa¼g saç¬lm¬̧s iken ((¡1)(¡1))() = 0 olsun. O zaman ((¡1)(¡1))() = 0 d¬r

ve

 ((¡1) (¡1)) = (¡1)¢(¡1) ¡ (¡1)¢(¡1)

= (¡1)

Ã
(¡1) ¡ (¡1)



!
¡ (¡1)

Ã
(¡1) ¡ (¡1)



!

=
(¡1)(¡1) ¡ (¡1)(¡1)



= 0

olur.  sol saç¬lm¬̧s ise,

(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

fonksiyonu  noktas¬nda süreklidir. Ayn¬ şekilde  sol yo¼gun ise yine bu noktada süreklidir.

LHospital kural¬na göre

lim
!¡

h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i
() =

¢(¡1)()

¢(¡1)()
¢((¡1) (¡1))

= 0

=
h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1)

i
()

ve

h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i¢

=

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤ ¡ (¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))



=

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤



= (¡1)((¡1))y¢((¡1) (¡1))

= (¡1)((¡1))y
n
¡((¡1))(¡1) +((¡1))(¡1)

o

= (¡1)((¡1))y
n
¡(¡ 1)(¡1)(¡1) +((¡1))(¡1)

o

=
n
((¡1))¡ (¡ 1)(¡1)

o
(¡1)

=
n
((¡1))¡ (¡ 1)(¡1)

o
(¡1) ¡

³
(¡1)(¡1)

´y
 2((¡1) (¡1))

olur.  sa¼g yo¼gun (¡1)() = (¡1)(()) = 0 ise, (¡1)() = (¡1)(()) = 0 eşitli¼gi de
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sa¼glan¬r. LHospital kural¬ gere¼gince

h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i¢

= lim
!

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤
(())¡

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤
()

()¡ 

= lim
!

h
(¡1)((¡1))y

i
() lim

!

 ((¡1) (¡1))()¡ ((¡1) (¡1))()

¡ 

=
¢(¡1)()

¢(¡1)()
¢((¡1) (¡1))()

= 0

= f((¡1))¡ (¡ 1)(¡1)g()(¡1)()¡ ((¡1)(¡1))y 2((¡1) (¡1))()

bulunur. Bu ise teoremi ispatlar.
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5 ZAMAN SKALASI ÜZER·INDE p¡LAPLACIAN D·IFÜZYON SINIR

DE¼GER PROBLEM·I

Bu k¬s¬mda

(¡1) = ¡
³
¢(¡1)

´¢
() + (¡ 1) f() + 2()g (¡1)() (5.1)

= 2(¡ 1)(¡1)()  2 [() ] \ T

şeklindeki ¡Laplacian difüzyon denklemi

¢(¡1)(()) = 0 (5.2)

(¡1)() + ¢(¡1)() = 0 (5.3)

s¬n¬r de¼ger koşullar¬ ile ele al¬nm¬̧st¬r. (5.1)-(5.3) problemine T zaman skalas¬nda ¡Laplacian

difüzyon s¬n¬r de¼ger problemi denir. Burada  spektral parametre,   2 ¢
2 [() ]  

(¡1) 2

2
([() ] R),   1 şeklindedir. Ayr¬ca (¡1) = (¡1)(),   2 T,    ve

¡
2 + 2

¢
6=

0 d¬r. (5.1) denkleminde T = R olarak al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki klasik ¡Laplacian difüzyon

denklemi elde edilir.

³
0(¡1)

´0
() = (¡ 1)(2 ¡ ()¡ 2())(¡1)() (5.4)

E¼ger, (5.4) de  = 2 al¬n¬rsa

¡00() + (() + 2())() = 2()  2 [ ]

şeklindeki klasik difüzyon denklemi elde edilir. Bu denklemin spektral özellikleri ile ilgili lit-

eratürde çok say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Özellikle 2013 y¬l¬nda Koyunbakan [47], ¡Laplacian

difüzyon denklemini ele alm¬̧s ve Prüfer dönüşümü yard¬m¬ ile bu problem için öz de¼ger ve

öz fonksiyonlar¬n klasik anlamda asimptotik ifadelerini bulmuştur. 2016 y¬l¬nda Gulsen ve

Yilmaz [48] ayn¬ şekilde ¡Laplacian difüzyon denklemini ele alm¬̧s ve önemli sonuçlar elde

etmi̧slerdir. Daha sonra Yilmaz ve Gulsen [49] zaman skalas¬ üzerinde difüzyon s¬n¬r de¼ger

problemini incelemi̧slerdir. Bu k¬s¬mda amaç tüm noktalar¬ sa¼g yo¼gun olan bir zaman skalas¬

üzerinde ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger problemi için önemli sonuçlar elde etmektir. (5.1)-

(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerlerinin basit ve reel, öz fonksiy-

onlar¬n¬n klasik manada ortogonal oldu¼gu bilinmektedir [31]. Bu k¬s¬mda bu bilinen özellikler

key… zaman skalas¬na genelleştirilecektir.

Teorem 5.1. (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri basit-

tir.



·Ispat:  2 R spektral parametre ve (¡1)1 () 
(¡1)
2 () (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon

s¬n¬r de¼ger probleminin  öz de¼gerine karş¬l¬k gelen iki öz fonksiyonu olsun. Bu durumda


(¡1)
1 = ¡

³

¢(¡1)
1

´¢
() + (¡ 1) f() + 2()g (¡1)1 () = 2(¡ 1)(¡1)1 ()


(¡1)
2 = ¡

³

¢(¡1)
2

´¢
() + (¡ 1) f() + 2()g (¡1)2 () = 2(¡ 1)(¡1)2 ()

yaz¬l¬r. Bu denklemler s¬ras¬yla 
(¡1)
2 ve (¡1)1 ile çarp¬l¬r,

¡
³

¢(¡1)
1

´¢
()

(¡1)
2 () + (¡ 1) f() + 2()g (¡1)1 ()

(¡1)
2 ()

= 2(¡ 1)(¡1)1 ()
(¡1)
2 ()

¡
³

¢(¡1)
2

´¢
()

(¡1)
1 () + (¡ 1) f() + 2()g (¡1)2 ()

(¡1)
1 ()

= 2(¡ 1)(¡1)2 ()
(¡1)
1 ()

ve taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

³

¢(¡1)
2

´¢

(¡1)
1 ¡

³

¢(¡1)
1

´¢

(¡1)
2 = 0 (5.5)

olaca¼g¬ndan, Wronskian tan¬m¬ gere¼gince (5.5) denklemi

³

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

´¢
= 0 (5.6)

olarak yaz¬l¬r. (5.6) eşitli¼ginin () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa


h

(¡1)
1  

(¡1)
2

i¯̄
¯


()
= 1

elde edilir. (5.2)-(5.3) s¬n¬r koşullar¬ kullan¬larak 1 = 0 bulunur. Buradan ise

Ã

(¡1)
1


(¡1)
2

!¢

= 0) 
(¡1)
1


(¡1)
2

= 2

ve 
(¡1)
1 = 2

(¡1)
2 (1 2 sabit) yaz¬l¬r. Bu ise 

(¡1)
1 ve 

(¡1)
2 öz fonksiyonlar¬n¬n lineer

ba¼g¬ml¬ öz fonksiyonlar¬ oldu¼gunu ifade eder. Dolay¬s¬ ile ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger

probleminin öz de¼gerleri basittir.

Teorem 5.2. 
(¡1)
1  

(¡1)
2 2 2

([() ] R), (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r

de¼ger probleminin iki öz fonksiyonu olsun.

 (
(¡1)
1  

(¡1)
2 ) = 

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

olmak üzere
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(a)  2 [() ] \ T üzerinde

(
(¡1)
1 )

(¡1)
2 ¡ ((¡1)2 )

(¡1)
1 =¢(

(¡1)
1  

(¡1)
2 )

olur.

(b)

 
(¡1)
1  

(¡1)
2  ¡  

(¡1)
2  

(¡1)
1 = (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )()¡ (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )(())

şeklindedir. Bu eşitlikler difüzyon probleminin ¡Lagrange ve ¡Green ȩsitlikleridir.

·Ispat:

(a) Wronskian tan¬m¬ ve çarp¬m¬n ¢¡türevi kural¬ gere¼gince

¢(
(¡1)
1  

(¡1)
2 ) =

³

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

´¢

=
³

(¡1)
1 

¢(¡1)
2

´¢
¡
³

(¡1)
2 

¢(¡1)
1

´¢

= 
¢(¡1)
1 

¢(¡1)
2 + 

(¡1)
1

³

¢(¡1)
2

´¢
¡ 

¢(¡1)
1 

¢(¡1)
2

¡
³

¢(¡1)
1

´¢

(¡1)
2

= ¡(¡1)1

µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢¶
+ 

(¡1)
2

µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢¶


olur. Bu ifadeye (¡ 1) (() + 2()) (¡1)1 
(¡1)
2 terimi eklenip ç¬kar¬l¬rsa

¢(
(¡1)
1  

(¡1)
2 ) = ¡(¡1)1

µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢¶
+ 

(¡1)
2

µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢¶

+(¡ 1) (() + 2()) (¡1)1 
(¡1)
2

¡(¡ 1) (() + 2()) (¡1)1 
(¡1)
2

= ¡(¡1)1

µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢
+ (¡ 1) (() + 2()) (¡1)2

¶

+
(¡1)
2

µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢
+ (¡ 1) (() + 2()) (¡1)1

¶

= (
(¡1)
1 )

(¡1)
2 ¡ ((¡1)2 )

(¡1)
1 

bulunur. Böylece ¡Lagrange eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(b) ¢
2 [() ] uzay¬ndaki iç çarp¬m ve Wronskian tan¬m¬ kullan¬l¬rsa

 
(¡1)
1  

(¡1)
2  ¡  

(¡1)
2  

(¡1)
1 =

Z

()

h³


(¡1)
1

´

(¡1)
2 ¡

³


(¡1)
2

´

(¡1)
1

i
¢

=

Z

()

½µ
¡
³

¢(¡1)
1

´¢
+ (¡ 1) (() + 2()) (¡1)1

¶

(¡1)
2

¡
µ
¡
³

¢(¡1)
2

´¢
+ (¡ 1) (() + 2()) (¡1)2

¶

(¡1)
1

¾
¢
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=

Z

()

½³

¢(¡1)
2

´¢

(¡1)
1 ¡

³

¢(¡1)
1

´¢

(¡1)
2

¾
¢

=

Z

()

n
 (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )

o¢
¢

=  (
(¡1)
1  

(¡1)
2 )()¡ (

(¡1)
1  

(¡1)
2 )(())

elde edilir. Böylece ¡Green formülü ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 5.3. (¡1)1 ( 1) 
(¡1)
2 ( 2) fonksiyonlar¬ 1 6= 2 öz de¼gerlerine karş¬l¬k gelen

(5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonlar¬ olsun. Buna göre

(¡1)(1+2)
Z

()


(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢¡2(¡1)

Z

()

()
(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢ = 0

şeklindedir.

·Ispat:

¡
³

¢(¡1)
1

´¢
() + (¡ 1) f() + 21()g (¡1)1 () = 21(¡ 1)

(¡1)
1 ()

¡
³

¢(¡1)
2

´¢
() + (¡ 1) f() + 22()g (¡1)2 () = 22(¡ 1)

(¡1)
2 ()

oldu¼gu bilinmektedir. Bu denklemler s¬ras¬yla (¡1)2 ve (¡1)1 ile çarp¬l¬rsa

¡
³

¢(¡1)
1

´¢
()

(¡1)
2 () + (¡ 1) f() + 21()g (¡1)1 ()

(¡1)
2 ()

= 21(¡ 1)
(¡1)
1 ()

(¡1)
2 ()

¡
³

¢(¡1)
2

´¢
()

(¡1)
1 () + (¡ 1) f() + 22()g (¡1)2 ()

(¡1)
1 ()

= 22(¡ 1)
(¡1)
2 ()

(¡1)
1 ()

olur. Bu ifadeler taraf tarafa ç¬kar¬l¬r ve baz¬ düzenlemeler yap¬l¬rsa

n

(¡1)
2 ( 2)

¢(¡1)
1 ( 1)¡ 

(¡1)
1 ( 1)

¢(¡1)
2 ( 2)

o¢

= (¡ 1)
©¡
22 ¡ 21

¢
¡ 2 (2 ¡ 1) ()

ª

(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)

bulunur. Her iki taraf¬n () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬r ve s¬n¬r koşullar¬

kullan¬l¬rsa

Z

()

n

(¡1)
2 ( 2)

¢(¡1)
1 ( 1)¡ 

(¡1)
1 ( 1)

¢(¡1)
2 ( 2)

o¢
¢

38



= (¡ 1)
¡
22 ¡ 21

¢ Z

()


(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢

¡2(¡ 1) (2 ¡ 1)

Z

()

()
(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢

= ¡(¡1)1 ( 1)
¢(¡1)
2 ( 2) + 

(¡1)
2 ( 2)

¢(¡1)
1 ( 1)

+
(¡1)
1 (() 1)

¢(¡1)
2 (() 2)¡ 

(¡1)
2 (() 2)

¢(¡1)
1 (() 1)

= 0

elde edilir. Bu durumda 1 6= 2 için

(¡1)(1+2)
Z

()


(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢¡2(¡1)

Z

()

()
(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¢ = 0

olur. Bu ise farkl¬ öz de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen 
(¡1)
1 ( 1) ve 

(¡1)
2 ( 2) öz fonksiyonlar¬n¬n

her zaman ortogonal oldu¼gunu gösterir.

Teorem 5.4.  2 R ve  2 [() ]\T olmak üzere (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r

de¼ger problemi için

(¡1)( )



¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

= ¡2(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢ + 2(¡ 1)

Z

()

()
³
(¡1)( )

´2
¢

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat:  6=  olmak üzere   2 R (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger problem-

inin öz de¼gerleri olsun.

n
(¡1)( )¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )(¡1)( )

o¢

= (¡1)( )
³
¢(¡1)( )

´¢
+ ¢(¡1)( )¢(¡1)( )

¡(¡1)( )
³
¢(¡1)( )

´¢
¡ ¢(¡1)( )¢(¡1)( )

= (¡1)( )
³
¢(¡1)( )

´¢
¡ (¡1)( )

³
¢(¡1)( )

´¢

= (¡1)( )
©
(¡ 1)

¡
() + 2()¡ 2

¢ª
(¡1)( )

¡(¡1)( )
©
(¡ 1)

¡
() + 2()¡ 2

¢ª
(¡1)( )

=
¡
2 ¡ 2

¢
(¡ 1)(¡1)( )(¡1)( )¡ 2 (¡ ) ()(¡ 1)(¡1)( )(¡1)( )
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Bu ȩsitli¼gin her iki taraf¬ ¡  ile bölünür, !  iken limit al¬n¬rsa

lim
!

©
(¡1)( )¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )(¡1)( )

ª¢

¡ 

= ¡(¡ 1) lim
!

n
( + ) (¡1)( )(¡1)( )¡ 2()(¡1)( )(¡1)( )

o

ve

½
(¡1)( )




¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

¾¢

= ¡2(¡ 1)
³
(¡1)( )

´2
+ 2()(¡ 1)

³
(¡1)( )

´2


elde edilir. Bu ifadenin () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa

Z

()

½
(¡1)( )




¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

¾¢

¢

= ¡2(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢ + 2(¡ 1)

Z

()

()
³
(¡1)( )

´2
¢

ve

(¡1)( )



¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )¡ (¡1)(() )




¢(¡1)(() )

+¢(¡1)(() )



(¡1)(() )

= ¡2(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢ + 2(¡ 1)

Z

()

()
³
(¡1)( )

´2
¢

bulunur. Burada (5.2) s¬n¬r şart¬ndan (¡1) (() ) = 1 ve ¢(¡1) (() ) = 0 oldu¼gu göz

önüne al¬n¬rsa



(¡1)(() ) = 0 ve




¢(¡1)(() ) = 0

elde edilir. Dolay¬s¬ ile

(¡1)( )



¢(¡1)( )¡ ¢(¡1)( )




(¡1)( )

= ¡2(¡ 1)
Z

()

³
(¡1)( )

´2
¢ + 2(¡ 1)

Z

()

()
³
(¡1)( )

´2
¢

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.5. (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri reeldir.
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·Ispat: 0 kompleks öz de¼ger ve (¡1)() 0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen (5.1)-(5.3) ¡Laplacian

difüzyon s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonu olsun.

n
¢(¡1)(¡1) ¡ ¢(¡1)(¡1)

o¢
=

³
¢(¡1)

´¢
(¡1) ¡

³
¢(¡1)

´¢
(¡1)

=
n
(¡ 1)

¡
() + 20()¡ 20

¢
(¡1)

o
(¡1)

¡
n
(¡ 1)

³
() + 20()¡ 0

2
´
(¡1)

o
(¡1)

= (¡ 1)
³
0

2 ¡ 20

´
(¡1)(¡1)

¡2(¡ 1)
¡
0 ¡ 0

¢
()(¡1)(¡1)

= (¡ 1)
³
0

2 ¡ 20

´ ¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2

¡2(¡ 1)
¡
0 ¡ 0

¢
()

¯̄
¯(¡1)

¯̄
¯
2


Bu ȩsitlikte (5.2)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon probleminin s¬n¬r koşullar¬ dikkate al¬narak ()

dan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa

(¡ 1)
³
0

2 ¡ 20

´ Z

()

¯̄
¯(¡1)()

¯̄
¯
2
¢¡ 2(¡ 1)

¡
0 ¡ 0

¢ Z

()

()
¯̄
¯(¡1)()

¯̄
¯
2
¢

= ¢(¡1)()(¡1)()¡ ¢(¡1)()(¡1)()¡ ¢(¡1)(())(¡1)(())

+¢(¡1)(())(¡1)(())

= 0

elde edilir. Buradan 0 6= 0 ve
¡
0 + 0

¢
¡ 2()  0 olacak şekilde

(¡ 1)
¡
0 + 0

¢ Z

()

¯̄
¯(¡1)()

¯̄
¯
2
¢¡ 2(¡ 1)

Z

()

()
¯̄
¯(¡1)()

¯̄
¯
2
¢ = 0

ve

(¡1)() = 0

olur. Bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla (5.1)-(5.3) ¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger probleminin

öz de¼gerleri reeldir.

Şimdi ise osilasyon kriteri için oldukça önemli bir ba¼g¬nt¬ olan Picone ba¼g¬nt¬s¬ (5.1)-(5.3)

¡Laplacian difüzyon s¬n¬r de¼ger problemi için ifade edilecektir.  matrisinin çekirde¼gini

 ile gösterelim.  =  ve  6= 0 için y = 1 ve 0y = 0 olsun.

Teorem 5.6. (Picone Ba¼g¬nt¬s¬)  2 [() ] \ T olmak üzere

(¡1)() ½ (¡1)() ve (¡1)() ½ (¡1)()
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ve (¡1) 2 2
 ([() ] R) olsun. Ayr¬ca kabul edelim ki (¡1), (¡1)+2(1¡)(¡1) = 0

denkleminin çözümü olsun.  noktas¬nda,  ((¡1) (¡1)) = (¡1)¢(¡1) ¡ (¡1)¢(¡1)

olmak üzere

f((¡1))¡ 2(¡ 1)(¡1)g(¡1) = [(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))]¢

+((¡1)(¡1))y 2((¡1) (¡1))

sa¼glan¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki ((¡1)(¡1))() 6= 0 olsun. Bu durumda

[(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))]¢

=
(¡1)

(¡1)
¢((¡1) (¡1))

+

Ã
¢(¡1)(¡1) ¡ (¡1)¢(¡1)

(¡1)(¡1)

!
 ((¡1) (¡1))

=
(¡1)

(¡1)

n
¡((¡1))(¡1) +((¡1))(¡1)

o
¡  2((¡1) (¡1))

(¡1)(¡1)

=
(¡1)

(¡1)

n
¡2(¡ 1)(¡1)(¡1) + ((¡1))(¡1)

o
¡  2((¡1) (¡1))

(¡1)(¡1)

=
n
((¡1))¡ 2(¡ 1)(¡1)

o
(¡1) ¡ (¡1(¡1))y 2((¡1) (¡1))

elde edilir. E¼ger  sa¼g saç¬lm¬̧s ve ((¡1)(¡1))() = 0 ise, ((¡1)(¡1))() = 0 ve

 ((¡1) (¡1)) = (¡1)¢(¡1) ¡ (¡1)¢(¡1)

= (¡1)

Ã
(¡1) ¡ (¡1)



!
¡ (¡1)

Ã
(¡1) ¡ (¡1)



!

=
(¡1)(¡1) ¡ (¡1)(¡1)


= 0

olur. E¼ger  sol saç¬lm¬̧s ise, (¡1)((¡1))
y
 ((¡1) (¡1))  noktas¬nda süreklidir. E¼ger 

sol yo¼gun ise,

(¡1)((¡1))
y
 ((¡1) (¡1))

ayn¬ zamanda  noktas¬nda süreklidir. L’Hospital kural¬ uygulan¬rsa,

lim
!¡

h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i
() =

¢(¡1)()

¢(¡1)()
¢((¡1) (¡1)) = 0

=
h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i
()

ve
h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i¢

=

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤ ¡ (¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))


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=

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤



= (¡1)((¡1))y¢((¡1) (¡1))

= (¡1)((¡1))y
n
¡((¡1))(¡1) +((¡1))(¡1)

o

=
(¡1)

(¡1)

n
¡2(¡ 1)(¡1)(¡1) +((¡1))(¡1)

o

=
n
((¡1))¡ 2(¡ 1)(¡1)

o
(¡1)

=
n
((¡1))¡ 2(¡ 1)(¡1)

o
(¡1)

¡((¡1)(¡1))y 2((¡1) (¡1))

olur. E¼ger  sa¼g yo¼gun ise, (¡1)() = (¡1)(()) = 0 kabulü alt¬nda L’Hospital kural¬

uygulan¬rsa son eşitlik

h
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

i¢

= lim
!

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤
(())¡

£
(¡1)((¡1))y ((¡1) (¡1))

¤
()

()¡ 

= lim
!

h
(¡1)((¡1))y

i
() lim

!

 ((¡1) (¡1))()¡ ((¡1) (¡1))()

¡ 

=
¢(¡1)()

¢(¡1)()
¢((¡1) (¡1))() = 0

= f((¡1))¡ 2(¡ 1)(¡1)g()(¡1)()¡ ((¡1)(¡1))y 2((¡1) (¡1))()

şeklinde olur. Bu ise ispat¬ tamamlar.
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6 ZAMANSKALASI ÜZER·INDE p¡LAPLACIANDIRAC SINIRDE¼GER

PROBLEM·I

Bu bölümde

(¡1) = ¢(¡1)() + (¡ 1)()(¡1)() = (¡ 1)(¡1)()  2 [() ] \ T (6.1)

şeklindeki ¡Laplacian Dirac sisteminin baz¬ temel spektral özellikleri


(¡1)
1 (()) + 

(¡1)
2 (()) = 0 (6.2)


(¡1)
1 () + 

(¡1)
2 () = 0 (6.3)

s¬n¬r koşullar¬ ile ifade edilecektir. Burada (2 + 2)(2 + 2) 6= 0,      2 T,   1,

() =

0
@ () 0

0 ()

1
A  () =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A 

  2 ¢
2 [() ],  spektral parametre ve (¡1) = (¡1)() şeklindedir.  transpoz olmak

üzere

(¡1)() =
³

(¡1)
1 () 

(¡1)
2 ()

´
2 1

([() ] R)

(6.1)-(6.3) probleminin öz fonksiyonu olsun. (6.1) ¡Laplacian denklemi, aşa¼g¬daki şekilde

¡Laplacian Dirac denklem sistemi şekline getirilebilir. (6.1) eşitli¼ginden,
0
@ 0 1

¡1 0

1
A
0
@ 

¢(¡1)
1


¢(¡1)
2

1
A+ (¡ 1)

0
@ () 0

0 ()

1
A
0
@ 

(¡1)
1


(¡1)
2

1
A = (¡ 1)

0
@ 

(¡1)
1


(¡1)
2

1
A 

olur. Burada baz¬ düzenlemeler yap¬l¬rsa
0
B@

³

(¡1)
2

´¢
+ (¡ 1)()(¡1)1³

¡(¡1)1

´¢
+ (¡ 1)()(¡1)2

1
CA =

0
@ (¡ 1)(¡1)1

(¡ 1)(¡1)2

1
A 

³

(¡1)
2

´¢
= (¡ 1)(¡ ())

(¡1)
1  (6.4)

³

(¡1)
1

´¢
= (¡ 1)(¡+ ())

(¡1)
2 

sistemi elde edilir. (6.4) denklem sistemine, T zaman skalas¬nda ¡Laplacian Dirac denklem

sistemi denir. Bu sisteme, (6.2)-(6.3) s¬n¬r koşullar¬yla birlikte ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger

problemi denir. (6.4) sisteminde T = R olarak al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki klasik ¡Laplacian Dirac

denklem sistemi elde edilir.

³

(¡1)
2

´0
= (¡ 1)(¡ ())

(¡1)
1  (6.5)

³

(¡1)
1

´0
= (¡ 1)(¡+ ())

(¡1)
2 



(6.5) sistemi literatürde ¡Laplacian Dirac sisteminin birinci kanonik formu olarak bilinir. Bu

sistemin  = 2 özel hali ile ilgili çok say¬da çal¬̧sma mevcuttur.  = 2 olmas¬ durumunda elde

edilen klasik Dirac sisteminin tarihi geli̧sim süreci ile ilgili baz¬ bilgilerin verilmesi gerekmek-

tedir.

Gülşen, Yilmaz ve Göktaş zaman skalas¬ üzerinde kesirli Dirac öz de¼ger problemini çal¬şt¬

[70]. Daha sonra klasik durum için ¡Laplacian Dirac sistemini ilk kez ele ald¬lar [68] ve

öz de¼ger ve öz fonksiyonlar¬ için önemli asimptotik formüller elde ettiler. Bu k¬s¬mda ise ayn¬

problem zaman skalas¬ üzerinde çal¬̧s¬lacak ve tüm noktalar¬ sa¼g yo¼gun olan key… zaman skalas¬

üzerinde ¡Laplacian Dirac sistemi için önemli sonuçlar verilecektir. Bilindi¼gi üzere (6.1)-(6.3)

¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri reel, basit ve T = R olmas¬ halinde öz

fonksiyonlar¬ ortogonaldir [67]. Aşa¼g¬daki teoremler ¡Laplacian Dirac sistemi için mevcut

olan baz¬ sonuçlar¬ key… bir zaman skalas¬na genelleştirecektir.

Teorem 6.1. (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri basittir.

·Ispat:   2 R, ( 6=  için) spektral parametreler ve (¡1)() =
³

(¡1)
1 () 

(¡1)
2 ()

´

(6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin   öz de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz

fonksiyonu olsun. Bu durumda

³

(¡1)
2

´¢
( ) = (¡ 1)(¡ ())

(¡1)
1 ( )

³

(¡1)
1

´¢
( ) = (¡ 1)(¡+ ())

(¡1)
2 ( )

³

(¡1)
2

´¢
( ) = (¡ 1)(¡ ())

(¡1)
1 ( )

³

(¡1)
1

´¢
( ) = (¡ 1)(¡+ ())

(¡1)
2 ( )

yaz¬l¬r. Bu eşitlikler s¬ras¬yla (¡1)1 ( ) 
(¡1)
2 ( ) 

(¡1)
1 ( ) 

(¡1)
2 ( ) fonksiyonlar¬

ile çarp¬l¬rsa

³

(¡1)
2

´¢
( )

(¡1)
1 ( ) = (¡ 1)(¡ ())

(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( ) (6.6)

³

(¡1)
1

´¢
( )

(¡1)
2 ( ) = (¡ 1)(¡+ ())

(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( ) (6.7)

³

(¡1)
2

´¢
( )

(¡1)
1 ( ) = (¡ 1)(¡ ())

(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( ) (6.8)

³

(¡1)
1

´¢
( )

(¡1)
2 ( ) = (¡ 1)(¡+ ())

(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( ) (6.9)

elde edilir. (6.6) ile (6.8) ve (6.7) ile de (6.9) eşitlikleri taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa,

³

(¡1)
2

´¢
( )

(¡1)
1 ( )¡

³

(¡1)
2

´¢
( )

(¡1)
1 ( )

= (¡ 1)(¡ )
(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( )
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³

(¡1)
1

´¢
( )

(¡1)
2 ( )¡

³

(¡1)
1

´¢
( )

(¡1)
2 ( )

= (¡ 1)(¡ )
(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( )

olur. Bu eşitlikler taraf tarafa toplan¬p ve baz¬ düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

n

(¡1)
1 ( )

(¡1)
2 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )

(¡1)
2 ( )

o¢
(6.10)

= (¡ 1)(¡ )
³

(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( ) + 

(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( )

´


eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬ ¡  ile bölünür, !  iken limit al¬n¬rsa

¡(¡ 1) lim
!

n

(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( ) + 

(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( )

o

= lim
!

n

(¡1)
1 ( )

(¡1)
2 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )

(¡1)
2 ( )

o¢

¡ 

ve

¡(¡ 1)
½h


(¡1)
1 ( )

i2
+
h

(¡1)
2 ( )

i2¾

=

½

(¡1)
2 ( )





(¡1)
1 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )





(¡1)
2 ( )

¾¢



bulunur. Son ȩsitli¼gin [() ] aral¬¼g¬nda ¢¡integrali al¬n¬r ve (6.2) s¬n¬r koşulu kullan¬l¬rsa

¡(¡ 1)
Z

()

½h

(¡1)
1 ( )

i2
+
h

(¡1)
2 ( )

i2¾
¢ (6.11)

= 
(¡1)
2 ( )





(¡1)
1 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )





(¡1)
2 ( )

olur. Dolay¬s¬yla ¤() = ¡
h


(¡1)
1 ( ) + 

(¡1)
2 ( )

i
basit s¬f¬rlara sahiptir. Aksine, ¤

¬n çift katl¬ kök oldu¼gunu varsayal¬m.


(¡1)
1 ( ¤) + 

(¡1)
2 ( ¤) = 0






(¡1)
1 ( ¤) + 





(¡1)
2 ( ¤) = 0

9
=
; (6.12)

) 
(¡1)
2 ( ¤)





(¡1)
1 ( ¤)¡ 

(¡1)
1 ( ¤)





(¡1)
2 ( ¤) = 0

 = ¤ için (6.11) ve (6.12) eşitliklerinden

¡(¡ 1)
Z

()

½h
(¡1)1 ( )

i2
+
h
(¡1)2 ( )

i2¾
¢ = 0) (¡1)1 ( ) = (¡1)2 ( ) = 0

elde edilir. Bu bir çeli̧skidir. Böylece ¤() = ¡
h


(¡1)
1 ( ) + 

(¡1)
2 ( )

i
yaln¬zca basit

s¬f¬rlara sahiptir.
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Teorem 6.2. (¡1) =
³

(¡1)
1  

(¡1)
2

´
 (¡1) =

³

(¡1)
1  

(¡1)
2

´
2 1

([() ] R),

(6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonlar¬ olsun.

 ((¡1) (¡1)) = 
(¡1)
2 

(¡1)
1 ¡ 

(¡1)
1 

(¡1)
2

olmak üzere

(a)  2 [() ] \ T olmak üzere

³
(¡1)

´
(¡1) ¡

³
(¡1)

´
(¡1) =¢((¡1) (¡1))

şeklindedir.

(b) Ele al¬nan problem için


³
(¡1)

´
 (¡1)  ¡ 

³
(¡1)

´
 (¡1) 

=  ((¡1) (¡1))()¡ ((¡1) (¡1))(())

olur.

·Ispat:

(a) Wronskian tan¬m¬ ve çarp¬m¬n ¢¡türevi kural¬ gere¼gince

¢((¡1) (¡1)) = 
¢(¡1)
2 

(¡1)
1 +

(¡1)
2 

¢(¡1)
1 ¡¢(¡1)

1 
(¡1)
2 ¡(¡1)1 

¢(¡1)
2  (6.13)

yaz¬l¬r. (6.13) ifadesine (¡ 1)()(¡1)1 
(¡1)
1 ve (¡ 1)()(¡1)2 

(¡1)
2 terimleri eklenip

ç¬kar¬l¬rsa

¢((¡1) (¡1)) = 
¢(¡1)
2 

(¡1)
1 + 

(¡1)
2 

¢(¡1)
1 ¡ 

¢(¡1)
1 

(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
1 

¢(¡1)
2

+(¡ 1)()(¡1)1 
(¡1)
1 ¡ (¡ 1)()(¡1)1 

(¡1)
1

+(¡ 1)()(¡1)2 
(¡1)
2 ¡ (¡ 1)()(¡1)2 

(¡1)
2

= 
(¡1)
1

³

¢(¡1)
2 + (¡ 1)()(¡1)1

´

¡(¡1)2

³
¡¢(¡1)

1 + (¡ 1)()(¡1)2

´

+
(¡1)
2

³
¡¢(¡1)

1 + (¡ 1)()(¡1)2

´

¡(¡1)1

³

¢(¡1)
2 + (¡ 1)()(¡1)1

´

=
³
(¡1)

´
(¡1) ¡

³
(¡1)

´
(¡1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Böylece (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger problemi için ¡Lagrange

eşitli¼gi gösterilmi̧s olur.
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(b) ¢
2 [() ] uzay¬ndaki iç çarp¬m ve Wronskian tan¬m¬ kullan¬l¬rsa


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(¡1)

´
 (¡1)  ¡ 

³
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
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
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1 
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=

Z

()
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
¢(¡1)
2 

(¡1)
1 + 
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2 

¢(¡1)
1 ¡ 
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2 ¡ 
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1 
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2

o
¢

=

Z

()

n
 ((¡1) (¡1))

o¢
¢

=  ((¡1) (¡1))()¡ ((¡1) (¡1))(())

Böylece (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger problemi için ¡Green formülü ispatlan-

m¬st¬r.

Teorem 6.3.

(¡1)( 1) =
³

(¡1)
1 ( 1) 

(¡1)
2 ( 1)

´

(¡1)( 2) =
³

(¡1)
1 ( 2) 

(¡1)
2 ( 2)

´

fonksiyonlar¬ 1 6= 2 öz de¼gerlerine karş¬l¬k gelen (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger

probleminin iki öz fonksiyonu olsun. Buna göre

(¡ 1)
Z

()

((¡1)( 1))
 (¡1)( 2)¢ = 0

şeklindedir.
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·Ispat: Öz fonksiyon ve öz de¼ger tan¬m¬ gere¼gince

³

(¡1)
2

´¢
( 1) = (¡ 1)(1 ¡ ())

(¡1)
1 ( 1)

³

(¡1)
1

´¢
( 1) = (¡ 1)(¡1 + ())

(¡1)
2 ( 1)

³

(¡1)
2

´¢
( 2) = (¡ 1)(2 ¡ ())

(¡1)
1 ( 2)

³

(¡1)
1

´¢
( 2) = (¡ 1)(¡2 + ())

(¡1)
2 ( 2)

yaz¬l¬r. Bu denklemler s¬ras¬yla 
(¡1)
1 ( 2) 

(¡1)
2 ( 2) 

(¡1)
1 ( 1) 

(¡1)
2 ( 1) terim-

leri ile çarp¬l¬r,

³

(¡1)
2

´¢
( 1)

(¡1)
1 ( 2) = (¡ 1)(1 ¡ ())

(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
1 ( 2) (6.14)

³

(¡1)
1

´¢
( 1)

(¡1)
2 ( 2) = (¡ 1)(¡1 + ())

(¡1)
2 ( 1)

(¡1)
2 ( 2) (6.15)

³

(¡1)
2

´¢
( 2)

(¡1)
1 ( 1) = (¡ 1)(2 ¡ ())

(¡1)
1 ( 2)

(¡1)
1 ( 1) (6.16)

³

(¡1)
1

´¢
( 2)

(¡1)
2 ( 1) = (¡ 1)(¡2 + ())

(¡1)
2 ( 2)

(¡1)
2 ( 1) (6.17)

ve (6.14), (6.16) ile (6.15), (6.17) eşitlikleri taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

³

(¡1)
2

´¢
( 2)

(¡1)
1 ( 1)¡

³

(¡1)
2

´¢
( 1)

(¡1)
1 ( 2)

= (¡ 1)(2 ¡ 1)
(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
1 ( 2)

ve

³

(¡1)
1

´¢
( 1)

(¡1)
2 ( 2)¡

³

(¡1)
1

´¢
( 2)

(¡1)
2 ( 1)

= (¡ 1)(2 ¡ 1)
(¡1)
2 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)

olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplan¬r ve baz¬ düzenlemeler yap¬l¬rsa

n

(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)¡ 

(¡1)
2 ( 1)

(¡1)
1 ( 2)

o¢
(6.18)

= (¡ 1)(2 ¡ 1)
h

(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
1 ( 2) + 

(¡1)
2 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)

i


bulunur. Her iki taraf¬n () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬r ve s¬n¬r şartlar¬

kullan¬l¬rsa

(¡ 1)(2 ¡ 1)

Z

()

n

(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
1 ( 2) + 

(¡1)
2 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)

o
¢

= 
(¡1)
1 ()

(¡1)
2 ()¡ 

(¡1)
2 ()

(¡1)
1 ()

¡(¡1)1 (())
(¡1)
2 (()) + 

(¡1)
2 (())

(¡1)
1 (())

= 0
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olur. Bu durumda 1 6= 2 için

(¡ 1)
Z

()

n

(¡1)
1 ( 1)

(¡1)
1 ( 2) + 

(¡1)
2 ( 1)

(¡1)
2 ( 2)

o
¢

= (¡ 1)
Z

()

((¡1)( 1))
 (¡1) ( 2)¢

= 0

elde edilir. Bu ise farkl¬ öz de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen (¡1)( 1) ve (¡1)( 2) öz fonksiyon-

lar¬n¬n her zaman ortogonal oldu¼gunu gösterir.

Teorem 6.4.  2 R ve  2 [() ] \ T olmak üzere (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r

de¼ger problemi için


(¡1)
2 ( )





(¡1)
1 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )





(¡1)
2 ( )

= ¡(¡ 1)
Z

()

½h

(¡1)
1 ( )

i2
+
h

(¡1)
2 ( )

i2¾
¢

şeklindedir.

·Ispat:   2 R ( 6=  için) olsun. (¡1) =
³

(¡1)
1  

(¡1)
2

´
(6.1)-(6.3) ¡Laplacian

Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin   öz de¼gerlerine karş¬l¬k gelen öz fonksiyonu olsun.

n

(¡1)
1 ( )

(¡1)
2 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )

(¡1)
2 ( )

o¢

= (¡ 1)( ¡ )
n

(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( ) + 

(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( )

o


Bu ȩsitli¼gin her iki taraf¬ ¡  ile bölünür, !  iken limit al¬n¬rsa

lim
!

n
(¡1)1 ( )(¡1)2 ( )¡ (¡1)1 ( )(¡1)2 ( )

o¢

¡ 

= ¡(¡ 1) lim
!

n

(¡1)
1 ( )

(¡1)
1 ( ) + 

(¡1)
2 ( )

(¡1)
2 ( )

o


ve

½
(¡1)2 ( )




(¡1)1 ( )¡ (¡1)1 ( )




(¡1)2 ( )

¾¢

= ¡(¡ 1)
½h


(¡1)
1 ( )

i2
+
h

(¡1)
2 ( )

i2¾

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elde edilir. Bu ifadenin () noktas¬ndandan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa
Z

()

½

(¡1)
2 ( )





(¡1)
1 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )





(¡1)
2 ( )

¾¢

¢

= ¡(¡ 1)
Z

()

½h

(¡1)
1 ( )

i2
+
h

(¡1)
2 ( )

i2¾
¢

bulunur. Burada (6.2) s¬n¬r şart¬ndan 
(¡1)
1 (() ) =  ve 

(¡1)
2 (() ) = ¡ oldu¼gu

göz önüne al¬n¬rsa 


(¡1)
1 (() ) = 0 ve 


(¡1)
2 (() ) = 0 elde edilir. Dolay¬s¬ ile


(¡1)
2 ( )





(¡1)
1 ( )¡ 

(¡1)
1 ( )





(¡1)
2 ( )

= ¡(¡ 1)
Z

()

½h

(¡1)
1 ( )

i2
+
h

(¡1)
2 ( )

i2¾
¢

bulunur.

Teorem 6.5. (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin öz de¼gerleri reeldir.

·Ispat: 0 kompleks öz de¼ger ve (¡1)() =
³

(¡1)
1 () 

(¡1)
2 ()

´
 0 öz de¼gerine

karş¬l¬k gelen (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonu olsun. Bu

durumda

n

(¡1)
1 ()

(¡1)
2 ()¡ 

(¡1)
1 ()

(¡1)
2 ()

o¢
(6.19)

= 
¢(¡1)
1 

(¡1)
2 + 

(¡1)
1 

¢(¡1)
2 ¡ 

¢(¡1)
1 

(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
1 

¢(¡1)
2

= (¡ 1)
¡
0 ¡ 0

¢µ¯̄
¯(¡1)1 ()

¯̄
¯
2
+
¯̄
¯(¡1)2 ()

¯̄
¯
2
¶


yaz¬l¬r. (6.19) eşitli¼ginde (6.2)-(6.3) ¡Laplacian Dirac probleminin s¬n¬r koşullar¬ dikkate

al¬narak () noktas¬ndan  noktas¬na ¢¡integrali al¬n¬rsa

(¡ 1)
¡
0 ¡ 0

¢ Z

()

µ¯̄
¯(¡1)1 ()

¯̄
¯
2
+
¯̄
¯(¡1)2 ()

¯̄
¯
2
¶
¢

= 
(¡1)
1 ()

(¡1)
2 ()¡ 

(¡1)
1 ()

(¡1)
2 ()

¡(¡1)1 (())
(¡1)
2 (()) + 

(¡1)
1 (())

(¡1)
2 (())

= 0

elde edilir. Buradan 0 6= 0 için

(¡ 1)
Z

()

µ¯̄
¯(¡1)1 ()

¯̄
¯
2
+
¯̄
¯(¡1)2 ()

¯̄
¯
2
¶
¢ = 0
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ve


(¡1)
1 () = 0 ve (¡1)2 () = 0

olur. Bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla (6.1)-(6.3) ¡Laplacian Dirac s¬n¬r de¼ger probleminin öz

de¼gerleri reeldir.

Şimdi ise osilasyon kriteri için önemli bir formül olan Picone ba¼g¬nt¬s¬n¬ (6.1)-(6.3) ¡Laplacian

Dirac s¬n¬r de¼ger problemi için verilecektir.

Teorem 6.6. (Picone Ba¼g¬nt¬s¬)

(¡1) = (
(¡1)
1  

(¡1)
2 )  (¡1) = (

(¡1)
1  

(¡1)
2 ) 2 1

([() ] R)

fonksiyonlar¬

(¡1) + (1¡ )(¡1) = 0

denkleminin çözümleri olsun.

 ((¡1) (¡1)) = 
(¡1)
2 

(¡1)
1 ¡ 

(¡1)
1 

(¡1)
2

olmak üzere

¡
(¡1)
1


(¡1)
2

½³
(¡1)

´
(¡1) ¡ (¡ 1)

³
(¡1)

´
(¡1)

¾
=

"

(¡1)
1


(¡1)
2

 ((¡1) (¡1))

#¢

+
(¡ 1)


(¡1)
2 

(¡1)
2

½

³
(¡1)

´
(¡1) ¡

³
(¡1)

´
(¡1)

¾
 ((¡1) (¡1))

şeklindedir.

·Ispat: ((¡1)2 
(¡1)
2 )() 6= 0 oldu¼gunu kabul edilsin. Bu durumda ¡Lagrange özdȩsli¼gi

kullan¬l¬rsa
"

(¡1)
1


(¡1)
2

 ((¡1) (¡1))

#¢
=


(¡1)
1


(¡1)
2

¢((¡1) (¡1))

+

Ã

¢(¡1)
1 

(¡1)
2 ¡ 

(¡1)
1 

¢(¡1)
2


(¡1)
2 

(¡1)
2

!
 ((¡1) (¡1))

=

(¡1)
1


(¡1)
2

½³
(¡1)

´
(¡1) ¡

³
(¡1)

´
(¡1)

¾

+
(¡ 1)


(¡1)
2 

(¡1)
2

n
(¡+ )

(¡1)
2 

(¡1)
2 ¡ (¡ )

(¡1)
1 

(¡1)
1

o

£ ((¡1) (¡1))

52



=

(¡1)
1


(¡1)
2

½
(¡ 1)

³
(¡1)

´
(¡1) ¡

³
(¡1)

´
(¡1)

¾

+
(¡ 1)


(¡1)
2 

(¡1)
2

n
¡

³

(¡1)
2 

(¡1)
2 + 

(¡1)
1 

(¡1)
1
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şeklindedir. Böylece teorem ispatlanm¬̧st¬r.
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7 SONUÇ

Bu çal¬̧smada zaman skalas¬ üzerinde ¡Laplacian s¬n¬r de¼ger problemleri ele al¬narak bu

problemlere ait baz¬ önemli sonuçlar elde edilmi̧stir. ¡Laplacian Sturm-Liouville, ¡Laplacian

difüzyon ve ¡Laplacian Dirac sistemi ele al¬narak key… zaman skalas¬ üzerinde spektral aç¬dan

incelemeler yap¬lm¬̧st¬r. Her bölümdeki problemler için key… zaman skalas¬ üzerinde Picone

ba¼g¬nt¬s¬ incelenmi̧s ve bu ba¼g¬nt¬ ispatlanm¬şt¬r. Her problem için elde edilen bu sonuçlar

bu konuda elde edilen ilk sonuçlar olmas¬ nedeniyle önemlidir ve matematikçilere önemli bir

yol gösterecektir. Daha sonraki çal¬̧smalarda key… zaman skalas¬ üzerinde osilasyon kriteri ve

Sturm-Picone kaŗs¬laşt¬rma teoremleri incelenebilir ve ilginç sonuçlar elde edilebilir. Bu tez,

bu çeşit çal¬̧smalar için bir temel olacakt¬r.



KAYNAKLAR

[1] Hilger, S., 1988. Ein Masskettenkalkül mit Anwendung auf Zentrumsmannigfaltigkeiten,

PhD Thesis, Universität Würzburg, Germany.

[2] Hilger, S., 1990. Analysis on measure chains-A uni…ed approach to continuous and

discrete calculus, Results Math., 18, 18-56.

[3] Aulbach, B. and Hilger, S., 1990. A uni…ed approach to continuous and discrete dy-

namics, Qualitative theory of di¤erential equations, Szeged, 1988; Colloquia Mathematica

Societatis János Bolyai, North-Holland, Amsterdam, 53, 37–56.

[4] Bohner, M., 2004. Calculus of variations on time scales, Dynamic Systems and Appli-

cations, 13(3-4), 339-349.

[5] Hilscher, R. and Zeidan, V., 2004. Calculus of variations on time scales: weak local

piecewise 1
 solutions with variable endpoints, J. Math. Anal. Appl., 289, 143-166.

[6] Atici, F.M. and Guseinov, G.S., 2002. On Green’s functions and positive solutions

for boundary value problems on time scales, J. Comput. Appl. Math., 141, 75–99.

[7] Guseinov, G.S., 2003. Integration on time scales, Journal of Mathematical Analysis and

Applications, 285(1), 107-127.

[8] Rynne, B.P., 2007. 2 spaces and boundary value problems on time-scales, Journal of

Mathematical Analysis and Applications, 328(2), 1217-1236.

[9] Bohner, M. and Peterson, A., 2001. Dynamic equations on time scales: an introduc-

tion with applications, Birkhäuser Boston Inc, Boston (MA).

[10] Bohner, M. and Peterson, A., 2003. Advances in dynamic equations on time scales,

Birkhäuser Boston Inc., Boston, MA.

[11] Agarwal, R., Bohner, M., O’Regan, D., Peterson, A., 2002. Dynamic equations

on time scales: a survey, Journal of Computational and Applied Mathematics, 141(1-2),

1-26.

[12] Guseinov, G.S., Kaymakçalan, B., 2002. On a disconjugacy criterion for second order

dynamic equations on time scales, Journal of Computational and Applied Mathematics,

141(1-2), 187-196.

55



[13] Erbe, L., Peterson, A., µRehák, P., 2002. Comparison theorems for linear dynamic

equations on time scales, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 275(1),

418-438.

[14] Karpuz, B., 2016. Nonoscillation and oscillation of second order linear dynamic equa-

tions via the sequence of functions technique, J. Fixed Point Theory Appl., 18(4), 889-903.

[15] Grace, S.R., Bohner, M., Agarwal, R.P., 2009. On the oscillation of second-order

half-linear dynamic equations, Journal of Di¤erence Equations and Applications, 15(5),

451-460.

[16] Chen, H.Y., 2009. On generalized trigonometric functions, Master of Science, National

Sun Yat-sen University, Kaohsiung, Taiwan.

[17] Wang, W.C., 2010. Direct and inverse problems for one dimensional ¡Laplacian op-

erators, National Sun Yat-sen University, PhD Thesis.

[18] Law, C.K., Lian, W.C. and Wang, W.C., 2009. The inverse nodal problem and the

Ambarzumyan problem for the ¡Laplacian, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A Math.,

139(6), 1261-1273.

[19] Wang, W.C., Cheng, Y.H. and Lian, W.C., 2011. Inverse nodal problems for the

¡Laplacian with eigenparameter dependent boundary conditions, Math. Comput. Mod-

elling, 54 (11-12), 2718-2724.

[20] Song, C., Weng, P., 2008. Multiple positive solutions for ¡Laplacian functional dy-

namic equations on time scales, Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications,

68(1), 208-215.

[21] Han, W. and Kang, S., 2009. Multiple positive solutions of nonlinear third-order BVP

for a class of ¡Laplacian dynamic equations on time scales, Mathematical and Computer

Modelling, 49(3-4), 527-535.

[22] Graef, J.R., Kong, L., 2011. First-order singular boundary value problems with

¡Laplacian on time scales, Journal of Di¤erence Equations and Applications, 17(05),

831-839.

[23] Dogan, A., 2013. Existence of multiple positive solutions for ¡Laplacian multipoint

boundary value problems on time scales, Advances in Di¤erence Equations, 2013(1),

238.

56



[24] Anderson, D., Avery, R., Henderson, J., 2004. Existence of solutions for a one di-

mensional ¡Laplacian on time-scales, Journal of Di¤erence Equations and Applications,

10(10), 889-896.

[25] He, Z., 2005. Double positive solutions of three-point boundary value problems for

¡Laplacian dynamic equations on time scales, Journal of Computational and Applied

Mathematics, 182(2), 304-315.

[26] Sun, H.R., Li, W.T., 2007. Existence theory for positive solutions to one-dimensional

¡Laplacian boundary value problems on time scales, Journal of Di¤erential Equations,

240(2), 217-248.

[27] Su, Y.H., Feng, Z., 2017. Variational approach for a ¡Laplacian boundary value

problem on time scales, Applicable Analysis, 1-19, Doi: 10.1080/00036811.2017.1359566.

[28] Binding, P., Browne, P.J., Karabash, I.M., 2010. Sturm-Liouville problems for the

¡Laplacian on a half-line, Edinburgh Mathematical Society. Proceedings of the Edinburgh

Mathematical Society, 53(2), 271.

[29] Jaulent, M. and Jean, C., 1972. The inverse s-wave scattering problem for a class of

potentials depending on energy, Communications in Mathematical Physics, 28(3), 177-

220.

[30] Maksudov, F.G. and Guse¼¬nov, M.M., 1979. A quadratic pencil of operators in

the presence of a continuous spectrum,. (Russian) Akad. Nauk Azerba¼¬dzhan. SSR Dokl.

35(1), 9–13.

[31] Gasymov, M.G. and Guseinov, G.Sh., 1981. Determination of a di¤usion operator

from the spectral data, Doklady Akademii Nauk Azerbaijan SSSR, 37(2), 19-23.

[32] Fragela, A., 1984. Quadratic pencils of di¤erential operators with integral boundary

conditions, Di¤erential equations and their applications (Russian), 50–52, Moskov.

[33] Maksudov, F.G., Guse¼¬nov, G.Sh., 1986. On the solution of the inverse scattering

problem for a quadratic pencil of one-dimensional Schrödinger operators on the whole

axis, (Russian) Dokl. Akad. Nauk SSSR, 289(1), 42–46.

[34] Krall, A.M., Bairamov, E., Çakar, Ö., 1999. Spectrum and spectral singularities of

a quadratic pencil of a Schrödinger operator with a general boundary condition, Journal

of Di¤erential Equations, 151(2), 252-267.

57



[35] Guseinov, I.M. and Nabiev, I.M., 2000. A class of inverse problems for a quadratic

pencil of Sturm-Liouville operators, Di¤erential Equations, 36(3), 471-473.

[36] Koyunbakan, H., 2006. A new inverse problem for the di¤usion operator, Applied Math-

ematics Letters, 19(10), 995-999.

[37] Guseinov, I.M. and Nabiev, I.M., 2007. The inverse spectral problem for pencils of

di¤erential operators, Sbornik: Mathematics, 198(11), 1579.

[38] Koyunbakan, H., 2008. Reconstruction of potential function for di¤usion operator,

Numerical Functional Analysis and Optimization, 29(7-8), 1-10.

[39] Buterin, S.A., Shieh, C.T., 2009. Inverse nodal problem for di¤erential pencils, Applied

Mathematics Letters, 22(8), 1240-1247.

[40] Yang, C.F., 2010. Reconstruction of the di¤usion operator from nodal data, Verlag der

Zeitschrift für Naturforchung A, 65(1-2), 100-106.

[41] Yang, C.F. and Zettl, A., 2012. Half inverse problems for quadratic pencils of Sturm-

Liouville operators, Taiwanese Journal of Mathematics, 16(5), 1829-1846.

[42] Pronska, N., 2013. Reconstruction of energy-dependent Sturm–Liouville equations from

two spectra, Integral Equations and Operator Theory, 76(3), 403-419.

[43] Manafov, M.D., Kablan, A., 2015. Inverse spectral and inverse nodal problems for

energy-dependent Sturm-Liouville equations with ¡interaction, Electronic Journal of

Di¤erential Equations, 2015(26), 1-10.

[44] Çakmak, Y., I̧s¬k, S., 2016. Half Inverse problem for the impulsive di¤usion operator

with discontinuous coe¢cient, Filomat, 30(1), 157-168.

[45] Wang, Y.P., Yurko, V.A., 2017. Inverse spectral problems for di¤erential pencils with

boundary conditions dependent on the spectral parameter, Mathematical Methods in the

Applied Sciences, 40(8), 3190-3196.
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