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OZET

Bu tez ¢alismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yiiriiyen
dalga coziimleri (traveling wave solutions) icin gelistirilen metotlar ve uygulamalari
hakkinda baz1 bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, bu tez ¢alismasi igin gerekli olan bazi temel tanim ve kavramlar
verilmistir.

Ugiincii  boliimde, genisletilmis deneme denklem metodu, yeni fonksiyon
metodu,tanh fonksiyon metodu ve gelistirilmis tanh fonksiyon metodu tanitilmistir.

Dérdiincii boliimde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yiiriiyen dalga
cozlimleri elde edilmistir. Genisletilmis deneme denklem metodu (the extended trial
equation method) kullanilarak genellestirilmis Benjamin denklemi, genellestirilmis Burger-
KdV denklemi, genellestirilmis diizenlenen uzun dalga denklemi (generalized regularized
long wave equation), Boussinesq denklemi ve genellestirilmis lineer olmayan Klein-
Gordon denklemi ¢oziilmiistiir. Ayrica yeni fonksiyon metodu (the new function method)
ile (N+1) boyutlu sine-cosine-Gordon, genellestirilmis c¢ift sinh-Gordon, (N+1) boyutlu
cift sine-Gordon, (N+1) boyutlu sinh-cosh-Gordon denklemlerinin yeni ¢dziimleri elde
edilmistir. Daha sonra Boussinesq denklemi gelistirilmis tanh fonksiyon metodu (the
generalized tanh function method) kullanilarak c¢oziilmiistiir. Elde edilen ¢6ziim
fonksiyonlarmin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri Mathematica programi kullanilarak ¢izilmistir.

Besinci boliimde ise bu tez ¢alismasinda kullanilan metotlarin ortaya cikardigi
analitik, niimerik ve yaklasik ¢ozlimler degerlendirilmis ve elde edilen sonuclara yer

verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Genisletilmis deneme denklem metodu, yeni fonksiyon metodu,

gelistirilmis tanh fonksiyon metodu, lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemler, yliriiyen dalga ¢éziimleri.
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SUMMARY

Determining the Exact Solutions of Some Nonlinear Partial Differential Equations by

Trial Equation Methods

This study consist of five chapters.

In the first chapter, it has been given some informations about the methods,
developed for the traveling wave solutions of the nonlinear partial differential equations,

and their applications.

In chapter two, some fundamental definitions and ideas which are necessary in this
thesis study are given.

In chapter three, the extended trial equation method, improved tanh function
method and new function method are introduced.

In chapter four, the traveling wave solutions of the nonlinear partial differential
equations are obtained. The generalized Benjamin equation, the generalized Burger-KdV
equation, the generalized reduced long wave equation, the Boussinesq equation and the
generalized nonlinear Klein-Gordon equation are solved by the extended trial equation
method, also (N+1)-dimensional sine-cosine-Gordon, the generalized double sinh-Gordon,
(N+1)-dimensional double sine-Gordon, (N+1)-dimensional sinh-cosh-Gordon equations
are solved by the new function method, Boussinesq equation are solved by the generalized

tanh function method.

The graphics of the obtained functions were given in two and three dimensional

spaces by using Mathematica program.

In chapter five, it has been given a conclusion about techniques used by taking into
account analytical, numerical and approximate solutions the methods proposed and used in
this thesis study, the solutions found by these methods are evaluated, and the obtained
results are given.

Key Words: The extended trial equation method, the new function methods, improved
tanh function method, the nonlinear partial differential equations, the

traveling wave solutions.
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1. GIRiS

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler, ger¢ek yasam problemlerinin
modellenmesi sonucu ortaya ¢ikmustir. Bu tiir diferansiyel denklemlerin yiiriiyen dalga
cOzlimlerinin (traveling wave solutions) incelenmesi ile cesitli dalga davranislar1 elde
edilmistir. Sok dalgalari, su dalgalari, solitonlar ve tekil dalga ¢oziimlerine ulasilarak lineer
olmayan dalga teorisi alaninda ciddi bir gelisme kaydedilmistir. Ik olarak dispersif
dalgalar ile ilgili temel teskil eden KdV denklemi s1g su dalgalarinin yayilimi olaymin bir
modeli olarak 1895 yilinda Korteweg ve de Vries tarafindan ortaya konulmustur [1].
Ardindan elastik olarak ve enerjilerini koruyarak yayilabilen, baska bir dalga ile
etkilesiminde ise tiim Ozelliklerini koruyarak dagilan, etkilesimden dnceki goriiniimiine ve
hizina sahip olabilen soliton olarak ifade edilen lineer olmayan dalgalar Zabusky ve
Kruskal tarafindan tespit edilmistir [2,3]. Ayrica 1993 yilinda Rosenau ve Hyman
tarafindan yapilan bir calismada kompakton adi verilen yeni bir soliter dalga smifina
ulagilmistir [4].

Miihendislik, fizik ve diger bilim dallarindaki ¢esitli problemleri ¢6zmek i¢in dnce
bu problemlerin matematiksel ifadelerini elde etmek ve sonra da bunlarla ilgili bazi sinir ve
baslangi¢ sartlarini kullanarak problemlerin ¢oziimlerini olusturan fonksiyonlar1 bulmak
gerekir. Son yillarda yapilan arastirmalar kismi diferansiyel denklemlerin yeni dalga
¢oziimleriyle ilgili karmasik olaylar1 anlama ve tanimlamada etkin rol oynamaktadir. Iyi
tanimlanmis  matematiksel problemler, analitik ¢oziimler elde etme sansini
artirabileceginden olaylari fiziksel yorumu da tam olarak yapilmis olur. Bu nedenle lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yiirliyen dalga ¢oziimlerini bulmak oldukca
onemlidir. Ayrica bu tip problemlerin yliriiyen dalga ¢oziimlerini hesaplamak igin
literatiirde bircok metot bulunmaktadir. Bu metotlardan bazilari, Hirota bilineer doniisiim
metodu [5], Backlund ve Darboux doniisim metodu [6], ters sagilim metodu [3,7],

gelistirilmis tanh fonksiyon metodu [8], genisletilmis Weierstrass doniistim metodu [9-12],

ilk integral metodu [13], F-agilm metodu [14], (G'/G)-agihim metodu [15,16], Jacobi

eliptik fonksiyon metodu [17], Kudryashov metodu [18] seklinde siralanabilir.

Bu tez ¢alismasinin ikinci boliimiinde bazi temel tanimlara yer verilmistir. Bu temel
bilgiler kullanilarak tez ¢alismasindaki metotlar ve uygulamalari ele alinmustir.

Bu tez calismasinin {i¢iincii boliimiinde ise genisletilmis deneme denklem metodu

(the extended trial equation method), yeni fonksiyon metodu (new function method), tanh



fonksiyon metodu (tanh function method) ve gelistirilmis tanh fonksiyon metodu
(improved tanh function method) detayli olarak tanitilmistir.

Deneme denklem metodu ilk kez 2005 yilinda C. S. Liu tarafindan Onerilmistir
[19]. Liu’'nun bu metottaki temel diisiincesi, bir diferansiyel denklemin tam ¢6zliimiiniin
integrasyon alma islemi ile elde edilebilecek olmasidir. Ardindan tam polinomal
diskriminat sistemine dayanan bir deneme denklem yontemi gelistirilmistir [21,22]. X. H.
Du tarafindan gelistirilen irrasyonel deneme denklem metodu kullanilarak Burgers-KdV,
dagitici ¢ift sine-Gordon, Fujimoto-Watanabe denklemleri etkin bir bi¢imde ¢6ziilmiistiir
[23]. Deneme denklem metodu 2012 yilinda Pandir ve arkadaglar: tarafindan yapilan bir
calismada daha da gelistirilerek genisletilmis deneme denklem metodu olarak literatiire
kazandmrilmistir [20,24-26].

Bir diger metot olan yeni fonksiyon metodu ilk olarak iistel fonksiyon iceren lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yiirliyen dalga ¢oziimlerini elde etmek igin
tanimlanmis ve Dodd-Bullough denklemine uygulanmistir [27]. Ardindan Sun yeni
fonksiyon yaklagimmi trigonometrik fonksiyon iceren sine-Gordon denklemine
uygulamistir [28]. Dolayisiyla iistel ve trigonometrik fonksiyonlarm yer aldigi lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlere ait bu uygulamalar trigonometrik ve hiperbolik
fonksiyonlar1 igeren diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine iliskin bazi yeni yaklagimlarin
olusumunu saglamistir [29,30].

Diger taraftan tanh fonksiyon metodu W. Malfliet tarafindan 1992 yilinda [31],
gelistirilmis tanh fonksiyon metodu ise H. Chen ve H. Zhang tarafindan 2004 yilinda
literatiire sunulmustur [32, 33].

Bu tez caligmasinin dordiincii boliimiinde ise swrasiyla GDDM genellestirilmis
Benjamin, genellestirilmis Burger-KdV, genellestirilmis diizenlenen uzun dalga ve
genellestirilmis lineer olmayan Klein-Gordon denklemlerine uygulanarak yeni ¢6ziim
fonksiyonlara ulasilmis ve bu fonksiyonlarin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri verilmistir.

Ayrica bu boliimde, sirastyla (N+1) boyutlu sine-cosine-Gordon, genellestirilmis
cift sinh-Gordon, (N+1) boyutlu ¢ift sine-Gordon, (N+1) boyutlu sinh-cosh-Gordon
denklemlerine  YFM uygulanmis, bdylece yeni Jacobi eliptik fonksiyon c¢oziimleri
bulunarak fiziksel davranislar1 iki ve ti¢ boyutlu grafikler ile incelenmistir.

Bu boliimde son olarak gelistirilmis tanh fonksiyon metodu Boussinesq denklemine

uygulanmistir.



2. TEMELKAVRAMLAR

Tanim 2.1.

Bagimli bir degiskeni ve bunun bir ya da daha ¢ok bagimsiz degiskene gore
tiirevini igeren bir denkleme diferansiyel denklem denir. Bagimli degiskenin bir ya da daha
cok bagimsiz degiskene gore kismi tiirevlerini igeren diferansiyel denkleme kismi tiirevii
diferansiyel denklem denir. [33,34].

Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilari
bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa bu diferansiyel denkleme degisken katsayili lineer
diferansiyel denklem denir. Eger bir diferansiyel denklem de bagimli de§isken kendisi veya
tiirevleri ile carpim yada boliim durumunda ise veya bagimli degisken iistel, trigonometrik,
yada logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin
derecesi i1ki ve ikiden biiyiikk ise bu tir diferansiyel denklemlere lineer olmayan
diferansiyel denklem denir [34,35].

Kavram 2.1.

Dengeleme prensibi, en yiikksek mertebeden tiirev igeren terim ile en yliksek
dereceli lineer olmayan terimin karsiligi olan polinomlarin en yiiksek dereceli terimlerinin
kuvvetleri esitlenerek hesaplandigindan 6, ¢ ve 6 degiskenleri arasinda bir dengeleme
bagintis1 olusturulabilir[36].

Tamm 2.2.

Bir a < x <baraliginda taniml bir ® fonksiyonu a <x <b araliginda bulunan her

x i¢in tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu

F(x%,®(x), @ (x),0"(x),, 0" (x)) =0, 2.1)

ise @ fonksiyonuna adi diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel
denklem, denklemin mertebesi kadar sabit igerir. Coziim fonksiyonundaki sabitlere verilen
her bir degere karsilik bulunan ¢6ziime de dzel ¢oziim denir.

Bir adi diferansiyel denklemin ¢oziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir
kismi diferansiyel denklemin ¢dziimii yiizey ailesine karsilik gelir. Ozel olarak, ikinci
mertebeden bir diferansiyel denklem g6z Oniine alindiginda bu tip denklemlerin ¢éziimleri
iki sabit icerdiginden bu sabitleri bulmak i¢in iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar; bagimli

degisken ve tiirevleri lizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri ig¢in verilen sartlar ise



baslangi¢ sartlari, bagimsiz degiskenin farkli degerleri icin verilen sartlar ise sinir sartlar:
ile tanimlanir [36].
Kavram 2.2.

Jacobi eliptik fonksiyonlar, eliptik fonksiyonlarin standart formudur. Bu

fonksiyonlar, m eliptik modiil olmak tizere cn(u,m),dn(u,m) ve sn(u,m) olacak sekilde

ii¢ temel fonksiyon ile gosterilir. Bu ii¢ temel fonksiyon

U= dt, 0<m* <1, (2.2)

?
1
F(o, k)=
(2:4) !).\/l—m2 sin® (¢)
seklinde verilen birinci tip eliptik integralin fonksiyonundan ortaya ¢ikar.
Burada m=modu ve ¢ =am(u,m)=am(u) Jacobi genliktir. ¢ =F"' (u,m)=am(u,m)

ile tanimlanir. Bu agiklamalardan sonra

sin =sin(am(u,m))=sn(u,m), (2.3)
() =sin (am (u,m))=sn(u,m)
cos(¢) :cos(am(u,m)):cn(u,m), (2.4)
\/1 —m’sn* () = \/1 —m”sin’ (am (u,m)) =dn(u,m), (2.5)
esitlikleri yazilabilir. Burada m — 0 ve m — 1 iken siras1 ile bu fonksiyonlar
sn(u,0)=sin(u), sn(u,1)=tanh(u), (2.6)
cn(u,0)=cos(u), cn(u,1)=sech(u), (2.7)
dn(u,0)=1, dn(u,1) =sech(u), (2.8)
olarak tanimlanir. Ayrica Jacobi eliptik fonksiyonlar lizerinde tiirevler
%(sn(u)) =cn(u)dn(u), (2.9
j—u(cn(u)) =—sn(u)dn(u), (2.10)
d
Z(dn(u))z—mzsn(u)cn(u), (2.11)

esitlikleri ile gosterilebilir. Jacobi eliptik fonksiyonlarin bu 6zelliklerinin yanisira bu

fonksiyonlar arasinda
snz(u)+cn2 (u)zl, (2.12)
mzsn(u)+dn2 (u):l, (2.13)

bagntilar1 vardir [36].



Kavram 2.3.

Matematiksel bir terim olarak iyi tanimli problem kavrami ilk olarak Jacques
Hadamard tarafindan literatiire sunulan bir tanimla ortaya ¢ikmistir. Hadamard, fiziksel
olaylarin matematiksel modellemelerinin asagidaki 6zellikler saglanacak sekilde 1yi tanimli
olmas1 gerektigini savunmustur.

1) Coziim vardir,

il) Cozlm tektir,

1i1) Coziim kararlhdir.

Matematiksel olarak bir problemin ¢Oziimiiniin var olmasi, ¢0zim uzayini
genisleterek saglanir. Bir problemin ¢oziimiiniin tek olmasi, mutlak bir fonksiyon smifina
gore coziim tektir anlamina gelir. Bir problemin birden fazla ¢6ziimii varsa model
hakkinda daha fazla bilgiye ihtiya¢ vardir.

Eger baslangi¢c yada smir kosullar1 ve parametre degerlerinde yapilan kiigiik bir
degisiklik ¢oziimde kiigiik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢oziim kararhdir.

Matematiksel olarak iyi tanimlilik asagidaki sekilde ifade edilebilir. X ve Y iki
normlu uzay ve K:X —7Y lineer (veya lineer olmayan) bir doniisiim olsun. Asagidaki

esitlikler saglaniyorsa, Kx = y denklemi iyi tanimli olarak adlandirilir.
1. Varlik: Her y e Y i¢in Kx = y olacak sekilde en az bir x € X vardur.
2. Teklik: Her y € Y igin Kx = y olacak sekilde en fazla bir x € X vardir.

3. Kararlilik: x ¢oziimii daima y ’ya baghdir. Yani n — o iken Kx, — Kx olacak
sekilde her (x,) < X dizisi i¢in x, — x olmasidir [37].

Kavram 2.4.
Diskriminant matematik biliminde bir cebirsel kavramdir. Gergel katsayili ikinci derece
polinom denklemler'in ¢dziimii igin kullamlir. ikinci dereceden biiyiik herhangi
bir polinom'un koklerinin bulunmasi i¢in de bu kavram, koklerin toplami i¢in gereken
ifadenin ve koklerin ¢arpimi icin gereken ifadenin bulunmasi suretiyle genisletilmistir. Bu
arada bir polinom ic¢in ¢oklu koklerin varligi veya yoklugu icin gereken kosul da
diskriminant'in  varligi ve yoklugu ile bulunabilmektedir. Diskriminant kavrami
polinomlarn incelenemesinden daha baska matematik alanlarda da kullanilmaktadir. Bu
kavramin kullanigi konik kesitlerin ve genel olarak kuadratik sekillerin daha 1iyi1

anlasilmasina izin vermektedir. Galois teorisi'nin kuadratik formlara veya sayilar sonlu



uzantis1 hakkindaki gelismelerde de diskriminant kavrami rol oynar.Matris sistemindeki
determinant hesaplanmasinin temelinde de diskriminant kavrami yatmaktadir[38].

Tamm 2.3.

Bir cisim veya ortamdaki sarsintiya karsilik gelen olaya dalga denir. Dalga boslukta
ve madde i¢inde yayilabilen ritmik bir olaydir. Bir iple olusturulan dalga, bir tepe ve bir
vadiye sahiptir. Tepeye karin, vadiye ise ¢ukur adi verilir (Sekil 2.1). Her dalga belli bir
dalga boyuna sahiptir. Bir karindan bir karma olan toplam mesafeye bir dalga boyu adi

verilir. Bir gukurdan, digerine olan mesafe de dalga boyu ile aynidir [39].

¥
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[ Dalga bayu L /
f } } )
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Sekil 2.1 Bir dalga ve ozellikleri

Kavram 2.5.

Doppler Etkisi ( Doppler olay1 ). adini iinlii bilim insan1 ve matematik¢i Christian
Andreas Doppler'den almakta olup: kisaca dalga Ozelligi gosteren herhangi bir fiziksel
varligin frekans ve dalga boyu'nun hareketli (yakinlasan veya uzaklasan) bir gozlemci
tarafindan farkli zaman ve/veya konumlarda farkli algilanmasi olayidir. Dalga kaynaginin
gozlemciye gore hareketinin yol agtigi ses ya da herhangi bir baska dalga olarak
algilanmasidir. Hareketsiz bir ses kaynaginin yayiladig1 dalganin sayis1 belirli uzakliktaki
bir dinleyiciye oldugu gibi iletilir. Kaynak ya da dinleyici harekette ise birbirlerine
yaklasirken dinleyici daha fazla dalga algilayacagindan, saniyede algilanan dalga sayis1 ya
da frekans artar. Uzaklagsma durumunda ise frekans kiigiiliir. Bu olay diidiik ¢alan bir trenin
yaklasip uzaklasmasi sirasinda agik bicimde gozlenebilir; trenin diidiigii, tren yaklasirken
frekansi artacagindan tizlesecek, uzaklasirken ise frekansi azalacagindan kalinlasacak [39].

Tamm 2.4.

Ilerleme, ¢arpisma esnasinda higbir sekilde fiziksel &zelliklerini degistirmeyen

dalgalara solitary dalgalar denir [40].
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Sekil 2.2 Bir solitary dalga

Kavram 2.6.

Soliton teorisi pek cok fiziksel alanda da uygulama sahasina sahiptir[41]. Diger
taraftan, bir soliton asagidaki Gzellikleri tasiyan bir lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin bir ¢6ziimii olarak tanimlanabilir.

1) Cozlm, siirekli bir dalga formunda olmalidir.

1) Cozim smirlandirilir, yani; KdV denkleminde elde edilen solitonlar gibi ¢6ziim
iistel olarak sifira dogru bozulur veya Sine-Gordon denkleminde verilen solitonlar
gibi ¢0ziim sonsuzda bir sabite yakinsar.

111) Soliton, karakterini koruyan diger solitonlar ile i¢ etkilesim i¢inde bulunur.

KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢6zliimii genellikle tek dalga olarak
kullanilir, eger birden fazla soliton ¢oziim varsa solifonlar olarak adlandirilir. Diger bir
ifade ile bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa bir tek dalgadir.

Tamm 2.5.

Ac Rolsun. Vxe 4 i¢in x>k sartim1 saglayan bir £ sayisi1 varsa A kiimesine
alttan simirlidir denir ve Vx € A i¢gin x < m olacak sekilde bir m sayis1 varsa A kiimesine
tistten sumrhidir denir. Alttan ve distten smirh bir kiimeye simirlidir denir. AcC R

kiimesinin iist smirlariin en kiigtigiine 4 nin supremumu denir ve sup 4 ile gosterilir. A4

kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigiine A nin infimumu denir ve inf A ile gosterilir.

Tanmim 2.6.

f:[a,b] > R smirl bir fonksiyon ve [a,b]arahgmnin bir béliintiisi P olsun

lim A(f,p)=1limU(f,p)=s,

IP|-0 IPl>0



ise f fonksiyonu, [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyondur denir. Bu s sayisina da, f
fonksiyonunun [a,b] araligindaki belirli integrali denir.
Kavram 2.7.

Mathematica, yliksek boyutlarda veriyi ¢ok hizli ve kolay bir sekilde isleyebilen,
Laplace, Fourier doniisiimlerini ve analizlerini yapabilen ve bunlar gibi ¢ok cesitli
fonksiyonlar1 kolayca gerceklestirebilen hazir araglara sahip olan paket programidir.

[42,43].



3. MATERYAL VE METOTLAR

Bu boliimde, genisletilmis deneme denklem metodu, yeni fonksiyon metodu, tanh
fonksiyon metodu ile gelistirilmis tanh fonksiyon metodu tanitilmis ve bu metodlarin bazi

temel Ozellikleri verilmistir.
3.1. Genisletilmis Deneme Denklem Metodu (Extended Trial Equation Method)

u=u (x, t) iki degiskenli bir fonksiyon olmak iizere,

P(u,,u,,,ux,uxx,uxxx,---)=0, (3.1.1)
bicimindeki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde
edilmesi igin A # 0 iken

u(x,t)=u(n), n=hkx-Aat, (3.1.2)
dalga doniisiimii (3.1.1) denkleminde yerine yazilarak asagidaki gibi bir lineer olmayan adi
diferansiyel denklem elde edilir:

N(u,u',u”,u”’,---)zO. (3.1.3)

Bu metodun amaci, dengeleme prosediiriine uygun olan genellestirilmis lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yiiriiyen dalga ¢oziimlerini elde etmektir.

Bu tip denklemler genellikle,
Auu"+B(u') + Cu® + D’ + Eu* =0, (3.1.4)

formuna sahip oldugundan genellestirilmis eliptik diferansiyel denklemler {izerinde

calisilmistir. (3.1.4) denkleminin bazi 6zel durumlar1 asagida verilmistir:

Auu" + B(u’)2 +Cu’+Du’ =0,
Auu" + B(u’)2 +Cu’+Du' =0,

(3.1.4) tipindeki denklemlerin ¢oziimii asagidaki gibi bir sonlu seri yaklasimi ile
bulunabilir:

[
u=y tI". (3.1.5)
i=0



(3.1.5) denkleminde u ¢6ziim fonksiyonu I' fonksiyonunun kuvvetlerinin lineer
kombinasyonu ile ifade edilmektedir. ®(T') ve ¥(I') polinom fonksiyonlar olmak iizere,

I fonksiyonlar1

o(r) 2 e iersoier
¥(0) $pp GG+

(3.1.6)

(P =A(r)=

seklindeki lineer olmayan adi eliptik diferansiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonudur. (3.1.5)
ve (3.1.6) denklemleri kullanilarak (3.1.4) denklemindeki tiirev igeren uu" ve (u’)2

fonksiyonlarmin polinom formuna indirgenmis olmasi gerekmektedir. Bu nedenle (3.1.5)

ve (3.1.6) denklemlerinden
_ill:;[gﬁirf-‘] , (3.1.7)
o <D(F)‘P(2F\3 (‘?)(F)‘P (F)(;l r"] ig ;[Z (,_1)Tr12} (3.1.8)

bagntilar1 elde edilebilir. (3.1.7) ve (3.1.8) denklemleri (3.1.3) denkleminde yerine

yazilarak I"’ ya baglh Q(F) polinom fonksiyonu

Q(F)=pSF'Y+---+p1F+pO:O, (3.1.9)
seklinde elde edilir. Dengeleme prensibi en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim ile en
yiiksek dereceli lineer olmayan terimin karsiligi olan polinomlarin en yiiksek dereceli
terimlerinin kuvvetleri esitlenerek hesaplandigindan 6, ¢ ve 6 degiskenleri arasinda bir
dengeleme bagintisi olusturulabilir. Ayrica 6, ¢ ve 6 degiskenlerine gesitli degerler
verilerek farkli ¢6ziim durumlar ortaya ¢ikarilabilir. Q(F) polinomunun katsayilar1 sifir
alindiginda,

0 =0, i=0,--,s (3.1.10)
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi c¢oziildiiglinde
Eor &y s 6oy 615 e, 6, Ve Ty, Ty, -0+, T5 parametreleri belirlenebilir.

Ayrica (3.1.6) denklemi integre edildiginde,

lP(r
j q)(r T, (3.1.11)

i(n—no)=f\/AIT

bagintisi elde edilir.
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CD(F) polinomunun koklerini smiflandirma iglemine bagl olarak tanimlanan

diskriminant sisteminin kullanimi ile (3.1.11) denkleminin ¢dziimiine ulasilir ve bdylece

(3.1.1) denkleminin yiiriiyen dalga ¢oziimleri elde edilir.

3.2. Yeni Fonksiyon Metodu (New Function Method)

Bu boliimde, yeni fonksiyon metodunun trigonometrik sine, cosine, sinh, cosh ve

istel €, (neZ) fonksiyonlarini1 iceren kismi diferansiyel denklemler i¢in bazi

uygulamalarma yer verilmistir. Oncelikle bu tarz denklemlerin en genel halini asagidaki

gibi ele alalim

P(u,sin(u),cos(u),sinh(nu),cosh(nu),e("”),un,uxx) =0, (3.2.1)

(3.2.1) denklemine (c#0) olmak iizere u=u(x,?)

u(u) :u(x—ct), H=Xx—ct
seklindeki dalga doniisiimii uygulandiginda

N(u,u',u”,---) =0, (3.2.2)
bicimindeki lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. 7, G ve g fonksiyonlar:

icin u ¢6zim fonksiyonu

F(u")=G(g(u)), (3.2.3)
denklemini saglar. Ayrica

W'=f(g(), u'=r(g(u))e () (g()), (3.2.4)
denklemleri (3.2.3) denkleminde yerine yazilarak

F(f(g(u))e (u) s (g(u)))=G(g(u)), (3.2.5)
esitligi elde edilir. Eger v = g(u) seklinde secilirse,

F(y'f(w)f'(w))=G(v), (3.2.6)
bagintis1 yazilabilir. (3.2.6) denklemi integre edildiginde

u

d
m:du:jm:jduzwp, (3.2.7)

elde edilir. Burada P bir integrasyon sabitidir. Eger (3.2.7) denklemi ters fonksiyon
yardimiyla integre edilirse bu problemin agik ¢Ozilimii, eger integre edilemez veya

integrasyonu ¢ok karmasik ise kapali ¢6ziimii elde edilebilir.
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3.3. Tanh Fonksiyon Metodu(Tanh Function Method)

1992 yilinda ilk olarak Malfliet [31] tarafindan tanh metot formiilize edilmis olup bu
metot, 1s1 yayilimi, diflizyon reaksiyonu, plazma fizigi, tiirbiilans teorisi, okyanus dinamigi
ve biyofizik gibi doga olaylarin1 tanimlayan kismi diferensiyel denklemlerin analitik
coziimlerini bulmak i¢in 6dnemli bir rol oynar. Bu teknik ile elde edilen ¢oziimler kapali

tanh fonksiyonu formundadir. Malfliet bu metot ile

H(u,ut,ux,uxx,---):0, (3.3.1)
seklinde verilen bir kismi diferensiyel denklemin yiiriiyen eden dalga ¢éziimiinii bulmak
icin & =c(x—vt) gibi bir koordinat goz Oniine alarak bu koordinata gore (3.3.1)
denklemini adi diferensiyel denkleme doniistiirerek yeniden yazmistir. Burada v dalga
hizini ve ¢ ise L=c"" genislikli duragan bir dalgay: ifade eder. Genelligi bozmaksizin

¢ >0 olarak tanimlanir. Adi diferensiyel denklem elde edildikten sonra ¥ = tanh(é) gibi

yeni bir bagimsiz degisken tanimlanir. Bu yeni de§iskene gore tlirevler

<4 - L

dé dYy

d’ d d’

e —>(1—Y2)(—2Yﬁ+(1—Y2)dY2],

& d d* d d* d
d—§3—>—2Y(1—Yz)(—2ij+(l—Y2)W]+(l—Y2)2 (_27Y_2YW+(1_Y2)W]’

seklinde yazilabilir. Ayrica daha yiiksek mertebeden tiirevler benzer sekilde hesaplanabilir.

Bu tiirevler ile birlikte (3.3.1) denklemi i¢in aranan
M
u(x,t)=> a,¥", (3.3.2)
m=0
coziimi, elde edilen adi diferensiyel denklemde yerlerine yazilmasiyla
Yy" = O(m =0,1,2,---.M ) katsayilar1 yok edilerek cebirsel denklem sistemi bulunur.

Bulunan bu cebirsel denklem sisteminde a, = O(m =0,1,2,---.M ) katsayilar1 elde edilir ve

bu katsayilar (3.3.2) serisinde yerlerine yazilarak (3.3.2) denkleminin dalga ¢oziimii
bulunmus olur. Burada M en yliksek mertebeden lineer olan terim ile lineer olmayan
terimlerin dengelenmesiyle bulunabilen parametredir. Normal olarak analitik ¢6ziimiin

elde edilebilmesi icin M parametresinin pozitif bir aralik igerisinde olmasi beklenir.
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Ancak M parametresinin negatif deger aldigi bir Ornekte bulunabilir. (—ISY Sl)

durumunda Y — Otekilliginden kaginmak i¢in (3.3.2) serisi degistirilmelidir. Bunun i¢in

(3.3.2) serisi

(ﬁamY’”]_, M'=-M, (M >0), (3.3.3)

seklinde yazilir [44—46].

3.4. Gelistirilmis Tanh Fonksiyon Metodu (iImproved Tanh Function Method)

2004 yilinda Chen ve Zhang [32], (3.4.1) denkleminin hareket eden dalga
cOzlimlerini elde etmek i¢in yukarida bahsedilen tanh metodunda kullanilan

d—F:A+BF+CF2, (3.4.1)
dg

Riccati diferensiyel denklemindeki katsayilarin farkli durumlarina gore gelistirilmis tanh

fonksiyon metodunu sunmuslardir. Bu metot ile (3.4.1) denklemi i¢in aranan ¢éziim
M
u(x,0)=Y a,F" (3.4.2)
m=0

seklinde yazilir.

(3.4.1) denkleminin ¢6ziimleri i¢in asagidaki durumlar;

1. Durum:
A=C=1,B=01se F =tanz, (3.4.3)

2. Durum:

1 1.
A=—,B=0, C:_E ise F'=cothzxcschz veya F =tanhz *isechz, (3.4.4)

2
3. Durum:
1 .

A=C= ia, B=0ise F=seczttanz veya F =cscz*cotz, (3.4.5)
4. Durum:

A=1,B=0,C=-1 ise F=tanhz veya F =cothz, (3.4.6)
5. Durum:

A=C=-1,B=01se F =cotz, (3.4.7)
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6. Durum:

Bz)- A
C=0,B=0 ise F:%, (3.4.8)
7. Durum:

1

A=B=0,C#0 ise F=————,
(CZ+CO)

(3.4.9)

fonksiyonlar1 ile (3.4.1) denkleminin hareket eden dalga ¢oziimleri yazilabilir.

Bu metot yardimi ile EI-Wakil ve arkadaslar1 caligmalarinda lineer olmayan fiziksel
bir model icin periyodik dalga ¢oziimleri elde etmislerdir[47]. Yukarida bahsedilen ve
kismi diferensiyel denklemlerin hareket eden dalga ¢oziimlerini ve periyodik dalga
coziimlerini veren tanh metotlarinin yani sira aynt zamanda eliptik fonksiyonlarin yardimi
ile kismi diferensiyel denklemlerin periyodik dalga ¢éziimlerini veren metotlar da vardir.
Bu metotlar siras1 ile 2001 yilinda Jakobi eliptik fonksiyon metot [48], 2003 yilinda
degistirilmis Jakobi eliptik fonksiyon metot [49] ve 2004 yilinda genellestirilmis Jakobi
eliptik fonksiyon metot olmak iizere bilim adamlar1 tarafindan literatiire

kazandirilmistir[50].
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4. METOTLARIN UYGULANMASI

Bu bolimde ilk olarak, GDDM genellestirilmis Benjamin denklemine,
genellestirilmis Burger-KdV  denklemine, genellestirilmis diizenlenen uzun dalga
denklemine, genellestirilmis lineer olmayan Klein-Gordon denklemine ve Boussinesq
denklemine uygulanmis ve elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarmin iki ve ti¢ boyutlu grafikleri
verilmistir.

Ikinci adimda ise, swrastyla (N+1) boyutlu sin-cos-Gordon, genellestirilmis cift
sinh-Gordon, (N+1) boyutlu ¢ift sin-Gordon, (N+1) boyutlu sinh-cosh-Gordon
denklemlerine YFM uygulanmis ve bulunan yliriiyen dalga ¢éziimlerinin davranislart iki
ve li¢ boyutlu grafikler ile incelenmistir.

Ugiincii adimda ise Boussinesq denklemine GTFM uygulanarak, bu denklemin
cOzlimleri elde edilmistir. Ayrica GDDM ile elde edilen ¢éziimler, GTFM ile elde edilen
coziimler ile karsilastirilarak GTFM ile elde edilemeyen ¢oziimlerin  GDDM ile elde
edildigi goOrilmiistiir. Bulunan ¢6ziimlerin davranislar1 iki ve ii¢ boyutlu grafikler ile

incelenmistir.

4.1 Genellestirilmis Benjamin Denklemine GDDM’nun Uygulanmasi

o, f#0 icin
u”+a(u”ux) +pu_. =0, (4.1.1)

seklindeki genellestirilmis Benjamin denklemine [51] (k,lsabitler) n=kx—At iken

1
u (x,t) =u (77) dalga doniisiimii uygulanip bulunan denklemde u =v” doniisiimii gerekli

tiirev kavramlarina gore diizenlenir, n’ ye gore iki kez integre edilir ve integral sabitleri
sifir kabul edilirse,
222 (p 1) +akp® + g (1= p7) () + B p (14 p)w" =0, (4.1.2)

seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir.
(3.1.6-3.1.8) ifadeleri (4.1.2) denkleminde yerine yazilip dengeleme prensibi
uygulandiginda

0=¢c+0+2, (4.1.3)
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seklinde bir dengeleme bagintist bulunur. Bu bagintidaki parametlerin uygun se¢imleri ile
asagidaki ¢6ziim durumlarma ulasilir.

Durum 1.

£=0,8=1,0=3 ve §, #0 degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine yazilirsa,

p= S0t el (4.1.4)
o

o (& +2&,T+3517)

5

20, (4.1.5)
(G HET+ETT HETY) (4.1.6)

by = 2 |

elde edilir. Ayrica (4.1.4-4.1.6) ifadeleri (4.1.2)’ de yerine yazilarak I' polinomunun

katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Mathematica 7

paket programu ile ¢oziildiigiinde asagidaki sonuglar elde edilir:

T (5270 _25171) 71(25270 _‘}:171)

So = , 61 =61, §,=6,, &3 = » (4.1.7)

3¢} 37,
Kp(p’+3p+2)(2&,7, -
£y =- ﬂ(p + l;+2 )(2 $2T 5171)’ 4.18)
p art,
A= : 66wo (5270 B 5171) ' (4.1.9)
k(p +3p+2)(§171_2§270)

(4.1.7-4.1.9) sonugclar1 sirastyla (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazildiginda

Ao \/k3ﬂ712 (pz +3p +22)(§171 _25270)
2p‘a

- B= (2 =6, (4.1.10)
C :37127551’ D 271231'352’ E= T13 (25270 &1, )a

polinom katsayilar1 i¢cin

1
t(n-my)=4
(=) I\/B+CF+DF2+EF3

dr, (4.1.11)

integral formu bulunur. (4.1.11) denklemi integre edilerek (4.1.1) denkleminin kapali
formdaki dalga ¢oziimleri agagidaki gibi elde edilir:
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A
i(n—n0)=—g, (4.1.12)
1
A |\/v—a2+\/a1—a2|
+(n — = 1 s R 4.1.13
=) \/al_% n‘\/v—az—\/al—az noa ( )
24
(n—m,)= — F(m,n), a;>0,>a, (4.1.14)
2 1

Burada m:arcsin( u] ve n=1"% igin F(m,n) birinci tip eliptik integral

v—-a, o, —a,
fonksiyonudur.
Ayrica a,,a, ve a, degerleri de
B+CT+DI*+ET’ =0, (4.1.15)

polinom denkleminin kokleridir. Boylece,

~ 6ar, (&7, —&1))
;L_\/k(p2+3p+2)(§1r1—2§2r0)’ (110

i¢in

r ) 1/p

u(x,t)=|a, + 44 R , (4.1.17)
i (kx—At-n,)
r 1/p

u(x,t)=|a +(a,—a,)sec’ [—W‘z;a‘(n_no)ﬂ , (4.1.18)
— 1/p

u(x,t)= a3+(a2—a3)sn2(——“a'_a3(n—no),uﬂ , (4.1.19)

24 o, — o,

¢Oziimleri elde edilir.

N T X _ a0

Bu ¢oziim fonksiyonlarm sadelestirmek i¢in 7, =0 almirsa r = ———~, s=—"—"—,
24 o —ay

f(r,s) =sn’ [r(kx -1 t),s] i¢in sirastyla,

1/p
D

u(x,t)=|a +44 (ke=21)" |
u(x,f)—[al +(a, —a )sec’ (%WMJ] ’ (4.1.21)

u(x,0)=[o, + (e, —a,) f(rs)]", (4.1.22)

olarak bulunur.

(4.1.20)
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Sekil 4.1. & =&, =1,=1,=a=k=a,==0.2, -10<x<10 ve £=0.1 iken swrasiyla p=-3, p=—+4

p =—5 degerleri igin (4.1.20) denkleminin iki boyutlu grafigi

'Q.
e
olsy
&y

£

,gt
S F

o,

2
9
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>
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....O'
\\'Q
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L7

Sekil4.2. § =&, =1,=1,=a=k=0,= =02, -10<x<10 ve 0<¢<I iken sirastyla p=-3, p=—4

p =—5 degerleri i¢in (4.1.20) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi

‘ 120 ‘ | ‘1.10 | ‘ ‘ | | [ ] |
‘ | \ | | | ‘
‘ 15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
105 ‘ ‘ ‘
‘ ‘1.10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ ‘
‘ ‘ ‘ | ‘ | ‘ 10 ‘ | ‘
e I
\

10 } \ ‘ / \ } | | \ \ |
I R . ol
[ O . \ L [ | ‘ Cofe | |
N R A I A Y N T R
I T O “ | o | \ L L /
\ R \ / \ [ [ ) \ ’ | | f
\ J \ i/ v 4\ . JE \\ /4 Moo
s ’ ) Ty N / N 4N / AN

Sekil4.3. & =&, =a=k=a,=p=2, 1,=1,=3, o, =0.3, 5<x<5 ve t=0.1 iken sirasiyla

p=-3, p=—4, p=—5 degerleri icin (4.1.21) denkleminin iki boyutlu grafigi
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Sekil 44. &, =& =a=k=0,=p=2, 1,=1,=3, a, =03, -5<x<5 ve 0<t<] iken sirasiyla

p=-3, p=—4, p=-5 degerleri igin (4.1.21) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi

e N 138 ~
/M N\ 7\ 7\ y ,
/ I / \ \ \
/ \ 70 \ / \\ " f \\ [\ / \
\ \
/ / \ / / 36 \
[ [ / |1 / \ 3 \
/ (TS / /
: \ : | “ | ‘ / 13
| |
\‘ “‘ “‘ " “‘ 132
\ [ \ | \ 140 | \ | ‘ |
\1sp RET
\ / \ \L3st | \ / \ /
V1
/ \1/ \ J ‘ \ 1 ‘ \
N 50 50 N 50 / 50 10 100 50 \ 50 100

Sekil 4.5. & =& =a=k=p=2,7,=7,=3,0,=0.1, &, =02, a; =0.3, -110<x<110, ve £=0.1

iken sirastyla p=—3, p=—4, p=—5 degerleri icin (4.1.22) denkleminin iki boyutlu grafigi

LRNBAN,
L35 “‘\‘:\‘\\\\\\\\\t‘@“‘ 10

£
e

|
)

1op Y00

Sekil4.6. & =&, =a=k=0=2,7,=1,=3,,=0.1,,=0.2, a; =0.3, —-110<x <110, ve 0<¢<1

iken sirastyla p=—3, p=—4, p=-5 degerleri icin (4.1.22) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi

Yorum 1. Bu ¢caligmada elde edilen rasyonel fonksiyon ¢oziimleri, tek kivrim ¢éziimleri ve

Jacobi-eliptik fonksiyon ¢oziimleri daha once literatiirde bulunmayan yeni ¢oziimlerdir.
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Durum 2.

£=0,8=2,0=4ve §, # 0 degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine yazilirsa,

v=r,+7,0+7,[7, (4.1.23)
FET+ET?+ET + £, T
(vy)2 _ (,L_1 +”L'2F)2 50 51 gz 53 54 ’ (4.1.24)
-
2 3 2 3 4
V” — (T] +1_21—~) g] +2§2F +§§3F +4§4r +2T2 50 +§1r+§21;, +§3F +§4F , (4125)
0 0

bagintilar1 elde edilir. (4.1.23-4.1.25) ifadeleri (4.1.2) denkleminde yerine yazilarak I’
fonksiyonuna ait polinomun katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Bu sistem Mathematica 7 paket programi yardimiyla ¢6ziildiiglinde asagidaki sonuclar elde

edilir:
£ =— ap*Ct, __ ap’$,t,
U2 (243p+p)Br, T K (243p+pY)Br,
2 2
apC,T apC,T
& =""7 G = e, (4.1.26)
26°(2+3p+p°) B K (2+3p+p’) B
i ey, s a(rf—41012)
) 2k3(2+3p+l’2)ﬂ, \/2k'[2(p2+3p+2)
(4.1.26) sonuglar1 sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazildiginda
1
t(n-n,)= dr, (4.1.27)
(7=m0) '[JA+BF+CF2+DF3+EF4
elde edilir. (4.1.27) denklemindeki polinomun katsayilar1
__ apzrg Bo_ apzé’orl
2k°(2+3p+p*) Br,’ K (2+3p+p*)pr,’
2 2
_ P p--—FhH (4.1.28)
267 (243p+p°) B K (2+3p+p’)B
__ ap’t,
267 (243p+p°) B’

seklindedir. (4.1.27) denklemi integre edilirse, (4.1.1) denklemi i¢in asagidaki ¢oziimler
elde edilir:
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1
() =——. (4.1.29)
1

1 _
i(n_no)z o —o 10g|z_zl I’ a; > Q,, (4.1.30)
| 2 2

2

(al —064)(052 —063)

F(m,n), a>a,>a,>a, (4.1.31)

i(n—no)=\/

Burada m = arcsin \/(v—az)(al—%) ve n:(a]—a3)(a2—a4) iken F(m,n) birinci
(v—o,)(a,—a,)

tip eliptik integral fonksiyondur. Ayrica o ,a,,a; ve «, degerleri asagidaki polinom

denkleminin kokleridir
A+BT+CI*+DIP + ET* =0. (4.1.32)
(4.1.29-4.1.31) denklemlerinden
_ 1y
u(x,t): ali?]-ﬂj , (4.1.33)
_ ~ 1p
u(x,t)=|a, % _1+ajal-$§<n-%) } : (4.1.34)

u(x,t):

(4.1.35)

Lo, ~aa, +a, (o, —a,)sn’(r,s) Tp
b

a,—a,+(a, —a,)sn’(r,s)

coziimleri elde edilir. Burada A, » ve s parametreleri

6aT0 (5270 _5171)
7= ,
k(p*+3p+2) (&7, —2&7,)
r:i\/(al_a3)(a2_a4) (062—063)(061—064)

2 (o, —a;)(a, —ay)
seklindedir. (4.1.33-4.1.35) ¢oziimlerini sadelestirmek i¢in 77, = 0 alinirsa sirastyla

2

(77_770)’ S =

r 1/p
1
,t) = + s 4.1.36
u(xt)=| @ kx—lt} (3130
[ a,—a v
u(x,t)z a, iw:l , (4137)
— 1/
u (.t) = a,—a,a, +a,(a,—a,)sn’(r,s) ]’ (4.1.38)
’ a,—a,+(a,—a,)sn’(r,s) ’

¢Oziim fonksiyonlar1 bulunur. (4.1.36-4.1.38) denklemlerinin ¢6ziim fonksiyonlarina ait
davranislart gozlemlemek i¢in uygun parametreler segilerek asagidaki grafikler elde
edilmistir.
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Sekil4.7. § =&, =1, =1, =a=k=$=02, oy =—1,0<x<5, ve t=0.1 iken swrasiyla p=-3, p=—4

p =—5 degerleri igin (4.1.36) denkleminin iki boyutlu grafigi
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Sekil4.8. & =&, =7, =1, =a=k=$=02, o, =—1,0<x<5, ve 0<z<1 iken sirasiyla

p=-3, p=—4 p=-5 degerleri igin (4.1.36) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi
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Sekil 49. & =& =a=k=q,=f=2, 1,=7,=3, o, =03, -5<x<5 ve t=0.1 iken

sirastyla p =—3, p=—4, p=—5 degerleri i¢in (4.1.37) denkleminin iki boyutlu grafigi
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Sekil4.10. § =&, =a=k=0,=f=2, 7,=17,=3, o, =0.3, 5<x<5 ve 0<¢<1 iken sirasiyla

p=-3, p=—4, p=-5 degerleri igin (4.1.37) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi
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Sekil 4.11. & =&, =a=k==2,1,

5

10

C100

50

h( 100

=7,=3,0,=0.1,,=02, a; =03, o, =04, —100<x<100,

vet=100 iken srastyla p=—3, p=—4, p=—5 degerleri i¢in (4.1.38) denkleminin iki boyutlu

grafigi

-50
-100 4

Sekil 4.12. & =&, =a=k==2,1,

=50
-100 -100 r

=7,=3,0,=0.1,,=02, a; =03, o, =04, —100<x<100,

=30

ve—100<7<120 iken sirastyla p =—3, p=—4, p=—5 degerleri igin (4.1.38) denkleminin iig

boyutlu grafigi
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Yorum 2. Bu ¢caligmada elde edilen rasyonel fonksiyon ¢oziimleri, tek kivrim ¢éziimleri ve

Jacobi-eliptik fonksiyon ¢oziimleri literatiirde yer almayan yeni ¢oziimlerdir.

4.2 Genellestirilmis Burger-Kdv Denklemine GDDM’nun Uygulanmasi

a, b, o #0 igin
u,+au’u, +bu*’u_+S5u_ =0, (4.2.1)

seklindeki genellestirilmis Burger-KdV denklemine [51] (k,lsabitler) n=kx—- At iken

1

u (x,t) =u (77) dalga doniisiimii uygulayip bulunan denklemde u = v’ dontigiimii gerekli
tiirev kavramlarina gore diizenlenir, n’ ye gore iki kez integre edilir ve integral sabitleri
sifir kabul edilirse,

3 —
—V + ak v+ bk v4+5k (12 p)(v')2
p+1 2p+1 p p

3
+%vv” =0, (4.2.2)

seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir.

(3.1.6-3.1.8) ifadeleri (4.2.2) denkleminde yerine yazilip dengeleme prensibine gore en

yiiksek mertebeden tiirev igeren terim ile en yiiksek dereceli lineer olmayan terimin

karsilig1 olan polinomlarin en yliksek dereceli terimlerinin kuvvetlerinin esitlenmesiyle
O=c+20+2, (4.2.3)

bagintis1 elde edilir. Bagintida yer alan parametlerin uygun se¢imleri ile asagidaki ¢oziim

durumlarina ulasilir.

Durum 1.

£=0,6=2,0=6 ve §,# 0 degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine yazilirsa

o0 +2t,I’

\/Z \/50 +§1F+§2F2 +§3F3 +§4F4 +§5F5 +§6F6a (4.2.4)
0

(& +28,T+3E7 +4E T +5E T +6£T°)

V' = (z,+7,0)
250 (4.2.5)
(& +ET+ &2+ ET +ET +ET° + £ T°) B
+7, 2§O ,
() = (& +26T +3E7 +4E° + 56T +65T°) (e 4o 426

o

seklinde elde edilir.
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Ayrica (4.2.4-4.2.6) ifadeleri (4.2.2)’ de yerine yazilarak I" polinomunun katsayilarindan
olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Mathematica 7 programi ile

coziildiigiinde asagidaki sonuglar elde edilir:

¢ _ 1888080 — &0 —129686.8, £ g ¢ _ &g & L 385

0 155528 LRI e 16280 &
- (4.2.7)

53253’54:185 + 226 > 55255’56256’

: _ BB (1+p)(2+p) 5(58 -545£7) | 42.8)
12964 p* (1+2p)§52§63

_2a(1+2p)& ___ 24a(1+2p) &g,
b(2+p)(-5E +545,60) T b(2+p)(-58+546.&) 420
o 72a(1+2p)&E; (429

b(2+p)(5& —546,82)

4ka® (1 + 2P)55 (7555 —108&,£7&¢ + 388851564)
L B ~ , (4.2.10)
b(1+p)(2+p) (58 —54£,&7)

(4.2.7-4.2.9) sonugclari sirastyla (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazildiginda

+(77_770)J.\/ 4 dr, (4.2.11)

B+é1“+CI“2 + S 4 DI 4+ S5 T 4
6 6 6
polinom katsayilar1 i¢in integral formu bulunur. (4.2.11) denklemi integre edilerek (4.2.1)

denkleminin kapali formdaki dalga ¢6ziimleri asagidaki gibi elde edilir:

A
+(n-n,)=- - (4.2.12)
(v—a,)
A(4v-2a, -2
+(n-n,)= ( = %) L, >, (4.2.13)
(a,—a,) J(v—a)(v—ar,)
Ayrica, a, ve o, degerleri de
B+ET+CT? +E + DU+ ET° + ET° =0, (4.2.14)
polinom denkleminin kokleridir. Boylece,
E =164’ —(Oc2 -, )4 (17 —770)2 , F = \/(051 —a2)4 (17 -1, )2 —-164°, (4.2.15)
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i¢in

r 1/p

u(x,t)=|a ii , (4.2.16)
2 (77 —M )
r 3 1/p
u(x,t)z (a]+a22)E—(a]—a24) (’7_7702)F ’ 42.17)
| 3247 -2(a,~a,) (n-n,)
¢Oziimleri elde edilir.
Bu ¢6ziim fonksiyonlarmni sadelestirmek i¢in 77, = 0 alinirsa,
r \/_ 1/p
u(x,t)= a]i—A , (4.2.18)
A2 (kx - /'tt)
r 3 1/p
u(x,1)= (a]+a2)E+n(a]—a22 il , (4.2.19)
| 3247 -2n%(a, - a,)

seklinde analitik ¢oziimler elde edilir.

e

\ 1/ SN

11§ “ 112 \\ 109

116 108

Sekil4.13. § =&, =a=k==2,7,=71,=3,0,=01,0,=0.2,6 =-3, ;, =03, o, = 0.4, 0<x<10

ve t=0.1 iken sirasiyla p=3, p=4, p=5 degerleri igin (4.2.18) denkleminin iki boyutlu grafigi

Sekil4.14. & =&, =a=k=B=2,7,=7,=3,0,=0.1, 0, =02, 6 =-3, a; =03, o, =0.4, 0<x<10

ve 0<t<1 ikensrastyla p=3, p=4, p=>5 degerleri igin (4.2.18) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi
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0.3

|
/ 080
|

078

[ 076

|04

0 7

Sekil 4.15. & =1, &, =2, & =3, &, =4,£ =5 £ =6,a=b=k=f=5=02,0, =1, o, =3, ~10<x<10

ve t=0.1 iken sirasiyla p=-3, p=—4, p=—5 degerleri icin (4.2.19) denkleminin iki boyutlu

grafigi

Sekil 4.16. & =1, &, =2, & =3, & =4,£ =5 £ =6,a=b=k=f=5=02,0, =1, o, =3, ~10<x<10

ve 0<t<l iken swrasiyla p=-3, p=—4, p=-5 degerleri igin (4.2.19) denkleminin ii¢ boyutlu

grafigi

Yorum 3. Elde edilen (4.2.18-4.2.19) c¢oOziimlerinin (4.2.1) denklemini sagladigi

Mathematica 7 programu ile gosterilmistir. Elde edilen rasyonel fonksiyon ¢oziimleri ve

tek kivrim ¢oziimleri daha Once literatiirde bulunmayan yeni ¢éziimlerdir.

Durum 2.

e=0,0=1,0=4ve 1,{,#0 degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine yazilirsa,

v

21—‘2 + §3F3 + §4F4

NG HED+E

Jéo
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g S1T25T 362 +4&,T°

i 2, : (4.2.21)
(V')Z _ ,[12 ‘):o +§]F+§2F; +§3F3 +§4F4 , (4.2.22)

bagintilar1 elde edilir. (4.2.20-4.2.22) ifadeleri (4.2.2) denkleminde yerine yazilarak I’
fonksiyonuna ait polinomun katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Bu sistem Mathematica 7 paket programi yardimiyla ¢6ziildiiglinde asagidaki sonuglar elde

edilir:
28,77 (a+2ap+b(2+p)ro) 2&,,
50 250’ é] = b 2 3 + )
(2+p)7; Ty
¢ :§4r0 (4a(1+2p)+5b(2+p)r0)+§OT]2
2 b(2+p)7, 7
28, (a+2ap+2b(2+ p)t
i = i (2+r) 0),§4=§4, (4.2.23)
b(2+p)r]
B*(1+ p)(1+2p)é.
Co=- ( pb)(z 2 p) 54,1'0:1'0,1'1:‘51,
P T
jd_61(531'0(a+2ap+b(2+p)z‘o)+§2rl (a+2ap+2b(2+p)r0)
- (2+7p+7p* +2p°)¢, '

(4.2.23) sonuglar1 sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazildiginda

1
+(n-n,)=4 dr, (4.2.24)
(n=m) j\/1““+Br3+cr2+Dr+E

elde edilir. (4.2.24) denklemindeki polinomun katsayilar1

L] ’BZZ(a+2ap+2b(2+p)To)’
\/a b(2+p)r,
C:TO(4a(1+2p)+5b(]2+p)70)+50712’ (4.2.25)
b(2+p)1’] SiTo
:2r§(a+2ap+b(2+p)fo)+2501', Ezf_o
b(2+p)7; Exy &’

seklindedir. (4.2.24) denklemi integre edilirse, (4.2.1) denklemi i¢in ¢oziimler asagidaki
sekilde elde edilir;
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24

i(n_no):E’ o =0, =0, =0,,
1

44  |v-q

o, —a,

, O >0, =0, =0,,
V-0,

i(77—770)=\/

(al _az)(al —063)

" +BI’+Cr*+Dr+E=0.
(4.2.26-4.2.28) denklemlerinden,

i 24 17
u(x,t)=|a } )
n—-ne

_ 1/
u(x,t)= 164, o (0‘1_0‘2)2(’7_’70)2 ’
’ 161412—(051—052)2(17—170)2 ’

2(a—a,) (o, —1y)

u(x,t) =

a,—

24

20—, -0y + cos.h[n‘/(a1 ~a)(@a)

](%az)

24 log(«vaz)(alaﬂ(va})(ala2>'
\/("_0‘2)(0‘1 ~a) +\/(V_0‘3)(0‘1 —a,)

Ayrica a;,a, ,0; ve o, degerleri asagidaki polinom denkleminin kokleridir

S|

(4.2.26)

(4.2.27)

(4.2.28)

(4.2.29)

(4.2.30)

(4.2.31)

(4.2.32)

coziimleri elde edilir. Burada n = kx — A ¢ dir. (4.2.30-4.2.32) ¢oziimlerini sadelestirmek

i¢in 1, = 0 alinirsa sirasiyla

u(x,t)=

u(x,t)=

u(x,t) =

r 2’14:|]/p
a, t— ,
n

a,—

r 1/p
16 4%, —a, (a, —a2)2n2]

164% - (a, —052)2172

2(a—a,) (o, —ry)

20—, — i +(ay c>zz)<:osh£77‘/(a1 —)(e 0‘3)]

24

S|

(4.2.33)

(4.2.34)

(4.2.35)

¢Oziim fonksiyonlar1 bulunur. (4.2.33-4.2.35) denklemlerinin ¢6ziim fonksiyonlarina ait

davranislart gozlemlemek i¢in uygun parametreler secgilerek asagidaki grafikler elde

edilmistir.
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|
3
] b r
‘ / /
/ / |
/10 /10 / 100
/
/ S o
I _— R _ 098 -
098
035 o 0% o -
S e
// / 096 /
/ / /
/ 094/ /
/ / /
/ ‘ / ‘ /
0 10 | 10 0 / ) 10 | 10 0
20 10 I 10 2 /

Sekil 4.17.£, =0.1, £ =13.0889, £, =166.767, £, =16.88,£, =2,7, =1, =a=k =b=f =3,

a, =112, 6=-3, =20<x<20 ve t=0.1 iken sirasiyla dogru p=-3, p=—4, p=-5

degerleri i¢in (4.2.33) denkleminin iki boyutlu grafigi

Sekil 4.18. £, =0.1, § =13.0889, &, =166.767, &£, =16.88,&, =2,7, =1, =a=k=b= B =3,

a, =112, 6=-3, —20<x<20 ve 0<t<]1 iken srrastyla dogru p=-3, p=—4, p=-5

degerleri i¢in (4.2.33) denkleminin {i¢ boyutlu grafigi

0%
058 099
0%
098
— . 0.9 o T 097 // T —
. Vs N\ AN //
\ / \\ 0.96 // N\ 057 /
/ \ /
\oow / \ / \ /
\ / | o f \ o /
\ | \ / /
\ ‘ \ \ |
\‘ ‘/ ‘ | on | \ |
2 | [ o | . . . ,
. v [ »o R | 0 0 \‘ [ 2
‘ | ) " T ) w |

Sekil 4.19. £ =0.1, £ =13.0889, &, =166.767, &, =16.88,&, =2,7, =1, =a=k=b = =3,

a, =112, a,=08,6=-3, -20<x<20 ve t=0.1 iken swrastyla p=-3, p=—4, p=-5
degerleri i¢in (4.2.34) denkleminin iki boyutlu grafigi
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Sekil 4.20. £ =0.1, & =13.0889, & =166.767, &, =16.88,&, =2,7, =7, =a=k=b=f =3,

-20< x <20 ve 0<t<]1 iken sirastyla p=—3, p=—4, p=—5 degerleri icin (4.2.34)
denkleminin ii¢ boyutlu grafigi

| 080
‘ | “ o) | | \

{1.0475 |
| 1059 ‘ | L0470 \

| 1079 | |

| st

\ / ‘

| Lo \ |
, \ ) \ J e

1.0455
1.057

10450

- - - y 10 10 20 0
20 10 10 20 & 0 0

Sekil 4.21. £, =0.1, £, =13.0889, &, =166.767, £, =16.88,8, =2,7, =7, =a=k=Db= =3,

a,=1.12, 0, =08, &, =2,6 =3, —-20<x<20ve ¢=0.1 iken swrasiyla p=-3, p=—4, p=-5

degerleri i¢in (4.2.35) denkleminin iki boyutlu grafigi

Sekil 4.22. £ =0.1, £ =13.0889, &, =166.767, &, =16.88,&, =2,7, =1, =a=k=b = =3,

a,=1.12, 0, =08, o, =2,6 =—3, ~20<x<20ve 0<z<I iken sirastyla p=-3, p=—4, p=-5
degerleri i¢in (4.2.35) denkleminin {i¢ boyutlu grafigi

Yorum 4. Bu caligmada elde edilen rasyonel fonksiyon ¢oziimleri, tek kivrim ¢oziimleri ve

hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri daha 6nce literatiirde bulunmayan yeni ¢oziimlerdir.
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4.3 Genellestirilmis Diizenlenen Uzun Dalga(Generalized Regularized Long Wave)
Denklemine GDDM’nun Uygulanmasi

u +u +ou'u —yu =0, qgeZ’, (4.3.1)
seklindeki genellestirilmis diizenlenen uzun dalga denklemine [52] (&, sabitler)

n =kx+wt iken u(x,t ) :u(n) dalga doniisiimii uygulanip bulunan denklem 7’ ye

gore 1ki kez integre edilir ve integral sabitleri sifir kabul edilirse,
wu + ku +ﬁuq“ —ywk*u" =0, (4.3.2a)
q+1

1

seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. u = v;, dontistimii (4.3.2a) denkleminde
yerine yazilirsa,

g (q+1)(w+k)Vv’ + kg™’ —ywk* (1-q)(1 +q)(v’)2 —ywk’q(g+1)n" =0,(4.3.2b)
elde edilir.
(3.1.6-3.1.8) ifadeleri (4.3.2b) denkleminde yerine yazilip dengeleme prensibi

uygulandiginda
O=c+0+2,

seklinde bir dengeleme bagintist bulunur. Bu bagintidaki parametlerin uygun secimleri ile
asagidaki ¢6ziim durumlarma ulasilir.
Durum 1.

e=0,0=1,0=3ve & #0,§,#0 degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine

yazilirsa,

&+ & +ET
(v =T (5 +52 PEr+s) wss)

,_n(3arr+26r+4) (4.3.4)
v'= 2 , 3.

seklinde elde edilir.
Ayrica (4.3.3-4.3.4) ifadeleri (4.3.2)’ de yerine yazilarak I" polinomunun katsayilarindan
olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Mathematica 7 paket programi

ile ¢oziildiigiinde asagidaki sonuglar elde edilir:
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&'q ( ) &g’
So=8» & =6, &= ;63 = —’TO =To»
45, (¢-1) 45,(¢-1)
7, = 95,7, ’go:k2(q+2)7§12(1+(I'2"5T0)’W:_k(l+q+5ro). (4.3.5)
26,(q-1) 4g5¢,7,(q 1) g+1

(4.3.5) sonuglar1 sirastyla (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazildiginda

| Pla)(g+2)56 (1+g+x,) ar
t(n Tb) \/ 878t j\/ﬁ é(‘]_l)((]_‘l)rz 4§>2(‘]_1)3F 4df,(q—l)3
&4 &4 10

polinom katsayilar1 i¢in integral formu bulunur. (4.3.6) denklemi integre edilerek (4.3.1)

,(4.3.6)

denkleminin kapal1 formdaki dalga ¢6ziimleri asagidaki gibi elde edilir:

1
+(n-n,)=—24 : 4.3.7)
T—a,

arctan f (4.3.8)

77 770
f I'-a, \/oc -a, |
(77 770) ‘\/F a, +\/OC —a, a, >a, ( )
+(n—n,)=2 f F(pl), a>a,>a,. (4.3.10)
1 3
Burada
k*(g-1 2 1 ‘/’
4= K=l (g+2)r6 (g +om) Foud)=[——2—, (4.3.11)
69°87, 01—/ sin“y
ve
@ = arcsin Lo, p=%"% (4.3.12)
o, —ao, o, —o,
seklinde tamimli olup ¢, o, ve a; degerleri
s S S S g (4.3.13)

3 3 3

bi¢imindeki polinom denkleminin kokleridir. (4.3.7-4.3.10) ¢oziimleri (3.1.5) ve u _—

dontistimiinde yerine yazilirsa, (4.3.1) denkleminin ¢oziimleri
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- 1
e
47,4
u(x.t)=|7,+7,0, + 2 |, (4.3.14)
k(1+q+06
[kx— ( +q T(’)t—no]
i g+1 |

1

1 o, —a k(1+g+or, 0
l/l(x,t):{[o‘kfla]+T](a2_a])tanh2{§ ]A 2[106— ( q+1 O)t_n()]]] 3(4315)

1
— k(1 o q
u(x,t)zlifo +1,a,+7, (061—062)00sech2(l M[kx—wtﬂ] ,(4.3.16)
2\ 4 g+l
1
— k(1 or — q
T, +7,04+T, (0, —g ) s’ _l /a’ B | e (I+g+ O)t—no ,u
2 A q+1 o —a

seklinde elde edilir. (4.3.14-4.3.17) ¢6ziimlerini sadelestirmek i¢in 7, =-7,, ve 1n,=0

,(4.3.17)

u(x,t)=

almirsa sirasiyla

u(x,t){ﬂlq , (4.3.18)

k(x—vt)

elde edilir. (4.3.18)’ de v:;1

i 0 -50 o

Sekil 4.23. Birinci grafik (4.3.18) denkleminin—50<x <50, -1<t<1l, 7, =7, =0, =1,
& =6 =0=y=k=1,1n,=0, g =2 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise

(4.3.18) denkleminin —30 < x < 30, f =1, i¢in yaklasik tam ¢dziimiiniin iki boyutlu grafigi
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1-soliton ¢Oziimii

u(x,t)= > 4 , (4.3.19)

cosh? [B (x— vt)]

Tekil soliton ¢oziimii

ey — 4, . (4.3.20)
sinh? [B(x—vt)]
) 1 1 k la—o 1+g-51,
Burada, 4=1,4, 4, :(r] (oc2 —a]))q , 4, =(T1 (061 —Olz))q , B :E 1= % e v=qq—+l‘a'.

Ayrica, 4, ve A, ¢oziimlerin salmim genisligi, v hiz ve B ise ¢oziimlerin ters genisligidir.

Boylece, 7, >0 i¢in ¢oziimlerin var oldugunu sdyleyebiliriz.

LOp~,
f ."‘,
o
) 1
q.'.S F Y
|Ill I".
f 1
fost \
,l"l Y
| \
Ionsp 4
! Y
I '\.
/
A
/; nak
,
e N
__.d' s
. T L . i S |
a0 0 -0 -15 -10 -5 5 10 15

Sekil 4.24. Birinci grafik (4.3.19) denkleminin—25<x <25, -5<t<5,7,=7, =, =§, =1
E=0=y=k=1 1n,=0, a,=qg=2 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise

(4.3.19) denkleminin —15 < x <15, ¢ = ligin yaklasik tam ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi

Diger taraftan, eger 7,=-7,; ve 1,=0, alirsak (4.3.19) denkleminin Jacobi elliptik

¢cOzlimii asagidaki sekilde yazilabilir.

2

u(x,t)= 4, sn’ {Bi(x—vt),zz:?}. (4.3.21)
1 3

1 Wk [o-a, ,. .
Burada, 4, =(7,(a, —a;))s ve B,-:( 2) N ]A >, (i=1,2)dir.
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Sekil 4.25. Birinci grafik (4.3.21) denkleminin—30<x <40, —-1<t<L 7, =7, =¢§,=¢ =1,
O0=y=k=n,=0,05=g=2, o =3 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise (4.3.21)

denkleminin —30 < x < 40, ¢ =1icin yaklasik tam ¢éziimiiniin iki boyutlu grafigi

Durum 2.
£=0,0=2,0=4ve & #0,{,#0 degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine

yazilirsa,
, (r,+20, D) (ET + 6T+ ET2 4+ T +
() = ( ) (¢ ? oLt éo), (4.3.22)
0
(7, +2’r]1“)(4§41“3 +3E? +2ET +e§])
V' = +
2 4.3.23)
21, (ET* + D+ £ +£T+£, ) e
+ 2

So
bagimntilar: elde edilir. (4.3.22-4.3.23) ifadeleri (4.3.2) denkleminde yerine yazilarak I’

fonksiyonuna ait polinomun katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Bu sistem Mathematica 7 paket programi yardimiyla ¢6ziildiigiinde asagidaki sonuglar elde

edilir:
‘- GOt +ak e T, (5712 + 27, (q +1)(q +2)) -
’ 32k27/r22(5r]2+r2 (q+1)(q+2)) b
: 2k*yéT T, (351']2 +7,(g+1)(g+ 2)) —q°8¢,T)
, =

2Ky, (51']2 +7,(q+1)(q+ 2))
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= ot, (4k25§172 - q2§0T‘ )_ q25§01—13
3 kzy(5112+12(q+1)(q+2))

| 5T; (4K70E T, - 47T, )~ 478 T
‘o 2k*yr, (5712 +7,(g+1)(q+ 2)) )

b

2 (4.3.24)
Ty :4_1971 =T, T,=1T5, §4=Cg»
)
e qugofl (5712 T, (q + 1)(q + 2))
T, (q + 1)(q + 2)(q2§01l - 4k25§172)
(4.3.24) sonuglar1 sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazildiginda
2k277'1§0(&12 +Tz(q_l)(q+2)) dar
+(n-n,)= 62 (457,70, o 43
2 1129 5% \/1-‘4_,_31“3_,_21“2_,_11“_,_0
4 4 4 984
bulunur. Sonra (4.3.25) ifadesi integre edilirse, (4.3.1) denkleminin ¢oziimleri
A
+(n-n)=— 4.3.26
(n-m,) — (4.3.26)
+(n-n,)= 24 |L-a ,a >, (4.3.27)
o -0, \I'-¢q
IN'-a |
H(r—n)= 1 | L 4.3.28
(=)= e, (4.3.28)
24 =0 )0 —05) —(T -5 ) (0 —a,
)= o) (Talla—a)

F(o,0), a>a,>a;>a,. (4.3.30)

Burada,

N \/2;% o (o7 +Tz(q+1)(q+2))’ . \/(F—al)(az—a4)
5z, (W T, 46

(4.3.31)

dir. Ayrica, a,,a,,a,ve a,degerleri asagidaki polinom denkleminin kokleri
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r +§1“3 +§—21“2 +il“+§:0.

(4.3.32)
(4.3.26-4.3.29) ¢oziimleri (3.1.5) ve u = VP dontistimiinde yerine yazilirsa,
] 1
2
7. A y q
u(xt)=| T+t _ll)t_n0+12[a1ikx_l)t_n0] } , (4.3.33)
— 44 (o), { 41 (o ~ar) i
u(x,t): 7,+04 +17,| 044 ,(4.3.34)
i {lga)(kenen)] T A8 (o o) (k-0 ]
u(x,t): 7, +7,0, 4 (0@—04)1'] +17,| oy (062—04) , (4.3.35)
AT Taa, a-a,
@@[A(M—D—%)}—l W[A(’“—Df—%)}l
x4 5 7 2o—a)(o4—x)7 .
M—%—%H%—%)M{WW—D—%)}
) F (4.3.36)
| 2o —0)(0—0r)
h—%ﬂﬂ%—%)M{WW—D—%)}
] 1
o 00 7 (o -0y )(0y—0s) g
2 - o —q, - e
aielamafor| O oy e
u(xt)= i
o\ — 4.3.37
+7,| o + 1'](04 ( %E(OQ;( %_)a) ( )
%_w(q_%)mz[ o OezAOe 1 (M_D_%)}
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Burada,
_ kq*¢,t, (51']2 +1, (q +1)(q + 2))
7,(q+1)(q+2)(q°¢,r, —4k°8 )

dir. (4.3.33 — 4.3.37) ¢oziimlerini sadelestirmek i¢in 77, = 0 alinirsa sirastyla

2 4 "4
u(x.t)=| 31, a,+k(x_w)” : (4.3.38)

1

u(x,t): i‘[i o n 44 (a] _052) )]2] , (4339)

P 447 ~[ (o, —a, )k (x—wt

u(x,t)= {gri (0‘2 + (o~ ))] _1]1 ]q ’ (4.3.40)

exp [B3 (x - vt

u(x,t)= ir, o, + (“1—%))]_1]1]‘1, (4.3.41)

0 ! exp [B3 (x—vt

pary 2a,—a, —a; +(a; —(xz)cosh[C(x—vt)]

u(x,t)z i‘[i o - 2(051_052)(051_053) ] ]‘1, (4.3.42)

“(x’f){i%(“ﬁa (a,—ocz)(azt—ai)qo’l)ﬂq_ (4.3.43)

Burada,
\/2k27/r,cj0 (51'12 +17, (q+1)(q+2)) k(o —a,) k\/(a, —a,) (o —)
A= , B=—"2 C= :
573 (452, — ¢yt A A
_ k\/(a, —a,) (e, —a,) (x—vi), I = (o, —a)(oq —a,) o e 7'¢oy (&12 +Tz((]+1)((]+2))
¢ 24 (o) (e, —a,) 7,(q+1)(q+2)(4'¢r, —4k°Gr,)

dir.
Yukarida kullanilan 4 ¢6zliimiin salinim genisligi, v hizt ve B ve C ise ¢oziimlerin ters
genisligidir.
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=50

Bl

Sekil 4.26. Birinci grafik (4.3.41) denkleminin—5<x<35,-0.5<¢<0.5,7,=1,=a,=§, =, =1

O0=y=q=n,=0,§ =1,=—1, o, =2, k=1 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise (4.3.41)

denkleminin —90 < x <90, ¢ =1 i¢in yaklasik tam ¢éziimiiniin iki boyutlu grafigi

=40 I

Sekil 4.27. Birinci grafik (4.3.42) denkleminin—20<x <20, -2<t<2,7,=71,=a, =&, =1

&=0=y=q=k=1 =0 E=r=- q=20,=3 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise

(4.3.42) denkleminin —20 < x < 20, ¢ =1igin yaklasik tam ¢éziimiiniin iki boyutlu grafigi
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0.3 E

W

Sekil 4.28. Birinci grafik (4.3.43) denkleminin—150<x <150, ~1<¢t<1, 7, =, =&, =¢, =1

1
o=y=q=k=1 n,=0, §=1,=1, 1,=, =§ , 04 =3, oy =2degerleri igin ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci
grafik ise (4.3.43) denkleminin —150 < x <150, # =1 i¢in yaklasik tam ¢oziimiiniin iki boyutlu

grafigi

Yorum 5. Elde edilen (4.3.38-4.3.43) ¢oziimlerinin (4.3.1) denklemini saglayan ve daha

once literatiirde bulunmayan yeni ¢oztiimler oldugu goriilmiistiir.

4.4 Genellestirilmis Lineer Olmayan Klein-Gordon Denklemine GDDM’nun

Uygulanmasi

a,yeZ" ve a,pB #0 olmak tizere

u, —a’u, +au—pu’ =0, (4.4.1)
seklindeki  genellestirilmis  lincer olmayan  Klein-Gordon denklemine [52]
u(x,t)=u(n), n=k(x—ct) dalga ddniisiimii uygulanirsa,

k(¢ —a”)u"(n)+au—pu’ =0, (4.4.2)

elde edilir. (4.4.2) denklemine

u=v"" (4.4.3)
doniisiimii uygulandiginda
2k* (02 —az)(y—l)w” +2k° (02 —az)(3 —;/)(V’)2 +0¢(7/—1)2 Vv —[3(7/—1)2 V=0, (4.4.4)

seklindeki lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.1.7-3.1.8) ifadeleri
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(4.4.4) denkleminde yerine yazilip dengeleme prensibi kullanildiginda
O=c+26+2,

dengeleme bagmtisi elde edilir.

Durum 1.

e=0,0=1,0=4ve & #0,f,#0degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine

yazilirsa,
o T(ET +ET +ET +ET + &)
(V) =
¢,

Y= T (4§4F3 + 353F2 +26,I+4, ) (4.4.6)
B 24, ’ -

seklinde elde edilir. Ayrica (4.4.5-4.4.6) ifadeleri (4.4.4)° de yerine yazilarak I’

, (4.4.5)

polinomunun katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem

Mathematica 7 paket programi ile ¢oziildiigiinde asagidaki sonuglar elde edilir:

£y (a+ya—2pr;) &, (487, —a(y+1))
&= 2 > 6 = 3 T =Tos 1 =705
2ﬁTl ﬂrl
52:_54(05+;/a—212ﬂ1'0)’ g M s e s s (4.4.7)
B g

c= i\/zazkz (7/ + 1)54 +ﬂ(7 _1)2 ot

2y 1) | (4.4.8)
Bu sonuglar (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazilirsa,
()= [ il , (44.9)
’ 54 2 2 2 2
r 4 r a+ya—12pr, = +r0(4ﬁro —06(7/+1)) r 7 (a+;/oc—2ﬁr0)
5 27 Pri 2B%

integral formu bulunur. (4.4.9) denklemi integre edilirse, (4.4.1) denkleminin kapali

formdaki dalga ¢ozlimleri asagidaki gibi hesaplanir:

B
(n-ny)=-r—— (4.4.10)
1
2B I'—«o
t(n-n,)= 2 4.4.11
(m—=n,) a o\ a ©7% (4.4.11)
I'—«o
t(n-n,)= ]_%lnh_a;', a, > a,, (4.4.12)
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, o> >0, (4.4.13)

(n—1) = Flpl), o>a>a>a, (4.4.14)

Burada

B=J§ ¢ :arcsin\/(i_al)(% ~.) I’ = (@ —a) (e ‘“4), (4.4.15)

dir.
Ayrica a,,a,,a,ve a, degerleri de asagidaki polinom denkleminin kokleridir.
F4+§F3+§F2+él‘+§—°:0. (4.4.16)
4 4 4 4

Boylece (4.4.10-4.4.14) kapali ¢6ziim fonksiyonlarinin integrasyonundan sirastyla

2

B &
= + ‘ 4.4.
u(x,t) TO+T1a]+k(x+\/Et)—nJ ) (4.4.17)
u(x,t) =| 7, +T,04 + 45 (a2 % )TI = (4.4.18)
4B _[(a, —az)k(xix/ft—no)}
(062 _a])T]
u(x,t) =| 7, +7,0, + k(a . ) , (4.4.19)
_ exp{'Bz(xix/Et—no)}—l_
_ T%
(al _a2)T]
u(x,t) =| 7, +T,04 + . , (4.4.20)
exp{(a'_%)(xir\/ft—no)}—l
i B 1
u(x,t) =| 1, +7,0,— 2(05' _%)(al _%)TI , (4.4.21)

201 —a, — 0, +( 20y, cosh 2

k(@ —a) (o ~) - @)}
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5(%—0)(c ) (4.4.22)

%0, Hq—%)snzli(q_og%_%) [etlE-n )&

(az _a3)(a] _a4) E = 2a2k2 (?/+1)54 +ﬁ(7/_1)2 4’/0‘[12
(0‘1_0‘3)(0‘2_“4)’ 26 (r+1)e,

¢oziim fonksiyonlarmi sadelestirmek i¢in 7, =-7,, ve 1,=0 alirsak, (4.4.17-4.4.21)

u(x,t)= T, 50,

¢Oziimleri elde edilir. k= . Bu

coziimleri sirasiyla

2

| Br, 71
u(x,t) = _im} , (4423)
u(x,t)= 4B (@~ 5 . , (4.4.24)
| 4B° ~[(o, =, )k (x—vt)]
u(x,t)= W(licoth {%(x—w)mﬂ , (4.4.25)

seklindeki rasyonel ve hiperbolik yiiriiyen dalga ¢dzlimlerine ve ayrica asagidaki soliton
¢Oziime doniistir:
A

u(x,t)= - — (4.4.26)
(D + cosh[B, (x - vt)])ﬁ

2
Burada A3:(2(a‘_a2)(a‘_a3)rljy4’ B]:k\/(al_a2)(al_a3) polu-o-a

2
o, —a, B oy —a,

ve v:i\/zazkz(”l)@+ﬂ(7—1)25Tz

01  Kullanilan A4, ¢dziimiin salmmm genisligi, v
2k2(}/+1)§4 3 Q g S g

hiz1 ve B, ise ¢oziimlerin ters genisligidir. Ayrica, 7, =1, ve 1, =0 alnirsa, (4.4.22)
denkleminin Jacobi eliptik ¢oziimii
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u, (x,1) = : , (4.4.27)

{D] +sn {BJ- (x—vt), Ezlz :Zj))((zzl :ij“

olarak elde edilir. Burada j=2,3 i¢in 4,, D,, B, degerleri agagidaki gibidir:

4 j
o —-a,

2 .
y :[r] (a,—a,)(ex, —az)]y—l D a,-a, 5 (-1Y k\/(a] -a;)(a, —054).
o, —o, 2B

(4.4.24-4.4.25) denklemlerinin ¢6ziim fonksiyonlarina ait davraniglar1 gézlemlemek icin

uygun parametreler secilerek asagidaki grafikler elde edilmistir.

Y,
—_
L

i -3 E |
Sekil 4.29. Birinci grafik (4.4.24) denkleminin —10<x<10, -0.5<¢<0.5, 7,=1, =0, =& =¢,=p=],

o0=a=k=1n,=0, a, =2, y =3 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise

(4.4.24) denkleminin —10 < x <10, # =1 i¢in yaklasik tam ¢éziimiiniin iki boyutlu grafigi
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-_1 II
I R T -1R
-0 - I 10 il |

Sekil 4.30. Birinci grafik (4.4.25) denkleminin —20<x <20, -05<¢<-05, 7, =7, =04 =&, =, =1
B=0=a=k=1n,=0, a, =2, y =3 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise

(4.4.25) denkleminin —20 < x < 20, ¢ =1 igin yaklasik tam ¢6ziimiiniin iki boyutlu grafigi

Yorum 6. Genellestirilmis Klein-Gordon denkleminin literatiirde iistel fonksiyon metodu
kullanilarak hiperbolik fonksiyon ¢oziimlerinin oldugu goriilmiistiir. Bu ¢alismada elde
edilen rasyonel fonksiyon ¢oziimleri, Jacobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri ve eliptik integral

F,E ve [] fonksiyon ¢6ziimleri daha once literatiirde bulunmayan yeni ¢6ziimlerdir.

4.5 Boussinesq Denklemine GDDM’nun uygulanmasi

Lineer olmayan Boussinesq denklemi,
_ n
u, = (c]u +c,u ) +u
peg

xxtt 2

seklindedir [53]. Burada ¢, =1,c,=-1 ve n=2 almirsa

w, —uy +2(u) +2uu, —u,, =0, (4.5.1)

it
seklinde yeniden yazilabilir. Bu denkleme u(x,7)=u(n), n=k(x—ot) dalga doniisimii
uygulanirsa,

(a)2 —1)u”+2(u’)2 +2un” — kK w’u' =0, (4.5.2)
elde edilir. (4.5.2) denklemi integre edildiginde

(0> -1)u+u’ -k o™u" =0, (4.5.3)
seklindeki lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.1.7-3.1.8) ifadeleri
(4.5.3) denkleminde yerine yazilip dengeleme prensibi kullanildiginda
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O=c+0+2,
dengeleme bagmtisi elde edilir.
Durum 1.
e=0,0=1,0=3ve & #0,§,#0,7, #0,degerleri (3.1.6-3.1.8) denklemlerinde yerine
yazilirsa,

u=rt,+r7l, (4.54)

. (&+2er+3817)
u' = T,
26,
seklinde elde edilir. Ayrica (4.5.4-4.5.5) ifadeleri (4.5.3)° de yerine yazilarak I’
polinomunun katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem

(4.5.5)

Mathematica 9 paket programi ile ¢oziildiiglinde asagidaki sonuglar elde edilir:

&o(—1+ 0% +21,
go:go’k:k’rozroarl:T19W:W,§0:§0a§2= ( 2 2 )
k*w

b

(4.5.6)

: 24,7, (—1+co2 +r0) 2%

! Kot 3k
Bu sonugclar (3.1.6) ve (3.1.11) denklemlerinde yerine yazilirsa,
dl’

+(n-1n,)= f : (4.5.7)

\/1—*3 52 I—Q 42 g] I“+é)

S &5 %

integral formu bulunur. (4.5.7) denklemi integre edilirse, (4.5.1) denkleminin kapali
formdaki dalga ¢oziimleri asagidaki gibi hesaplanir;

2B

+(n-n,)= ﬂ,al —a, =a,,

2B JI—a,
+(n-— = ———arctan| ———= |, o, = A, * ;. 4.5.9
(77 770) P (m] | 2 3 ( )

Ayrica o, ve a, degerleri de asagidaki polinom denkleminin kokleridir;

(4.5.8)

sy S S, (4.5.10)

3 3 3

Boylece (4.5.8-4.5.9) kapali ¢6zlim fonksiyonlarinin integrasyonundan sirastyla

4B*
ul(n):T0+Tl [al"'m\]’al:az:ap (4.5.11)
0
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u,(n)=1,+1, [a] + (0, —ar, ) sec? ((77—770)\/053 - ]],061 =a, # (4.5.12)

2B S

coziimleri elde edilir. Bu ¢6ziim fonksiyonlarini sadelestirmek i¢in 1 = kx—kwtve n,=0

alirsak, (4.5.11-4.5.12) ¢éziimleri sirasiyla;

2
4B )2\]’al :a2:a3, (4.5.13)

u, (x,t):ro +7, (0{1 +(kx—kwt

uy (x%,0) =7, +1, (a] +(a, —a, )sec’ ((kx_kW;)B i ]],al o, 2a,, (4.5.14)

3k w?

27,

bulunur. Burada B =

dir. (4.5.13-4.5.14) denklemlerinin ¢6ziim fonksiyonlarina

ait davranislar1 gézlemlemek icin uygun parametreler secilerek asagidaki grafikler elde
edilmistir.

1

s v 40 20 0 20 40

Sekil 4.31. Birinci grafik (4.5.13) denkleminin =50 <x <50, 0<t <1, 7, =5, o, =0.6,
¢, =03,k=0.1, =2, t, =3,n, = 0 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise

(4.5.13) denkleminin —50 < x <50, £ =0.5 i¢in yaklasik tam ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi

%

500 m 20 0 20 %

Sekil 4.32. Birinci grafik (4.5.14) denkleminin —50<x<50, 0<7<1, 7, =5 0, =06, o, =0.8 £,=03,
k=0.1, o =2, t, = 3 degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve ikinci grafik ise (4.5.14) denkleminin
50 < x <50, t=0.5 igin yaklasik tam ¢6ziimiiniin iki boyutlu grafigi
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4.6. (N+1) Boyutlu sine-cosine-Gordon Denklemine YFM’nun Uygulanmasi

Va,B eR igin

N

Z¢xixi —Pu —O{COS(¢)—ﬁSin(2¢):0, (461)

j=1
seklindeki (N+1) boyutlu sin-cos-Gordon denklemini [54] inceleyelim. (4.6.1) denklemi

P($.c08(9).5in(20).8,. 0, b0, ) =0, (4.6.2)
seklindeki genel bir formda yazilabilir. (4.6.2) denklemine

¢(xl’x2a"'axNat):¢(n)a U:k(zxj—d], (463)

j=1

dalga doniisiimii uygulandiginda

TZ(N—CZ) "—acos(¢)-Bsin(2¢)=0, (4.6.4)
seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. Ayrica

¢' = f(sin(¢)), (4.6.5)
dontistimii (4.6.4) denkleminde gerekli olan tiirevlere gore diizenlendiginde

¢" = (cosg) f (sin(¢)) /" (sin(4)), (4.6.6)

denklemi yazilabilir. (4.6.6) denklemi (4.6.4) denkleminde yerine yazilirsa
T’ (N—c2)(cos((b))f(sin((b))f’(sin(gb)) = (cos()) (e +2Bsin(g)). (4.6.7)

esitligi olusur.

sin(¢) =y doniisiimii ile cos(@)=+/1-y* ve ¢'= \/lw—z :f(sin(qﬁ)):f(t//),
~y

bagintilar1 bulunabilir. Elde edilen bu ifadeler (4.6.7) denkleminde yerine yazildiginda

F(N=&)f(w)f (v)=a+2By, (4.6.8)
elde edilir. (4.6.8) denklemi integre edildiginde

T’ (N—cz) 5 )

— £ (v)=ay+py’+P, (4.6.9)

bagintis1 bulunur. Burada P integral sabitidir.

(4.6.9) denklemi diizenlendiginde

2 >
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esitligi ve = f(v) doniisiimii ile de

-y’
, d 2
"4 :%:i\/m(al[/'i'ﬁwz'i'f))(l—wz), (4611)

diferansiyel denklemi elde edilir. Mathematica 7 paket programinin sembolik hesaplama
ozelligi kullanilarak degiskenlerine ayrilabilir (4.6.11) diferansiyel denklemi ¢oziilmiis ve
JacobiAmplitude fonksiyonunun ters fonksiyonu olan birinci tip eliptik integral fonksiyonu

F asagidaki gibi elde edilmistir;

voms | TWN=) (w—%)(w]—%)}(v/]—%)(wz—%)
n Q\/ A )F{ U }.(4.6.12)

v, =) (Vi v, (v=v)(v.~ws) ) (wo—v3) (v —v)
Burada verilen, QO integrasyon sabiti, v ,y,,y;ve vy, ise (m//+ﬁt//2+P)(1—t//2):0,

denkleminin kokleri olmak tizere:

V. = —a—«/;c;—4Pﬁ . —a+\/;c;—4Pﬁ ’ 4.6.13)

degerleri yazilabilir. Buradan

v, =L y,=-1,

AU AR AU A { \/_ﬂ (W;;l/(f;v)(izz;%) (n+0), E;’Z :‘I’Z))((’/y’: :Z:;

(oo | B Wamys) o (i) (v =)
nvilv v N 203 (N-¢) (r Q)’(%—%)(WI—MJ

y= ](4.6.14)

N

fonksiyonu bulunur. (4.6.14) ifadesinde w yerine sin(¢) ve n :r(z X, —ct] yazilirsa
j=l

(4.6.1) denklemi i¢in agik ¢6ziim

AR AR (Wz—%)sn{ \/ & (W‘z;l/(/;g(_yﬁzj%)(n+Q),zz}

Vi, —(v, —%)anN & (W‘z;l’(/;v)(_l’?2;”’3)(n+g),zz}

¢ =arcsin : (4.6.15)

(vi-v) (v, -v.)
(vo—vs) (v, —v,

seklinde elde edilir. Burada ¢, O keyfi sabitler olmak iizere /*> = olur.
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1
Sekil 4.33. Birinci grafik (4.6.15) denkleminin —10 < x <10, -10<t <10, a =5, =—,

4
P=9,N=1,c=2,0=0,7 =1degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafigi ve (4.6.15) denkleminin

—20 < x < 20, ¢ =1 igin yaklasik tam ¢oziimiiniin iki boyutlu grafigi

Sekil 4.34. (4.6.15) denkleminin —10 < x <10, —10<¢<10, a =5,8 = %,P =9,N =1,

c=2,0=0,7 =1ve x =1 igin sirasiyla ii¢ boyutlu grafigi ve —20 < x <20, ¢ =1 igin iki

boyutlu grafigi

Yorum 7. Bu c¢aligmada (4.6.1) denkleminin F eliptik integral fonksiyon ¢ozliimii elde
edilmistir. Bu fonksiyon i¢in bazi doniisiimleri kabul ederek sn Jacobi eliptik fonksiyonu
elde edilmistir. Yeni fonksiyon metodunun trigonometrik yada hiperbolik fonksiyonlari
iceren Ornegin sine, cosine, sinh, cosh seklindeki lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemler i¢in uygun bir yaklasim oldugu goriilmiistiir.
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4.7. Genellestirilmis cift sinh-Gordon Denklemine YFM’nun Uygulanmasi

Va,p eR igin

u, —u,, +2csinh (nu)+ Bsinh(2nu)=0, n>1, 4.7.1)
seklindeki genellestirilmis cift-sinh-Gordon denklemini [30] inceleyelim. (4.7.1) denklemi

P(u,sinh(nu),sinh(Znu),un,uxx):O, (4.7.2)
seklindeki genel bir formda yazilabilir. (4.7.2) denklemine

u=u(x,t)=u(p)=u(x—ct),u=x—ct, (4.7.3)
dalga doniisiimii uygulandiginda

(¢’ —ku")+ 2 sinh (nu) + Bsinh (2nu) = 0, (4.7.4)
seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. Ayrica

u' = f(coshnu), (4.7.5)
dontistimii (4.7.4) denkleminde gerekli olan tiirevlere gore diizenlendiginde

u" = nsinh (nu) f (coshnu) f'(coshnu), (4.7.6)
denklemi yazilabilir. (4.7.6) denklemi (4.7.4) denkleminde yerine yazilirsa

(c2 —k)u” :—2sinh(nu)[a+ﬁcosh(nu)], 4.7.7)

esitligi olusur. cosh nu =y doniisiimil ile,

!

u:larccosh(t//) ve u’:#\/z__l:f(cosh(nu)):f(y/),

n

bagintilar1 bulunabilir. Elde edilen bu ifadeler (4.7.7) denkleminde yerine yazildiginda

(¢ =k)nf (w)f'(w)=-2[a+Bw], (4.7.8)
elde edilir. (4.7.8) denklemi integre edildiginde

(02 —k)n 5 5

Tf (w)=-2ay - By’ +P, (4.7.9)

bagintis1 bulunur. Burada P integral sabitidir.

(4.7.9) denklemi diizenlediginde,

fy)= i\/ (—2ay - By’ +P), (4.7.10)

_2
(c® =k)n

elde edilir,. —2——= f (w) bagmntis1 kullanilarak,

ny’ -1
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’ d 2 2 2
v :ﬁ:i\/(cz—k)n(w —1)(—2at//—ﬂt// +P), (4.7.11)

denklemi olusur. Mathematica 7 paket programinin sembolik hesaplama 06zelligi
kullanilarak degiskenlerine ayrilabilir (4.7.11) diferansiyel denklemi ¢Oziilmiis ve
JacobiAmplitude fonksiyonunun ters fonksiyonu olan birinci tip eliptik integral fonksiyonu

F asagidaki gibi elde edilmistir;

., 2’ k) wesin] [V =2)W=w) | (v —vs) (v —v)
'”QJ B m){ w } }(4”2)

A (v—vi)(v,—v.) | (vo—ws) (v —w.)

Burada verilen, O integrasyon sabiti, v ,y,,y,ve y, ise (m// + By’ +P)(1—l//2) =0
denkleminin kokleri olmak iizere,

—a—+o> + Pf " _—a+a’+Pp 47.13)
sWa — N .

B B

(//] :—1’[//2 :l’l//3 =

degerleri yazilabilir. Buradan

rimvterie [P el e

TR I 1 (2 [ U 2 R U )| U3 )
nviv v N 2(c* k) (7+Q). (v %)(%—%J

N
fonksiyonu bulunur. (4.7.14) ifadesinde  yerine cosh(n¢) ve n:r(Zx‘—ct]

](4.7.14)

(//:

J
Jj=1

yazilirsa (4.7.1) denklemi i¢in agik ¢6zim

_%(W‘”(‘”“”“’S”ZN P B H

$="arccosh (4.7.15)
n nB(w —
Vi ¥, _(Wz _V’4)Sn2 [\/ ﬂ(%z(?)_(:)z [ zx —ct +Q 12]
seklinde elde edilir. Burada ¢, Q keyfi sabitler olmak iizere [° = (v, (% Vi) olur.
(v, —w:) (v, -v,)
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F‘20HHF‘10HH ““10“”20‘
Sekil 4.35. (4.7.15) denkleminin —10 < x <10, —10<¢ <10, a =1, =1,P =8,N =2,

c=5,0=0,7 =1,k =3 igin ii¢ boyutlu grafigi ve —20 < x <20, ¢ =1 igin iki boyutlu grafigi

Yorum 8. Bu ¢aligmada genellestirilmis ¢ift sinh-Gordon denkleminin yeni yiirliyen dalga
coziimlerini elde etmek icin yeni fonksiyon metodu kullanmilarak yeni bir eliptik integral
fonksiyon ¢oziimii elde edilmistir.Basit matematiksel islemler yardimiyla eliptik integral
fonksiyon ¢oziimiinii sn Jacobi eliptik fonksiyon ¢oziimiine doniistiiriilebilir. Elde edilen
sonuglar yeni fonksiyon metodounun lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in

uygun bir metod oldugu goriilmiistiir.

4.8. (N+1) Boyutlu cift sine-Gordon Denklemine YFM’nun Uygulanmasi
Va,p eR igin

Dou,, —u,—asinu—pBsin2u=0, (4.8.1)

N
- 77
j=

seklindeki (N+1) boyutlu ¢ift sin-Gordon denklemini [27] inceleyelim. (4.8.1) denklemi
P(u,sinu,sin2u,u,,u, , ) =0, (4.8.2)

seklindeki genel bir formda yazilabilir. (4.8.2) denklemine

u :u(x,,xz,---,x,\,,t):u(n),n :k[ij —ct], (4.8.3)

Jj=1
dalga doniisiimii uygulandiginda
k(N =¢*)u"—asinu - Bsin2u =0, (4.8.4)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. Ayrica
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u'= f(cosu), (4.8.5)
dontistimii (4.8.4) denkleminde gerekli olan tiirevlere gore diizenlendiginde

u" =(—sinu) f(cosu) f'(cosu), (4.8.6)
denklemi yazilabilir. (4.8.6) denklemi (4.8.4) denkleminde yerine yazilirsa

kz(cz—N)f(cosu)f’(cosu):a+2ﬁcosu, (4.8.7)

esitligi olusur. cosu =y doniisiimii ile,

!

u=arccosy ve u' = ——=L = f(cosu)= f(w),
J1-y?

bagintilar1 bulunabilir. Elde edilen bu ifadeler (4.8.7) denkleminde yerine yazildiginda
kz(cz—N)f((//)f’(t//):a+ﬁt//, (4.8.8)
elde edilir. (4.8.8) denklemi integre edildiginde
k’ (02 -N ) 5 5
— £ (v)=ay+py’+P, (4.8.9)

bagintis1 bulunur. Burada P integral sabitidir.

(4.8.9) denklemi diizenlediginde,

f(y/):i\/ ay + By’ +P), (4.8.10)

#(
K2~ N)

elde edilir. ———2— = f (w) bagntis1 kullanilarak,

NI

y/’—d—v/——\/#(l—y/z)(m//+ﬁw2+P), (4.8.11)

Cdu (S -N)
denklemi olusur. Mathematica 7 paket programinin sembolik hesaplama 06zelligi
kullanilarak degiskenlerine ayrilabilir (4.8.11) diferansiyel denklemi ¢oziilmiis ve
JacobiAmplitude fonksiyonunun ters fonksiyonu olan birinci tip eliptik integral fonksiyonu

F asagidaki gibi elde edilmistir

oo | (N (t//—%)(t//]—%)](%—%)(%—%)
n+Q \/ﬁ( )F{ {\/ } (4.8.12)

v, =) (v, v, (= )(wo—ws) | (v =) (v —w,)
Burada verilen, O integrasyon sabiti, v ,y,,y,ve y, ise (m//+ ﬁt//2+P)(1—t//2):0

denkleminin kokleri olmak iizere,

—a—+Ja’ —4Pf v :—a+«/a2—4Pﬂ (4.8.13)
2p e 28 ’ o

(//] :—1’[//2 :l’l//3 =
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degerleri yazilabilir. Buradan

wtoevawtonv |- P o e
, (4.8.14)

v o] BB =s) o () (v v
v =¥ —(va v {\/ 2 (- (n Q)’(%—%)(w,—%)]

l//:

N
fonksiyonu bulunur. (4.8.14) ifadesinde  yerine cos(¢) ve n :T(ij —ct] yazilirsa

j=l

(4.8.1) denklemi i¢in agik ¢6ziim

<><>{ Jﬂ(ww»(wnmg),f}

2k (c2 —N)

(4.8.15)
A (AR {\/ Alyizy)lv: —vs) (n +Q),lz}

¢ =arccos

2% (c2 —N)

(v, —v,) (v, -v.,)
(v, —ws) (v, ~w.)

seklinde elde edilir. Burada ¢, O keyfi sabitler olmak iizere /*> = olur.

10 5 5 10
Sekil 4.36. (4.8.15) denkleminin —40 < x < 40, - 50< ¢t <50, =6, =8,P=1,N =2,

c=5,0=0,7r =1,k =3 igin ili¢ boyutlu grafigi ve —11<x <12, ¢ =1 igin iki boyutlu grafigi

Yorum 9. Bu calismada genellestirilmis ¢ift sine-Gordon denkleminin yeni yliriiyen dalga
cOziimleri elde edilmistir. Bulunan ¢oziimlerin (4.8.1) denklemini sagladigi Mathematica 7

programui ile gosterilmistir.

56



4.9. (N+1) Boyutlu sinh-cosh-Gordon Denklemine YFM’nun Uygulanmasi
Vo, eR igin

D u,, —u,—acosh(u)-Bsinh(2u)=0, (4.9.1)

N
- 7
j=

seklindeki (N+1) boyutlu sinh-cosh-Gordon denklemini inceleyelim [27]. (4.9.1) denklemi

P(u,cosh (u),sinh (2u),u,.u, , ) =0, (4.9.2)
seklindeki genel bir formda yazilabilir. (4.9.2) denklemine
N
u= u(x,,xz,---,x,v,t) = u(n),n = k(ij —ct], (4.9.3)
=
dalga doniisiimii uygulandiginda
kz(N—cz)u”—oc cosh(u)— Bsinh(2u) =0, (4.9.4)
seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. Ayrica
u' = f(sinh(u)), (4.9.5)
dontistimii (4.9.4) denkleminde gerekli olan tiirevlere gore diizenlendiginde
u" = cosh(u) f (sinh (u)) /" (sinh (u)), (4.9.6)
denklemi yazilabilir. (4.9.6) denklemi (4.9.4) denkleminde yerine yazilarak
k*(N=c*) f (sinh(u)) f"(sinh (u)) = &+ 2B sinh (u), (4.9.7)

seklindeki denklem elde edilir . Ayrica sinh (u) =y doniisiimii ile,

!

u=arcsink(y) ve u’:\/ll/;7:f(sinh(u)):f(y/),

bagintilar1 bulunabilir. Bulunan bu bagintilar (4.9.7) denkleminde yerine yazildiginda

B (N=¢)f(w)f (v)=a+2py, (4.9.8)
denklemi elde edilir. (4.9.8) denklemi integre edildiginde

k’ (N—cz) 5 5

— £ (v)=ay+py’+P, (4.9.9)

bagintist bulunur. Burada P integral sabitidir. (4.9.9) denklemi diizenlediginde,

f(y/):i\/ ay + By’ +P), (4.9.10)

#(
(N —c)
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!

elde edilir. ——— = /(v ) bagmntisi kullamlarak,

J1+y?

' d 2 2 2
v :%:\/m(lﬂ// )(ou//+ﬂt,u +P), (4.9.11)

denklemi olusur. Mathematica 7 paket programinin sembolik hesaplama 06zelligi
kullanilarak degiskenlerine ayrilabilir (4.9.11) diferansiyel denklemi ¢oziilmiis ve
JacobiAmplitude fonksiyonunun ters fonksiyonu olan birinci tip eliptik integral fonksiyonu

F asagidaki gibi elde edilmistir;

2k (& ~N) ) F{arcsm{ \/(v/—%)(t//] —%)] (v, —vs) (v, —ws)

"+Q_\/ﬁ(z//2—w3)(w]—w4 (v =y)(va=w) ) (va=v) (v ~ws)

Burada verilen, Q integrasyon sabiti, y,,w,,\,ve v, ise (ay/ + By’ + P)(l +l//2) =0

}. (4.9.12)

denkleminin kokleri olmak iizere,

—a—+Ja’ —4Pf v :—a+«/a2—4Pﬂ 4.9.13)
2p e 28 ’ o

degerleri yazilabilir. Buradan

(//] :_i’l//2 :i’[//3 =

(=) v () Nﬁ (Wé;/(/zz(i//;;%)(n+Q),EZ‘z S jy‘{ﬂ

v v B va=y) o () (v, v ’
vt {\/ 2% (c*=N) X Q)’(%—%)(w]—vaJ

= (4.9.14)

N

fonksiyonu bulunur. (4.9.14) ifadesinde w yerine sinh(¢) ve n :r(Zx‘ —ct] yazilirsa

j
j=l

(4.9.1) denklemi i¢in agik ¢6ziim

v, (‘/’1 _V/4) —¥ (WZ _W4)Sn2 [\/ﬂ(w;]gv(lzz(wjzv)%) (77+Q)’lz}

e AL [ \/ﬂ(wé];v(fzz(_wjv)—%) (77+Q),lz}

(4.9.15)

¢ =arcsinh

(v, —v,) (v, -v.,)

olur.
(l//z —V; )(l//] Y,

seklinde elde edilir. Burada ¢, O keyfi sabitler olmak iizere /*> =
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Sekil 4. 37. (4.9.15) denkleminin —10 < x <10, -10<¢t <10, =6, =8,P=1,N =2,

c=5,0=0,7r =1,k =3 igin li¢ boyutlu grafigi ve —11< x <12, t =1 i¢in iki boyutlu grafigi

4.10. Boussinesq Denklemine GTFM’nun Uygulanmasi

Boussinesq denklemi,

u, :(c]u +czu")xx +u_,, (4.10.1)
seklindedir [8]. Eger (4.10.1) denkleminde ¢, =1, ¢, =—1 ve n=2 alinirsa,

u,—u_+2uu —2(ux)2 -u_, =0 (4.10.2)
elde edilir. Boussinesq denklemi i¢in

H(u,uﬂ,ux,uxx,---) =0, u(x,t) = u(éj) , E=kx—kot, (4.10.3)
(4.10.3) doniisiimtii (4.10.2)’de yerine yazilirsa,

a)zu"—u"+2(u’)2 +2uu" —k*o’u* =0, (4.10.4)
elde edilir. (4.10.4) denklemi integre edilirse,

o’u —u' —2u—2uu' —k*o’u" =0, (4.10.5)

olusur. (4.10.5) denklemi i¢in dengeleme prensibi u” ve w.u' terimleri i¢in uygulandiginda
(3.4.1a) ya gore M =2 elde edilir.

Buradan,
u=a,+aF +a,F?, (4.10.6)
bagintis1 yazilabilir.(4.10.6) ifadesini (3.3.1) ile birlikte (4.10.5) denkleminde yerine

yazilirsa Mathematica 7 programinda @, ¢, F'" terimlerinin katsayilar1 ile bir cebirsel
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denklem sistemi elde edilir. ™ nin katsayilarindan olusan cebirsel denklem sistemi
asagidaki sekildedir.
u'=a,A+aBF +aCF’ +2a,AF +2a,BF* +2a,BF”,
uu' = a,a,A+a,a,BF +aya,CF* +2a,a, AF +2a,a,BF* +2a,a,CF’
+al AF +a;BF* +a'CF’ + 2a,a,AF’ + 2a,a,BF’
+2a,a,AF* + a,a,AF* + a,a,BF’ + a,a,CF*
+2a;AF’ +2a;BF* +2a;CF°,
u"=a,B’A+aB’F +7a,B’CF* +8a,ABCF +12a,BC*F" +2a,A’C
+8a,AC’°F? +6a,C°F* +6a,A’B+14a,AB*F +52a> ABCF”
+16a,A’CF +40a,AC*F* +8a,B’F* + 384’ B’CF"
+54a,BC*’F* +24a,C’F,
u',uu',u” degerleri (4.10.5)’de yazilarak F ’nin kuvvetlerine gore yeniden diizenlenirse,
F’:0’aA—a,A+2a,0,A-k*0’a,B’A-2k*0’a,4’C - 6k*w’a,A’B =0
F':@’aB+2w’a,A—aB-2a,B+2a,a,B+4a,a,A+2a' A-k’w’a,B’
—8k’w’a,ABC —14k’w’a,AB* —16k*w’a,A°C =0,
F?:0%a,C+2w’a,B-a,C-2a,B+2a,a,C+4a,a,B+2a’B
+6a,a,A-Tk’w’a,B’C -8k*w’a, AC* - 52k’w’ ABC
-8k*w’a,B’ =0,
F?:20%a,C-2a,C +4a,a,C +2a;C +4a,a,B +2a,a,B
+4a; A-12k*w’a,BC* - 40k’ w’a, AC* =38k’ B*C =0,
F*:-6a,a,C+4a;B-6k’w’a,C’ - 54k’w’a,BC* =0,
F’:4a;C-24k0’a,C’ =0,
elde edilir. Bu sistemde

1

_, 4.10.7
4k>AC +1 ( )

1
B=0, q :4kza)2AC—Ea)2 +%, a, =0, a,=6k’0w’C*, o=

degerleri Mathematica 7 programi yardimiyla elde edilir.

(i) (4.10.7)de A=1,B=0,C=1, seklinde segilirse

1 1
a, =4k’w’ _sz +5, a, =6k’a’,

elde edilir. Boylece, ¢6zlim asagidaki gibidir,
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u(x,t) = 4k’w’ —%a)z +%+ 6k’’ | tan” (kx—kat) |. (4.10.8)
(ii)  Bu durumda, eger (4.10.7) de A=-1, B=0, C=-1 segilirse,

1 1
a, =4k’w’ _sz +5, a, =6k’w’,

elde edilir. Boylece, ¢6zlim asagidaki gibi bulunur,
u(x,t) = 4k’w’ —%a)z +%+ 6k’ | cot’ (kx—kat) . (4.10.9)
(iii) Eger (4.10.7) de 4=1, B=0, C = -1 seklinde segilirse,

a, = —4k’w’ —la)2 +l, a, =6k’a’,
2 2

elde edilir. Boylece, ¢6zlim agsagidaki gibi bulunur,
1 1
u(x,t)=—4k’w’ _sz + 5 +6k’w” tanh” [kx — kot ],

u(x,t)=—4k’w’ —la)2 +l+6k2a)2 coth® [kx — ket |. (4.10.10)
2 2

(iv) Eger(4.10.7)de 4= %, B=0,C= 15 seklinde secilirse,

elde edilir. Boylece, ¢ozlim asagidaki sekilde bulunur,

u(x,t)=k’ew’ —%a)2 +%+%k2a)2 [sec(kx—kcot)+ tan(kx—ka)t)]z,

- (4.10.11)
u(x,t)=k’e’ _sz +5+5k2a)2 [csc(kx—ka)t)+cot(kx—ka)t)]2 ,

seklinde elde edilir.
(v) Eger(4.10.7)de A= —%, B=0,C= —15 olarak seg¢ilirse,
a, =k’®’ —la)2 +l , a, zikza)z,
2 2 2

elde edilir. Boylece, ¢ozlim asagidaki sekilde bulunur,
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u(x,t)=k’ew’ —la)2 +l+§k2a)2 [sec(kx—kcot)+ t'cln(l’cx—l’ccot)]2 ,
f ? § (4.10.12)
2
u(x,t)=k’e’ _sz +5+5k2a)2 [csc(kx—ka)t)+ cot(kx—ka)t)] ,
seklinde elde edilir.
(vi) Eger(4.10.7)de 4= %, B=0,C= —15 seklinde secilirse,
1

a, =—k’o’ —la)2 +—, a, zékza)z,
2 2 2

elde edilir. Boylece, ¢ozlim asagidaki sekilde bulunur,

u(x,t)=—k’w’ —la)2 +l+§k2a)2 [coth (kx—kot)+ csch(/’oc—/’ccot)]2 ,
f f i (4.10.13)
) 2
u(x,t) =k’ _sz +5+5k2a)2 [tanh(kx—ka)t) J_rzsech(loc—ka)t)] ,
seklinde elde edilir.
(vii) Eger(4.10.7) de 4=0, B=0, C = 0seklinde secilirse,

1
a, :—Ea) +§, a, =6k’w’C,

elde edilir. Boylece, ¢ozlim asagidaki sekilde bulunur,

2
u(x,t):—%a)2+%+%k2a)2C2(—( ! I¥e ] , (4.10.14)
0

kx — kot

seklinde elde edilir.

op}
ol

o
04f
H4r

02f

-------- Analitik Coz.

Sekil 4.38. Birinci grafikte -10< x <10,0<¢<Lk=w=1,C=0.5, C0 =0.1 de (4.10.14) denkleminin ii¢

boyutlu ¢6ziim grafigi, ikinci grafik (4.10.14) denkleminin —5 < x <5, ¢ =0.5 aninda Analitik
¢Ozlim grafigi
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Yorum 10. Boussinesq denklemine uygulanan GTFM ile elde edilemeyen (4.5.13)

¢coziimiiniin GDDM ile elde edildigi goriilmiistiir.
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5. SONUC

Bu calismada ¢esitli lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin yiiriiyen dalga
coziimlerinin belirlenmesi i¢in genisletilmis deneme denklem metodu, yeni fonksiyon
metodu ve gelistirilmis tanh fonksiyon metodu ele alinmis ve yapilan uygulamalar ile
metotlarin  giivenilirligi ve etkinligi ortaya ¢ikarilmustir. Onerilen tiim metotlar
MATHEMATICA paket programinda kodlama yapilarak sembolik hesaplama yaklagimi
ile ilgili problemlere uygulanmistir. Bu uygulamalar ilk 6nce lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin yiiriiyen dalga doniisiimii altinda lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlere indirgendigini daha sonra da metotlara gore degisiklikler gostermekle birlikte
adi diferansiyel denklemlerin lineer olmayan sembolik cebirsel denklem sistemine
doniistiirtildiiglinii géstermistir. Cebirsel denklem sistemleri hesaplanarak lineer olmayan
gercek yasam problemlerinin dalga ¢oziimlerine ulagilmistir. Genigletilmis deneme
denklem metodu ile literatiirde yer almayan eliptik integral /', £, 7 ¢oziim fonksiyonlar1
ve buradan da ¢esitli Jakobi eliptik fonksiyonlarmin yani sira literatiirde bulunan bazi
hiperbolik ve trigonometrik ¢6ziim fonksiyonlar1 elde edilmistir. Ayrica bazi ¢6ziim
fonksiyonlarmin fiziksel davranislari ¢izilen iki ve ii¢ boyutlu grafikler ile analiz edilmistir.
Boylece elde edilen dalga hareketlerinin tiirleri ve 6zellikleri belirlenmistir.

Belirlenen dalga coziimlerinin lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri
sagladiklar1 Mathematica paket programi kullanilarak gosterilmistir. Bu tez caligmasinda,
genisletilmis deneme denklem metodu, yeni fonksiyon metodu ve gelistirilmis tanh
fonksiyon metodunun lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin literatiirde bulunan
¢Ozlimlerinin yani sira bulunmayan bazi yeni yliriiyen dalga ¢éziimlerini elde etmek icin

kullanilan etkili bir yaklasim oldugu gosterilmistir.
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