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OZET

Doktora Tezi

DEGISIK SOGUTMA DURUMLARINDA DIK KOMPOZIT PLAKALARDA
SICAKLIK DAGILIMININ ZAMANA BAGLI OLARAK ARASTIRILMASI

Mehmet DURANAY

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Makine Miihendisli§i Anabilim Dali

1998, Sayfa: 205

Bu calismada, sonlu elemanlar metodu kullanilarak “L”
seklinde birlestirilmis kompozit plakalarin souma durumlari
incelenmistir.

Kompozit plaka olarak Celik-Bakir, Celik-Aliiminyum,
Celik-Piring ve Pirinc-Bakir malzeme c¢iftleri secilmistir.

Malzeme kalinligi 1mm, 2mm, 3mm, 4mm alinarak ayri ayra

¢cozliimler yapilmistair. Ayrica sogutma ortamlari da
degistirilerek farkla ortamlarda sojumanin etkileri
arastirilmistair.

Farkla malzemeler icin, birlesme bbélgelerine yakin

elemanlarda 44°C’yi bulan sicaklik farkliliklari tesbit
edilmistir. Birlesme bo&lgesinde yliksek sicakliktan diistik
sicakliga bir gegis bolgesi olustugu go6riilmiistiir. Bu bdlge
her iki malzeme ¢ifti yoniinde toplam 27-35mm kalinli§inda
oldugu tesbit edilmistir.

Arastirmada deneysel ve sayilsal ¢6ziim sonuclarinin
uyumlu oldugu gorilmiistiir.
ANAHTAR KELIMELER : Kompozit 1levha, L seklinde levha,

sogutma ortami, sonlu elemanlar metodu.



ABSTRACT

PhD Thesis

AN INVESTIGATION OF TIME DEPENDENT TEMPERATURE DISTRIBUTION
ON VERTICAL COMPOSITE PLATES FOR VARIOUS COOLING CONDITIONS

Mehmet DURANAY

Firat University
Graduate Scholl of Natural And Applied Sciences

Department of Mechanical Engineering

1998, Page: 205

In this study, using the Finite Element Method (FEM),
the cooling proces of L-shaped two contacted composite
plates have been investigated numerically and
experimentally.

As working composite plates the couple of Fe-Cu, Fe-
Al, Fe-Brass, and Brass-Cu have Dbeen selected. For the
study, the thickness of the plates 1lmm, 2mm, 3mm, 4mm have
been taken. Further, the effect of cooling medium on the
cooling process has been investigated.

For the different materials, in the elements close to

the contact region, some temperature differences up to 43°C
have been observed. In the contact region, it has been
observed that a transient region from the higher
temperature to the lower which having 27-35 mm wideness
along the both surface of plates have been formed.

It has been found that there was a good agreement
between numerical and experimental results.
KEY WORDS : Composite materials, L-shaped plate, cooling
process, Finite Element Method (FEM).
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1. ciris

Endiistrinin ve gilinliik hayatin sinirsiz istekleri
karsisinda farkli vyapi ve Ozelliklere sahip malzemelerin
birlikte kullanilmasi kacinilmaz olmustur.

Calisma sartlari geredi malzeme c¢iftleri =zaman zaman
yliksek sicaklik wveya dislik sicakliktaki ortamlarda wuzun
siire calisma zorunda kalirlar. Istenilen dizaynin
yapilabilmesi ic¢in kritik bélgelerdeki sicaklik dadiliminin
bilinmesi ©6nemli olur. Bu calisma ile bu tiir problemlerin
¢bzlmiine yardimci olacak bilgi ve bulgulara ulasim
amac¢clanmaktadir.

Homojen yapiya sahip bir malzemenin isitilmasi veya
soutulmasi:i sirasinda malzeme Dbiinyesinde meydana gelen
sicaklik dadilimlara ve 1i¢  Dbilinyede olusan termik
gerilmelerin analizi, genellikle belirli sinir ve baslangic
sartlari icin enerji deklemlerinin ¢odzimi ile mimkiin
olabilmektedir.

Ancak deJisen cevre sartlarinda karmasik geometriye ve
6zellikle farkli mekanik wve 1s11 $zelliklere sahip
malzemelerin, farkli ortamlarda sodutulmalari sirasinda
malzeme g¢iftlerinde meydana gelecek sicaklik dagilimlarainin
ve yizeydeki 1si1 transferinin analizi kapsamli bair
calismayi gerektirmektedir. Problemin g¢oziimii c¢ok sayida
faktoriin tesbitine baglidir.

Bu ¢alisma bu tiir bir analizi gerceklestirmek icin,
farkli 1si1l ve mekanik 6zelliklere sahip sonlu uzunluktaki
iki levha aralarinda kayma olmayacak sekilde birlestirilip
kompozit bir malzeme olusturulmustur. Bu kompozit malzemeyi
olusturan levha, fakla ortamlarda sodutulmaya maruz
birakilarak her bir levhadaki sicaklik dadilimlari ve 1s1
transfer olaya arastirilmistar. Homojen olmayan
bolgelerdeki sicaklik dedisimleri, vyiizeyden olan 1s1

transferinin diger botlgelere gbre farkli olmasina, bu



farklilaik da belirli bblgelerde termik ve mekanik
6zelliklerin ani deJisimine neden olacaktir. Bu bélgelerin
onceden tesbiti; imalata yon verilmesi; malzeme sec¢imi gibi
mithendislik c¢alismalarini yonlendirme ac¢isindan oldukga
Oonemlidir. Bu tiir karmasik problemlerin basit yontemlerle
¢OzlUmli mimkin dedildir. Bu amacla, probleme uygun c¢&zim
saflayacak sonlu elamanlar yontemi kullanilarak konu
arastirilmistair.

Isi transfer analizleri genellikle sicaklik
degisimlerini, c¢ok yliksek veya diisiik sicaklik seviyelerine
maruz kalabilecek yapilarin tasarim igin veya malzeme
seciminde ilk yardim olarak incelerler. Analizciler
¢cevresel sinir sartlarini gercekci olarak modelleyebilmeli,
karmasik geometrileri ifade edebilmeli ve basit izotropik
malzemeler disindaki malzeme cesitlerini analiz
edebilmelidir. Bilinen problem c¢oziimleri béyle durumlarda
yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle sonlu elmanlar
metotlarina olan ilgi son yillarda artmistair.

Bu calisma sekiz b&liimden olusmaktadir. Ikinci b&liimde
kompozit plakalarda i1si transferi ve sicaklilik dadgilimlari
ile sonlu elamanlarla 1si1 transferi problemlerinin c&ziimii
hakkinda 1literatiir arastirmasi yapilmis ve bu konudaki
uygulamalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Uclincii b6limde; sonlu elamanlar metodu ve
interpolasyon fonksiyonlari ele alinmistir.

Doérdiincli bolimde; problemin problemin tanimi yapilmis,
ardindan sonlu elamanlar metodu kullanilarak problemin
matematiksel formiilasyonu gelistirilmistir.

Elde edilen sonlu elaman formiilasyonunun, bu calismada
g6z oniinde bulundurulan “L” seklindeki dik kompozit plakaya
uygulanmasi incelenmistir. Problemin matris formiilasyonu
detayli bir sekilde elde edilmistir. Ele alinan
interpolasyon fonksiyonlari yardimi ile seklin geometrisine
bagli olarak, sistemin direngenlik matrisi c¢ikarilmistir.

Sistemde bulunan her bir diilime ait dii§iim deplasmanlarinin



hesaplanmasi g6sterilmistir. Ayrica bu deplasmanlar yardimi
ile her bir diugiimdeki sicakliklarin nasil elde edildigi
incelenmistir. Bu Db6éliimde ayrica nilimerik integrasyon
hesaplamalari ile ilgili bilgilere de yer verilmistir.

Besinci bolimde; c¢esitli kompozit plakalar icin
yapilan sayisal c¢6ziimler anlatilmis, c¢alismalarla ilgili
tablo ve grafikler sunulmustur.

Altinci boliimde; yapllan deneysel calismalar
anlatilmistir.

Yedinci béliimde; nimerik c¢odziimle elde edilen sonuclar
yorumlanmis ve deneysel ¢alismalardan elde edilen
sonuclarla karsilastirmalar vyapilarak gerekli irdeleme
yapllmistair.

Ekler kisminda ise Dbilgisayar programina 1iliskin

algoritmalar verilmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Elbashbeshy ve Ibrahim (1993)’ de yaptiklari calismada
diisey bir plaka boyunca dedisken viskozite ve 1s1l
difiiziviteli zamana bagdli olmayan dodal konveksiyon akisini
incelemislerdir. Gecgerli kiitle korunumu, momentum ve enerji
denklemleri uygun doéniisiimler kullanilarak
boyutsuzlastirilmistir. Elde edilen boyutsuz adi tlirevli
diferansiyel denklemler analitik ve sayisal olarak
cOzilmiistiir. Euler donlsimi kullanilmistir. Analitik ve
saylsal sonuclar plaka yakininda oldukca iyi bir uyum
gostermislerdir. Viskozite azaldidinda, plaka yakininda
hizinin arttidi, karsi etkinin plakadan belli bir uzaklikta
hava veya suyun olustugu gozlenmistir. Plaka {izerindeki
boyutsuz kayma gerilmesi, plaka tiizerindeki 1s1 transferi

oranli, hiz sinir tabaka kalinligi wve 1si1l sinir tabaka

kalinligi dedgisik a, B, Pr deferleri icin hesaplamislardir.

Harris ve arkadaslari (1996), gbzenekli ortamda
dedisken 1s1 akisina maruz diisey bir plakada gec¢ici dogal
konveksiyonu incelemislerdir. Kiiclik ve biiylik boyutsuz zaman
araliklarinda ve slirekli rejimdeki enerji denkleminin sinir
tabaka denklemlerinden bir denklem elde etmislerdir. Bir
explicit sonlu fark yontemi kullanarak zamana bagli sinir
tabaka denklemlerinin gecici rejimde bir sayisal
formilasyonunu elde etmislerdir. Sayisal c¢ozimden elde
edilen sicaklik profilleri baslangicta kiicik zaman adimi
cbzlimlerine yakin oldugu daha sonra geliserek bir egri
boyunca zamana bagli olmayan c¢oziime asimptotik olarak
yaklastigi gozlenmistir. Sonuglar mevcut enerji girisleri
seviyesindeki bir artma veya azalmadan ge¢ici rejimin
meydana geldigini g6stermislerdir.

Hossain ve Takhar (1996) Roseland difiizyon yaklasimini
kullanarak iniform yiizey sicaklikta ve Uniform isitilan

diisey bir plakada diisiik yodunluklu; sikistirilamaz akiskan



igin radyasyonunun hem dodal hem de =zorlanmis konveksiyon
{izerindeki etkisini incelemislerdir. Akisi temsil eden
sinir tabaka denklemleri uygun doniisiimlerle hem dodal hem
de zorlanmis konveksiyonda gegerli olan boyutsuz
denklemlere indirgenmistir. Bu denklemlerin codzimleri
implicit sonlu fark metodu ve Keller Box metodunu birlikte
kullanarak farkli parametre degerleri ig¢in yerel kayma
gerilmesi ve vyerel 1si1 transferi orani cinsinden elde
etmislerdir.

Lin ve Wu (1995), diisey bir plakada laminer dogal
konveksiyon icin i1si1i ve kiitle transferini incelemislerdir.
Calisma bir diisey plaka boyunca laminar sinir tabaka akisa
nedeni ile olusan kaldirma kuvvetinden etkilenerek meydana
gelen 1s1 ve kiitle transferini sivi kaldirma kuvvetinin
termal kaldirma kuvvetine orani ig¢in yeni bir benzerlik
tranformasyonu kullanarak gerceklestirmis. Kaldirma
oraninin ve Lewis sayisinin 1s1 ve kiitle transfer
izerindeki etkileri gaz ve su akisi ig¢in deneysel olarak
arastirilmis, gazli ve aqueous c¢Ozlmler sunulmustur.

Miyamoto ve arkadaslari (1994)’ de diisey bir plakada
gegcis Dbolgesinde dogal konveksiyon sinir tabakasinin
karakteristiklerini incelemislerdir. Icerisinde {iniform
1s1 Uretimi olan hava ig¢indeki diisey bir plaka boyunca
dogal tasinim sinir tabakasindaki sicaklik ve akim yoénli ve
normal hizlari O6lcmek suretiyle bir calisma
gerceklestirmislerdir. Bir Dbaslangi¢ dadilimi dikkate
alarak laminar akisin bitiminden tam tilirbfilansli bélgenin
baslangicindan hiz ve sicakliklarin altakistaki biiylimesini
incelemislerdir. Baslangi¢ dagilim seviyesi izafi olarak
kiicik oldugunda geg¢is bolgesindeki hiz profillerinde iki
kritik noktanin meydana geldigini gtzlemlemislerdir.

Suzuki ve arkadaslari (1995), Uniform olarak isitilmis
iki paralel diisey plaka arasinda diisiik Reynolds sayilarinda
yukariya dodru olan akisi deneysel olarak incelemislerdir.

Akis modelinde boya injeksiyon metodu kullanilmis ve 1s1



transfer katsayisinin akis yonlindeki dagilimi ile ayni
zamanda 0O6lcilmistiir. Kaldirma etkisi izafi olarak kiiciik
oldugu =zaman akisin tim kanal boyunca laminer oldugdu
gbzlemlenmistir. Bununla beraber, kaldirma etkisi biliyik
oldugu zaman boyanin yol ¢izgisi kanal yarisindan itibaren
sinlizoidal olarak dalgalanmaya baslamakta ve sonra akis
tirbiilansly olmaktadir. Duvar sicakliklarinin defisimi
siniizoidal olmakta ve 1s1 transfer katsayisi gecisten O&nce
hizli bir sekilde yiikselmektedir. Reynolds saylsl ve
diizeltilmis Grashof sayisinin geg¢is sartlari {izerinde
etkisi arastirilmistir. Tirblilansli akis Dbolgesinin 1s1
transfer karakteristikleri de incelenmistir.

Vehara, Kinosita wve Matsuda (1995) diisey bir plakada
tirbiilansli film yodunlasmasini teorik olarak
calismislardir. Calismada momentum denklemleri siireklilik
denklemi ve enerji denkleminin ¢ozlimii eddy diftizitesi
kullanilarak yeni bir model Snermisgslerdir. Gecerli
denklemler boyutsuzlastirilmis ve boyutsuz denklemler sonlu
farklar metodu 1ile sayisal olarak cOzlilmiistliir. Yerel
Nusselt sayisi icin bir badinti gelistirilmis ve bunun
deneysel verilerle uygun oldudu gosterilmistir.

Yamasaki ve Nagahashi (1992), sonlu uzunluktaki sabit
sicakliktaki diisey bir plaka boyunca dodal konveksiyon 1isa
transferi karakteristikleri ig¢in sayisal hesaplamalar ve
deneysel calismalar sunmuslardir. Saylsal sonucglar 0.1-10°
Grashof sayilari arasinda ve 0.71 Prandtl sayisi ig¢in elde
edilmistir. Ortalama 1s1  transfer  katsayisi, 50-10°
arasindaki Grashof sayilari icin Olc¢ililmiis ve elde ettikleri
deney sonug¢lari ile iyl bir uyum ic¢inde oldudunu
gbstermislerdir. Akis plaka boyunca ylikselmekte list bolgede
bulunan soduk akiskan nedeniyle plakanin iist tarafina yakin
bir yerde donmekte oldudunu gozlemlemislerdir. Yerel aisi
transfer katsayinin plakanin alt ve iUst kenarlarinda yiiksek
ve orta kisminda hemen hemen sabit kaldigini

belirlemislerdir.



3. SONLU ELEMANLAR METODU

3.1. Genel Bilgiler

Sonlu elemanlar metodu, mithendislikte ilk olarak ucgak
sanayiinde, bu dalda karsilasilan oldukca fazla sayida ve
karmasik yapidaki problemlerin ¢oziimlinde kullanilmistar.
Ozellikle bilgisayarlarin daha da istiin 6zelliklerle
donatilmasi glin gectikce bu metodun uygulanma sahasini
genisletmistir.

Sonlu elemanlar metodunda, son yillarda ¢ok bilylik
gelisme kaydedilmistir. Bu zarif ve gligli metot, bilim
adamlari ve milhendislere tamamen yeni bir yol ag¢mistir. Cok
yakin bir gecmiste zor ve kompleks olarak bilinen
problemler bu metotla daha kolay ¢o6ziilebilmektedir. Bu
metot gelisim siirecinde olup, bilimsel kapsamindaki ve
mithendislik ¢bzlimlemesindeki yeniligi bakimindan
arastirmaya acik potansiyelle doludur (Nath,1993).

Sonlu elemanlar metodu ve bilgisayarlarin bilimsel ve
endiistriyel calismalarda kullanilmasi ile, pahali deneysel
yéntemlerle incelenebilen bircok 1si1il ve mekanik problemin
analizi, kolaylikla ve kisa bir silirede yapilarak, optimum
dizayni gerceklestirmek mimkiin olabilmektedir. (Topcu,
1991)

Elemanin boyut ve geometrisi ne kadar karisik olursa
olsun, cismin sonlu eleman modelinin gergede ¢ok uygun
olmasi sadlanabilir. Cismin icindeki delik, c¢entik, ko&se
vb. yerel diizglinsiizliiklerin bulunmasi, sonlu eleman
analizinde gligliik ¢ikarmaz. DeJisken malzeme 6zelligi veya
dedisken geometriye sahip problemler, bu metodla kolayca
¢6zilliir. Ayrica sinlir sgartlarinin uyarlanmasi kolay olup,
elde edilen sonug¢larin dogrulugu oldukca iyidir. (Arslan,
1995)



3.2. Sonlu Elemanlar Metodunun Uygulanisi

Sonlu elemanlar metodunun temel prensibi, Oncelikle
bir elemana ait sistem 6zelliklerini iceren denklemlerin
cikartilip, ardindan bilitiin sistemi temsil edecek sekilde
eleman denklemlerini birlestirerek, sisteme ait 1lineer
denklem takiminin elde edilmesidir. Bir elemana ait
denklemlerin elde edilmesinde degisik metotlar
kullanilabilir (Topcgu,1990). Bunlardan en c¢cok kullanilanlar

su sekilde ele alinabilirler:

a)Direkt yaklagim: Bu yaklasim daha c¢ok tek boyutlu ve

basit problemler ig¢in uygundur.

b)Varyasyonel Yaklagim: Bir fonksiyonun extrimize edilmesi
demektir. Fonksiyonelin birinci tiirevinin sifir oldugu
noktada fonksiyonu extrimize eden dederler bulunur. lkinci
tirevin sifirdan Dbiliyik veya kilicik olmasina gére bu

deferlerin maximum ya da minimum oldugu g6riiliir.

c)Enerji Dengesi Yaklasimi: bir sisteme giren ve c¢ikan

termik veya mekanik enerjilerin esitligi g&z Oniine alinir.

Ele alinan yaklasimlarin hangisi kullanilairsa
kullanilsin, sonlu elemanlar metodu ile yapilan c¢ézlimlerde
su slra izlenmelidir:

a) Cismin sonlu elemanlara boélinmesi (mesh

generation),

b) Interpolasyon fonksiyonlarinin secilmesi,

c) Eleman direngenlik matrisinin teskil edilmesi,
d) Komple direngenlik matrisinin hesaplanmasa,

e) Sisteme etki eden dis kuvvetlerin bulunmasi,
f) Verilen sinir sartlarinin uyarlanmasi,



g) Cebrik sistem denklemlerinin ¢dzimi,
h) Didger hesaplamalar (sekil dedistirme, gerilme,

asal gerilme vb.)

3.3. Cismin Sonlu Elemanlara Bélinmesi

Sonlu elemanlar metodu kullanilarak yapilan
analizlerde oncelikle eleman tipinin belirlenmesi gerekir.
Daha sonra c¢6ziim bdlgesi tamamen diizgiin bir a§ ile bélinir.
Ozellikle sistem, silireksizlik noktalarinda daha kiiciik sonlu
elemanlara ayrilmalidir. Analizde kullanilan sonlu eleman
tipinin iyi secilmesi, o oranda daha iyi sonuglar elde
edilerek gercek c¢ozime daha fazla yaklasilmasini saglar.
Sonlu elemanlar metodunda kullanilan elemanlar boyutlarina

gbre dort kisima ayrilir:

3.3.1. Cesitli sonlu eleman tipleri

a)Tek boyutlu elemanlar: Tek boyutlu ifade edilen

problemlerin c¢oziimiinde kullanilair (Sekil 3.1).

* - -pr_-—-’l'
M
.\ NN ¥} IV

Sekil 3.1. Tek boyutlu elemanlar

b)iki boyutlu elemanlar: Diizlem problemlerin c¢ézimiinde
kullanilar. Iki boyutlu sonlu eleman olarak en cok
kullanilani ¢ diglimlii licgen elemanlardir. Uggen
elemanlarin alti, dokuz ve daha fazla diiglim ihtiva eden

tirleri de vardir. Diiglim sayisi secilecek interpolasyon
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fonksiyonunun derecesine gdre ayarlanir. Bu grubun diger
bir elemani ddrtgen elemanidir. D6rtgen elemani c¢odu zaman
6zel hal olan dikdértgen eleman olarak kullanilair.
Dikdértgen elemanlarla ¢86zliim bolgesini taramak oldukcga
kolaylik sadlar. Ancak c¢6zim bdlgelerinin ifade edilmesi
bakimindan iicgen elemanlar daha kullanislidir(Sekil 3.2).
(Topcu, 1991).

W

Sekil 3.2. Cesitli iki boyutlu elemanlar.

c) U¢ boyutlu elemanlar: Bu grupta en c¢ok kullanilan elemen
icgen piramittir. Ayrica dikdortgen prizmasi ve alti yiizld
elemanlar, ¢ boyutlu problemlerin ¢éziminde kullanilan

diger eleman tipleridir (Sekil 3.3).

rdmeea
1
1
1
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Sekil 3.3. Cesitli {ic boyutlu elemanlar.

d) Dénel elemanlar: Eksenel simetrik ©zellik g&steren
problemlerin ¢o6ziiminde doénel elemanlar kullanilir. Bu
elemanlar iki boyutlu elemanlaran simetri ekseni
etrafinda bir tam donme yapmasi ile elde edilirler. Dénel
elemanlar vyardimi ile pratikte {i¢ boyutlu olan
problemler, iki boyutlu problem gibi ele alinarak
¢bzlilebilirler. Bu durum, dénel elemanlarin kullanimini

oldukca yayginlastirmistir. (Arslan, 1995). (Sekil 3.4 ).
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Sekil 3.4. DOnel elemanlar

APAAANAN I
APANNAAEES,
AAPAARARAAAARR

Sekil 3.5. Ucgen sonlu elemanlara bolinmiis bir malzeme.

3.3.2. izoparametrik sonlu elemanlar

Céziim bolgesinin sinirlari egri denklemleri ile
tanimlanmis ise, kenarlari dodru olan elemanlarin bu
bblgeyi tam olarak tanimlamasi miimkiin dedildir. Boéyle
durumlarda bolgeyli gereken hassasiyette tanimlamak ig¢in

elemanlarin boyutlarini kiigliltmek dolayisiyla sayilarini
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arttirmak gerekir. Bu durum, c¢6zlilmesi gereken denklem
sayisini arttirir ve dolayisiyla gerekli olan bilgisayar
kapasitesinin ve ¢0ziim 2zamaninin artmasina yol acar. Bu
istenmeyen durumu ortadan kaldirmak ic¢in, c¢oziim bdlgesinin
edri denklemleri ile tanimlanan sinirlara uyum saglayacak
edri kenarli elemanlara ihtiya¢ duyulur. Boylece hem ¢dzim
bélgesi daha iyi tanimlanmakta hem de daha az sayida eleman
kullanilarak coziim yapilabilmektedir. Bu elemanlar
izerindeki diiglim noktalari bir fonksiyon ile tamamlanir.
Izoparametrik sonlu elemanlarin 6zelligi, her noktasinin
konumunun ve yer dedistirmesinin ayni mertebeden ayni sekil
(interpolasyon) fonksiyonu 1ile tanimlanabilir olmasidair.
(Topcu,1991) Bu elemanlara verilen adin anlami da bu durumu

dogrular.

3.3.3. Sonlu eleman aginin elde edilmesi

Coziim bbdlgesi, secilen sonlu eleman ile tamamen
diizgin bir ad seklinde Dboliinlir. Bu bdlmelemede c¢&zim
bt6lgesinin tamaminin veya belli Dbir kisminin sonlu
elemanlara bolinmesi gerekebilir. Bu durum; seklin
geometrisine, vyilikleme sartlarina, malzeme Ozelliklerine
baglidir. Eksenel simetrik problemlerde bdlgenin yarisinin,
bazen de doértte Dbirinin sonlu elemanlara ayrilmasi,
problemin sonlu eleman analizi i¢in yeterlidir.

Sonlu elemanlara aylrma islemi ve problemin
datalarinin hazirlanmasi 6zellikle eleman sayisi arttikga
hem zaman alici olmakta hem de hata yapma orani
artmaktadir. Bundan dolayili elemanlara bolme isleminin
bilgisayarla yapildigi otomatik Dbblmeleme sistemleri
gelistirilmistir. Elemanlarin diiglimlerinin belli bir
sisteme gbre vyapilmasi, ©Ozellikle c¢Oziim sliresinin ve
bilgisayar kapasitesinin olduk¢ca azaltildigi, direngenlik
matrisinin bant sekline getirilerek yapilan c¢oziimler igin

yararlidir. Sistemin bant genisliginin dislirtilmesinde



13

digtimlerin diziminin bile ©&nemi oldukca fazladir. Cilinkii;
uygun olmayan dizimlerde bant genisliginin c¢ok biyiik
¢iktigil godrilebilir. Otomatik bdlmelerde bu durumun da géz
ardi edilmemesi gerekir (Arslan,1995). Bu calismada levhanin
sonlu elemanlara ayrilmasi, hazirlanan otomatik bélmeleme

programl yardimi ile hazirlanmistir.

3.4. interpolasyon Fonksiyonlarinin Se¢ilmesi

Interpolasyon alan dediskenin eleman {izerindeki
dedisimini temsil eder. Seg¢ilen sonlu elemanin tipi
interpolasyon fonksiyonunu belirler. Ciinkii, elemandaki
diigim sayisi fonksiyonun mertebesini tayin eder

(Topcu, 1991) .

$ekil 3.6. Levhanin c¢esitli sayida izoparametrik sonlu

elemanlara bdliinmesi.
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Sekil 3.7. 1Incelenen levhanin 219 izoparametrik sonlu

elemanlara boliinmesi.

Secilen interpolasyon fonksiyonlari elemanlarin ara
ylizeylerinde sirekliligi saglamala ve koordinat
dedisimlerinden etkilenmemelidir. Gerek bu sartlarin
saglanmasi gerekse tiirev ve integrallerin alinmasinda
safladiklari kolayliktan dolayi interpolasyon fonksiyonu

olarak polinomlar tercih edilir.
3.4.1. Bir Dediskenli interpolasyon fonksiyonu

Interpolasyon fonksiyonlari polinomlar yardimi ile

secilmistir. Bir boyutlu n. dereceden bir polinom

T’l
P(x) =D ax’ (3.1)

i=1
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seklinde ifade edilir. Burada T,=n+l1l olup, bu polinom 3.

dereceden yazilirsa
P(X)=a,+a, X +a,X’ (3.2)
elde edilir.

3.4.2. Iki dediskenli interpolasyon fonksiyonu

Iki degiskenli n.dereceden bir polinom asadidaki

genel bicimi ile verilebilir:

T,
P(xy)=D a,x.y (i+j<n) (3.3)
k=1

burada

T, =[(n+1)(n+2)]/2
olup ikinci dereceden bir polinom su sekilde elde

edilebilir.
P(x,y)=a,+a2x+a3y+a4xy+a5x2+a6y2 (3.4)

Ugc dediskenli bir polinom da benzer bicimde tiliretilebilir.
Se¢ilen polinomlar dedisik sonlu elemanlara uygulanabilir.
Sadece kOselerinde diigim bulunan 1{igcgen eleman ic¢in

interpolasyon fonksiyonu,

P(x,y)=a,+a,x+a,y (3.5)

kenarlarin ortasinda da diigim bulunan alti diigimlii {icgen

eleman icin,
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P(x,y)=a,+a,x+a,y+a,xy+a,x’ +ay’ (3.6)
yazilabilir.
3
3
4 b

P4
1
a)Uc diugimla b)Altar digimli

Sekil 3.8. Cesitli licgen elemanlar

Sadece dort kosesinde diigiimler bulunan basit doértgen eleman

ig¢in interpolasyon fonksiyonu su sekilde verilebilir.
P(x,y)=a,+a,x+a,y+a,xy (3.7)
Kenarlarin orta noktasinda da birer adet diigim bulunan

sekiz diigimlli eleman icin (Sekil 3.8) interpolasyon

fonksiyonu,

P(x,y)=a, +ax+a,y+axy+a,x’ +ay’+ax’y+a,xy’ (3.8)

olarak elde edilebilir.

Sekil 3.9. Cesitli dortgen elemanlar



17

Interpolasyon fonksiyonu secilirken 6zellikle
geometrik izotropinin sa§lanmasina 6zen gosterilmelidir.
Ornek olarak, yedi digimli bir {iggen eleman igin
interpolasyon fonksiyonu bu sart: ancak su sekilde

saglamaktadair:

P(x,))=a,+ax+a,y+a.,x* +a,y’ +a.x’+a.y’ (3.9)
J 0 1 2 YT ay 4 5 34

3.4.3. Tek boyutlu elemanlarda interpolasyon fonksiyonu

olarak lagrange polinomlarinin kullanilmasi

Interpolasyon fonksiyonu olarak genellikle polinomlar
kullanilir. Lagrange polinomlari sahip olduklari 6zellikler
nedeni ile interpolasyon fonksiyonu olarak kullanilmaya
elverislidirler. Interpolasyon fonksiyonlarinin sec¢imindeki
zorluk, elemanlarin ara ylizeylerindeki stirekliligin
saglanmasidir. Stireklilik ig¢in ortak eleman digim
koordinatlarili ve yer dedistirmeleri ayni olmalidir. Bu da
rijit cisim yer dedistirmelerinin olmasiyla sadlanmaktadir.
(Nath,1974; Bathe, 1982).

Interpolasyon fonksiyonlara secilirken global
koordinatlarin kullanilmasi halinde eleman O&zelliklerinin
cikarilmasinda bazi zorluklarla karsilasilmaktadir. Bu
zorluklara ortadan kaldirmak icin interpolasyon
fonsiyonlari r, s, t ile gOsterilen 1lokal koordinat
sistemlerinde secilir. Ozellikle Lagrange polinomlari bu
koordinat =sisteminde tanimlanacaktir. Daha sonra bu
dederler global koordinat sistemine transform edilecektir.
n. dereceden bir Lagrange polinomu genel olarak su sekilde

gbsterilir.

l%ﬁ): ri r=r, _ T -r)r-n)..... r=r_)..... r-r,) (3.10)

meomek Ve =T (P —To)eeen. (AR AR (A /) O (r.-r)
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Burada LkO), n lineer faktdrlerinin c¢arpimidir. n ise,
polinomun derecesini gostermektedir. r=r, degerini
aldidinda LkQ;)’nln degeri birim dedere esit olacaktir.

r=r, ve m=k oldugunda L,’'nin de§eri sifira esit olur. Bu

6zelliginden dolaya Lagrange polinomlara keyfi
fonksiyonlarin tanimlanmasinda oldukca elverislidir.
Lagrange polinomlari kulllanilarak elde edilen
interpolasyon fonksiyonlarz tanimlanan noktalarda

stirekliligi garanti ettigi ig¢in yer dedistirme fonksiyonu

da siirekliligi ara ylizeylerde saglar (Topcu,1991).
Bir ‘DO) fonksiyonu r,,#,7,,7; noktalarindaki degerleri

ile verilmis ise, bu @ fonksiyonu {iclincii dereceden bir

polinomla tesbit edilebilir. @Oﬁ fonksiyonu,
3
q)(r)=Z(I)il‘i(r):q)oLo'*'(I)llfl"'(I)zlfz +®3L3 (3.11)
i=1

seklinde gdsterilir. Ornek olarak, ®,’lin katsayisi

L3(i’)— (r=r,)r-n)r-r,) (3.12)

- (ry =1 ) =1 )1, — 1)

dir. Bu durumda interpolasyon fonksiyonu tek boyutlu bir

eleman icin N‘(r)zL.(r) yazilarak,

H 1

¢=Zn:N,~V,- (3.13)

i=1

olarak elde edilir. Ornek olarak, asadidaki tek boyutlu
elemanin interpolasyon fonksiyonlarinin elde edilisi

incelenebilir.
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ir3 :rd
9 4 | dugiim2
diigiim1 : ;_____>rlnkal
=-1 r=0 r=+1 3 diiglimlii durum
=-1 =113 =113 r=+1 _________ 4 diigiimli durum

Sekil 3.10. Elemanin digimleri ikiden doérde kadar

dedisebilen cubuk eleman

Sekil 3.10’da gosterilen cubudun i¢ diglimldi hali ig¢in 1
nolu diigime ait interpolasyon fonksiyonlari su sekilde elde

edilir:

n

N()=L{F) ve L(r)= [] —= idi.

m=0,m=i r: - rm

L(r)= (r—n)r-r) _ (r-0}r-1 :r(r_l) =l(1—-r)--1-(l—r2)

(rl _rz)(rl _r4) (_1—0)(_1_1) 2 2 2
Benzer olarak, diger diiglimler ic¢in de interpolasyon
fonksiyonlari hesaplanabilir. Bu hesaplamalar Bathe
tarafindan yapilip, tablo halinde verilmistir. (Tablo 3.1).
Buradan direkt olarak uygun durum secilerek, gerekli

interpolasyon fonksiyonlari alinabilir (Bathe,1982).



20

Tablo 3.1. Eleman didlimleri 2’den 4’e kadar dedisebilen tek

boyutlu elemanin interpolasyon fonksiyonlari (Bathe,1982).

| S |
L,=%(l—r) ;—E(l—rz)* +1—6-(—9r3+r2+9r—1) * %
L —l(l+r) é—l(l—rz) —l———l—(9r3 +r2=9r-1)
' P2 P16
L =0-r%) . +%(27r3+7r2 —27r =)
L, =+%(—27r3—9r2+27r+9) T

(*,3 nolu diUgim verilirse dahil ediniz.**,3 ve 4 nolu diigiim verilirse dahil ediniz)

3.4.4. 1iki boyutlu elemanlarda interpolasyon fonksiyonu

olarak larange polinomlarinin kullanilmasi

Kartezyen koordinatlarda verilen bazi 1iki boyutlu
elemanlarin lokal koordinatlara transformasyonu Sekil 3.11
‘de goriilmektedir. Burada lokal koordinatlardaki
transformasyonu dikdértgen ve 1iicgen olan genel halde
edrisel <¢izgilerle «g¢evrili iki boyutlu izoparametrik
elemanlar ele alinmistar. Genel olarak, Lagrange
polinomlarinin ikiser ve {liger carpimlari ile sirasiyla iki
ve {i¢ boyutlu elemanlarin interpolasyon fonksiyonlari
bulunur. Ornek olarak sonlu eleman analizinde kullandigimiz
dért digduimli bir dikddrtgen izoparametrik elemana ait

interpolasyon fonksiyonu;

O(r,s) = N, (7,5)P, + N, (r,5)P, + N,(r,5)D, + N,(r,5)P, (3.14)

seklinde yazilir. Burada,

N,(r,5)=L(r).L(s) , N,(r,9)=L().L() , ...... (3.15)

olarak yazilabilir. Bu sekilde ayarlamakla her bir dii§iim
koordinatlari o diglim icin dederleri yerine konuldudunda

de§eri bir ve yine bu koordinatlar icgin dier N katsayilari
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s1fir olmaktadir. Bu sayede ara ylizeylerde bire bir
uygunluk saglanmakta ve dolayisi ile siireklilik meydana
gelmektedir. Ayni zamanda interpolasyon fonksiyonu her
diigliimdeki 6zellikleri saglamaktadir. Interpolasyon
fonksiyonlarinin elemanlari, dért diigimli dikdértgen eleman

icin asadidaki sekildedir:

Ornek olarak 3 nolu diiglm icin:

r-r, r-1

Ny(r,s) = Ly(r). Ly(s) , Ly(r)= =
rn-r, -1-1
s—s, s-1 1
Ly(s)= = ’ N;=—(1-r)1-5)
s;—s, -1-1 4

elde edilir. Dortten daha fazla diglimlii izoparametrik
elemanlara ait interpolasyon fonksiyonlari benzer vyolla
elde edilir. Bu interpolasyon fonksiyonlari Sekil 3.12’de
verilmistir. (Bathe,1982).

N A’ :

ﬁ)r )
Sekil 3.11.Iki boyutta transformasyon
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L = %(1+r)(1+s)

L= %(1—r)(1+s)

L= (-r)1-9)

L, =%(l+r)(1—s)

L= %(l—rz)(l+s)

L= 1))

L, = (-r)1-9)

L = %(l—sz)(l+r)

1

Ly = (-r’)1-s)

ok
oh gk
..... ok b
.......... 5t

...............

...............

...............

Sekil 3.12. Digim numaralari 4’den 9’a kadar dedisebilen

iki boyutlu elemanlarin interpolasyon fonksiyonlari



12,52 n r,s1
2 1
r

3 4
13,53 r 4,s4

a)Lokal koordinatlar

Sekil 3.13. Iki boyutlu dért dii§timlii eleman

23

b)Kartezyen koordinatlar
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4. PROBLEMIN TANIMI VE MATEMATIKSEL FORMULASYON

4.1. Problemin Tanimi

Bu c¢alismada Y L 7 seklindeki dik kompozit
plakalarda zamana bagla olarak sicaklik dagilimi
incelenmistir (Sekil 4.1). Baslangig sicakligy 450°C
secilmis ve ortam sicakligi ise 20°C kabul edilmistir.

Levhanin alt wve {st vylizeyinden 1si1i transferi oldugu

varsayllarak islem yapilmistair.

Buna gore asagidaki veri ve kabuller gz Oniine alinmistir :
a)Ele alinan problemin geometrisi simetriye uygun degildir.

b)Problem izotropik olarak c¢oziilmiistiir.

L35

N
X
33
3
3
3
3
2
3
B
X
R
e
%

s
o
5
52
£

7
o

057

ov

Sekil 4.1. Arastirmada kullanilan kompozit levha
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c)Analizlerde; plakanin kalinlidi, malzeme cinsi ve sogutma
ortamlari dedistirilerek sonuclar alinmistir.
d)Iki malzemenin Dbirlesme noktalarinda herhangi bir ara

malzemenin olmadigi varsayilmistair.

4.2. Problemin ¢ézimiinde Kullanilan Temel Isi Transferi

ifadeleri
4.2.1. Temel kondiksiyon denklemi

Fourier Kanunu olarak bilinen 1s1 iletiminin ana

ifadesi s6yledir:

oT
= -~k — 4.1
q o ( )
Kartezyen koordinatlarindaki i1si akis vektorleri
T
= -k 4.2
q. 7 x ( )
T
= -k — 4.3
q, 7y (4.3)
oT
= -k — 4.4
q. 2 2 ( )
yada vektor formunda
qg = -kVT (4.5)
olur. Burada
v="L17+ 25+ %%k (4.6)
o x oy 0z
dir. Kartezyen koordinatlaraindaki izotropik olmayan
durumda;
oT T oT
qx:_(kllﬂ +klzb—y+k13 52) (4.7)

qy=_(kzlﬂ+kzza_y+kzsz) (4.8)
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Izotropik katilar icin genel i1si iletim denklemi;

j+ - p2t (4.10)
E= P )

(aqx + é,q)’ + aqz
—\dx oy oz

Burada g, birim hacimdeki 1si {iretimi, p yodunludu, c
6zglil 1siyi, t zamani gbstermektedir.
Sabit 1s1 6zellikleri wve izotropik madde ig¢in aisa

iletim denklemi, asagidaki formu alir.

g 1 T
VT + 2 = — — 4.11
k a ot ( )
a, 1sl yaylnimi katsayisi olup,
k
a = — . (4.12)
pc
dir. Sabit 1si1l iletkenlik wve i¢ 1s1 {iretimi olmamasi
durumunda, 1s1 iletim denklemi asagidaki denkleme
indirgenir:
1 2T
VT = — —/— 4.13
a Ot ( )

Bu yayilim denklemidir. Siirekli rejimde Poisson denklemi

elde edilir.

g

V’T + 7 =0 (4.14)
Is1 liretimi olmayan siirekli rejimde,
VT =0 (4.15)

ifadesi ile tanimlanan Laplace denklemi elde edilir
(Huebner, 1982) .
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4.2.2. Temel 1s1i tasinimi denklemi

Isi1 tasinim denkleminin cikarilmasi icin, sicakliklara
birbirinden farkli olan bir ylizey ve {izerinde akan bir
akiskan oldu§unu varsayalim. Bu ylizey lizerinden akiskanin V
hizi ile aktigini kabul edelim. Yiizey sicaklidi ile akiskan
sicaklidir birbirinden farkli ise yliksek sicaklidina sahip
olan ortamdan diisiik sicakliktaki akiskana 1s1 gecgisi sz
konusu olacaktir. Yizeyin daha sicak oldudgunu varsayarsak,
Newton’un soduma yasasi uyarinca herhangi bir noktadaki 1si
akisi,

g=h (Ts—Tx). (4.16)
seklinde ifade edilir. (4.16) denklemi ile tanimlanan h
parametresi, lokal 1s1 tasinim katsayisidar
{Incropera, 1990).

Toplam 1s1 gecg¢isini bulmak igin, lokal 1si akilaraini

ylizey boyunca entegre etmek gerekir.

0 =|[qd4, (4.17)
AJ
(4.16) denklemi (4.17) ‘de yerine konulursa
(4.17)
0 = [h(T,-T,).dA, (4.18)
AS

bulunur. Sicakligin yiizey boyunca dedismedidi, akiskanin
serbest akim sicaklidinin da sabit oldugu kabul edilirse,
(4.18) denklemi

Q =(T.-T.) [hd4, (4.19)
AS

haline gelir. A4 bitin ylizey icin ortalama bir tasinim

katsayisi olarak tanimlanirsa, toplam 1si gegisi ig¢in

Q = hAs(Ts-T.) (4.20)
yazilabilir. (4.19) ve (4.20) denklemlerinin

esitlenmesinden, tanimlanan k ortalama tasinim katsayisa
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_ 1
h= — |hdA. 4.21
A”[‘“s (4.21)
olarak bulunur. Bir baska deyisle, lokal tasinim
katsayisinin ylizeye gbre dedisimi biliniyorsa, ortalama

tasinim katsayisini bulmak mimkiindiir.

4.2.3. Hidrodinamik sinair tabaka

Bir ylizey cevresinde hareket eden akiskan i¢in kayma
gerilimleri nedeniyle hiz gradyanlarinin olustugu bdlgeye
hidrodinamik sinir tabaka bdlgesi denir (Ilken,1996)
(Sekil 4.2). u, serbest akim hiziyla sabit bir levha
{izerine gelen akiskan, levha ile temas ettidi noktalarda
(levha ylizeyinde) durgundur. Herhangi bir A kesitinde hiz
dagilimina bakilirsa, levha ylizeyinde sifir olan hizin y
yoniinde giderek hizlandidi gézlenir. Yiizeyden biraz yukarda
olan b sivi tabakasi, alt kisminda yer alan tabaka

tarafindan da akim yodnilinde hareket etmeye zorlanmaktadir.

F 3

Serbest u(x,y) w1
akim J
/ 8(x)
Akigkan | Hidrodinamik
w /;_ tabakasi | ganir tabaka
— kalinligi
e =
_' ‘
|
i B

Sekil 4.2. Yatay bir 1levha {izerinde hidrodinamik sinir

tabaka
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Ust 1iste vyer alan tabakalaran, aralarindaki kayma
gerilimleri (1) nedeniyle bu sekilde hareketlerini
etkilemeleri, yiizeyden uzaklastikca azalir ve belirli bir

uzakliktan sonra hissedilmez olur. Bu noktadan itibaren

akiskan hizi yeniden serbest akim hizi olan u, 'a ulasir.
Pratikte, x yoOniindeki hiz bileseni u ’'nun serbest akim
hizinin yilizde doksan dokuzuna ulastidi nokta, hidrodinamik

sinir tabakasinin bittigi yer olarak tanimlanmistir. Bu

noktanin levhadan uzakligi 6 olarak adlandirilir. X
yoniinde ilerledikce viskozitenin yayilmasi nedeniyle sinir
tabaka kalinliginin da arttigdyr gozlenir. Bu nedenle B
kesitinde levha ylizeyindeki hiz gradyani A kesitine oranla
daha distiktir.

Sinir tabaka olarak tanimlanan b&lgenin disinda hiz
gradyenlari ve kayma gerilimleri ihmal edilebilecek
mertebededir. Serbest akim bdlgesi denilen bu kisimdaki
akim, codu kez potansiyel akim olarak adlandirilir. Kayma
gerilmesi 1ile hiz gradyani arasindaki iliskinin sinar
tabaka icerisindeki herhangi bir noktada

t;=y2;; (4.22)
seklinde oldugu bilindiginden, ylizey tUzerinde siiriikleme

kuvveti yaratacak kayma gerilmesi de

To - ﬂ[@:l (4.23)
Yy

seklinde yazilabilir. Lokal sirinme katsayisi Cy,

T
C. = s (4.24)
T pul 2

seklinde tanimlanmistir. Ylizey {lizerindeki hiz gradyani x’e

bagl: olarak dedistiginden, gerek vyilizdeki kayma gerilmesi
gerekse silrtiinme katsayisi x’in fonksiyonudur. Bu nedenle L

uzunludunda bir diiz levha ic¢in
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Hidrodinamik | pyrgun
sinir tabaka akigkan

Teo

Sekil 4.3. Diisey bir levha cevresinde dogal tasinim ig¢in

hidrodinamik sinir tabaka

ortalama siirtiinme katsayisini, ortalama tasinim katsayisina

benzer sekilde ifade etmek miimkiindiir.
L
C,=—fc, . (4.25)
f Lo f. -

Herhangi bir dis etkiyle akiskan hareketinin olusmadig:
dogal tasinim olayinda da hidrodinamik sinir tabakasinin
gelisimi s6z konusudur. Sekil 4.2'de sematik gbsterimi yer
alan diisey bir levha cevresinde dodal bir tasinim igin
akiskan hareketi, vylizey ve akiskan arasindaki sicaklik
farkinin neden oldugu kaldirma kuvveti tarafindan
olusturulur. Buna gbre, levha ylizeyinde duragan olan
akiskan levhadan uzaklastikca ilsinma etkisiyle
hareketlenir. y y6niinde giderek artan hiz belirli bir
noktada maksimum dedere ulasir, ancak daha sonra siirtiinme
etkisiyle azalmaya baslar, ciinkii levhadan daha uzakta olan
akiskan tabakalari yanindaki tabakalari durdurmaya c¢alisir.
Bu etkinin giderek artmasi ile belirli bir noktada akiskan
hareketliligli sona erer, bu noktada doJal tasinim icgin
hidrodinamik sinir tabakasinin bittigi yeri belirler. Levha

sicakliginin dis ortam sicaklidindan diisiik olmasi durumunda
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da sinir tabaka olusumu s6z konusudur. Ancak bu kez hiz

yonii asadiya dogrudur (Ilken,1996).

4.2.4. Isil sinir tabaka

Bir ylizey ile cevresindeki akiskan arasinda sicaklik
farki oldudunda akiskan igerisindeki belirli bir bélgede
sicaklik gradyanlarinin olusmasi s6z konusudur. Bu bolge,
1s1l sinir tabaka olarak adlandirilir. Yatay bir levhadan,
tizerinde paralel olarak akan akiskana olan 1s1 gecgisi, bu
tabakayi tanimlamak icin en basit 6rnektir (Sekil 4.4).

U. serbest akim hiziyla T, sicakliginda sabit tutulan
bir levha iizerine gelen akiskan sicakliginin T, ‘den diisiik
olmasa: halinde 1sinmaya baslayacaktir. Levha ylizeyine
bitisik durumda akiskan parcgaciklarinin sicaklidi levha
sicakligina esit ©olacak, ancak levhadan uzaklastikca
sicaklik gitgide diisecek ve belirli bir noktadan sonra T.
degerine yaklasacaktir. x yoniinde ilerledikce 1s1 gecisi
etkisinin artmasi nedeniyle akiskan sicakliinin T.
degerine yaklasma uzakligi (sinir tabaka kalinligdi) giderek
artacaktir. Bu nedenle levha ucuna yakin herhangi bir
kesitte ylizey H{lizerindeki sicaklik gradyani, ileri bir

kesittekine gore daha fazla olacaktair.

Is1l sinir tabaka kalinligda 8t, [(Ts~T)/( Ts=T.)]
blylikliginin 0.99'a ulastigi y degeri olarak
tanimlanmaktadir. Levha tarafindan akiskanin 1sitilmasi
veya sogutulmasi gibi iki durum s6z konusu olabilecedinden,
akiskan igerisinde T=0.99T. gibi bir de§ere ulasmasi her

zaman miimkiin olmayabilir (akiskanin i1sitilmasi durumunda) .
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—| T | &

| T | < =

U

Isil Sumr | Ot®)
Tabaka

. = |

x. T

r

Sekil 4.4. Yatay bir levha {izerinde 1s1il sinir tabaka

Bu nedenle de 1si1l sinir tabaka kalinlidir ig¢in yukarida
belirtilen tilirde bir tanimlama daha uygundur.

Ylizeye bitisik durumda bulunan akiskanin hareket
etmedigi gbzdniine alinirsa, ylizeyde olusan enerji
aktariminin 1s1 iletimi ile oldugu sbylenebilir.
Dolayisiyla levhanin herhangi bir yerindeki lokal i1si akisi

igcin Fourier yasasi gecerlidir.

q:_kf(é'T) (4.26)
2y/
Bu ifade Newton’un soJuma yasasilina, denklem (4.16)

esitlenirse lokal 1s1 tasinim katsayisi icin

. ~k (0 T/ y)y=o
- L-T,

(4.27)

ifadesi bulunur. (4.16) ve (4.26) denkleminin esitlenmesi,
bir ylizeyden cevresindeki akiskana tasinim yoluyla
aktarilan 1sinin, ylizey 1{izerindeki duradan akiskana
iletilen 1siya esit olmasi gereklilidinin sonucudur.
Enerjinin korunumu ilkesi geredi vyazilan bu esitlik, is1i
tasinim katsayisi olarak tanimlanan biiylikligin bagli oldudu
parametreleri ortaya koymakta ve mnasil bulunabilecedine

iliskin ipug¢lari vermektedir. (4.27) no’lu denklemde yer
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alan ke, Ts ve T. Olclilebilecek Dbliylikliikler oldugundan;

ylizey {izerindeki herhangi bir noktada y yéniindeki
sicaklik gradyaninin X yoniinde giderek azaldigi
bilinmektedir. Bunun sonucu olarak, (4.27) denklemi

uyarinca, lokal tasinim katsayisinin da x yoniinde azaldigi
sbylenebilir. (Ts-T.) farki sabit oldugundan (4.16) no’lu
denklem geredi lokal 1s1i akisi da x yonilinde giderek azalir.

Sonug olarak 1s1l sinir tabaka sicaklik
gradyanlarinin ve 1s1 ge¢isinin oldugu bolgeler olarak
tanimlanabilir. Akimlarin bu bélgeler disinda kalan
kisimlarinda s6z konusu gradyanlar ve onlara bagli olarak
1s1 aktarimlarai ihmal edilebilecek seviyelerdedir. Isil
sinlir tabaka, ylizey ve akiskan arasinda sicaklik farki séz
konusu ise olusur. Dolayisiyla listiinden ayni sicaklikta bir
akiskan gecen ylizey lizerine 1sil sinir tabaka olusmaz ve
1s1 gegisi yoktur. Ancak, varolan hidrodinamik sinir
tabaka, yilizey {izerinde daima stirtiinme oldugu sonucunu
dodurur (Ilken,1996).

4.2.5., Dogal tasinim

Sicakligi, cevresinde bulunan ortamdan farkli olan
bir ylizey ile bu cevre arasinda kendilidginden gerceklesen
181 gec¢isine dogal tasinim adi verilir. Bu durumda
molekiiller hareketliligi olusturan, icerisinde yodgunluk
farkliliklari olan akiskan iizerine etkiyen ig¢ kuvvetlerdir.
Yiizey c¢evresinde dodal tasinimi olusturan bu net etki,
kaldirma kuvveti olarak adlandirilir. Gercekte, akiskan
igerisindeki yodunluk farklalaiklari, sicaklik gradyanindan
dolayidir. I¢ kuvvet kapsaminda deferlendirilen ise,
yercekimi kuvvetiyle iliskilidir ve yodunlukla orantilidair.
Buradan c¢ikan sonug, ylizey ile akiskan arasinda sicaklik
farkliligil olmamasi durumunda molekiiler hereketlilidin de

olmayacagidair. Zorlanmis tasiminda hidrodinamik sinir
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tabakanin olusmasi igin 1s1 gec¢isine gerek yoktur, oysa
dogal tasinimda bu bir zorunluluktur.

Bir zorlanmis tasinim probleminde (6rnedin bir levha
lizerinde paralel akimda) ihmal ediliyor olmakla birlikte,
gercekte kaldirma kuvvetlerinin etkisi vardir. Ancak akimi
doguran dis etmenlerin baskin olmasi nedeniyle sadece
zorlanmis ile dofal tasinimin birlikte olmasi durumunu
dogurur. Bu hale karisik (zorlanmis+ dodal) tasinim adi
verilir.

En basit durum olarak, diisey bir levha cevresinde
dogal tasinimai alalim. Levha sicakliginin ortam

sicakliindan yiliksek olmasi halinde 1levhadan akiskana

aktarilan 1si, akiskan yodgunludunun azalmasina ve
dolayisiyla yukariya dodru Dbir hareketlilie neden
olacaktir. Yiizeye bitisik olan akiskan parcaciklari,

duradan ylizeydeki pliriiz bosluklarinda tutunacaindan, hiz
ylizey 1izerinde sifirdir. Levhadan uzaklastikca giderek
artar. Belirli bir maksimum deJere ulastiktan sonra 1s1i
gecis etkisinin y yoniinde azalmasi nedeniyle, o da azalmaya
baslar. levhanin uzaginda akiskan duragan oldugundan, hiz
da belirli bir noktada (sinir tabaka sinirinda) sifir olmak
durumundadir. Levha sicaklidinin ortam sicakligindan diisiik
olmasi halinde ise soduyan akiskanin yodunlugu
azalacagindan hareket yoni de asagiya dodru (yercekimi

yonilinde) olur.

4.2.6. Dugey levhalarda dogal tasinimla 1isi transferi

Dogal tasinimla 1s1 geg¢isi, 1s1 transfer yilizeyinin
akiskanin hizina paralel veya dik olusuna gore ayirdedilir.
Isil kaldirma kuvvetinin etkisi olarak yer cekimi
kuvvetinin ters yoniindedir. Bu nedenle doJal olarak diisey
dogrultuda meydana gelen akiskan hareketi 1s1i transfer
ylizeyinin diisey veya yatay olusuna gore farklilik gdsterir.

Diisey 1s1 transfer yilizeyi boyunca ylikselen akiskan
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ylikseldikgce daha cok 1sinir ve isindikca daha hizli hareket
eder. Buna karsilik vyatay 1i1si1 transfer ylizeyinin alt
tarafinda isinan akiskan, kaldirma kuvvetinin etkisiyle
once kenarlara dodru kayar ve kenarlari gec¢ince diisey
olarak hareket ettiginden 1s1 tasimasi diisey
levhalarinkinden daha yavas olur. Homojen sicaklikta
akiskan ortama diisey konumda yerlestirilen bir levhada 1is1i
transferi baslangicta biitlinliyle iletimle olur. Daha sonra
sicak akiskan icerisinde bir sicaklik gradienti meydana
gelir. Akiskan icerisindeki sicaklik farkindan dolayi
olusan yogdunluk gradienti yer cekimi ortaminda yilikselmeye
ve kaldirma kuvvetleri sonucunda konvektif harekete yol
acar. FKaldirma kuvvetinin sonucu olarak ortaya c¢ikan
akiskan hareketi tabii yada dogdal tasinim olarak
adlandirailair.

Dogal tasinimda akiskan hizi, zorlanmis
tasiniminkinden ¢ok kiiciiktiir. Bu sebeple dodal tasinim
yoluyla 1s1 transferi zorlanmis tasinim ile 1s1
transferinden c¢ok kiicliktiir. Sekil 4.5 kaldirma kuvvetleri
sebebiyle olusan bir diisey levhanin ©Oniindeki hiz alaninin
gelismesini g&stermektedir. Levhanin Oniinde 1sinan akiskan
dis c¢evredeki hareketsiz akiskani iterek ylikselmektedir.
Sicak akiskan icinde diisey soJuk bir levhada ise hareketin
yonli dedisir. Yani plakanin o6niindeki akiskan diisey olarak
asadi dogru hareket eder. Iki durumda da hiz sinir tabakasz
genisler ve en biiyik hiz bu sinir tabakasli igerisinde
olusur. Levha yilizeyinde ve sinir tabakanin kenarinda hiz
sifirdir. Sinir tabakada laminer ve tiirblilansli boélgeler

olusur (Holman,19%80).
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Téarbiilansla

Laminer

Sekil 4.5. Diisey bir levha 1izerinde sinir tabakanin

gelisimi.
4.2.7. Boyutsuz parametreler

Dogal tasinim boyutsuz parametrelerini tiliretmek icin Sekil
4.5."de gorililen bir diisey levha izerinde serbest tasinimi
gbz oOniine alalim. Analizi basitlestirmek ig¢in sinir tabaka
akiminin silirekli ve laminer olduunu varsayalim. Dogal
tasinimdaki hizlarin kiicik olmasi sebebiyle enerji
denklemindeki viskoz enerjisi silirtinme terimi  ihmal
edilebilir. Momentum denklemine kaldirma kuvveti terimi
konursa temel silireklilik, momentum ve enerji denklemleri
asagidaki gibi yazilir.

Sireklilik denklemi;

Su Ov _

_——=0 4.28
ox Oy ( )
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X - Momentum denklemi;

(u_a_ﬁ_,_vﬂ)_ _Op Ju (4.29)
dx Oy & 5xﬂdﬁ )
Eneriji denklemi;
oT T 8°T
= 4.30
pcp(u 5x+vé'yj ko”y2 ( )

Momentum denklemindeki sad taraftaki -pg terimi
negatif x dogrultusunda akiskan elemani lizerine etki eden
kiiltlesel kuvveti g&sterir. Kiciik sicaklik farki igin,
kaldirma kuvveti terimindeki p 6zglil kiitlesinin sicakliga
ba§li olarak dedistigi diislinlilebilir. Ancak bu denklemlerde

baska yerlerde goriilen 6zgiil kiitle terimlerinin sabit

°
kaldi§i kabul edilmektedir. ;ﬁg basin¢g gradienti terimini

bulmak icin X momentum denklemi sinir tabakanin kenarinda
U—->0
P Ps

olan yerlerde dederlendirilir.

op
Gy~ Pe8 (4.31)

bulunur. Burada -p, sinir tabaka disindaki akiskanin 6zgiil
kiitlesini g6stermektedir. Boylece X-momentum denklemindeki

-pg-IJp/dx terimi su hale gelir:

P
-pg-3E=(p.-r)e (4.32)

Eer P akiskanin hacimsel 1s1l genlesme katsayisi ise,

6zglil kiitlesinin sicaklikla dedisimini, B ‘ya asagirdaki

ifade ile baglidar.

l(ﬁp)

-—|==]|P= 4.33

Bu bagintilardaki tiirev terimi sonlu farkla ifade edilirse,
Ap=-Pp AT (4.34)

veya
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Po—p=—Po(T.~T) (4.35)
olur. Bu durumda (4.32) denklemi
17
—pg—E-ii:—ﬂp(Tw—T)g (4.36)

halini alir. Bu X momentum denklemine tasinirsa diisey plaka

tizerinde dogal tasinim igin;

@4—23:0 (4.37)
ox Oy

ou Iv 3%u
u5+va—y+gﬂ (Tw—T)+,uﬁy2 (4.38)

2
227, oT_ 0 (4.39)

éx 8y Iy

denklemleri elde edilir. Dodal tasinimda 1si transferini
belirleyen boyutsuz parametrelerini bulmak ig¢in yukaridaki
ana denklemleri boyutsuzlastirmak gerxekir. Bunun ig¢in

asagidaki boyutsuz parametreler tanimlanir:

_X 2
X=7, ¥== (4.40)
Us—, V=— (4.41)
U, U, :
0= I-7, (4.42)
TW——Too

Burada L karakteristik uzunludu, U, referans hizini, Ty
ylizey sicakligini ve T, sicak levhadan wuzakta akiskan
sicakligini godsterir. Bu yeni dediskenler (4.37), (4.38),

(4.39) denklemlerine gotiiriiliirse asagidaki boyutsuz

denklemler bulunur:
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ou 9V _, (4.43)
X oy
ou ov -gb(T,-T.). 145
= —_ 4.44
Usx ' oy Uz 9Re oy (4.44)
2
0"U+V5V= 1 2°6 (4.45)
X  JY RePr gY?
Burada Reynolds ve Prandtl sayilara,
U, L
Re == | Pr=" (4.46)
v a

seklinde tanimlanir. Momentum denklemindeki boyutsuz gurup;

qp (T—T,,,).L _ gp Ls(Tm ‘Tw)V2 _Gr (4.47)
U? - (Lu,y) RE .

seklinde yeniden diizenlenebilir. Burada Gr, Grashof sayisi
olup,
g8 L(1,-1,)

Gr . (4.48)
| 4

seklinde ifade edilir.

Grashof sayisi fiziksel olarak kaldirma kuvvetlerinin
akiskan tizerinde etkin viskoz kuvvetlere oranini
gostermektedir. Zorlanmis tasinimda Reynolds sayisa,
atalet kuvvetlerinin akiskan 1tiizerinde etkin olan viskoz
kuvvetlere oranini gostermektedir. Zorlanmis tasinimda
Reynolds sayisinin oynadigil rolii dodal tasinimda Grashof
sayis1 {listlenmektedir. Zorlanmis tasinimda laminer akistan
tirblilansly akisa gecisi Reynolds sayisi kritik dederi
belirlemektedir. Benzer sekilde, dogal tasinimda,
laminerden tiirblilansa gec¢isi Grashof sayisinin kritik
deferi belirler. (4.43), (4.44), (4.45) denklemlerinden
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serbest ve zorlanmis tasinim etkileri kiyaslanabilir
biytkliikte ise Nusselt sayisi Re, Pr ve Gr boyutsuz

sayllarina baglidir.
Nu = f(Re,Gr,Pr) (4.49)

(4.47) nolu denklemde tanimlanan Gr/R.e2 parametresi dodal
tasinimin zorlanmis tasinima gdre Olcilistidir.

Gr
Re?
oldugunda dodal ve zorlanmis tasinim ayni Dblyliklik

~1 (4.50)

mertebesindedir. Bu nedenle hesaplamalarda ikisi de dikkate

i
<<1 1ise akista zorlanmis tasinim

alinmalidir. Edger, 5
e

4 >>1 ise dodal tasinim daha etkin olur.

etkilidir. Eger, —=

Bu durumda Nusselt sayisi yalniz Gr ve Pr‘a baglidir.

Nu = f(Gr,Pr) (4.51)
Dogal tasinimda akis hizlari yalniz kaldirma kuvvetlerince
olusturulur. Sonuc¢ta Nusselt sayisi Reynolds saylsina bagli
olmaz. Pr=l olan gazlarda, dogal tasinimda Nusselt sayisi
yalnizca Grashof sayisina baglidir. Yani, |

Nu = f(Gr) (4.52)
seklinde ifade edilir. Uygulamalarda dodal tasinimda 1is1
transferini diizenlemek ig¢in Grashof sayisi yerine,

g L(L,-T) , e L(T-T)

Ra=Gr.Pr= .
v va

(4.53)

seklinde tanimlanan Rayleigh sayisi kullanilair.

4.2.8. Dogal tasinim ig¢in sinir tabaka denklemleri

Momentum denklemi Sekil 4.3. deki diisey levhada x

yoni ic¢in yazilirsa, -X yoniinde etkiyen ic¢ kuvvet,
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uﬁu+ du_F°u 19p
d x Vﬁyﬁyﬁyz;)ﬁx &

olacaktir. Gercgekte, y yoniinde basinc dedisimi olusturacak

(4.54)

bir i¢ kuvvet s6z konusu olmadidindan, basing sadece X’in

fonksiyonudur ve dedisimi, seviye farkindan dolayidir

9p _ dp _
ox dx P8 (4.55)

(4.55) esitligi (4.54)’de yerine konulursa,

SUASNCA R A NP (4.56)
ox oy Yoy TpWP ‘

ifadesine ulasilir. Esitligin sad tarafindaki ilk terim

viskoz kuvvetlere, ikincisi ise yodunluk farkindan
kaynaklanan kaldirma kuvvetlerine karsilik gelmektedir.

Buradaki yodunluk farki terimi, hacimsel 1s1il genlesme

katsayisi (#) cinsinden ifade edilebilir. Tanim gered§i,

ﬁ:"%(g"%)" (4.57)
seklindedir. Tlirevsel terimin yvaklasik ifadesi
kullanilirsa,

ﬂz—%%—? (4.58)
ve

Po—p=pP (T-T,) (4.59)
sonucuna ulasilair. (4.59) esitligi (4.56)’da vyerine

konulursa x yoni momentum denklemi,

Su JPu IF%u
ztﬁx+v5y-q/ay2+gﬂ(T-TQ (4.60)

olarak elde edilir. Kaldirma kuvvetinin etkisi sadece
momentum denklemine yansidigindan, siireklilik ve enerji
denklemleri,

du Ov _

—+— =90 4.061
ox Jdy ( )

ve
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(4.062)

bulunur.

4.3. Matematiksel Formiilasyon

Problemin ¢ézumii icin “L” seklindeki diisey levha hali
esas alinarak gerekli formiilasyon yapilmistir. Bu amacla
coziimde seklin geometrisi ve ¢o6ziim bdlgesi dikkate alinarak
dort diigtmlid izoparametrik elemanlar kullanilmistir. Bu
nedenle doért digimlti sonlu elemana ait formiilasyon
incelenmistir. Problem bir levha problemi olup iki boyutlu
olarak ele alinmistir. Bu durumda sistemdeki bir digimin x
ve y dodrultusunda iki bileseni olur. Yani sistemin

serbestlik derecesi 2’dir. Fourier Kanunu genel olarak

yazilirsa,
a qx 5qy ﬁqz) ﬁ T
_ = po—— 4.
(ax+ay+az+g e (4.63)

{ T 8T aq

dx = k,, Ox +ki, 3y +kys P (4.64)
T T T
dy = -(k2,5—'+k220,’ k23-5—z) (4.65)
oT orT orT
Q= _(k315’_ k325y k33a—z‘) (4.66)
ifadeleri elde edilir (Huebner,1982). Izotropik malzeme
ic¢in,
(az'az’a q arT .6
ox* oy* 87 Y (4.67)

Bu ifadede; p yodunlugu, c 6zgiill i1siyil gdstermektedir. Iki

boyutlu levha igin;
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oiT (O'T  OT
ox’ oy ot

(4.68)

Bu son ifadeyi sonlu elemanlar metodu ile ¢&zim verecek
sekilde ifade edersek ve gerekli m katsayilr matrisleri

olusturulursa (5.7), (5.8), (5.9) nolu ifadeler elde edilir.

T”_T”“‘—k(azT 52Tj 4.69
PC A T "oy (4.69)
];_7L1

= +H{&|+ KT = {R, )+ {R, } +{R.} (4.70)

Kc

{7} -IcKT,. } + A K. | +|K, {73 = (R, + R, + R,}A 1 (4.71)

Katsayl matrisi (Eleman kapasite matrisi),

iIcl= | pc{N} [N]dQ (4.72)
o

Kondiiksiyon ifadesi;

K.|= [IBklac (4.73)
o

Konveksiyon ifadesi;

|K,|=[n {N} IN| ar (4.74)

Ylizey 1sinmasi;

®,|= [, (N} ar (4.75)

Yuzey konveksiyonu;

R|=[n T {N}dr (4.76)

ve transform edilmis eksen takimindaki durumu elde edilmis

olur.



2(x23)

v

Sekil 4.6. Dort digimld ve i1ki boyutlu izoparametrik eleman

4.4. Izoparametrik Formulasyon

Sekil fonksiyonu elemanlari sirasiyla

%(1+R)(1+S)=N4 (4.77)
%(I—R)(1+S)=N3 (4.78)
%(I—R)(l—S)=N1 (4.79)

%(1+R)(1—S)=N2 (4.80)



45

i
-

(-1, 1) (1, 1)

v
A

1 2
(-1,-1) (R=1, 8§=-1)

Sekil 4.7. Dért diguimli ve iki boyutlu

elemanin diiglim numaralari ve koordinatlarai.

oTr T

Bize — ve — tlirevleri gerekli olmaktadir.

ox oy

Bunun ig¢in zincir kuralini yazarak

dT:ﬂdx+ﬂdy:>aT:ﬁTﬁx+ﬁTﬁy
dx Oy OR JxIR OydIR

=§Tw+aT®u$5T=5Tﬁx+ﬁTdy
2y oy oS Odxds Jdyds

dT

izoparametrik

(4.81)

(4.82)

elde edilir. (4.81)ve (4.82) ifadeleri matris formunda

yazllirsa;

oT| |dx dyl|ldT

OR|_|O6R OR|dx
8T " |éx oy||dT

ds| |68 oS|Iy

ox 9y

J_|6R oR
ox Oy

E;; os

Jakobian matris;

Buradan gerekli tiirevler alinirsa;

orT orT

5x _J—laR
oI\ " 6T

ay os

(4.83)

(4.84)

(4.85)
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Izoparametriklerde x ve y de ayni interpolasyon fonksiyonu

ile yazilabilir.
X =Nx +N,x, + N;x; + N,x,

Y=Ny +N,y,+N,y;+ Ny, (4.86)
1
lez(l—R)(l—S) (4.88)
1
N, =7(+R)1-S5) (4.89)
1
Ny =7(1-R)(1+5) (4.90)
1
N4=Z(1+R)(1+S) (4.91)
ox 1 1 1 1
ﬁz—z(l--S)xl+Z(l——S)x2—Z(1+S)x3+z(l+S)x4 (4.93)
dx &N, o N. O N. O N,
25" o8t as Nt o5 Bt s N (4.94)
1 1
-Z;:—i;=_z(1—R)xl—%(1+R)x2+%(1—R)x3+z(l+R)x4 (4.93)
1% O N, J N. é N, O N,
TR IRV IRI T IR IR L
sy 1 1 1 1
ZR= 20+ A=8)y, — 5 A+ 8)y, + 1+ 8y, (4.97)
y 1 1 1 1
'3§=—ZU—RDG-ZU+RDQ+ZU—RD6+ZU+RD% (4.98)
Buradan Jakobian matris:
1 1 1 1 1 1
—ZU—QM+ZO—@%—ZU+®&+ZU+@M —Zﬂ—ﬂx+zﬂ—ﬂnﬁu

J=
1 1 1 1 1 1
- Z(l —R)x, - Z(l + R)x, + Z(l - R)x, +Z(l + R)x, - Z(l -R)y, - Z(l +R)y,+...

bulunur. (4.99)
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4.5. Sonlu Eleman Formilasyonu

Problemin sonlu elemanlar metodu ile g¢6ézimiini yapabilmek
icin (4.63), (4.64), (4.65), (4.66) nolu ifadeler matris

ortaminda yeniden yazilarak sayisal ¢cozlim yontemi

gelistirilebilir.
(a q"+5qy+ﬁq’)+ I (4.100)
ox oy T a8z) 875 :

Fourier Kanunundan, anizotropik (genel) malzemeler igin;

orT or orT
x = ky—+k,—+k,— 4.101
Q (”o”t 25 1sé,tj ( )
or or oT
= - |k, —+k,—+k,,— 4.102
dy ( gy 3y 23 ﬁzj ( )
orT orT orT
dz = - (ksl'a—x"’kazé,—y"'ksszj (4.103)
Homojen ve izotropik malzemeler icgin:
kio= k; 3= k= k= k= k;= 0 (4.104)
oldugundan,
orT
=ty
oT
qy=—k0,,—y k,=ky,=k,=k ‘'dm. (4.105)
orT
__k_
q3 az

(Iki boyutlu ¢dzim icin gs; terimi kullanilmayacaktir.)

|N*Is1 interpolasyon matrisi

IN|=|N,N,N,N, (4.106)
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|Bl Is1 gradyan interpolasyon matrisi sdyle bulunur:

oT

ﬁ =18 {7} (4.107)
dy
I
{ﬂ:i% T=N,T +N,T,+N,T, +N,T, (4.108)
3
T,

o”T_o”NlT ﬁN%r 5N5T 5N@T
Ox_ Ox Wt Tax 2T o Bt (4.109)
o”T_ﬁN,T+5N2T+6N3T+é’N4T .
dy Jdy ' dy ? S8y * oJy *
Matris formunda vyazilirsa;
oT) |#N, 6N, 8N, oN,| |5
x| |6x ox éox ox|)bk
OT[(T|@6N, 0N, N, @N, T, (4.110)
Jy dy dJdy dJby Oy T,
v v et
|3 {1}
O halde ﬂﬂ matrisi;
N, &N, AN, &N, L
_|dx JIx Ix IOx L
|B|‘5N, AN, ON, AN, ' {1} = I (4.111)
dy Jy Jy dy T,
bulunur. (4.110) esitligi sembolik olarak yazilirsa,
or
x|\ _\p (T
ﬁ]“¢| {} (4.112)

Y
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elde edilir.

Direngenlik matrisinin elde edilmesi:

AJirlikla kalici metod (Galerkin formiili) uygulanirsa

(4.10) nolu genel 1s1 iletim diferansiyel denklemi,

3q 5%) T
| ==L |+ g=pe—— 4.11
(ﬁx+ﬁy +g=pe ( 3)
asagidaki sekli alir:

sq, 94, ar)

— = — —|N, dQ 4.114
Q{,(ax oy E7P5:)N ( )

Eleman integralini g&stermektedir.
Q@

e : Eleman

Q) : Eleman boyunca integral sahasi

N; . i’yinci sicaklik interpolasyon matrisi (i=1,2,3,4 dir).

V74
| (é—qx +_qy)NidQ (4.115)
go\ X Jy

integral soyle vyazilabilir:

oN, 2 N‘”qx}dg (4.116)

ol ox oy |lay
Bu calismada icinde 1si1i {iretimi olmayan bir sistem ele
alinmistir. 4.116 nolu ifadeye Gaus teoremi uygulanarak
integral islemi yapilair. (Bu teorem eleman sinlri boyunca

1s1 akisinin ylizey integrallerini isleme sokma anlamini

tasimaktadir.) Eleman siniri I' olsun. Buradan;

Q| ~—rte




50

Igc Tw. do- j[ﬁN" @’L]{qx}dg
ao® gol 6x Oy ||ay

= [oN, da- | (q.;z)MdF (4.117)

Q® re®
elde edilir. Yiizey integrali §,,5,,5, ylizeyleri Dboyunca

integrallerin toplami olarak yazilabilir.

dN. ZN. X
- i 2N )4 do =
ol & X y| |ay

Jon, da-[(gm N, dr+ [q, N, dT - [T -T))N, dr
Qe 8, S2 53

(4.118)

q. ve q, soyle de yazlabilir;
6T

k 0 O X
o {gx =W o (4.119)

Ax
dy

ot
o

veya

Z" = —k|B| {T} (4.120)

y

sonu¢ olarak ara islemlerden sonra,

{2}

|K,,|] {T}={RT}+{RQ}+{Rq}+{Rh} (4.121)
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bulunur. Burada

icl= [ pe (N} IN| d©> (4.122)
Qe
N
N2
{(N}=1 . Nl=[§, N, N, N,] (4.123)
Na
= [ [B"|IB| 4 ( Kondiiksiyon) (4.124)
@
|K,,|: Ih {N}IN| dQ ( Konveksiyon) (4.125)
qf@
{R T} I(q n) {N}dr ( Ozel diigiim sicakliklar1 ) (4.126)
{RQ} Ig {N} dQ (ic 151 kaynag1) (4.127)
{Rq} Iqs {N} dr (Ozel yiizey 1sinmast) (4.128)
{Rh jh Ta {N} dI' (Yiizey konveksiyonu) (4.129)

p: 6zgll kiitle

c: Ozgll 1s1

veya,

1 {13 +1ct {i}+ (73 =0 (4.130}
Burada,

H =|,|+|x,| (4.131)
|C| :Biliniyor.

{F}=-{R,}-{R,} (4.132)
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At (4.133)

veya daha hassas olarak yazilirsa,

(T [l 0] |-+ 2 @, - 1L gy, (4130
{T o = (Al + 55 1) (-{F}+27[Sl {1}, _zl%lt {1}, _m) (4.135)

elde edilir.
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5. SAYISAL C¢OzZUM VE SONUCLARI

5.1. Sonlu Eleman Aginin Uretilmesi (Mesh Generation)

Sonlu elemanlar metodu ile vyapilan analizlerde sonlu
eleman a§inin elde edilmesi ilk vyapilan islemdir. Bu ag,
analiz icin gerekli olan diigiim koordinatlarini ve her bir
elemani cevreleyen diigim numaralarini igerir. Her bir
elemanin bir kenarinda iki, biitiin elemanlarda ise toplam
dort adet diigim bulunmaktadir. Elemanlarain
numaralandirilmasi sistematik bigimde vyapilmis ve yine
bunun i¢inde bilgisayar programl hazirlanmistir.
Analizlerde, diigiim numaralari ve dligim koordinatlarinin
bilgisayara veri olarak girilmesi gerekmektedir. Ylizlerce
dii§umiin koordinatlarinin ve bir o kadar diigim numaralarinin
disaridan bilgisayara yliklenmesi ¢ok giic ve zaman alicidir.
Bu sekildeki bir uygulama hata yapma riskini de dogurur.
Bunun icin sonlu eleman adi, hazirlanan bilgisayar programi
yardimi ile otomatik olarak vyapilmistir. Bu sekildeki
otomatik bdlmeleme programi Ek 1’de verilmistir.

Levha ™ L ” seklinde olup yatay ve diisey kisimdaki x
ve Yy doéruléularlnda kacg eleman olacaga 6nceden
belirlenmelidir. Calisma konusu levhanin boyutlari da belli
oldugundan herbir elemanin boyutlari ortaya c¢ikacaktir.
Bunun ic¢in ©nce herbir eleman ve bu elemanin hangi
diiimlerde olustudu program yardimi ile belirlenir. Daha
sonra bu verileri giris verisi olarak kullanan ikinci bir
program diigim numaralarini ve bunlara karsilik gelen
koordinatlari belirler. Bu iki programla Dbelirlenen
elemanlar ve diJim numaralari ile diiglim numaralari ve
koordinatlar esas ¢6zlimli yapan program tarafindan giris
verisi olarak kullanilir. Bu sekilde incelenen levha icin

olusturulan adda 219 eleman ve 260 diiglim ortaya c¢ikmistir.
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255m'«or-mm260
b bed bl bl B

249 o 254

243mmr-mm248
oOjolo]Oo|o
1 I I I

237 242

231 2386

2258 230

219 224

213 218

207 212

201 206

195 200

159 154

154 170

103 102
565 j80

69 85
49 53[54l55 64

52 68
33| 413

35 51
17? 32

18 34
1 3 5 7 9 11 13 15

1 3 5 7 g 11 13 15 17

Sekil 5.1. Otomatik bdlmelenmis levha.

Sekil 5.2. Bazi elemanlar ve diigiim numaralari



55

Tablo 5.1. Bazi elemanlar ve diglm numaralari

Eleman 1.DUgim 2.DUglm 3.DuJlm 4.Dugiim

No

53 56 57 74 73
54 57 58 75 74
55 58 59 76 75

Tablo 5.2. Bazi diigiim numaralari ve koordinatlar

Diiglim x Koordinati y Koordinat:

No (mm) (mm)
56 15.00 17.33
57 18.75 17.33
58 22.50 17.33
59 26.25 17.33
73 15.00 21.66
74 18.75 21.66
75 22.50 21.66
76 26.25 21.66

5.2. Sonlu Eleman Aginda Diigiim Sayisi Optimizasyonu

Sonlu eleman analizi ic¢in incelenen levha, elemanlara
boliinmekte ve diiglimler ortaya ¢ikmaktadir. Sonlu eleman
agindaki toplam diigiim sayisinin O6nemi oldukg¢a Dblyliktir.
Diiglim sayisinin fazla tutulmasi daha hassas sonug¢larin elde
edilmesine yardimci olur. Ancak arttirma isleminin belirli
bir sinirinin olmasi gerektigi de olduk¢a dogaldir. Yani

optimum ¢dziime gidilmesi zorunluludu séz konusudur.
Inceleme konusu olan “L” seklindeki dik kompozit

plakalarda wuygun digim sayisinin tespiti ig¢in arastirma
yapilmistir. Plaka cesitli sayilarda elemanlara bdliinerek

¢cbzlimler yapilmistir. Bu c¢bzimlerde esit zaman araligdinda
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elamanlardaki sicaklik dadilimlari incelenmistir. Diisey
yondeki komsu elemanlar dikkate alinarak, elemanlardaki
sicaklik degisimleri hesaplanmis ve sonug¢lar Sekil 5.3.’de
grafik olarak sunulmustur.

Go6rildigli gibi eleman sayilari 141, 188, 219, 256,
303, 339, 366 olarak alinmistir. Yapilan analizlerde
bulunan sicaklik de§erinin sicaklik de§isimlerini gosteren
grafik incelendiginde kiiclik eleman sayisi kullanilan
6rnekte, komsu elemanlar arasi sicaklik dedisiminin yiiksek
oldugu goriilecektir. Eleman sayisi arttirildiginda bu edim
diizelmekte, sicaklik dedisimi azalmaktadir. 188-366 eleman
araliginda eleman sayisi arttigi halde, sicakliktaki
de§isimin yliksek olmadigi gézlenmektedir. Eleman sayisinin
tespitinde bu aralik, calisma aralidi olarak secilebilir.
Bilgisayar ¢6ziim zamanini da dikkate alarak vyapilan

analizlerde 219 eleman ve 260 diiim sec¢ilmistir.

212,00
<

211,00 N

210,00 —e— 141-Heman

200,00 —&— 188-Heman
~ \ —&— 219-Beman
‘% 208,00 —ea—256-Beman
& 207,00 —o— 303-Heman

—&— 339-Heman

206,00 —=— 366-Beman

205,00

204,00 t -+ t |

Dagim 69 Dugtim 52 Digam 35 Digam 18 Digam 1

Sekil 5.3. Degisik sayida bolmeleme nedeniyle diisey

yoéndeki komsu diiglimlerde sicaklik de@isimi.
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5.3. Baglangi¢ Sartlari ve Kritik Dugumler

“1L” seklinde birlestirilen dik kompozit ve izotropik
plakalarda, malzemenin cinsi defistirilerek modeller
tizerinde sicaklik dagilimlari incelenmistir. Malzemenin
cinsi degistirilirken malzeme kalinli§i ve sodutma ortama
da birlikte degistirilmistir. Baslangi¢ sicakligi 450 °C
alinarak sogutma ortamlara ile malzeme kalinlig:
degistirilmis ve soduma sirasinda plakalarda meydana gelen
sofuma edrileri elde edilmistir. Bulunan deferler tablo ve
grafikler halinde verilmistir. Grafiklerde kullanilan
edriler igin Sekil 5.4 de verilen eksenler {izerindeki dugiim
noktalari referans alinmistir. Sekilde numaralandirilan
dogrular boyunca bazi kritik diigimler dikkate alinmis olup,
diigim numaralari Tablo 5.3 de verilmistir. Ayrica c¢oziimde
kullanilan malzemelere iliskin 1si1l 6zellikler Tablo 5.4,
5.5 ve Sekil 5.5 ’dedir.

@

@@ ®
e
()

®
N

Sekil 5.4. Kompozit plakada incelenen eksenler.
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Tablo 5.3. Dikkate alinan diiglim numaralari

Eksen No Dikkate Alinan Dugiimler
258-234-216-198-192-174-157-140-89-72-38-4
166-132-98-81-47-13

231-232-233-234-235-236
189-190-191-192-193-194
171-172-173-174-175-176
154-155-156-157-158-159-160-161-164-167-170
137-138-139-140~-141-142-143-144-147-150-153
86-87-88-89-90-91-92-93-96-99-102
35-36-37-38-39-40-41-42-45-48-51

W 0 3 & U W N =

Tablo 5.4. CozlUmde kullanilan malzZemelerin i1sil 6zellikleri

p (kg/m’) Cp (J/kg°C) k (W/m°C)
Celik 7801 473 43
Bakir 8954 383 386
Aliiminyum 2707 896 204
Princg 8522 385 111

Tablo 5.5. (Co6zimde kullanilan c¢esitli ortamlar icgin 1sa

transfer katsayilari.

Akigkan Isi Transfer Katsayisi h (W/m?°C)
Disiik hizdaki hava (Durgun) 9.297*104+1.453*10'5*(273+T)
Su (Durgun) 5.863

Yad (Durgun) 0.4188+1.256%107> * ((273+T)
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Yilzey Sicakligi (°C )

Piskiirtmede 1s1i transfer katsayisinin degisimi

Sekil 5.5.

(Han, 1977) .
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5.4. Farkli Sogutma Ortamlarina Birakilan Celik-Bakir

Kompozit Plakada Sicaklik Dagiliminin Arasgtirilmasi

Sogutma sirasinda sicaklak dagiliminin malzeme
kalinliina ve sodutma ortamina bagdli olarak dedisimini
gdrmek i¢in ayni tiir malzemeler ic¢in farkli kalinliklar ve

sodutma ortamlari kullanilarak cOzlimler yapllmistir.
Sayisal c¢oziimde baslangi¢c sicakliga ig¢in 450°C, ortam

sicaklidi ise 20°C kabul edilmistir.
a) Havada Sogutma

Sicaklik dadiliminin kompozit malzeme kalinlidina
bagli olarak dedisimini g6rmek ic¢in Oncelikle sogutma
sirasinda i.,2.,3. saniye sonunda alinan deferler
plakalarain sekline uygun olarak tablolar halinde
verilmistir (Tablo 5.6., 5.7., 5.8., 5.9., 5.10., 5.11.).

Sayisal cozimde zaman araligyl 0.0016 saniye
alinmistir. 0.1 saniye aralikla elde edilen de{erler ise
yazdirilmistir. Levha sicaklidinin ¢evre ile termik dengeye
ulastidil =zaman sonunda (siirekli rejim) elde edilen biitiin
degerler kullanilarak Bolim 5.3.’de Dbelirlenen kritik
diglimler ig¢in grafikler ¢izilmistir (Sekil 5.7., 5.8.,
5.9., 5.10.).

Plakanin farkli malzemelere ait en uzak duglmleri
(levha 1’de 13 ve levha 2'de 258. diigum) incelendiginde,
lmm kalinlik igin, 67. Saniye sonunda 26 °C’lik max
sicaklik farki olusmaktadir. Stirekli rejime 1212 wve 1235.
saniyelerde ulasilmaktadir. Grafiklerden goriilecedi gibi 21
°C’ den 20 °C’ ye diismek ic¢in ortalama 350 saniyelik bir
slire gerekmistir. Bunun nedeni sicaklik farkinin c¢ok
diismesi ve 1s1i transferinin azalmasidir.

Cozlim 2mm kalinlaiktaki kompozit levha icin
yapildiginda, 100. saniye sonunda (302.45-283.68) 18.77

°C’1ik max sicaklik farki meydana gelmektedir. Grafiklerden

gbrilecedi gibi 21°C’ den 20°C’ ye diismek igin ortalama 700

saniyelik bir silire gerekmistir.
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Sekil 5.6.Celik-Bakir kompozit levhada en uzak digtmlerde

olusan sicaklik farki (SoJutma Ortami: Hava).

Plakanin farkli kalinliktaki malzemelere ait en uzak
ile diglim 258)

diigimleri

farklari Sekil 5.6 da verilmistir.

Tablo 5.6 Celik-Bakir kompozit levhada 1l.sn sonunda sicaklik

dagilimi (Levha kalinligzi:

ZAMAN=
D.NO=255
D.NO=249
D.NO=243
D.NO=237
D.NO=231
D.NO=225
D.NO=219
D.NO=213
D.NO=207
D.NO=201
D.NO=185
D.NO=189
D.NO=183
D.NO=177
D.NO=171
D.NO=154
D.NO=137
D.NO=120
D.NO=103
D.NO=86
D.NO=6e
D.NO= 52
D.NO=35
D.NO=18
D.NO= 1

445.06
445.06
445,06
445.06
44507
44507
44508
44509
445.11
445.14
445.20
445.28
44530
44533
44536
445.40
445.67
44587
446.01
446.11
448.25
446.25
446.25
446.25
446.25

1.00
445,06
445.06
445,06
445.06
445,07
44507
445.08
44509
445.11
44514
445.20
44528
44530
44533
44536
4540
445.67
44587
448.01
446.11
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

(dugtm 13

445.06
445.06
445.06
445.06
44507
445.07
445.08
445.09
445.11
44514
445.20
445.28
44531
44534
445.37
445.40
445.67
445.87
445.01
446.11
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

445,06
445.06
445.06
445.06
44507
44507
445.08
44509
44511
44514
445.20
445.29
44531
44534
44537
445.4
445.68
44587
44601
44611
446.25
448.25
446.25
446.25
446.25

1mm,

44506
445.06
445.06
445.06
445.07
445.07
445,08
445.00
44511
445.15
445.21
445.30
44533
44536
445.39
445.42
445.68
445.88
446.02
446.12
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

445.06
445.06
445.06
445.06
445.07
445.07
445,08
445.00
445.11

445.15
44521

44531

44534
445.38
445.44
44550
445.79
44597
446.08
446.16
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

446.27
448.21

446.20
446,21

446.23
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

arasindaki

446.24
446.26
446.26
446.25
448.25
446.25
446.25
446.25
446.25
448.25

44625
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

Sogutma ortami: Hava)

445. .25
448, 446.25
446.25 .25
446.25 .25
440. 446.25
446. 446.25
446.25 .25
446.25 .25
448. 446.25
446.25 .25

sicaklik

446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25
446.25

r
I

1