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3. BULGULAR VE TARTIŞMA.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4. UYGULAMALAR .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

KAYNAKLAR.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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ÖZET

Bu yüksek lisans tez çalışmasında Orlicz fonksiyonu yardımıyla aralık sayı

dizilerinin bazı uzaylarını tanımladık ve bu dizi uzaylarının sağladığı bazı özelliklerini

inceledik.

ANAHTAR KELİMELER: Metrik, metrik uzay, tamlık, tam uzay, aralık sayısı,

aralık dizi uzayı, Orlicz fonksiyonu.
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SUMMARY

Some Sequence Spaces of Interval Numbers Defined by Orlicz Function and

Applications

In this thesis, we introduce some new spaces of sequences of interval numbers

using by Orlicz function and examine some properties of resulting sequence classes of

interval numbers.

KEY WORDS: Metric, metric space, completeness, complete space, interval

number, interval numbers spaces, Orlicz function.
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SEMBOLLER LİSTESİ

R : Reel sayılar cümlesi,

IR : Aralık sayıları cümlesi,

¯̀∞ : Aralık değerli sınırlı diziler uzayı,

c̄ : Aralık değerli yakınsak diziler uzayı,

c̄0 : Aralık değerli sıfıra yakınsak diziler uzayı,

wi : Tüm aralık sayı dizilerinin uzayı.
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1. GİRİŞ

Aralık aritmetiği ilk olarak Dwyer [11] tarafından 1951 yılında önerildi ve 1959

ve 1962 yıllarında sırasıyla Moore ve Yang [13] aralık aritmetiğinin gelişimini biçimsel

bir sistem olarak değerini hesaplamayı sağladılar. Daha sonra Chiao [10], 2002 yılında

aralık sayı dizilerini oluşturdu ve aralık sayıları için alışılmış yakınsaklığı tanımladı. Son

zamanlarda, sırasıyla Şengönül ve Eryılmaz [15] aralık sayılarının sınırlı ve yakınsak

dizilerini tanımlayıp, bunların bir tam metrik uzay olduğunu ve Esi [1–5] ve Esi ve

arkadaşları [6–8] nolu referanslarda aralık sayı dizilerinin çeşitli yakınsaklık tanımlarını

ve bu dizi uzaylarının özelliklerini incelemişlerdir.

Aralık analizi nümerik analiz içinde yeni bir fikir değildir. Aralık aritmetiğinin ilk

prensipleri 1950’lerin ortalarında birbirinden bağımsız fakat eş zamanlı olarak Amerika

Birleşik Devletleri’nde Paul S. Dwyer (1951, [11]) ve Moore R. E. (1959, [23]), Polonya’da

Mieczyslaw Warmus (1956, [20]) ve Japonya’da Teruo Sunaga (1958, [21]) tesis

etmişlerdir. Aralık analizinin babası Moore R.E. olarak kabul edilmektedir. Çünkü

herşeyden önce onun makaleleri makine hesaplamalarında büyük bir gelişme sağlamış ve

hatta aralık metotları üzerindeki yayınları ve bunların uygulamaları

bugüne kadar devam etmektedir. Aralık analizi 1950’lerden sonra nümerik analizde

yüzen nokta (floating-point) aritmetiğinin hesaplamalarında bu konu ile ilgilenenler için

önemli olmaya başlamıştır. Bu konuyla ilgili ayrıntılı bilgi için

www.ima.umn.edu/∼arnold/ disaster/disaster.html internet adresine başvurulabilir.



2. METOT VE MATERYAL

2.1. Temel Tanım ve Kavramlar

Tanım 2.1.1. X boş olmayan bir cümle ve K cismi de R reel sayılar cismini veya C

kompleks sayılar cismini göstersin.

+ : X ×X → X

(x, y)→ x+ y

: K ×X → X

(a, x)→ ax,

dönüşümleri ile toplama ve çarpma işlemlerini tanımlayalım. Her x, y, z ∈ X ve her

a, b ∈ K için aşağıdaki koşulların sağlandığını kabul edelim.

1. x+ y = y + x,

2. x+ (y + z) = (x+ y) + z,

3. Her x ∈ X için x+ 0 = x eşitliğini sağlayan bir tek 0 ∈ X vardır,

4. Her x ∈ X için x+ (−x) = 0 eşitliğini sağlayan bir tek −x ∈ X vardır,

5. Her x ∈ X için 1.x = x,

6. a(x+ y) = ax+ ay,

7. (a+ b)x = ax+ bx,

8. a(bx) = (ab)x.

Bu durumda X cümlesine K üzerinde bir vektör uzayı (lineer uzay) ve

elemanlarına da vektör veya nokta adı verilir. K = R alınırsa X’e bir reel vektör

uzayı ve K = C alınırsa X’e bir kompleks vektör uzayı denir.

Tanım 2.1.2. Boş olmayan bir X cümlesi ve bir

d : X ×X → R+

(x, y)→ d(x, y)



dönüşümü verilsin. Eğer bu d dönüşümü her x, y, z ∈ X için

(M1) d(x, y) = 0⇔ x = y,

(M2) d(x, y) = d(y, x),

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (üçgen eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa X cümlesi üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını

alır ve bu durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Tanım 2.1.3. X bir vektör uzayı Y , X’in boş olmayan bir alt cümlesi olsun. Y , X

vektör uzayındaki işlemlere göre kendi başına bir vektör uzayı oluşturuyorsa Y ’ye X’in

bir (lineer) alt uzayı denir.

Tanım 2.1.4. X bir K cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

‖·‖ : X → R+

x→ ‖x‖ ,

dönüşümü her x,y ∈ X ve her a ∈ K için

(N1) ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

(N2) ‖ax‖ = |a| . ‖x‖,

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (üçgen eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa X üzerinde norm adını alır ve bu durumda (X, ‖x‖) ikilisine bir

normlu vektör uzayı adı verilir.

Tanım 2.1.5. Normlu uzay tanımında verilen üçgen eşitsizliği K > 1 olmak üzere

‖x+ y‖ ≤ K (‖x‖+ ‖y‖) şeklinde tanımlanırsa bu norma Quasi-norm denir.

Tanım 2.1.6. Quasi-norm ile tanımlanmış bir vektör uzayına Quasi-vektör uzayı denir.

Tanım 2.1.7. Bir (X, d) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X içinde bir limite

sahipse, bu (X, d) metrik uzayına tam metrik uzay adı verilir.

Tanım 2.1.8. (X, d) bir metrik uzay olmak üzere f : N→ X fonksiyonuna X içinde

bir dizi adı verilir ve f(n) = (xn) ile gösterilir.

Tanım 2.1.9. K = R veya K = C olmak üzere her n = 1, 2, . . . için xn ∈ K olan

x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) (veya kısaca x = (xn)) şeklindeki bütün diziler kümesi w
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olsun. Bu durumda aşağıdaki dizi uzaylarını tanımlayabiliriz [9]:

c0 =
{
x = (xn) ∈ w : lim

n→∞
xn = 0

}
,

c = {x = (xn) ∈ w : (xn) yakınsak}

ve

`∞ = {x = (xn) ∈ w : (xn) sınırlı} .

2.2. Aralık Sayıları

Çalışmamız boyunca a ≤ x ≤ b olacak şekildeki bütün x reel sayılarının

oluşturduğu kapalı bir aralığa aralık sayısı diyeceğiz. Böylece reel bir aralık, bir cümle

olarak göz önüne alınabilir. Aralık sayılarının cümlesini IR ile göstereceğiz. Çalışmamız

boyunca IR nin elemanlarını temsilen x (x = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}) gösterimini

kullanacağız. Şimdi xt ve xr ile x aralık sayısının sırasıyla başlangıç ve bitim noktalarını

gösterelim. Aralık sayılarının cebirsel ve analiz özelliklerini inceleyebiliriz.

Tanım 2.2.1 (Aralık Sayılarının Eşitliği). Herhangi x1 = [x1t , x1r ]∈ IR ve

x2 = [x2t , x2r ]∈ IR aralık sayıları için,

x1 = x2 ⇔ x1t = x2t , x1r = x2r

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.2.2 (Aralık Sayılarının Toplamı). Herhangi x1 = [x1t , x1r ]∈ IR ve

x2 = [x2t , x2r ]∈ IR aralık sayıları için,

x1 + x2 = {x ∈ R : x1t + x2t ≤ x ≤ x1r + x2r}

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.2.3 (Aralık Sayılarının Skalerle Çarpımı). Herhangi x1 = [x1t , x1r ]∈ IR

aralık sayısı ve α∈R için,

α ≥ 0 ise αx1 = {x ∈ R : αx1t ≤ x ≤ αx1r}

ve

α < 0 ise αx1 = {x ∈ R : αx1r ≤ x ≤ αx1t}

şeklinde tanımlanır.
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Tanım 2.2.4 (Aralık Sayılarının Çarpımı). Herhangi x1 = [x1t , x1r ]∈ IR ve

x2 = [x2t , x2r ]∈ IR aralık sayıları için,

x1.x2 = {x ∈ R : min{x1t .x2t , x1t .x2r , x1r .x2t , x1r .x2r} ≤ x

≤ max{x1t .x2t , x1t .x2t , x1r .x2t , x1r .x2r}

şeklinde tanımlanır. Şimdi IR üzerinde d̄ :IR×IR→ R+ fonksiyonunu

d (x1, x2) = max {|x1t − x2t | , |x1r − x2r |}

şeklinde tanımlayalım. d fonksiyonu ile birlikte (IR, d ) ikilisi bir tam metrik uzaydır

[11]. Özel olarak, x1 = [a, a] ve x2 = [b, b] seçilirse R’ nin mutlak değer metriği

d (x1, x2) = |a− b|

elde edilir.

2.3. Aralık Sayılarının Yakınsaklığı

Tanım 2.3.1. Her ε > 0 ve her k ≥ k0 için d (xk, x0) < ε olacak şekilde bir k0 pozitif

tamsayısı var ise x = (xk) aralık sayı dizisine x0 aralık sayısına yakınsıyor denir ve

sembolik olarak limk xk = x0 şeklinde gösterilir. Bu limitin varlığı

lim
k
xk = x0 ⇔ lim

k
xkt = x0t , lim

k
xkr = x0r

limitlerinin varlığı anlamındadır.

Çalışmamız boyunca wi ile reel terimli bütün aralık sayı dizilerinin cümlesini

göstereceğiz. wi dizi uzayı bir quasi-vektör uzayıdır [14] ve aşağıdaki şartları sağlar :

1. (xk) + (yk) = (yk) + (xk) ,

2. (xk) + ((yk) + (zk) ) = ((xk) + (yk) ) + (zk) ,

3. (xk) + (yk) = (xk) + (zk) ise (yk) = (zk) ,

4. α ((xk) + (yk)) = α (xk) + α (yk) ,

5. (α + β) (xk) = α (xk) + β (xk) ,

6. α (β (xk)) = (αβ) (xk) (αβ ≥ 0) ,

7. (xk) = [1, 1] (xk)
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wi nin sıfır elemanı θ = [0, 0] = 0 şeklindedir.

Tanım 2.3.2. E ⊂ wi olmak üzere x = (xk) ∈ E ve d
(
yk,, 0̄

)
< d(xk,, 0̄) eşitsizliği

sağlandığında y = (yk) ∈ E oluyorsa E aralık değerli dizi uzayına solid (normal) denir.

2.4. Aralık Sayılarının Bazı Dizi Uzayları

Bu bölümde aralık sayılarının sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı dizi uzaylarını

tanımlayacağız.

c0, c ve ¯̀∞ aralık dizi uzayları sırasıyla sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı aralık

sayı dizilerinin uzaylarıdır ve aşağıdaki şekilde tanımlanırlar:

c0 =
{
x = (xk) ∈ wi : lim

k
xk = θ, θ = [0, 0]

}
,

c =
{
x = (xk) ∈ wi : lim

k
xk = x0, x0 ∈ IR

}
,

¯̀∞ =
{
x = (xk) ∈ wi : supk{|xkt |, |xkr |} <∞

}
.

c0 , c ve ¯̀∞ uzayları wi uzayının alt uzaylarıdır.

Ayrıca her (xk), (yk) ∈ c0 (ya da c, ¯̀∞) için

d(xk, yk) = sup
k

max{|xkt − ykt|, |xkr − ykr |} (2.1)

olarak tanımlanan d, metrik aksiyomlarını sağlar [15]. Böylece (c0, d) (veya (c, d),

(¯̀∞, d)) bir metrik uzaydır.

Tanım 2.4.1. y ∈ wi, y = ([ykt , ykr ]) olduğunu varsayalım. Eğer ykt = ykr ise her

k ∈ N için y = (yk) dizisine dejenere aralık dizisi denir.

x = (xk) ve y = (yk) dejenere aralık dizisi ise (2.1) de verdiğimiz metrik bildiğimiz

reel veya kompleks sayıların sıfıra yakınsak, yakınsak ve sınırlı

dizi uzaylarındaki

d(xk, yk) = sup|xkt − ykt|

metriğine indirgenir.

Kolaylıkla görebiliriz ki bütün reel değerli dizilerin w uzayı wi uzayının dejenere

olmuş şeklidir. Çünkü her reel sayı bir dejenere aralıktır. Böylece w nin her bir alt
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uzayına bir dejenere dizi uzayı denir. `∞, c, c0 dizi uzayları için sırasıyla bütün dejenere

sınırlı, dejenere yakınsak ve dejenere sıfıra yakınsak dizi uzayları diyebiliriz.

Tanım 2.4.2. x = (xk) ∈ wi, ∀ε > 0 için en az bir k0 ∈ N sayısı n,m ≥ k0 için

d(xn, xm) < ε olacak şekilde mevcut ise x = (xk) aralık dizisine aralık Cauchy dizisi

denir.

Teorem 2.4.1. (c0, d), (c, d), (¯̀∞, d) , (2.1) de tanımlanan metrik ile birer tam metrik

uzaydır.

İspat. Biz sadece (c0, d) nin tam metrik uzay olduğunu gösterelim. Diğerleri benzer

şekilde gösterilebilir.

Her n ∈ N için (xn) = (xnk) = (xn0 , x
n
1 , x

n
2 , . . . ) ∈ c0 ve (xn) bir Cauchy dizisi olsun.

Bu taktirde her ε > 0 için en az bir k0 ∈ N sayısını n,m ≥ k0 için d(xnk , x
m
k ) < ε olacak

şekilde bulabiliriz. Buradan

d(xnk , x
m
k ) = sup

n,m
max{| xnkt − x

m
kt |, |x

n
kr − x

m
kr |} < ε

ve

|xnkt − x
m
kt | < ε, |xnkr − x

m
kr | < ε

yazabiliriz. Böylece (xnk) , R de bir Cauchy dizisidir. R de bir Banach uzayı olduğu

için (xnk) yakınsaktır. O halde her k ∈ N için limn→∞ x
n
k = xk diyelim. Böylece her

n,m ≥ k0 için d(xnk , x
m
k ) < ε olduğundan

lim
m→∞

d(xnk , x
m
k ) = d(xnk , lim

m→∞
xmk ) = d(xnk , xk) < ε.

Böylece n→∞ için xn → x olur. Diğer taraftan,

d(xk, x
n
k − xnk ) = sup

k
max{|xkt − (xnkt − x

n
kt)|, |xkr − (xnkr − x

n
kr)|}

≤ sup
k

max
{
|xkt − xnkt|+ |x

n
kt|, |xkr − x

n
kr |+ |x

n
kr |
}

≤ sup
k

max{|xkt − xnkt |, |xkr − x
n
kr |}+ sup

k
max{|xkt|, |xkr |}

olduğundan x ∈ c0 dir.

Klasik dizi uzayları üzerindeki norm fonksiyonu, aralık sayılarının dizi uzaylarına

genişletilebilir. λi nin wi nin bir alt cümlesi olduğunu kabul edelim ve aşağıdaki tanımı

verelim.
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Tanım 2.4.3. λi üzerindeki negatif olmayan ‖·‖λi : λi → R+ ∪ {0} normu aşağıdaki

özellikleri sağlar.

Her x, y ∈ λi ve her α ∈ R, x ∈ λi\{θ} için

N1) ‖x̄‖λi > 0,

N2) ‖x̄‖λi = 0 olması için gerek ve yeter şart x = θ = [0, 0],

N3) ‖x̄+ ȳ‖λi ≤ ‖x̄‖λi + ‖ȳ‖λi ,

N4) ‖αx̄‖λi = |α|. ‖x̄‖λi .

Kolaylıkla gösterilebilir ki (c0, d), (c, d) ve (¯̀∞, d) uzayları da birer normlu uzay

haline getirilebilir. Burada

d(xk, θ) = sup
k

max{|xkt − θkt |, |xkr − θkr |} = sup
k

max{|xkt |, |xkr |},

θ = [0, 0] elemanı; c0, c ve ¯̀∞ uzaylarının birim elemanıdır.

Teorem 2.4.2. c0, c ve ¯̀∞ uzayları

‖x̄‖ = sup
k

max{|xkt |, |xkr |}

normuyla normlu aralık uzaylarıdır.

İspat. λi = c0 (c veya ¯̀∞) ve x, y ∈ λi olsun.

N1) ‖x̄‖λi = supk max{|xkt|, |xkr |} olduğu için her x ∈ λi\{0} için ‖x̄‖λi > 0 olduğu

kolayca görülür.

N2) ‖x̄‖λi = 0⇔ supk max{|xkt |, |xkr |} = 0⇔ x = θ.

N3)

‖x̄+ ȳ‖λi = sup
k

max{|xkt + ykt|, |xkr + ykr |}

≤ sup
k

max{|xkt|+ |ykt |, |xkr |+ |ykr |}

= sup
k

max{(|xkt |, |xkr |) + (|ykt |, |ykr |)}

≤ sup
k

max{(|xkt |, |xkr |)}+ sup
k

max{(|ykt|, |ykr |)}

= ‖x̄‖λi + ‖ȳ‖λi .
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N4)

‖αx̄‖λi = sup
k

max{|αxkt |, |αxkr |}

= |α|.sup
k

max{(|xkt |, |xkr |)}

= |α|. ‖x̄‖λi .

Bu durumda ‖x̄‖λi , λi üzerinde bir normdur. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 2.4.4. M : [0,∞) → [0,∞) olsun. Eğer M fonksiyonu sürekli, azalmayan,

konveks, M(0) = 0, x > 0 için M(x) > 0 ve x →∞ iken M(x) →∞ şartlarını

sağlıyorsa Orlicz fonksiyonu adı verilir.

Bir M Orlicz fonksiyonuna, eğer M(2x) ≤ BM(x) (x ≥ 0) olacak şekilde bir

B > 0 sayısı karşılık geliyorsa, x’in bütün değerleri için ∆2–şartını sağlıyor denir.

Birçok yazar tarafından Orlicz fonksiyonu yardımıyla dizi uzayları tanımlanmış ve bu

uzayların sağladığı özellikler incelenmiştir, ayrıntılı bilgi için [16–18] nolu referanslara

başvurulabilir.

Lemma 2.4.1. Her k için pk > 0 ve H = supk pk, ak, bk ∈ C olsun. Bu takdirde

|ak + bk|pk ≤ C [|ak|pk + |bk|pk ]

C = max(1, 2H−1) dir.

Lemma 2.4.2. ak, bk ≥ 0, k = 1, 2, . . . , n olmak üzere

1. 0 < pk ≤ 1 ise
n∑
k=1

(ak + bk)
pk ≤

n∑
k=1

ak
pk +

n∑
k=1

bk
pk

2. pk ≥ 1 ise {
n∑
k=1

(ak + bk)
pk

}1/pk

≤

{
n∑
k=1

ak
pk

}1/pk

+

{
n∑
k=1

bk
pk

}1/pk

eşitsizlikleri mevcuttur [9].
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3. BULGULAR VE TARTIŞMA

M bir Orlicz fonksiyonu, s ≥ 0 bir reel sayı ve p = (pk) pozitif sayıların

0 < h = infkpk ≤ pk ≤ supkpk = H <∞ şartını sağlayan bir dizisi olmak üzere,

c0(M, p, s) =

x = (xk) ∈ wi : lim
k
k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk

= 0, s ≥ 0, r > 0

 ,

c(M, p, s) =

{
x = (xk) ∈ wi : lim

k
k−s

[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk

= 0,

s ≥ 0, r > 0, bazı x0 ∈ wi için

}
,

¯̀∞(M, p, s) =

{
x = (xk) ∈ wi : sup

k
k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk
<∞, s ≥ 0, r > 0

}
,

ve

¯̀(M, p, s) =

x = (xk) ∈ wi :
∑
k

k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk

<∞, s ≥ 0, r > 0


dizi uzaylarını tanımlayalım.

Teorem 3.0.3. ¯̀∞(M, p, s), c(M, p, s), c0(M, p, s) ve ¯̀(M, p, s) cümleleri koordinatsal

toplama ve çarpma işlemlerine göre kapalıdır.

İspat. Biz ispatı sadece ¯̀∞(M, p, s) cümlesi için yapacağız. Diğerleri benzer şekilde

yapılabilir.

+ : ¯̀∞(M, p, s)× ¯̀∞(M, p, s)→ ¯̀∞(M, p, s)

• : R× ¯̀∞(M, p, s)→ ¯̀∞(M, p, s)

işlemlerini tanımlayalım.

x, y ∈ ¯̀∞(M, p, s) alalım. Böylece

sup
k
k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk
<∞,



sup
k
k−s

[
M

(
d
(
yk, 0

)
r

)]pk
<∞

yazabiliriz. Şimdi

d(xk + yk, 0) ≤ d
(
xk, 0

)
+ d(yk, 0)

ve M Orlicz fonksiyonunun artanlığını kullanarak

M
(
d(xk + yk, 0)

)
≤M

(
d
(
xk, 0

)
+ d(yk, 0)

)
≤M(d

(
xk, 0

)
) +M(d(yk, 0))

bulunur. Ayrıca p = (pk) pozitif terimli dizisi için 0 ≤ h = infkpk ≤ pk ≤ supkpk =

H <∞ ve C = max(1, 2H−1) olduğundan Lemma 2.4.1 gereğince

[M(d(xk + yk, 0))]pk ≤ [M( d
(
xk, 0

)
)+M(d(yk, 0))]pk

≤ C[M(d
(
xk, 0

)
)]pk + C[M(d(yk, 0))]pk

olur. Ayrıca (k−s) sınırlı olduğundan

sup
k
k−s[M(d(xk + yk, 0))]pk ≤

sup
k
k−sC[M( d

(
xk, 0

)
)pk ] + sup

k
k−sC[M(d(yk, 0))]pk <∞

Böylece x + y ∈ ¯̀∞(M, p, s) olur. Şimdi de x ∈ ¯̀∞(M, p, s) ve α ∈ R alalım. O halde

supkk
−s[M(d(xk, 0))]

pk
<∞ yazabiliriz. d(αxk, 0) = |α|d(xk, 0) ve M Orlicz fonksiyonu

olduğundan

M(d(αxk, 0)) = M(|α|d(xk, 0)) ≤ |α|M(d(xk, 0))

ve p = (pk) pozitif sayıların sınırlı bir dizisi olduğundan

[M(d(αxk, 0))]
pk ≤ |α|pk [M(d(xk, 0))]

pk

elde edilir. Ayrıca (k−s) dizisi sınırlı olduğundan

sup
k
k−s[M(d(αxk, 0))]pk ≤ sup

k
k−s|α|pk [M(d(xk, 0))]pk <∞

elde edilir. Böylece αx ∈ ¯̀∞(M, p, s) olur.

Teorem 3.0.4. c0(M, p, s), c(M, p, s), ¯̀∞(M, p, s) dizi uzayları

d∞(x, y) = inf

{
r

pk
T : supkk

−s
[
M

(
d (xk, yk)

r

)]pk

≤ 1

}
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metriğine ve ¯̀(M, p, s) dizi uzayı da

dp(x, y) = inf

{
r

pk
T :
∑
k

k−s
[
M

(
d (xk, yk)

r

)]pk
≤ 1

}

metriğine göre tam metrik uzaylardır. Burada T = max(1, supk pk = H < ∞) ile

verilmektedir.

İspat. Biz sadece c0(M, p, s) uzayı için ispatı vereceğiz. Diğerleri benzer şekilde

yapılabilir. Öncelikle c0(M, p, s) cümlesinin verilen d∞(x, y) metriği ile metrik uzay

olduğunu göstermek kolaydır.

c0(M, p, s) nin tamlığını gösterebilmek için c0(M, p, s) uzayında (xik) = (xi0, x
i
1, . . . )

olmak üzere herhangi bir Cauchy dizisi alalım. Bu taktirde i, j →∞ için d∞(xi, xj)→ 0

yazabiliriz. O halde verilen ε > 0 için r > 0 ve x0 > 0 sayılarını ε
rx0

> 0 ve M( rx0
2

) ≥ 1

olacak şekilde seçelim. Böylece i, j ≥ n0 olduğunda d∞(xi, xj) < ε
rx0

olacak şekilde n0

tamsayısını bulabiliriz. Buradan

inf {r
pk
T : sup

k
k
−s
[
M

(
d
(
xik, x

j
k

)
r

)]pk

≤ 1} < ε

rx0

elde edilir. Şimdi, M

(
d(xik,x

j
k)

r

)
1≤M( rx0

2
) olduğundan, bu ifadeden

d
(
xik, x

j
k

)
d∞(xi, xj)

≤ rx0
2

yazabiliriz. Böylece d
(
xik, x

j
k

)
< rx0

2
ε
rx0

= ε
2

elde edilir. Bu ise (x
(i)
k ) dizisinin her sabit k

için IR de Cauchy dizisi olduğunu gösterir. IR uzayı d metriğine göre tam olduğundan

i → ∞ için xik → xk diyelim. Bu şekilde tanımlanan sonsuz tane limit yardımıyla

x = (xk) = ( x0, x1, . . . ) dizisini tanımlayalım. Böylece

lim
j→∞

sup
k
k−s

[
M

(
d
(
xik, x

j
k

)
r

)]
≤ 1,

yani

sup
k
k−s

[
M

(
d
(
xik, xk

)
r

)]
≤ 1

elde edilir. Şimdi i ≥ n0 seçelim ve r’ler üzerinden infimum alarak,

d∞(xi, x) < ε

12



elde ederiz. Böylece d∞ metriği için üçgen eşitsizliğini kullanarak

d∞
(
x, 0
)
≤ d∞

(
x, xi

)
+ d∞

(
xi, 0

)
ifadesi x = (xk) ∈ c0(M, p, s) olduğunu gösterir. (x

(i)
k ) keyfi bir Cauchy dizisi olduğundan

c0(M, p, s) bir tam uzaydır.

Teorem 3.0.5. a) infkpk=h > 0 olsun. Eğer x = (xk) ∈ c ise x = (xk) ∈ c(M, p, s)

dir.

b) Eğer x = (xk) ∈ c(p, s) ise x = (xk) ∈ c(M, p, s) dir. Burada

c(p, s) =
{
x = (xk) ∈ wi : lim

k
k−s[d (xk, x0)]

pk = 0, s ≥ 0, bazı x0 ∈ wi için
}

şeklinde tanımlıdır.

İspat. a) Kabul edelim ki x = (xk) ∈ c dir. Bu taktirde limk→∞ d(xk, x0) = 0

olacak şekilde x0 ∈ c vardır. M Orlicz fonksiyonu olduğundan limk→∞[M(d(xk, x0))] =

M(0) = 0 yazabiliriz. infkpk=h > 0 ve limk→∞ [M(d(xk, x0))]
h

= 0 olduğundan

0 < ε < 1 olmak üzere ∃k0 ∈ N sayısını her k > k0 için bu son eşitlikten

[M(d(xk, x0))]
h
< ε < 1 ve pk ≥ h

olduğundan bütün k lar için

[M(d(xk, x0))]
pk ≤ [M(d(xk, x0))]

h < ε

yazabiliriz. Böylece

lim
k→∞

[M(d(xk, x0))]
pk

= 0

bulunur. Ayrıca (k−s) dizisi sınırlı olduğundan

lim
k→∞

k−s[M(d(xk, x0))]
pk

= 0

elde edilir. Bu da x = (xk) ∈ c(M, p, s) olması demektir. Böylece istenen elde edilmiş

olur.

b) x = (xk) ∈ c(p, s) olsun. Bu taktirde k → ∞ için ak = k−s
[
d(xk, x0)

]pk →
0 yazabiliriz. ε > 0 verilsin. M Orlicz fonksiyonu 0 noktasında sürekli olduğundan

0 < δ < 1 sayısını 0 ≤ t ≤ δ için M(t) < ε olacak şekilde seçebiliriz.
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Şimdi

I1 =
{
k ∈ N : d(xk, x0) ≤ δ

}
I2 =

{
k ∈ N : d(xk, x0) > δ

}
cümlelerini oluşturalım. k ∈ I2 ve d(xk, x0) > δ için

d (xk, x0) < d (xk, x0) .δ
−1 < 1 +

[[
d (xk, x0) .δ

−1]]
yazabiliriz. Burada [[·]] tamdeğeri göstermektedir. Şimdi Orlicz fonksiyonunun

özelliklerini kullanarak, d(xk, x0) > δ olmak üzere

M(d(xk, x0)) ≤
(
1 +

[[
d (xk, x0) .δ

−1]])M(1)

≤ 2M(1).δ−1d (xk, x0)

ve k ∈ I1 için d(xk, x0) ≤ δ olduğundan M(d (xk, x0)) < ε yazabiliriz. Böylece

k−s[M(d(xk, x0))]
pk = k−s[M(d(xk, x0))]

pk
I1

+ k−s[M(d(xk, x0))]
pk
I2

yazarak

k−s[M(d(xk, x0))]
pk < k−sεH + [2M(1)δ−1]H .ak

elde edilir. Böylece k →∞ için limite geçilirse x = (xk) ∈ c(M, p, s) elde edilir. Böylece

istenen elde edilmiş olur.

Teorem 3.0.6. M1 ve M2 Orlicz fonksiyonları ve s, s1, s2 ≥ 0 olacak şekilde reel sayılar

olsunlar. Bu taktirde

a) c̄(M1, p, s) ∩ c(M2, p, s) ⊂ c(M1 +M2, p, s)

b) Eğer s1 ≤ s2 ise c(M, p, s1) ⊂ c(M, p, s2) dir.

İspat. a) x = (xk) ∈ c(M1, p, s) ∩ c(M2, p, s) olsun. Bu taktirde C = max(1, 2H−1)

olmak üzere Lemma 2.4.1 kullanılarak

[(M1 +M2)(d (xk, x0))]
pk = [M1

(
d (xk, x0)

)
+M2

(
d (xk, x0)

)
]pk

≤ C[M1(d (xk, x0))]
pk + C[M2(d (xk, x0))]

pk

elde edilir. (k−s) sınırlı olduğundan

k−s[(M1 +M2)(d (xk, x0))]
pk ≤ Ck−s[M1(d (xk, x0))]

pk + Ck−s[M2(d (xk, x0))]
pk

14



olur. x = (xk) ∈ c(M1, p, s) ∩ c(M2, p, s) olduğundan kolayca x = (xk) ∈ c(M1 +

M2, p, s) elde edilir.

b) Eğer s1 ≤ s2 olacak şekildeki reel sayılar ise k−s2 ≤ k−s1 yazabiliriz. Böylece

x = (xk) ∈ c(M, p, s1) ise x = (xk) ∈ c(M, p, s2) olacağı

k−s2 [M(d (xk, x0))]
pk ≤ k−s1 [M(d (xk, x0))]

pk

eşitsizliğinden açıktır.

Teorem 3.0.7. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde

a) Eğer 0 < infkpk = h ≤ pk ≤ 1 ise c(M, p, s) ⊂ c(M, s),

b) Eğer 1 ≤ pk ≤ supkpk ise c(M, s) ⊂ c(M, p, s),

c) ∀k ∈ N için 0 < pk ≤ qk <∞ olsun. Bu taktirde c(M, p, s) ⊂ c(M, q, s)

bağıntıları sağlanır.

İspat. a) Bu kısmın ispatı

k−s
[
M

(
d (xk, x0)

r

)]
≤ k−s

[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk

eşitsizliğinden açıktır.

b) Bu kısmın ispatı ise

k−s
[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk

≤ k−s
[
M

(
d (xk, x0)

r

)]
eşitsizliğinden açıktır.

c) Herhangi bir x = (xk) ∈ c(M, p, s) alalım. Bu taktirde

lim
k
k−s

[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk

= 0

yazabiliriz, k’nın yeterince büyük değerleri için bu limit yardımıyla

k−s
[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk

≤ 1

yazabiliriz. M Orlicz fonksiyonu azalmayan olduğundan bu ifadeden

lim
k
k−s

[
M

(
d (xk, x0)

r

)]qk

≤ lim
k
k−s

[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk

= 0

yazabiliriz ki bu da x = (xk) ∈ c(M, q, s) olduğunu gösterir.

15



Teorem 3.0.8. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde

a) ¯̀∞ ⊂ ¯̀∞(M, p, s),

b) Eğer M sınırlı ise böylece ¯̀∞(M, p, s) = wi dir.

İspat. a) x = (xk) ∈ ¯̀∞ olsun. Bu taktirde supkd
(
xk, 0

)
< ∞ olduğundan

d
(
xk, 0

)
≤ G olacak şekilde G ≥ 0 sayısı bulunabilir. M Orlicz fonksiyonu olduğundan

(M(d
(
xk, 0

)
)) dizisi de sınırlıdır. O halde

k−s[M(d(xk, 0))]
pk ≤ k−s[M(G)]pk

≤ k−s[M(G)]H <∞

olur. Yani x = (xk) ∈ ¯̀∞(M, p, s) dir.

b) M Orlicz fonksiyonu sınırlı olsun. Bu takdirde x = (xk) ∈ wi için M Orlicz

fonksiyonunun sınırlılığını kullanarak

k−s[M(d(xk, 0))]
pk ≤ k−sLpk ≤ k−sLH <∞

yazabiliriz. Buradan x = (xk) ∈ ¯̀∞(M, p, s) olur. Böylece ¯̀∞(M, p, s) = wi elde edilir.

Teorem 3.0.9. ¯̀∞(p), c0(p), ¯̀(p) uzayları solid uzaylardır.

İspat. Herhangi bir x = (xk) aralık sayı dizisi ¯̀∞(p), c0(p), ¯̀(p) uzaylarından herhangi

birine ait olmak üzere d
(
yk, 0

)
≤ d(xk, 0) sağlansın. O halde

sup
k

[d
(
yk, 0

)
]
pk ≤ sup

k
[d
(
xk, 0

)
]
pk
<∞

lim
k

[d
(
yk, 0

)
]
pk ≤ lim

k
[d
(
xk, 0

)
]
pk

= 0

ve ∑
k

[d(yk, 0)]
pk ≤

∑
k

[d(xk, 0)]
pk
<∞

elde edilir ki bu da y = (yk) dizisinin bu uzaylara ait bir eleman olacağını gösterir.

Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.0.10. ¯̀∞(M, p, s), c0(M, p, s), ¯̀(M, p, s) uzayları solid uzaylardır.

İspat. Teorem 3.0.9 ve Orlicz fonksiyonunun artanlığı kullanılarak ispat kolayca

verilebilir.
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4. UYGULAMALAR

Aralık analizi nümerik analizde sayıların yerine reel sayıların kapalı aralıklarının

hesaplamada kullanıldığı dallarından biridir. Aralık analizi kesinlikle doğru olan

hesaplama sonuçlarını elde etmek için kullanılır. Sıradan bir hesaplamanın sonucu reel

eksen üzerinde doğru cevaptan bilinmeyen uzaklıkta bulunan bir noktadır, ve sorumuz

bu uzaklık ne kadardır? Çoğu durumda verilen cevap “çok küçük” şeklindedir. Fakat

bu küçüklüğün ne kadar olduğu açık değildir. Bazı durumlarda bu uzaklığın değerinin

bilinmesi çok önemlidir. Bu amaçla hesaplama hatalarının değerlendirilmesi gereklidir.

Bir aralık hesabının sonucu olan bir aralık, bir sayı çifti ile oluşturulan bir alt ve bir

üst sınır olarak cevabı tam olarak garanti altına alır. Ancak yine de gerçeği tam olarak

bilemeyebiliriz, fakat en azından ne kadarını bilmediğimizi bilme şansına sahibiz [22].

Aralık analizi bize hesaplanan sonucun doğru olduğunu nasıl garanti edebilir? Cevabı

çok basittir, çünkü aralık analizini kullanarak hataların birçok çeşidini her adımda

tahmin edebiliriz. Örneğin veri girişi hataları, yuvarlama hataları ve kesme hataları

gibi.

Aşağıda vereceğimiz örnekle aralık analizini kullanarak nümerik hesaplamalarda

hatanın nasıl hesaplanabileceğini gösterelim. Hemen belirtelim ki bu örnek yuvarlama

hatasının etkisini göstermektedir.

x = −0.531 için,

y = 1 + x+
x2

2

ifadesini hesaplayalım.

y = 1− 0.531 +
(−0.531)2

2
= 0.6099805

ifadesini üç ondalıklı olarak yuvarlama yaparak y = 0.610 elde ederiz. Şimdi hatanın

büyüklüğünü görelim, bu hata 0.610− 0.6099805 = 0.0000195 elde edilir.

Şimdi aynı hesabı aynı makinede üç ondalığa kadar aralık kullanarak yeniden

yapalım. Her şeyden önce

x2 = (−0.531)2 = 0.281961 ∈ [0.281, 0.282]



olduğunu gözlemleyelim ve bu aralığı hesaplama süresince kullanalım. O halde

y = 1− 0.531 +
(−0.531)2

2
∈ 0.469 +

1

2
[0.281, 0.282]

⊂ 0.469 + [0.140, 0.141] = [0.609, 0.610]

elde edilir. Dikkat edilirse y’nin doğru değeri kesinlikle [0.609, 0.610] aralığına aittir.

Reel sayılar cümlesinde bütün kapalı aralıkların oluşturduğu cümle reel bir vektör

uzayı değildir. Bunun ana sebebi de her bir aralığın toplamsal tersinin bulunamayacak

olmasındandır. Fonksiyonel analizin temel konularından birinin vektör uzayları olduğu

iyi bilinmektedir. Bundan dolayıdır ki çeşitli araştırmacılar fonksiyonel analizde aralık

uzayları üzerinde bir teori geliştirmeye çalışmışlardır. Bunun öncü çalışması da

fonksiyonel analizdeki geleneksel Hahn-Banach Genişleme Teoremi’nin Non-lineer

Analiz, Vektör Optimizasyonu ve Matematiksel Ekonomi alanlarında çok kullanışlı

olmasından dolayı aralık uzayları üzerinde Hahn-Banach Genişleme Teoremi’ni

oluşturmaktır. İlk olarak aralık uzayları ve standart olmayan normlu aralık uzayları

oluşturuldu. Aralık normlu uzaylar diğer uzaylara göre kıyaslandığında az bilinirler.

Fakat son zamanlarda birçok yazar bu uzayları çalışmışlardır. Örnek olarak 2010 yılında

Wu [19] tarafından yayınlanan makalede standart olmayan normlu aralık uzaylarında

Hahn-Banach Teoremi adlı çalışmaya bakılabilir.

Şimdi tez çalışmamızda ele aldığımız aralık dizi uzaylarına ait bazı örnekler verelim:

Örnek 4.0.1. M(x) = x, s = 1 ve her k için pk = 1 olmak üzere x = (xk) aralık sayı

dizisini xk =
[
1, 1 + 1

k

]
olacak şekilde tanımlayalım. O halde

d
(
xk, 0

)
= max

{
|1− 0| ,

∣∣∣∣1 +
1

k
− 0

∣∣∣∣} = 1 +
1

k

olur ve

sup k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk
= supk−s

(
1 +

1

k

)
<∞

elde edilir. Böylece x = (xk) ∈ ¯̀∞(M, p, s) bulunur.

Örnek 4.0.2. M(x) = x, s ≥ 0 ve her k için pk = 1 olmak üzere x = (xk) aralık sayı

dizisini xk =
[
− 1
k
, 1
k

]
olacak şekilde tanımlayalım. Bu taktirde

lim
k
xk = lim

k

[
−1

k
,

1

k

]
= 0 = [0, 0],
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d
(
xk, 0

)
= max

{∣∣∣∣−1

k
− 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1k − 0

∣∣∣∣} =
1

k

olup,

lim
k
k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk
= lim

k
k−sk−1 = lim

k

1

ks+1
= 0

elde edilir. Böylece x = (xk) ∈ c0(M, p, s) bulunur.

Örnek 4.0.3. M(x) = x, s ≥ 0, her k için pk = 1 olmak üzere x = (xk) aralık sayı

dizisini xk =
[
1, 2 + 1

k+1

]
olacak şekilde tanımlayalım. Bu taktirde

lim
k
xk = lim

k

[
1, 2 +

1

k + 1

]
= x0 = [1, 2],

d (xk, x0) = max

{
|1− 1| ,

∣∣∣∣2 +
1

k + 1
− 2

∣∣∣∣} =
1

k + 1

olur, buradan

lim
k
k−s

[
M

(
d (xk, x0)

r

)]pk
= lim

k
k−s

(
1

k + 1

)
= lim

k

1

ks

(
1

k + 1

)
=0

elde edilir. Böylece x = (xk) ∈ c(M, p, s) dir, fakat dikkat edilirse x = (xk) 6∈ c0(M, p, s)

olup, c0(M, p, s) ⊂ c(M, p, s) kapsamasının kesin olduğu açıktır.

Örnek 4.0.4. M(x) = x, s = 2 ve her k için pk = 2 olmak üzere x = (xk) aralık sayı

dizisini xk =
[
− 1
k2
, 0
]

olacak şekilde tanımlayalım. Bu taktirde

lim
k
xk = lim

k

[
− 1

k2
, 0

]
= 0 = [0, 0],

d
(
xk, 0

)
= max

{∣∣∣∣− 1

k2
− 0

∣∣∣∣ , |0− 0|
}

=
1

k2

olur. O halde∑
k

k−s

[
M

(
d
(
xk, 0

)
r

)]pk
=
∑
k

k−2(k−2)
2

=
∑
k

k−6 <∞

yani,

x = (xk) ∈ ¯̀(M, p, s)

elde edilir.
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Çalıştığı Kurum/Kurumlar ve Yıl
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