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OZET

Bu yiiksek lisans tez caligmasinda Orlicz fonksiyonu yardimiyla aralik sayi
dizilerinin baz uzaylarini tanmimladik ve bu dizi uzaylarinin sagladigi bazi 6zelliklerini
inceledik.
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SUMMARY

Some Sequence Spaces of Interval Numbers Defined by Orlicz Function and
Applications

In this thesis, we introduce some new spaces of sequences of interval numbers
using by Orlicz function and examine some properties of resulting sequence classes of
interval numbers.

KEY WORDS: Metric, metric space, completeness, complete space, interval

number, interval numbers spaces, Orlicz function.
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SEMBOLLER LISTESI

Reel sayilar ciimlesi,

Aralik sayilar ctimlesi,

Aralik degerli sinirh diziler uzayi,

Aralik degerli yakinsak diziler uzay,
Aralik degerli sifira yakinsak diziler uzay,

Tiim aralik say1 dizilerinin uzay.



1. GIRIS

Aralik aritmetigi ilk olarak Dwyer [11] tarafindan 1951 yilinda o6nerildi ve 1959
ve 1962 yillarinda sirasiyla Moore ve Yang [13] aralik aritmetiginin geligimini bigimsel
bir sistem olarak degerini hesaplamay1 sagladilar. Daha sonra Chiao [10], 2002 yilinda
aralik say1 dizilerini olugturdu ve aralik sayilari i¢in aligilmig yakinsakligi tanimladi. Son
zamanlarda, sirasiyla Sengoniil ve Eryilmaz [15] aralik sayilarmin simirh ve yakimsak
dizilerini tanimlayip, bunlarin bir tam metrik uzay oldugunu ve Esi [1-5] ve Esi ve
arkadaglar1 [6-8] nolu referanslarda aralik say1 dizilerinin ¢esitli yakinsaklik tanimlarini

ve bu dizi uzaylarinin ozelliklerini incelemislerdir.

Aralik analizi niimerik analiz i¢inde yeni bir fikir degildir. Aralik aritmetiginin ilk
prensipleri 1950’lerin ortalarinda birbirinden bagimsiz fakat es zamanl olarak Amerika
Birlegik Devletleri'nde Paul S. Dwyer (1951, [11]) ve Moore R. E. (1959, [23]), Polonya’da
Mieczyslaw Warmus (1956, [20]) ve Japonya’da Teruo Sunaga (1958, [21]) tesis
etmiglerdir. Aralik analizinin babasit Moore R.E. olarak kabul edilmektedir. Ciinkii
herseyden once onun makaleleri makine hesaplamalarinda biiytik bir gelisme saglamis ve
hatta aralik  metotlar1  tizerindeki yaymnlar1  ve  bunlarin  uygulamalar
bugiine kadar devam etmektedir. Aralik analizi 1950’lerden sonra niimerik analizde
yiizen nokta (floating-point) aritmetiginin hesaplamalarinda bu konu ile ilgilenenler i¢in
onemli  olmaya  baglamistir.  Bu  konuyla ilgili  ayrintilh  bilgi  igin

www.ima.umn.edu/~arnold/ disaster/disaster.html internet adresine bagvurulabilir.



2. METOT VE MATERYAL

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir cimle ve K cismi de R reel saylar cismini veya C

kompleks sayilar cismini gostersin.

+: XXX =X

(z,y) =z +y
KX X - X
(a,x) = az,

dontsumlert ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,z € X wve her

a,b € K i¢in asagidaki kosullarin saglandiginey kabul edelim.
1.z4+y=9y+uz,
2.2+ (y+2z2)=(x+y)+z,
3. Her x € X w¢in x + 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € X wvardar,
4. Her x € X i¢in x + (—x) = 0 egitligini saglayan bir tek —x € X vardur,
5. Herzx € X i¢in l.x =z,
6. a(r+y) = azr + ay,
7. (a+b)x = ax + bz,
8. a(bx) = (ab)x.

Bu durumda X ciimlesine K dzerinde bir wvektér wuzay, (lineer wuzay) wve
elemanlarina da vektor veya nokta adi verilir. K = R alinirsa X ’e bir reel vektor
uzayr ve K = C alimwrsa X e bir kompleks vektor uzayr denir.

Tanim 2.1.2. Bos olmayan bir X ciimlesi ve bir
d: X xX =R

(z,y) = d(z,y)



donustumu verilsin. Eger bu d dontusimi her x,y,z € X i¢in
(M1) d(z,y) =0z =y,

(M2) d(z,y) = d(y, ),

(M3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (lcgen esitsizligi)

ozelliklering saglhyorsa X ciimlesi tzerinde uzaklk fonksiyonu ya da metrik adina
alur ve bu durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.
Tanim 2.1.3. X bir vektor uzayr Y, X in bos olmayan bir alt cimlesi olsun. Y, X
vektor uzayindaki islemlere gore kendi basina bir vektor uzayr olusturuyorsa Y 'ye X ’in
bir (lineer) alt uzayr denir.

Tanim 2.1.4. X bir K cismi tuzerinde bir vektor uzayr olsun.

-] : X - R

z = [l

dontisumi her z,y € X ve her a € K i¢in
(N1) fz[| =0z =0,

(N2) flaz| = la] - [|=[,

(N3) [l +yll < ll=ll + [lyll (icgen esitsizligi)

ozelliklerini saghyorsa X tzerinde norm adini alur ve bu durumda (X, ||x||) ikilisine bir
normlu vektor uzayr adv verilir.

Tanim 2.1.5. Normlu uzay tanvminda verilen tucgen esitsizligi K > 1 olmak tzere
lz+yll < K (||z]] + [ly||) seklinde tanvmlanirsa bu norma Quasi-norm denir.

Tanim 2.1.6. Quasi-norm ile tanimlanmas bir vektor uzayina Quasi-vektor uzayr denir.
Tanmim 2.1.7. Bir (X,d) metrik uzayndaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite
sahipse, bu (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay ady verilir.

Tanim 2.1.8. (X, d) bir metrik uzay olmak tzere f : N — X fonksiyonuna X i¢inde
bir dizi ady verilir ve f(n) = (z,,) ile gdsterilir.

Tanim 2.1.9. K = R veya K = C olmak tizere her n = 1,2,... i¢in x, € K olan

r = (z1, Toy..., Tp,...) (veya kisaca x = (x,)) seklindeki bitin diziler kiimesi w



olsun. Bu durumda asagidaki dizi uzaylarime tanvmlayabiliriz [9):

coz{x:(xn)Ew: limxn:O},

n— o0
c={r = (z,) € w: (z,) yakinsak}

ve

loo = {2 = (x,) €W : (x,) svmarh}.

2.2. Aralik Sayilari

Calismamiz boyunca a < x < b olacak sekildeki biitiin z reel sayilarimin
olugturdugu kapali bir araliga aralik sayisi diyecegiz. Boylece reel bir aralik, bir ciimle
olarak gz Oniine alinabilir. Aralik sayilarinin ctimlesini IR ile gosterecegiz. Caligmamiz
boyunca IR nin elemanlarmi temsilen T (T = {x € R:a <z <b}) gosterimini
kullanacagiz. Simdi x; ve x,. ile T aralik sayisinin sirasiyla baglangic ve bitim noktalarini
gosterelim. Aralik sayilarinin cebirsel ve analiz 6zelliklerini inceleyebiliriz.

Tanim 2.2.1 (Aralik Sayillarmmin Esitligi). Herhangi T, = [x1,,21,]€ IR wve

Ty = [x9,, @2, |€ IR aralik sayilar icin,

T, =Ty & X1, = X9, T1, = T2

T

seklinde tanimlanar.
Tanim 2.2.2 (Aralik Sayilarimin Toplami). Herhangi T; = [xy,,21.]€ IR wve

Ty = [T9,, X2, |€ IR aralik sayilar icin,
T1+ T = {.CE ER:x, +a9, <2 ler—FxQT}

seklinde tanimlanar.
Tanim 2.2.3 (Aralik Sayilarinin Skalerle Carpimi). Herhangi T, = [z1,,71,]€ IR

aralik sayist ve a€R i¢in,
a>0iseary ={r € R:ax;, <z <ar,}

ve

a<0iseaT; ={r € R:ax;, <z <axy,}

seklinde tanimlanar.



Tanim 2.2.4 (Aralk Sayilarmmin Carpim). Herhangi T, = [x1,,71,]€ IR ve

Ty = [x9,, 29, |€ IR aralik saylar i¢in,
fl.fg = {Q? cR: min{xlt.xgt,xlt.xQT,xlr.th,xlr.IQT} S X
< max{xy,.T,, T1,.Te,, T1,.Ta,, T1,.T2, }
seklinde tanimlanwr. Simdi IR tizerinde d :IRxIR — R™ fonksiyonunu
d (T, T2) = max {|z1, — za,], [z1, — 22,[}

seklinde tammmlayalim. d fonksiyonu ile birlikte (IR, d ) ikilisi bir tam metrik uzaydir
[11]. Ozel olarak, T, = [a,a] ve Ty = [b, b] secilirse R’ nin mutlak deger metrigi
3(%1,52) = |a — b|

elde edilir.

2.3. Aralik Sayilarinin Yakinsakhigi

Tanim 2.3.1. Her ¢ > 0 ve her k > kq icin d (T, To) < € olacak sekilde bir ko pozitif
tamsayist var ise T = (Ty) aralik say dizisine Ty aralik sayisina yakinsiwyor denir ve

sembolik olarak limy, T = Ty seklinde gosterilir. Bu limitin varlig:
lllglfk =Ty < hin T, = To,, 11’?1 Tk, = X,
limatlerinin varhgr anlamindadar.

Calismamiz boyunca w® ile reel terimli biitiin aralik say1 dizilerinin ciimlesini

gosterecegiz. w' dizi uzay1 bir quasi-vektor uzayidir [14] ve asagidaki sartlar: saglar :

L (@) + W) = W) + (@) ,

2. (@) + (W) + o)) = (@) + W) ) + (Zk)
3. (@) + (k) = @) + (Z1) ise (Ui) = (Zn) ,
- a (@) + () = o (Tk) + ()

(a+p) (Tx) = o (Tx) + B (Tk) ,

6. o (B(Th)) = (aB) (Tk) (B > 0),

(@) = [1,1] (zk)

W~

ot

~



w" nin sifir eleman1 6 = [0, 0] = 0 seklindedir.
Tamm 2.3.2. E C w' olmak izere T = (Ty,) € E ve d (7,,,0) < d(Ty,,0) esitsizligi

saglandiginda y = (y,) € E oluyorsa E aralik degerli dizi uzayina solid (normal) denir.

2.4. Aralik Sayilariin Bazi1 Dizi Uzaylari

Bu boliimde aralik sayilarinin sifira yakinsak, yakinsak ve smirh dizi uzaylarini

tanimlayacagiz.

Co, € ve U, aralik dizi uzaylar sirasiyla sifira yakinsak, yakinsak ve sinirh aralik

say1 dizilerinin uzaylaridir ve asagidaki sekilde tanimlanirlar:
Co = {f: (T) € W' : lilgnm =0,0 = [0,0]},

c= {f — () € v’ limT, =T, o € IR} ,
loo = {E = (T) € ' : supp{|zn,|, |78, |} < oo} )

Co , € ve o uzaylar w' uzaymin alt uzaylaridir.

Ayrica her (Ty), (7)) € ¢ (ya da ¢, {) icin

d(Ti, §p) = sup max{|Tr, — Yk, | | Tk, — Yr. |} (2.1)

olarak tanimlanan d, metrik aksiyomlarmi saglar [15]. Boylece (¢,d) (veya (G, d),
((so, d)) bir metrik uzaydur.
Tanim 2.4.1. § € w', ¥ = ([yx,, yr,]) oldugunu varsayalim. Eder yp, = vy, ise her

k € Niginy = (y,,) dizisine dejenere aralik dizisi denir.

T = (Tx) ve y = (,,) dejenere aralik dizisi ise (2.1) de verdigimiz metrik bildigimiz
reel  veya  kompleks sayilarin  sifira yakinsak, yakinsak @ ve = sirh
dizi uzaylarindaki

d(Tk, Yi) = suplzr, — Y|
metrigine indirgenir.

Kolaylikla gorebiliriz ki biitiin reel degerli dizilerin w uzay1 w® uzaymin dejenere

olmus seklidir. Clinkii her reel say1 bir dejenere araliktir. Boylece w nin her bir alt



uzayina bir dejenere dizi uzay1 denir. (., ¢, ¢y dizi uzaylari icin sirasiyla biitiin dejenere
sinirll, dejenere yakinsak ve dejenere sifira yakinsak dizi uzaylar1 diyebiliriz.

Tamim 2.4.2. T = (7;,) € w', Ve > 0 i¢in en az bir kg € N sayse n,m > kqy igin
d(Tn,Tm) < € olacak sekilde mevcut ise T = (Ty,) aralk dizisine arabk Cauchy dizisi
denir.

Teorem 2.4.1. (¢, d), (¢,d), ({oo,d) , (2.1) de tanamlanan metrik ile birer tam metrik

uzaydar.

Ispat. Biz sadece (¢o,d) nin tam metrik uzay oldugunu gésterelim. Digerleri benzer

sekilde gosterilebilir.

Her n € Nigin (z") = (z}) = (73,7}, 75,...) € ¢ ve (") bir Cauchy dizisi olsun.
Bu taktirde her £ > 0 i¢in en az bir ko € N sayisi n, m > ko icin d(z},TJ") < € olacak

sekilde bulabiliriz. Buradan

E(f;&f?) = sup max{| 'th - 'TZ”? |ZEZT - xz”’ <e
n,m

ve
lzy, — x| < e, |l — x| <e
yazabiliriz. Béylece (Z}) , R de bir Cauchy dizisidir. R de bir Banach uzay1 oldugu

icin (Z}) yakmsaktir. O halde her £ € N i¢in lim,, o T} = T} diyelim. Boylece her

n,m > ko icin d(z},Z7) < e oldugundan

Jim d(@y, 7)) = d(@y, lim 737) = d(T);, 7)) <e.

Boylece n— oo i¢in T — T olur. Diger taraftan,

d(Tr, Ty — Ty ) = supmax{lag, — (2, = 2 o, — (2, — 25}

< sgpmaX{lxkt — ap |+ o | o, — 2 [+ | [}
< supmax{|zy, — 2|, [o, — 2k, |} + supmax{zy, |, k. [}
oldugundan ¥ € ¢, dir. O]
Klasik dizi uzaylar iizerindeki norm fonksiyonu, aralik sayilarinin dizi uzaylarina

genisletilebilir. A nin w’ nin bir alt ciimlesi oldugunu kabul edelim ve asagidaki tanimi

verelim.



Tamm 2.4.3. \' dzerindeki negatif olmayan ||-||,, : \* = R* U {0} normu asagidaki

ozelliklert saglar.

Her T,y € \' ve her a € R, T € AN'\{0} i¢cin

N1) [|z[[ >0,
N2) [|z|ly; = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart T =6 = [0, 0],
N3) [z + gl < Izl + 117l

N4) Jlaz]y: = ol [[z]ly -

Kolaylkla gosterilebilir ki (¢, d), (¢,d) ve (fs,d) uzaylar da birer normlu uzay

haline getirilebilir. Burada

d(Ty, 0) = sup max{|zy, — O,|, |zk, — O, |} = sup max{|z,|, [zx, [},
k k

0 = [0, 0] elemani; ¢, € ve {o uzaylarmin birim elemandir.

Teorem 2.4.2. ¢, ¢ ve ls uzaylar
I2l} = sup max{a, |, |z, [}
normuyla normlu aralik uzaylaridor.

Ispat. X' =7, (¢ veya () ve T,7 € A olsun.

N1) ||z

\i = sup, max{|zy,|, |z, |} oldugu igin her T € A\{0} i¢in ||Z]|,, > 0 oldugu

kolayca gortliir.
N2) [|z|,; = 0 & sup, max{|zy,|, |2k |} =0T =0.
N3)
1z + 9l = sup max{|zx, + Ykl |Tr, + Ui, |}
< supmax{feg, | + [y, 7k [+ [ye [}
= supmax{(|zs, |, [zx.[) + ([ye.], lye. )}

< sup max{(fay, |, [, [)} + sup max{(lys. |, |y [)}

= 1zl + iy

P



N4)
x|y = Slgpmax{\axkt!’ |, |}

= laf sup max{(|o, |, |z |)}

= [l {1zl -

Bu durumda ||Z||,; , A" lizerinde bir normdur. Boylece ispat tamamlanir. O

Tanim 2.4.4. M : [0,00) — [0,00) olsun. Ejer M fonksiyonu sirekli, azalmayan,
konveks, M(0) = 0, x > 0 i¢in M(z) > 0 ve x —oo iken M(zx) —oo sartlarin

saglwyorsa Orlicz fonksiyonu adv verilir.

Bir M Orlicz fonksiyonuna, eger M (2z) < BM(z) (x > 0) olacak sekilde bir
B > 0 sayis1 kargilik geliyorsa, x’in biitiin degerleri i¢in As—sartin1 sagliyor denir.
Bircok yazar tarafindan Orlicz fonksiyonu yardimiyla dizi uzaylar1 tanimlanmis ve bu
uzaylarin sagladigr ozellikler incelenmistir, ayrintili bilgi i¢in [16-18] nolu referanslara
bagvurulabilir.

Lemma 2.4.1. Her k i¢in pp > 0 ve H = supy, pg, ax, by € C olsun. Bu takdirde
|ar, + 0™ < Cflag|™ + |by[™]

C = max(1,2871) dir.

Lemma 2.4.2. a;, b, >0, k=1,2,...,n olmak “zere

1. 0 < pp <1 ise

n

Z (ak + bk)pk < Xn:akpk + Zn:bkpk
k=1 k=1

k=1

2. pr > 1 ise

n 1/pk n 1/pk n 1/pk
{ (ar + bk)pk} < {Z%pk} +{Zbkp’“}
k

=1

esitsizlikleri mevcuttur [9].



3. BULGULAR VE TARTISMA

M bir Orlicz fonksiyonu, s > 0 bir reel say1 ve p = (px) pozitif sayilarm

0 < h =infypr < pr < sup,pr = H < oo sartin1 saglayan bir dizisi olmak iizere,

— _ Pk
. d (T, 0
co(M,p,s) =47 = (Tp) € w': im k™ [M(MM =0,s>0,7>09p,
T

r

(M, p,s) = {f = (Tp) € w': lim &~ [M (Mﬂ =0,

s>0,r>0, baz1 Ty € w' i(;in},

d(z,,0)\ ™
ZOO(M,p,s):{f:(fk)Ewi:supk_s [M( b )] <oo,820,7’>0},
k T

ve

((M,p,s) = E:(Ek)Ewi:Zk_s [M <M>] <00,5>0,7r>0

r
k

dizi uzaylarin tanmimlayalim.
Teorem 3.0.3. (M, p,s), &(M,p,s), ¢o(M,p,s) ve {(M,p,s) ciimleleri koordinatsal

toplama ve ¢arpma islemlerine gore kapalidir.

ispat. Biz ispat1 sadece (o (M, p,s) ciimlesi icin yapacagiz. Digerleri benzer sekilde
yapilabilir.

+ : loo (M, p, 8) X log(M,p, 8) — Lo (M, p, s)

o R x (o(M,p,s) = loo(M,p,s)
islemlerini tanimlayalim.

7,7 € loo(M, p, s) alahm. Béylece

=/ = Pk
supk™* [M (d (xk,())>] < 00,
k T




o [ (180

d(Ty, + 7, 0) < d (T, 0) + d(y,,0)

yazabiliriz. Simdi

ve M Orlicz fonksiyonunun artanhgini kullanarak

M (d(Ty, + 33, 0)) < M (d (T3,0) + d( yk,O))

H < oo ve C = max(1,2771) oldugundan Lemma 2.4.1 geregince

[M(d(T + 7y, 0))) < [M(d (75, 0))+M(d(7, 0))]™
< C[M(d (7, 0))" + C[M(d(Fy, 0))]*

olur. Ayrica (k=*) sinirh oldugundan
supk™*[M (d(Ty, + 7y, 0))]* <
k
supk*C[M( d (T}, 0))"*] —l—supk' *C[M (d(gy, 0))]™ < o0
k

Béylece T + 7 € lo(M, p,s) olur. Simdi de T € £oo(M, p,s) ve a € R alalm. O halde
sup, k5 [M(d(T},0))]” < oo yazabiliriz. d(aTy,0) = |a|d(Ty, 0) ve M Orlicz fonksiyonu
oldugundan

M (d(y,,0)) = M(|ald(@x,0)) < [a|M(d(Tx,0))
ve p = (px) pozitif sayilarin siirh bir dizisi oldugundan
[M(d(0T, 0))]" < |afP*[M(d(F,0))]"
elde edilir. Ayrica (k~*) dizisi sinirh oldugundan
sgpk‘ $[M(d(ay, 0))]P <supk‘ S|Pk [M (d(Ty, 0))]PF < oo
elde edilir. Boylece aZ € lo (M, p, s) olur. ]

Teorem 3.0.4. ¢o(M,p,s), &(M,p,s), ls(M,p,s) dizi uzaylar

(%7 = inf {rka  sup k™ [M (M)F = 1}

11
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metrigine ve (M, p,s) dizi uzay da

E,,(f,y):mf{ 7 Zk: [ (M)]pkg}

metrigine gore tam metrik uzaylardir. Burada T = max(1l,sup,pr = H < o0) ile

verilmektedir.

ispat. Biz sadece ¢y(M,p,s) uzay1 igin ispat1 verecegiz. Digerleri benzer gekilde
yapilabilir. Oncelikle (M, p,s) ciimlesinin verilen du(7,7) metrigi ile metrik uzay

oldugunu gostermek kolaydir.

¢o(M, p, s) nin tamhigim gosterebilmek icin ¢4 (M, p, s) uzaymnda () = (75, 7%, ... )
olmak iizere herhangi bir Cauchy dizisi alalim. Bu taktirde 7, j — 00 i¢in doo (Z%, 77) — 0
yazabiliriz. O halde verilen ¢ > 0 i¢in 7 > 0 ve 2o > 0 sayilarm = >0 ve M (52) >1
olacak sekilde secelim. Béylece i, j > ng oldugunda du (7', 7) < m olacak sekilde ng
tamsayisini bulabiliriz. Buradan

— . PE
P —s d _i,_]
inf{er csupk [M (M)] <1< =
k T

Ty

7) oldugundan, bu ifadeden

elde edilir. Simdi, M (M) 1<M(

TTO €

e =5 5 elde edilir. Bu ise (q:k ) dizisinin her sabit k

yazabiliriz. Boylece d (7}, 7)) <
icin IR de Cauchy dizisi oldugunu gosterir. IR uzay1 d metrigine gére tam oldugundan
i — oo igin T, — T diyelim. Bu sekilde tamimlanan sonsuz tane limit yardimiyla
T = (Ty) = ( To, T1, . ..) dizisini tanimlayalim. Boylece

g (7 7
lim supk™?® [M (M)] <1,

Jj—00 k

supk™?® [M (W;—jk))] <1

elde edilir. Simdi ¢ > ng segelim ve r’ler tizerinden infimum alarak,

yani

)

doo (T',7) < €

12



elde ederiz. Boylece ds metrigi icin iicgen esitsizligini kullanarak
ds (7,0) < do (T,7') + ds (T',0)

ifadesi T = (Ty) € ¢ (M, p, s) oldugunu gosterir. (E,(J)) keyfi bir Cauchy dizisi oldugundan
¢o(M, p, s) bir tam uzaydir. H

Teorem 3.0.5. a) infypr=h > 0 olsun. Ejer T = (Ty) € ¢ ise T = (Ty) € ¢(M,p,s)
dar.

b) EgerT = (Ty) € ¢(p,s) ise T = (Ty) € ¢(M,p, s) dir. Burada
c(p,s) = {f = (Tp) € w': lilgn k=*[d (Zy, To)]?* = 0, s > 0, baz Ty € w' z’gin}

seklinde tanimlidar.

Ispat. a) Kabul edelim ki 7 = (7;) € ¢ dir. Bu taktirde limy_,o d(ZTy,To) = 0

olacak gekilde Ty € ¢ vardir. M Orlicz fonksiyonu oldugundan limy_,.[M (d(Zk, To))] =

M(0) = 0 yazabiliriz. infgpr=h > 0 ve limy [M(d(fk,fo))]h = 0 oldugundan

0 < e < 1 olmak tizere dky € N sayisini her k£ > k icin bu son esitlikten
MA@, 7)) <e<lvep>h

oldugundan biitin £ lar icin

[M(d(@h, T0))JP* < [M(d(T1,T0))]" < e

yazabiliriz. Boylece

lim [M(d(Zg, %)) =0

k—o0

bulunur. Ayrica (k=*) dizisi sinirh oldugundan

lim k~*[M(d(zy, %)) =0

k—oo
elde edilir. Bu da 7 = (7}) € ¢(M, p, s) olmas1 demektir. Boylece istenen elde edilmis

olur.

b) T = (Tx) € ¢(p,s) olsun. Bu taktirde & — oo i¢in a, = k™° [E(Tk,fo)]pk —
0 yazabiliriz. ¢ > 0 verilsin. M Orlicz fonksiyonu 0 noktasinda siirekli oldugundan

0<d<1sayisimi0<t<§igin M(t) < e olacak sekilde segebiliriz.

13



Simdi
= {k e N: d(z}, 7)) < 0}
= {k e N: d(T},, 7)) > 6}
ciimlelerini olugturalm. k € I, ve d(Ty, To) > § icin

d (Th, To) < d(Ty,To) .0~ < 1+ [ d(Th, Tp) .0 ']

yazabiliriz. Burada [-] tamdegeri gostermektedir. Simdi Orlicz fonksiyonunun

ozelliklerini kullanarak, d(Ty, To) > & olmak iizere

M (d(Ty, 7)) < ( [[c_l (Tk, To) .5_1]) M(1)
2 5~

M(1).67"d (Ty, To)

IN

ve k € I, icin d(Zy, To) < J oldugundan M (d (Ty,To)) < € yazabiliriz. Béylece
ko [M(d(@y, To)) ™ = k= [M(d(Tk, To))J7} + k™ [M (d(@r, 7o) )],

yazarak

ke (M (d(T0, 7o) < ke + [2M(1)6 )" a4

elde edilir. Béylece k — oo igin limite gegilirse T = (T) € ¢(M, p, s) elde edilir. Boylece

istenen elde edilmig olur. O

Teorem 3.0.6. M, ve My Orlicz fonksiyonlar: ve s, s1, so > 0 olacak sekilde reel sayilar

olsunlar. Bu taktirde
a) E(Mlap> S) N E(M%pv S) C E(]\41 + M2apa ‘9)
b) Eger sy < sy ise ¢(M,p,s1) C¢(M,p,s9) dir.

Ispat. a) T = (Z;) € ¢(My,p,s) N&(Ma,p,s) olsun. Bu taktirde C' = max(1,271)

olmak lizere Lemma 2.4.1 kullanilarak

[(My + My)(d (T, 7o) = [M: (d (Th, To)) + Mo (d (Ty, To) ) |7
< CIMy(d (Ty, To)) ] + C[Ma(d (Th, To) )]

elde edilir. (k~*) simrhi oldugundan

o [(My + M) (d (@, To))P* < Ok [Mi(d (Tk, To))]™ + Ck™*[Ma(d (Tk, To) )™

14



olur. T = (T) € ¢(My,p,s) N¢(Ma,p,s) oldugundan kolayca T = (Ty) € ¢(M; +
My, p, s) elde edilir.

b) Eger s; < s9 olacak sekildeki reel sayilar ise k752 < k™% yazabiliriz. Boylece

T = (Tg) €(M,p, s1) ise T = (Ty) € ¢(M,p, s2) olacag:
—S9 I Y A— Pk —S1 I L— Pk

k=2 M (d (Tk, To))] ™ < k7 [M(d (Tk, To) )]
esitsizliginden aciktir. O
Teorem 3.0.7. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde
a) Eger 0 <infyp, =h < pp <1 isec(M,p,s) Cc(M,s),
b) Eger 1 < py < supypy ise ¢(M,s) C ¢(M,p,s),
c) Yk € N i¢in 0 < pr, < qx < 00 olsun. Bu taktirde ¢(M,p,s) C ¢(M,q,s)

bagintilary saglanar.

Ispat. a) Bu kismm ispata

oo () )

esitsizliginden agiktir.

Pk

b) Bu kismin ispati ise

— Pk

oo () e (220

esitsizliginden agiktir.

c) Herhangi bir 7 = (7}) € ¢(M, p, s) alahm. Bu taktirde

i (123"

yazabiliriz, k'nin yeterince biiyiik degerleri i¢in bu limit yardimiyla

— Dk

()]

yazabiliriz. M Orlicz fonksiyonu azalmayan oldugundan bu ifadeden

i [ (20 e o (1070)] "

yazabiliriz ki bu da T = (7)) € ¢(M, ¢, s) oldugunu gosterir. O

15



Teorem 3.0.8. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde
a) lo C loo(M,p,s),

b) Eger M simrl ise boylece oo (M, p, s) = w' dir.

Ispat. a) T = (Tr) € [y olsun. Bu taktirde sup,d (Tk,ﬁ) < oo oldugundan
d (Ek,ﬁ) < G olacak gekilde G > 0 sayis1 bulunabilir. M Orlicz fonksiyonu oldugundan
(M(d (zy,0))) dizisi de stmrhdir. O halde

ko [M(d(, 0))]™ < k7 [M(G))
kM (Q)]" < o0
olur. Yani 7 = (Z1,) € loo(M, p, s) dir.
b) M Orlicz fonksiyonu simirli olsun. Bu takdirde T = (7;) € w' icin M Orlicz

fonksiyonunun sinirliligini kullanarak
k3 [M(d(T, 0))]” < k—LPr < kL7 < o0

yazabiliriz. Buradan T = (T;) € (oo (M, p, s) olur. Boylece (o (M, p, s) = w' elde edilir.
O]

Teorem 3.0.9. /. (p), o(p), (p) uzaylar: solid uzaylardr.

Ispat. Herhangi bir T = (Ty) aralik say1 dizisi /o (p), Co(p), £(p) uzaylarindan herhangi

birine ait olmak iizere d (7, 0) < d(Zy,0) saglansm. O halde

supld (7, 0)]"™" < sup[d (7, 0)]" < o0
k k

lim(d (3,0)]" < lim([d (z,0)]" =0

—

ve

> 0 < Y 0" < oo
ko k
elde edilir ki bu da y = (7,) dizisinin bu uzaylara ait bir eleman olacagim gosterir.

Boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 3.0.10. (. (M,p,s), co(M,p,s), {(M,p,s) uzaylar: solid uzaylardar.

ispat. Teorem 3.0.9 ve Orlicz fonksiyonunun artanhigi kullanilarak ispat kolayca

verilebilir. O
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4. UYGULAMALAR

Aralik analizi niimerik analizde sayilarin yerine reel sayilarin kapali araliklarinin
hesaplamada kullanildigi dallarindan biridir. Aralik analizi kesinlikle dogru olan
hesaplama sonuglarini elde etmek igin kullanilir. Siradan bir hesaplamanin sonucu reel
eksen tizerinde dogru cevaptan bilinmeyen uzaklikta bulunan bir noktadir, ve sorumuz
bu uzaklik ne kadardir? Cogu durumda verilen cevap “cok kiiciik” seklindedir. Fakat
bu kiiciikliigiin ne kadar oldugu agik degildir. Bazi durumlarda bu uzakligin degerinin
bilinmesi ¢ok onemlidir. Bu amagcla hesaplama hatalarinin degerlendirilmesi gereklidir.
Bir aralik hesabinin sonucu olan bir aralik, bir say1 ¢ifti ile olugturulan bir alt ve bir
ist sinir olarak cevabi tam olarak garanti altina alir. Ancak yine de gercegi tam olarak
bilemeyebiliriz, fakat en azindan ne kadarimi bilmedigimizi bilme sansma sahibiz [22].
Aralik analizi bize hesaplanan sonucun dogru oldugunu nasil garanti edebilir? Cevabi
¢ok basittir, ¢linkii aralik analizini kullanarak hatalarin birgok cesidini her adimda
tahmin edebiliriz. Ornegin veri girigi hatalar1, yuvarlama hatalar1 ve kesme hatalari
gibi.

Asagida verecegimiz ornekle aralik analizini kullanarak niimerik hesaplamalarda
hatanin nasil hesaplanabilecegini gosterelim. Hemen belirtelim ki bu érnek yuvarlama

hatasiin etkisini gostermektedir.

x = —0.531 i¢in,
.
-1 bl
Y +x+ 5
ifadesini hesaplayalim.
~0.531)
=1-0.531+ u = 0.6099805

ifadesini ti¢ ondalikli olarak yuvarlama yaparak y = 0.610 elde ederiz. Simdi hatanin

biiytikligini gorelim, bu hata 0.610 — 0.6099805 = 0.0000195 elde edilir.

Simdi ayni hesabi ayni1 makinede ii¢ ondaliga kadar aralik kullanarak yeniden

yapalim. Her seyden once

2? = (—0.531)” = 0.281961 € [0.281,0.282]



oldugunu gozlemleyelim ve bu araligi hesaplama siiresince kullanalim. O halde

(—0.531)2

1
y=1-0531+ € 0.469 + - [0.281, 0.282]

C 0.469 + [0.140,0.141] = [0.609, 0.610]
elde edilir. Dikkat edilirse y'nin dogru degeri kesinlikle [0.609, 0.610] arahigina aittir.

Reel sayilar ciimlesinde biitiin kapali araliklarin olusturdugu ciimle reel bir vektor
uzay1 degildir. Bunun ana sebebi de her bir araligin toplamsal tersinin bulunamayacak
olmasindandir. Fonksiyonel analizin temel konularindan birinin vektor uzaylar: oldugu
iyi bilinmektedir. Bundan dolayidir ki cesitli aragtirmacilar fonksiyonel analizde aralik
uzaylar1 tzerinde bir teori geligtirmeye caligmiglardir. Bunun oOncii caligmasi da
fonksiyonel analizdeki geleneksel Hahn-Banach Genisleme Teoremi'nin Non-lineer
Analiz, Vektor Optimizasyonu ve Matematiksel Ekonomi alanlarinda ¢ok kullanigh
olmasindan dolayr aralik uzaylar1 tizerinde Hahn-Banach Genisleme Teoremi’ni
olusturmaktir. Ik olarak arahk uzaylari ve standart olmayan normlu aralik uzaylari
olugturuldu. Aralik normlu uzaylar diger uzaylara gore kiyaslandiginda az bilinirler.
Fakat son zamanlarda bircok yazar bu uzaylar1 calismislardir. Ornek olarak 2010 yilinda
Wu [19] tarafindan yaynlanan makalede standart olmayan normlu aralik uzaylarinda

Hahn-Banach Teoremi adli caligmaya bakilabilir.

Simdi tez calismamizda ele aldigimiz aralik dizi uzaylarina ait bazi 6rnekler verelim:
Ornek 4.0.1. M(z) =z, s =1 ve her k i¢in pp, = 1 olmak tizere T = (Ty,) aralik say

dizisini T = [1, 1+ %] olacak sekilde tanimlayalim. O halde

E(Tk,ﬁ):max{|1—0|, %

d(z,0)\ "
sup k~° [M <M>] = supk™* (1 + %) < o0
r

elde edilir. Biylece T = (Ty) € loo(M,p, s) bulunur.

1
1+-—0p=1
+7 OH +

olur ve

Ornek 4.0.2. M(z) =z, s > 0 ve her k igin p, = 1 olmak tizere T = (T},) aralik say

dizising Ty = [—%, %] olacak sekilde tanimlayalim. Bu taktirde

. . 11 _
h}gnxk = hlgn {_E’E} =0=0,0],
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= — 1 1 1
d(fk,())_max{’—%—() , E_O'}_E
olup, ~ .
d (1,0 1
T VA KACZEUR | I S T
k r L kst

elde edilir. Boylece T = (Ty) € ¢y(M,p, s) bulunur.
Ornek 4.0.3. M(zx) =x, s >0, her k i¢in pr = 1 olmak dzere T = (Ty) aralik say

dizisini T = [1, 2+ ﬁ] olacak sekilde tanimlayalim. Bu taktirde

olur, buradan

. d@e, 7o)\ . . 1\ . 1 I

elde edilir. Boylece T = (Ty) € ¢(M,p, s) dir, fakat dikkat edilirse T = (Ty) & ¢o(M,p, s)
olup, ¢o(M,p,s) C (M, p,s) kapsamasinin kesin oldugu agiktur.
Ornek 4.0.4. M(z) =z, s = 2 ve her k igin py = 2 olmak tizere T = (T},) aralik say

dizisini Ty = [—k—g, O] olacak sekilde tamimlayalim. Bu taktirde

- : 1 =
lim 7, = hllcrn [—E,O] =0=0,0],

k
_ _ 1 1
d(fk,O):max{’—ﬁ—O,|O—0|}:ﬁ
olur. O halde
- E(Ek,ﬁ) " —2/7.-2\2 —6
kK% |\ M = k= (k = kP < oo
i pr (PR ety

yani,

elde edilir.
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