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OZET

NULL KUATERNIYONIK EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI

Bu calismada Minkowski uzayida null kuaterniyonik egriler incelenmistir. Ozellikle
R{ de null kuaterniyonik egriler tanimlanarak Minkowski uzaymda null kuaterniyonik
egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri verilmigtir.

Daha sonra R? ve R} uzaylarmda null kuaterniyonik egriler icin karakterizasyonlar

ifade ve ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Reel Kuaterniyonlar, Minkowski (veya Lorentz) Uzayi, R}

Uzaymnda Null Kuaterniyonik Egriler.
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SUMMARY

THE CHARACTERIZATIONS OF NULL QUATERNIONIC CURVES

In the study, null quaternionic curves are investigated in Minkowski space. In parti-
cularly, Serret-Frenet formulas are given for null quaternionic curves in
Minkowski space by defining null quaternionic curves in Rj.

Then, the characterizations for null quaternionic curves are given and proved in R?

4
and R7 spaces.

Keywords: Real Quaternions, Minkowski (or Lorentzian) Space, Null Quater-

nionic Curves in R{.
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SEMBOLLER LISTESIi

Bu caligmada kullanilan baz1 semboller aciklamalar: ile birlikte agagida sunulmus-

tur.
NG . n-boyutlu Oklid uzay1
R” : Semi-Oklidyen uzay1
R3 : Minkowski 3-uzay
R} : Minkowski 4-uzay
Q :  Kuaterniyon kiimesi
D, q :  Kuaterniyon
X :  Kuaterniyon ¢arpimi
o :  Kuaterniyon eglenigi
h : Kuaterniyonik metrik
-] :  Kuaterniyonik norm
0 :  Minkowski 3-uzayda kuaterniyonik egri
I6] :  Minkowski 4-uzayda kuaterniyonik egri

{L,N,U,W} : Kuaterniyonik egrinin Frenet dortliisii



1. GIRIS

William Rowan Hamilton 1830 yilindan itibaren kompleks sayilar tizerinde
calismig ve 1833 yihinda iki reel sayidan olusan kompleks sayilarin bir cebir olus-
turdugu sonucuna ulagmigtir. Bu sonucu kullanarak c¢aligmalarmi iki kompleks ve
bir reel bilesenden olusan fticlii say1 sistemi {izerinde yogunlagtirmigtir. Bu sistem
tizerinde toplama ve ¢arpma islemlerini tanimladigl halde bolme islemi i¢in bir yon-
tem geligtirememistir. 1843 de bu say1 sisteminin ¢arpma isleminde degisme 6zelliginin
gecerli olmadiginin farkina varmis ve carpma igleminin bu ozelliginden vazgecerek e? =
€2 = €2 = ejeye3 = —1 bzelligine sahip iig imajiner birim tammlamigtir. Boylece Hamil-
ton, kuaterniyon olarak isimlendirdigi 4-boyutlu olan sozde hiper-kompleks sayilar:
kesfetmigtir.

Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlarin 6zelliklerini incelemis ve kullanim
alanlar ile ilgili bilgiler vermistir [1]. Agrawal (1987) Hamilton operatérleri ve dual
kuaterniyonlarin uzay kinematigindeki yerini incelemigtir. Ward (1997) genellegtirilmis
kuaterniyonlar: tanimlayarak, uygulamalar: hakkinda bilgiler vermistir.

Riemann manifoldlar iizerinde egriler teorisi yillar ¢nce caligilmig ve bulunan
sonuglar semi-Riemann manifoldlar {izerindeki egrilere uygulanirken baz1 yeni durum-
larla kargilasilmigtir. Bunlardan biri egrinin null egri olmasi durumunda yay para-
metresi cinsinden ifade edilmesinde kargilagilan zorluklardir. Bu sorunu agmak icin
1969 da Bonnor, egrinin ivme vektoriinii birim hizli yapan pseudo-yay parametresi
kavramini tanmimlamigtir.  Ayrica buna bagh olarak olusturulan Cartan catisini kul-
lanarak Minkowski Spacetime da null egrilerin geometrisini ele almigtir. A. Bejancu
1994 de Lorentz manifoldlarda ve daha genel olarak semi-Riemann manifoldlarda ki
null egrilerin genel olarak incelenebilecegi bir metod geligtirmistir. 2001 de A. Ferran-
dez vd. Cartan catiy1 Lorentz uzay formlarina genellegtirerek, temel varlik ve teklik
teoremlerini ispatlamiglardir.

Bu galisgmanin amac1 R? ve R? Minkowski uzaylarinda null kuaterniyonik egrilerin
karakterizasyonlarini elde etmektir. Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim giris bolimidiir.

Ikinci boliimde 6ncelikle reel kuaterniyonlar ve minkowski uzaymin temel tanim ve

teoremleri verilmistir.Daha sonra 6zellikle R} Minkowski uzayinda null kuaterniyonik



egri tanimlanarak pseudo-kiire null kuaterniyonik egriler ile ilgili tanim ve teoremlerden
bahsedilmistir. Son olarak R? ve Rf Minkowski uzaylarinda null kuaterniyonik egriler
icin Serret-Frenet formiilleri verilmistir.

Uctincii boliimde ise R? ve R4 Minkowski uzaylarinda null kuaterniyonik egrilerin
baz1 alt uzaylarda kalmasi igin karakterizasyonlar ifade ve ispat edilmigtir.

Doérdiincii boliim sonug boliimiidiir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonra kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teoremler ve tanim-
lar verilmistir. Boliim dort kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda reel kuaterniyonlar ile
ilgili gerekli bazi temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Tkinci kistmda Minkowski
uzayinin temel tanim ve teoremleri verilmistir. Uciincii kissmda RY Minkowski uzayinda
null kuaterniyonik egrinin tamim ve 6zellikleri verlmistir. Ayrica R} de pseudo-kiire null
kuaterniyonik egri ile ilgili tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Son olarak dérdiincii
kisimda R? ve R} boyutlu Minkowski uzaymdaki bir null kuaterniyonik egrinin Serret-

Frenet denklemleri verilmistir.
2.1. Reel Kuaterniyonlar

Tanim 2.1.1 Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymm +1, ¢, €4, €5 gibi dort

birime eslik etmesiyle tanimlanir. Burada, birinci birim +1 bir reel say1 olup diger {ii¢

birim ise
— — — — — — —
i) €1 X €1 ="€agx €y="e3x €3=—=¢€y, (€4==+1)
i) €; X €= ¢r=—1¢, x € (ijk) (123) iin bir ¢ift permiitasyonudur.

ozelliklerine sahiptir. Q = {q=d+ae,+bes+ces]|d a,b,ccR} kilmesinin her
bir elemanina reel kuaterniyon denir. Burada ¢ = d+ae1+bestces kuaterniyonunun
skalar kismi S, ve vektorel kismi 1—/>q olmak tizere iki kisima ayrilir. Yani;

Sy=d Vy=a€, +bCTa+ccs

—
olmak tizere ¢ = S, + V, dir [1],[2].
Tanmim 2.1.2 (Toplama I§lemi) p ve q birer reel kuaterniyon olmak tizere
& 1 @xQ—-Q
—
(0,9) — PDq=Spq+ Vg

islemi Sy, = S, +.5, ve V)p@q = VPEBY_/,J seklinde tanimlanir. Burada S, 5, € R ve +
iglemi R deki toplama iglemidir. 1_/>p, 1_/>q da birer reel vektor olup @ islemi reel vektor
uzaymdaki Abel grubu igleminin aymsidir. O halde (Q, &) ikilisi bir Abel grubudur.
Bu Abel grubunda (0,0, 0,0) sifir kuaterniyonu etkisiz elemandir [1].



Tanim 2.1.3 (Skalarla Carpma) p ve ¢ birer reel kuaterniyon olmak iizere

®  RxQ—Q
(Mg — A@g=AS,+AV,

seklinde tanimlanan dig islem igin
(H)AOPD)=A0p)dADq), VAERveVp,q € Q,
(17) M +2)0¢=(MOqd(N0g), VA, 2 € Rve Vg€ Q,
(ii5) MA) ©g=M 0 N Oq),
(iv) 1O q=q
dir. O halde {Q,®, R, +, ., ®} sistemi bir reel vektor uzayidir. Bu uzay @ ile gosterilir

1.

Tanim 2.1.4 (Kuaterniyon Carpimi) p ve ¢ birer reel kuaterniyon olmak iizere

X 1 QxQ—=Q
(p,q) — pxq:Sp'Sq"‘Sp@‘—/q‘i‘Sq@‘—/}P_<‘—/>pv‘—/>q>+‘—/>lj/\‘—/q

seklinde tamimlanir [1]. Burada (,) ve A sirasiyla R? {izerindeki i¢ carpimi ve vektorel
carpimu gostermektedir. Calisma boyunca bu semboller ayni anlamlarda kullanilacak-
tir.

Kuaterniyon carpiminin ozellikleri asagidaki gibidir:

(1) Tki kuaterniyonun garpimi bir kuaterniyondur.

(77) Kuaterniyon ¢arpimi birlegimlidir.

(171) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimhdir.

Ancak kuaterniyon garpimi degisimli degildir. Bu ozellikleriyle
{Q, 8, R, +,.,®, x} sistemi bir asosyatif cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir.
Kisaca @ ile gosterilir. Bu cebirin bir baz1 {+1, €1, €5, €3} ve boyutu 4 tiir.

Ozel olarak p ve ¢ birer skalar ise veya vektor kisimlar: orantil (1_/1) = )\1_/>q) ise

p X q=q X polur.
Tanim 2.1.5 (Esitlik) Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintist Vp, ¢ € @ igin
— —
p=q&S,=5veV,=V,

seklinde tanimlanir [1].



Tanim 2.1.6 (Fark) Toplama ve skalar ile carpma iglemlerinden iki kuaterniyonun

fark:
yani

olarak tanmimlanr [1].

Tanim 2.1.7 (Eslenik) Bir ¢ € @) kuaterniyonun eglenigi,

a Q=@
—
qg — aqg=S5,—-V,
r — =
seklinde tamimlanan «q kuaterniyonudur [9]. V ,, = —V, oldugundan
gXxag=agxq=d*+ad>+V*+F R

dir. O halde

gxaqg=aqgxq=>0

ve

gXag=aqgxqg=0&q=0

dir. a,b € R olmak tizere
(1) a(ap + bg) = aap + bag,
(i) a(p X q) = ag x ap,
(iii) a (ap) =p

seklindeki 6zelliklere sahiptir [2] .

Tanim 2.1.8 Eger, ¢ € () kuaterniyonu igin,
q+aqg=0

oluyorsa ¢ ya bir uzay(spatial) kuaterniyonu denir [3].
Tanim 2.1.9 Eger, ¢ € () kuaterniyonu igin,

q—aq =20



ise ¢ ya bir temporal kuaterniyonu denir [3].

Tanim 2.1.10 p, g € @ kuaterniyonlar igin,
h : @QxQ—R
1
hip,q) = 5lpxaq+qxap

ile verilen simetrik, reel degerli, bilineer h formu kuaterniyon i¢ carpimi olarak ad-

landirilir [3].

Tanim 2.1.11 Eger p, ¢ € @ kuaterniyonlar icin & (p,q) = 0 oluyorsa p ile ¢ ya
h-ortogonaldir denir [3].

Tanmim 2.1.12 Bir ¢ € ) kuaterniyonu igin,

Il @—R
q — |dql
lal> = hig.q)=qxag=d+ad®>+b*+¢

seklinde tanimlanan ||g|| pozitif reel sayisina ¢ nun normu denir [3].

Tanim 2.1.13 Bir ¢ € ) kuaterniyonunun inversi;

O Q-{0}—Q—{0}
-1 _ &g

]l

9 — 4 2

seklinde tanimlanir. Boylece,

dir. ¢ # 0 olmak iizere, Vg € @ elemaninm bir ¢~! inversine sahip olmasi @) cebirini

bir boliim cebiri yapar [1] .

Tanim 2.1.14 ¢ # 0 olmak {izere bir p kuaterniyonunu bir ¢ kuaterniyonu ile
bolmek icin p yi ¢~ ile carpmak gerekir. Ancak kuaterniyon carpimi degisimli degildir.
Dolayisiyla bu carpma iki tiirlii oldugundan p yi ¢ ile iki tiirlii bolmek gerekir. r; ve

ro iki kuaterniyon olmak tizere;

r = pxq_l

Ty = ¢ 'Xp

6



dir. Burada r; kuaterniyonuna p nin ¢ ile sagdan ve ro kuaterniyonunada p nin ¢ ile

soldan boliimii denir. Genel olarak 7 ile ro farkhidir [1].

Tanmim 2.1.15 [ C R olmak tizere,

v o I —=Q

1) = T%(8)Th (Paz+1)

ile verilen reel, tek degiskenli kuaterniyon degerli v doniisiimii kuaterniyonik egri olarak

adlandirilir. Ozel olarak, v (1) C R? ise v uzay-kuaterniyonik egri adim alir [2] .

Tanim 2.1.16 Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve ¢ ile goster-

ilir. Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir ¢ kuaterniyonunun normlanmaisi,

g d+ae;+bey+ce;

Go =7 =
lall V@ +a>+ 2+

olarak ifade edilebilir [1].

Tanmim 2.1.17 Reel eksen ile ¢ arasindaki ac1  olmak iizere,

d
cosf) = ——
]l
: Va2 + b2+ c?
sinf = —
]|
olup buna gore;
d — b—) —
G = dtaTy bt Ty = g1t beatees)
]|
d a _ b c
= V4l + €1+ €+ ——¢€3
Vgl Vlldl valll V]
_ Tl d n Va2 + b2+ c? ﬁ?ﬁ-
VT VI \ o et e @
~ a — b — C —
= ¢+ €+ e
1T VErrtra VT Verrie VRt R+a
esitlikleri kullamlarak ¢ kuaterniyonunun kutupsal halini ¢ = +/||q|| (cos@ + gsin 0)

seklinde bulunur [4].



2.2. Minkowski (veya Lorentz) Uzay:
Tanim 2.2.1 V' bir reel vektor uzayi olsun.
(,):VxV =R

doniistimii Va,b € R ve VU, ¥, W € V icin
i) (7, V) = (v, W)
i) (au + b0, W) =a(W,w) +b(V, W)
(T aT 40T = a (T, T+ b (7, D)
kosullarim sagliyorsa (, ) doniisiimiine V' reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik bilineer

form denir [5].

Tanim 2.2.2 V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form (,) olsun. ()
simetrik bilineer formuna,

i)YV €V ve ¥V #0igin (7, 7) > 0 ise pozitif taniml

ii) VU €V ve ¥V #0igin (7, V') < 0 ise negatif taniml

iii) V¥ € V icin (7', ) > 0 ise yar pozitif taniml

iv) V¥ €V igin (77, V) < 0 ise yar1 negatif tammh

denir [5].
Tanmim 2.2.3 V bir reel vektor uzay: olsun. V' {izerinde bir
(,):VxV =R
simetrik bilineer formu, VY € V icin
(V,W)y=0=7 =0

sartin1 sagliyorsa bu simetrik bilineer forma non-dejenere, non-dejenere degilse de-

jeneredir denir [5].

Teorem 2.2.4 Bir (,) simetrik bilineer formunun non-dejenere olmas igin gerek ve

yeter sart (,) nin herhangi bir baza gére matrisinin tersinin olmasidir [5].

Tanim 2.2.5 Bir V' vektor uzay1 tizerindeki non-dejenere simetrik bilineer forma V'
vektor uzay tizerinde bir skalar ¢arpim denir. V' iizerinde bir skalar ¢arpim (, ) olmak

tizere (V, (,)) ikilisine skalar carpimli uzay denir [6].

8



Teorem 2.2.6 V vektor uzayi igindeki bir ortonormal baz {?1, ...,?n} olsun.
€ = <?i7 ?¢> olmak {izere, YT €V vektorii
— = — =\ —
v :Zgi<y’ €i> €

i=1

biciminde tek tiirlii yazilabilir [5].
Tanim 2.2.7 V bir reel vektor uzay1 ve
(,):VxV =R
bir simetrik bilineer form olsun.
()Y |w:WxW =R

negatif taniml olacak gekilde V' nin en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna (,)
simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. Buna gore, 0 < v < boyV

dir. v= 0 olmas: i¢in gerek ve yeter sart (,) nin pozitif tamimh olmasidir 5], [7] .
Tanmim 2.2.8 M, C* manifold olmak iizere,
() x (M) x x (M) — C* (M,R)

seklinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyonuna M iizerinde metrik tensor

adi verilir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir [5].

Tanim 2.2.9 R" n-boyutlu standart reel vektor uzay: verilsin. 0 < v < n olmak
tizere v tamsayisi i¢in, R" tizerinde

n—v n
<Vp,wp> = Zyiwi — Z V;W;
=1 i=n—v+1

ile verilen metrik tensér goz 6niine alimirsa, elde edilen uzay Semi-Oklidyen uzay olarak

adlandirihr ve R? ile gosterilir [5] .

Tanim 2.2.10 V skalar carpim uzay1 (Semi—Oklid uzayl) olsun. (,) nin indeksi
v=1,n > 2 ise (,) skalar ¢carpimima Minkowski (veya Lorentz) metrigi ve V' ye de
Minkowski (veya Lorentz) uzayi denir. V de (,) dejenere ise V' ye dejenere vektor

uzay1 denir [8].



Tanim 2.2.11 M differensiyellenebilir bir manifold ve (,) de M {iizerinde metrik
tensor ise M ye bir Semi-Riemann manifoldu denir. Buradaki sabit indekse Semi-
Riemann manifoldunun indeksi denir. v indeksli n-boyutlu bir Semi-Riemann ma-
nifoldu M ile gosterilir.

Ozel olarak v= 0 ise M™ bir Riemann manifoldudur ve metrige de Riemann metrigi
denir. Ayrica, n > 2 ve v= 1 ise MJ Semi-Riemann manifolduna Minkowski

(veya Lorentz) manifoldu denir [5], [9].

Tamim 2.2.12 n-boyutlu bir reel vektor uzayr R” ve V', 5 € R icin Riemann ic

garpimi;

seklinde tanimlanir [6] .

Tanim 2.2.13 R" n-boyutlu reel vektor uzay1 olsun. Minkowski (veya Lorentz) ig

garpimi;

seklinde tanimlanir [10].
Bu Minkowski (veya Lorentz) i¢ garpimu ile birlegen R" vektor uzayima da n-boyutlu
Standart ~ Minkowski  (veya Lorentz) Uzay1 ya da  kisaca  Minkowski

(veya Lorentz) Uzay1 denir. Yani,

RT = {Rna <7 >L}

dir. Caligma boyunca (, ), Minkowski (veya Lorentz) i¢ carpimim (, ) ile gosterilecektir.

Her Minkowski (veya Lorentz) uzay1 aym zamanda bir Semi-Oklid uzaydir.

Tanim 2.2.14 Bir 2° € R} vektoriine,

—
T
i) (7', 7) > 0 veya 7’ = 0 ise space-like vektor,

ii) (7', 7’) < 0 ise time-like vektor,

iii) (7, 7)) =0 ve @ # 0 ise light-like veya null vektor denir [11].

10



Tanmim 2.2.15 n-boyutlu Minkowski (veya Lorentz) uzay1 R} nin iki @, 3§ vektorii
igin (7', ¥') = 0 ise bu iki vektore Minkowski (veya Lorentz) anlaminda diktirler denir

[12].
Tanmim 2.2.16 7' € R} icin 7 vektoriiniin normu
17 =/ I(=, )]
olarak tanmimlanir [5].

Teorem 2.2.17 7 € R? olmak iizere,
i) [| 7] > 0 dir.

ii) || 2| = 0 & 7 bir null vektordiir.
iit) T Dbir time-like vektor ise || 7] =

i) T bir space-like vektor ise || 7| = (

Tanim 2.2.18 (V,(,)) bir Minkowski (veya Lorentz) uzayi olsun. W C V alt
uzayini goz oniine alalim.

i) (,) lw: W x W — R porzitif ise W ya space-like alt uzay

i7) (,) |w indeksi 1 olan non-dejenere ise W ya time-like alt uzay

iii) (,) |w dejenere ise W ya light-like alt uzay denir [5].

Tanim 2.2.19 V Minkowski (veya Lorentz) uzaymda biitiin time-like vektorlerin
ciimlesi 7 olsun. 7' € 7 i¢in, {% € 7: (7', ) < 0} ciimlesine % nin 7 i ihtiva eden

time konisi denir [5] .

Teorem 2.2.20 Minkowski (veya Lorentz) uzaymda time-like vektorler 7', % ol-
sunlar. Bu iki vektoriin aym time konide olmas igin gerek ve yeter sart (7, ) < 0

olmasidir [5].

Teorem 2.2.21 Minkowski (veya Lorentz) uzaymda 7', 3 iki time-like vektor ol-
sun. Bu durumda;
i) (2, Y)Y > 2] ||| (Minkowski uzayinda Schwartz esitsizligi)

ii) Eger @, Y vektorleri ayni time konide iseler,
(@, 9) = =7V chy

11



olacak sekilde 7’ ve % arasinda hiperbolik ac1 diye adlandirilan bir tek ¢ > 0 sayisi
vardir [12].

Sonug 2.2.22 Iki vektoriin dik olabilmesi icin gerek ve yeter sart birinin time-like

digerinin space-like olmasidir [12] .
Tanim 2.2.23 7 = (7', Ty, ¥3), ¥ = (¥1, U2, ¥3) € R} olmak iizere,
A | p:R¥xRY - R
— — — - = — — = = — — — — — — —
(7,Y) — TN Y =(Toys—T3Y0 ¥3Y1— T1Y3,—T1Y2+ y271)
seklinde tammh A |7, operatoriine R? de Minkowski (veya Lorentz) anlaminda vektorel
carpim denir [13].

Minkowski (veya Lorentz) anlamindaki vektorel garpim, R? deki vektorel garpi-

min ifadesine benzer olarak,

— — —
€1 €2 —€3
- - — — —
TA|p Yy =det| 7, Ty, T3
— — —
Yr Y2 Ys

dir [13].
Tanmim 2.2.26 Bir o : I € R — R? diferensiyellenebilir egrisine
<o/, o/> < 0 ise time-like egri
<o/, o/> > 0 ise space-like egri

<o/, o/> = 0 ise null egri
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adi verilir [9].

Teorem 2.2.27 M C R} de time-like bir egri olsun. s € I yay parametresi olmak
iizere, « (s) noktasindaki i-yinci egrilik k; (s) ve Frenet r-ayakhst {Vi, V5, ..., V.1, V,.}
olsun. Bu durumda;

i) V= gok1Va,

i1) Vi = —eoki_1 Vi1 + eokiVipr, 1 <i <,

i) V, = —eok, 1 Vi1,

dir. Burada

—1, V; time-like ise
Eog =
+1 , V; space-like ise

dir [13].

2.3. R{ Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik

Egriler

Semi-reel kuaterniyonlarin temel kavramlarini verecegiz. Bir grup semi-reel kuater-

niyonlar
QV = {q | q = a€1 + bgg + 053 + d, a, b, C, d € R, 51,52, 53 € R%(V:l,Z)’

hv(aaa):‘g(é;)algzgzg}a

olarak tamimlanir. Burada 1 <4, j, k < 3 olmak {izere;

étiXéti = _E(éti)a
6xe = c(@)e(@)e R,
&xe = —c(€)e(@)e e R

—1, €; time-like
e =

7

+1, €; space-like

dir.Ve (123) {in bir ¢ift permiitasyonu (ijk) dir. ki p ve ¢ semi-reel kuaterniyonlarin
carpimi;

pxq:Squ—i-Sp‘_/;—i-Sq‘_/;;—h(‘_/;),V;)—l—‘_/;)/\‘_/;,

dir. Burada h ve A daha once kullandigimiz, R? Semi-Oklid uzaymda i¢ ve vektorel

carpimlaridir. ¢ = ae; + béy + ce5 + d € (), bir semi-reel kuaterniyonu icin ag =

13



—aey — bey — ces + d ile tamimlanan g, ¢ nun eglenigidir. Bu yiizden simetrik, non-

dejenere ve bilineer form h asagidaki gibi tanimlanir:

h’V:QV><QV—>]:R

R3 icin
I (p.0) = 3 [£ (1) 2 (0q) (0 x ) + = () (0p) (g  ap)]
ve ozel olarak R} igin
ha (p,0) = 5 [~ ()= (00) (p ) — & (4) = (p) (4 X )]

dir. Genel olarak v= {1, 2} icin
h (q,q) = a’e (&) + b%e (€3) + *c (€5) + d?

olup semi-reel kuaterniyonun i¢ ¢arpimi diye isimlendirilir. p = a1€; + bi€s + c1€5 + dy

ve ¢ = a€) + bésy 4 ces + d iki semi-reel kuaterniyonun vektorel ¢arpimi

v=1 i¢in
VoAV, = (@)e(@) (bie—ber)é
—e(é))e (e3) (a1c — acy) €y
+€ (_)1) g (_)2) (alb — abl) 53
v= 2 i¢in

1

<t
>
=]
|
|
™
—~
ot
~—
™
—~
ol
—
—~
>
iy
o
|
)
[
il
~—
)
—

olarak tanmimlanmir Genel olarak

v={1,2} igin
lal” = 1A (g, )| = |a® (&) + 0% () + ¢ (&) + |

olup ¢ semi-reel kuaterniyonun normu olarak tanimlanir.
Spatial kuaterniyon kavraminin kullanimi ¢aligmamiz boyunca yapilacaktir. Herbir
q + aq = 0 igin ¢ bir spatial kuaterniyon diye isimlendirilir. Herbir ¢ — g = 0 i¢in ¢

bir temporal kuaterniyondur [15].
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R? iizerinde semi kuaterniyonik metrige h diyelim. R} de bir 3 (s) egrisi Vs igin
B (s) # 0 veh (ﬁ/ (s),8 (s)) = 0 ise bu egriye bir null kuaterniyonik egri denir.
Dikkat edilmeli ki R? de bir null kuaterniyonik egri 3 (s) icin, & (ﬁ” (5),8 (s)) £0

dir. R} de bir null kuaterniyonik egri 3 (s) igin, h (ﬁﬁ (s),p (s)) = F1 ise bu egriye

pseudo-yay ile parametrelendirilmistir denir. R} de bir null kuaterniyonik egri

B(s) =71(s)€1+79(5) € +73(8) €3+ 74 (5) €4
olsun.

ﬁ : ICR—)QR%

4
s — [(s)=>vi(s)g, éa=1,1<i<4
=1

agikar bigimde { B € Qs | B4+ ap = O} null spatial kuaterniyonlar uzay: ile tanim-
lanan R3 3-boyutlu semi-Oklid uzayidir.

R{ Minkowski uzayimnda null spatial kuaterniyonik egri i¢in diferensiyellenebilir
Frenet dortliisii { L, N, U, W} olsun. s bir pseudo-yay parametresine nazaran bir Cartan
cat1 {L, N,U, W} ile (R}, h) 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir 3 Cartan null kuater-

niyonik egriyi ele alalim. Cartan denklemleri;

!

= W, N =(p-7)U+pW,

/

U = (p—7)L, W =pL+N

ve
"= W, N =(r+p U+ pW,
U = (r+p)L, W =pL+ N,
dir. Burada
h(L,L) = h(N,N)=h(LU)=h(N,U)=h(W,U)
= h(N,W)=h(L,W)=0
h(UU) = h(W,W)=+41veh(L,N)=—-1
dir [15] .
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2.3.1. R} de Pseudo-Kiire Null Kuaterniyonik Egriler

Bu bolumde, pseudo-kiire null kuaterniyonik egrileri tanimlayacagiz. Null kuater-
niyonik egriler S? (r) = {X € R} : h (X — A, X — A) = r?} ile verilen yarigapt 7 > 0
ve merkezi A olan bir pseudo-kiirede tamamen yatar. Oskiilatér pseudo-kiire agagidaki

gibi tanimlanir.

Tamm 2.3.1 3, R} de bir null kuaterniyonik Cartan egri olsun. O halde 3 ile
sonsuz yakin 5 noktaya sahip olan pseudo-kiireye [ oskiilatér pseudo-kiire denir.
S (s), R} de bir null kuaterniyonik Cartan egri ile s bir pseudo-yay parametresine

nazaran Cartan egrilikler p, (p — 7) ya sahip olsun [15].

Yardimci Teorem 2.3.2 3 (s), R} de bir null kuaterniyonik Cartan egrisi olsun.

O zaman £ (s) nin
1

p—T

A (So) = (So) - U (80)

noktasi oskiilatoér pseudo-kiirenin merkez noktasidir [15].

Ispat: Baz /3 (s¢) noktasimin A (sq) — 3 (s¢) konum vektoriiniin {L, N, U, W} Car-

tan catisinin bir lineer kombinasyonu olarak;
A (80) — ﬁ (80) = mlL + mzN + mgU + m4W (21)
bi¢iminde yazlabilir. Burada m;, 1 < ¢ < 4 igin diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

f(s)="h(A(so) — B(s0),A(s0) — B(s0)) — 1

fonksiyonunu ele alinsin. Oskiilatoér pseudo-kiirenin yarigapi r oldugu biliniyor. Boylece

sp da

" "

f(SO):f/(So):f (s0) = f (So)zf(4)(30):0

esitlikleri oskiilator pseudo-kiire tanimindan dolay1 saglanir. Sonra

AL (50), A (s0) = B (s0) = 0 vems =0,
ROV (50), A (s0) = B (s0) = 0 vemy =0,
AN (30), As0) = B (s0) = 0 vem; =0,
BV (s0) A (s0) = 8 (s0)) = 0 ve ma (s0) = ———



ifadeleri elde edilir.

Boylece,
1
my =mg =my =0 vemg(s) =—
p—T
bulunur. Boylece (2.1) denkleminden
1
A(so) = B(so) = _p—TU ver = '_p—T'

olarak elde edilir.

Teorem 2.3.3 [ bir null kuaterniyonik Cartan egrisi olsun. [ bir pseudo-kiiresel

egridir ancak ve ancak (p — 7) sifirdan farkh bir sabittir [15].

Ispat: Farzedilsin ki 3, S? (r) iizerinde yatan bir null kuaterniyonik Cartan egrisi
olsun. O zaman, oskiilator pseudo-kiireler egrinin tiim noktalar1 tamamen S% (s) dir
ve bu yiizden r ve ]ﬁ sabittir.

Tersine, ]ﬁ nin sifirdan farli bir sabit oldugu kabul edilsin. Tiim oskiilator pseudo-
kiireler ayni yaricapa sahiptirler. Ustelik,

1
p—T

A (80) = (80) - U (So)

fonksiyonu hesaplanirsa oskiilatér pseudo-kiirenin merkez noktasi bulunur. Her-yerdeki
tiirevi sifirdir, o halde sabittir. Sonug olarak, 3 egrisi S3 (r) tizerinde yatar. O halde
Vsicin h (X — A, X — A) = r? denklemi gecerlidir. Ispat tamamlanir.

Boylece, h (X — A, X — A) = ’—Iﬁ’z, null kuaterniyonik egriler ile ]ﬁ = sabit,

S3 (r) pseudo-kiire iizerinde yatarlar.

Sonug: Bir 8 C R} null kuaterniyonik Cartan egrisinin tamamen bir pseudo-kiire
tizerinde yatmasi icin gerek ve yeter sart s € I nin herbiri ya da f de ki sabit bir A
noktasi icin

h(X ()= B(s), =5 (s0)) =0

esitliginin saglanmasidir..

R? de ki null kuaterniyonik Cartan egrilikleri ile pseudo-kiire null kuaterniyonik
egri karakterize edilebilir. Null kuaterniyonik egriler (p — 7) gibi bir sifirdan farkh
sabite sahip bir pseudo-kiire olugturur. Benzer sonuclar ayrica diger null kuaterni-

yonik Cartan gatisi icinde elde edilir.
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R{ de bir time-like vektor & ile diger Cartan catisina gore

L/:W, N/:(T—i-p)U—l—pW, U/:(T—i-p)L, W/:pL—l—N

dir. Burada, teorem iizerinde kullamlan iddialara gore A (sq) = 5 (so) — pTlTU (s0)

sonucu elde edilir [15].
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2.4 Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Egriler Icin Serret-Frenet

Formiilleri

2.4.1 R? Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Egriler Icin Serret-

Frenet Formiilleri
1. Durum: (€ bir time-like vektor olsun.)

h kuaterniyonik metrik ile R? bir 3-boyutlu Minkowski uzay1 tammlasin.Vs € I icin
pozitif veya negatif yonlii
v:I—R3
{7 (s),7" (s),7" (s)} gibi bir null kuaterniyonik Cartan egri olsun.

{l=7"(s),n,u} Cartan catismi dikkate alahm, burada & (I,1) = h(n,n) = h(l,u) =
h(n,u) =0,h(l,n) =h(u,u) =1 dir. Frenet denklemleri,

' =ku, n =7u, v = -7l —kn (2.2)

ve

! !

I'=ku, n =—7u, u =7l —kn, (2.3)
burada 7 egrinin torsiyonu ve k egrinin egriligidir. Bu durumda ~ bir null kuaterniyonik
Cartan egrisi, k (s) = 1, ayrica

! ! !

Il =u,n =7u, u =—7l—n
ve
!
[l =u, n =—71u, u =7l—n,

{l,n,u} ile v (s) nin Frenet formiilii olur [16] .
2. Durum: (€ bir time-like vektor olsun.)

h kuaterniyonik metrik ile R? bir 3-boyutlu Minkowski uzay1 olsun.Vs € I igin
pozitif veya negatif yonlii
v:I - RS

" "

{7 (s),7" (s),7" (s)} gibi bir null kuaterniyonik Cartan egri olsun.
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{l=7"(s),n,u} Cartan catis1 dikkate almirsa, burada h (I,1) = h(n,n) = h(l,u) =
h(n,u) =0,h(l,n) =—1,h(u,u) =1 dir. Frenet denklemleri,

! !

I =ku, n = —71u, u =—7l+kn

ve

! !

['=ku, n' =71u, v =7l +kn, (2.4)

burada 7 egrinin torsiyonu ve k egrinin egriligidir. Bu durumda ~y bir null kuaterniyonik

Cartan egrisi, k (s) = 1, ayrica

ve

!

! !
[l =u, n =71u, u =7l+n,

{l,n,u} ile v (s) nin Frenet formiilii olur [16] .

20



2.4.2. R} Minkowski Uzayinda Null Kuaterniyonik Egriler Icin Serret-

Frenet Formiilleri
1. Durum: (€ bir time-like vektor olsun.)
{é1, &, 3,6, = 1}, R} iin bir ortonormal bazidir.

L: (€2+€1),N:

Sl

vektorleri icin
h(L,L)=h(N,N)=h(L,U)=h(N,U)=h(W,U)=h(N,W)=h(L,W)=0

ve

h(L,N)=h(UU)=h(W,W) = +1

esitlikleri saglanir.

Boylece R{ iin bir bazi {L, N, U, W} olur. L ve N null vektorler ve U ve W space-like
vektorlerdir. h kuaterniyonik metrik ile bir 4-boyutlu Minkowski uzay1 R ile gosterilir.
R{ de 4-boyutlu Minkowski uzaylar1 birim kuaterniyonun uzaylar ile tanimlanir. [

aralig1 tizerinde tammlanan R} de bir null kuaterniyonik egri

6 : I CR—=Q,
B = 7€+ Y28 +V3€ + 746
4 !
olsun. Sifir uzunluga sahip L (s) = >, (s) €; tegeti gibi olan s parametresi segilir. R}
i=1
Minkowski uzaylarinda diferensiyellenebilir Minkowski uzay egrisinin

{L(s),N (s),U(s),W(s)} Frenet elemanlar1 olur. Bu 6zel simifin Frenet catisi ve

Frenet denklemleri f ile gosterilir. o zaman Frenet denklemleri
"= KW, N =—(r+p)U+pW,

!

U = (r4+p L, W =—pL—-KN
ve

= KW, N = (r—p)U + pW,
U = —(r—p)L, W = —pL — KN,
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dir.
! 4 !
B sifir ozellige sahip L (s) = (8 (s) = Y7, (s) € tegetli bir null kuaterniyonik egri
i=1

olsun. O zaman,

B(s)#0, h(6().6()) = 8 () x af (s) = 0 (2.5)

elde edilir. 5 (s) = L oldugundan h (L, L) = 0 dir. Fakat i (s) = W null olamaz, her
zaman space-liketir. Ustelik h (W, W) = h (ﬁﬁ (s),8" (s)) = 1 dir. sile (2.5) denklemi
kullanilarak,
B'(s) x B (5)+ 5 (s) x " (s) = 0

elde edilir. O halde,

(i) 8" (s) x a8’ (s) bir semi-spatial kuaterniyon,

(i) h (5/ (s),8" (s)) — 0= h(L,W)=0,h(LL) =0,
esitlikleri bulunur.

(ii) de s ye gore tiirev alimrsa, h (L,W') = —1 elde edilir. $imdi L' i bir vektor

ve bir baz yardimiyla yazilabilir.
L' =aL +0bN + cU + dW,a,b,c,d € R. (2.6)

Burada {L, N,U, W}, L' icin bir ortonormal baz olur. Sirasiyla L, N, U ve W ile (2.6)
denkleminin skaler carpimi alimir. L' bir semi-spatial kuaterniyon oldugundan W ve K
nin skaler ¢arpim

D:Kmh(uwj:K:1 (2.7)
denklemi ile semi-spatial kuaterniyon elde edilir. Eger ||L|| = h (L, L) = 0 diferensiyel-
lenebilir ve (2.7) denklemi sonucunda, K (s) # 0 iken

WxaL+LxaW =0

elde edilir. O halde

(1) h(L,W) =0, W, L ile h-ortogonaldir.

(17) I bir semi-spatial kuaterniyon oldugundan L x oW bir semi-spatial kuaterniyon-
dur.

Bu durumda, W birim space-like ve [ null oldugu asikardir. L = [ x W null

kuaterniyonik vektor denilsin. [ boyunca, L
I=LxaWveL=IxW (2.8)
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seklinde yazilabilir.
(2.8),(2.7) ve (2.2) kullanilarak sonucta

U=uxWvelxW =KW — kU (2.9)

denklemi bulunur.
U nun ozellikleri,
(i) h(U,U)=U x aU =1,
(13) L,U ve W karsilikli h-ortogonaldir.
(2.9) denkleminde verilen U = u x W diferensiyellenebilirdir. Denklem sonucunda (2.8)

ve (2.2) kullamlarak
U=7L—kN+uxW, N=nxW (2.10)

elde edilir.

N nin ozellikleri,

(@) |IN|I* = h (N, N) =0,

(17) N,U ve W karsilikhi h-ortogonaldir.

O halde, boyle h (L, N) = 1 oldugundan L ve N karsilikli h-ortogonaldir. (2.10)
denklemiyle N = n x W diferensiyellenebilirse, denklem sonucunda (2.2) ve (2.9) kul-
lanilarak

N =—1U+nxW (2.11)

elde edilir. Sonug olarak,

IxW = KW—kU U=uxW,
U = 7L—kN+uxW', N=nxW,

N = —tU+nxW (2.12)

elde edilir. Yukarida incelenen, Frenet denklemleri arasindan, yalmzca (2.7) denklemi

elde edilmigtir. Asagidaki metod ile Frenet denklemleri bulunmak istenmistir.

!

= an L+ apN + a3U + ayW,

= ag1 L+ aeN + axU + a W,

az1 L+ aze N + assU + azsW,

=S oz~
|

= a41L + a42N + a43U + a44W,
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L, N,U, W ile sirasiyla bu denklemlerin skalar carpimlari alinirsa.

!

h

!

=

S

!

I

0
0

—m

| P

0

0

0
-K

0 K

m p
0 r
—r 0

T =2 &

W

(2.13)

Bu matristen W' = —pL — KN —rU elde edilir. Ve u,n ve [ vektorleri ile W' vektorii

carpilirsa

[
n

u

xW' =
xW' =
xW =

KW + KU — L,

pW —pU +rN,

pL — KN +rW,

(2.14)

kuaterniyondur. Dolayisiyla, (2.12) denkleminde (2.14) denklemi yerine konursa

(K+k)U—-rL = 0

N = (=1 —p)U+pW +rN,

U = (r+p)L—(K+k)N+rW,

bulunur. Buradan (2.16) esitligine sahip olunur.

!

h

!

=

S

!

I

0

0
-K

0 K
—T—p P
0 r
—r 0

0 K
T—p D
0 0
0 0

T =2 &

w

L
N
U

w

(2.15)

(2.16)

matrisi elde edilir. Burada, R} de /3 egrisinin birinci egriligi K dir. R3 de 7 egrisinin

birinci egriligi k& dir ve R de (3 egrisinin ikinci egriliginin z1t isaretlisidir. Yinede bu

miimkiin degildir. Ciinkii, K =1 ve k = 1 dir. Halbu ki K +k = 0 dan K = —k olmas1
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gerekir. Boylece, K = 1 ve k = 1 alimir. Frenet denklemleri ispatlanamaz. R} de &)
time-like oldugu halde R} de bir null kuaterniyonik egrinin Frenet gatis1 olusturulamaz

[16].
2. Durum: (€, bir time-like vektor olsun.)

R{ de {¢é), €, €3, ey = 1} bir ortonolmal baz ve & bir time-like vektor olsun.

1 1
L=—(&+6), N=—(6-¢&), U=¢&, W=¢

V2

vektorlerinin olusturdugu

h(L,L) = h(N,N)=h(L,U)=h(N,U)=h(W,U)

= h(N,W)=h(L,W)=0,

h(U,U) = h(W,W)=+1,

h(L,N) = -1,
saglanir.

U ve W space-like vektorler ve L ve N null vektorleri icin {L, N, U, W}, R} de bir

bazdir. h kuaterniyonik metrik egri ile R} de bir 4-boyutlu Minkowski uzay1 belirtir.

Birim kuaterniyon uzaylar ile tammlanan R{ de 4-boyutlu Minkowski uzaylaridir.

aralig1 izerinde tammlanan R} de bir null kuaterniyonik egri

6 ITCR—=Q,

B = me+ 7262 + 736 + 74
olsun. Sifir uzunluga sahip L (s) = i’y; (s) € tegeti gibi olan s parametresi segilir. R}
Minkowski uzaylarinda diferensiyellzezlebilir Minkowski uzay egrisinin Frenet elemanlar:
{L(s),N(s),U(s),W(s)} olsun. (1. Durum) 6nermesi ile 5 nin tzel simfi Frenet

catist ve Frenet denklemleri tanimlansin.

Frenet denklemleri,

= KW, N = (r+p) U+ pW,
U = (r+p L, W =pL+KN
ve

= KW, N =—(r—p)U+pW,
U = —(r—p)L, W =pL+ KN
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dir. Burada, R} de 3 egrisinin birinci egriligi K, R? de 7 egrisinin birinci egriligi k&

degerler (K — k) = 0 saglar. R} de €, bir time-like vektor, R de bir null kuaterniyonik

egrinin Frenet ¢atis1 bulunur [16].
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3. NULL KUATERNIiYONIK EGRILERIN KARAKTERIZASYON-
LARI

Bu boliimde M. Aykut Akgiin [18] tarafindan Minkowski uzayinda baz egrilerin
karakterizasyonlar1 olarak verilen calisma R3 ve R} uzaylarimm alt uzaylarinda kalan

null kuaterniyonik egrilere uygulanmistir.

3.1 R? Uzayinda Null Kuaterniyonik Egrilerin Baz1 Alt Uzaylarda Kalmasi

icin Karakterizasyonlar

R3 uzaymda v : I C R —Qps null kuaterniyonik egrisinin agagidaki Frenet

denklemlerini saglayan {l,n,u} seklinde Frenet catisi vardir.

I = ku,
n = —ru, (3.1)
u = —7l+kn.
Burada | = 7 (s) ve I,n,u karsihkh ortogonal vektorleri asagidaki denklemleri
saglar.
h(l,1) = h(n,n)=h({,u)=h(nu) =0,
h(l,n) = h(u,u)=1
[16] .

1. Durum Bir v null kuaterniyonik egrisinin {l/,n} (oskiilatér diizlem) tarafin-
dan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s para-

metresine bagh A (s) ve u (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin

v(s) = As) L+ p(s)n (3.2)

yazilabilir. Caligma boyunca A (s), o (s) ve ¥ (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar: A, p
ve ¥ olarak ifade edilecektir.

(3.2) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;

Y ()= Nl+pn+ N + pun
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bulunur. Burada (3.1) Frenet denklemleri kullanmilirsa;
v (s) = N1+ p'n+ MNew + p (—7u)
dir. 7' (s) = I oldugundan
I=XNl+p'n+ Nk —pr)u (3.3)

elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

!

o= 1,
po= 0, (3.4)
Ao —pur = 0.

A =1ise A = s+ ¢; bulunur. Ayrica ¢ = 0 dan 1 = ¢, bulunur. Bulunan \ ve p

(3.4) de iigiincii denklemde yerine yazilirsa

(s+c1)k—cor = 0,
k Cy

T S+ ¢

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1 Bir  null kuaterniyonik egrisinin R? uzayimin {I/,n} ile gerilen alt

Cc2

olmak iizere
s+c1

uzayinda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart é =
Y(s) =(s+c1)l +can
seklinde olmasidir.

2. Durum Bir v null kuaterniyonik egrisinin {l/,u} (rektifiyen diizlem) tarafin-
dan gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s para-

metresine bagli A ve p diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin
v(s) = AN+ pu (3.5)
yazilabilir. (3.5) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
N (8) = N1+ pu+ N+
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bulunur. Burada (3.1) Frenet denklemleri kullanmilirsa;
Y (8) = N1+ p'u+ Mew+ p (=71 + kn)
dir. v’ (s) = [ oldugundan
L= (N =) U (1 4+ 2wt pukn (3.6)

elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

N — ur = 1,
A+ = 0, (3.7)
uk = 0.

Eger 4t = 0 ve k = 0 ise ilk denklemden A = s + ¢ olarak bulunur. Eger k£ = 0
ise ikinci denklemden p = ¢; elde edilir. Ayrica ilk denklemden A = [ (1+ ¢;7)ds

bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2 Bir v null kuaterniyonik egrisinin R? uzaymnmn {/,u} ile gerilen alt
uzayinda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) p =0 ve k = 0 olmak iizere

1(s)=(s+0)l,

i1) k = 0 olmak iizere

v (s) = (/(1+017)ds)l+clu

seklinde olmasidir.

3. Durum Bir 7 null kuaterniyonik egrisinin {u,n} (normal diizlem) tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine

bagh A ve p diferensiyellenebilir fonksiyonlar: i¢in
v (8) = Au+ un (3.8)

yazilabilir. (3.8) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;

!

Y (s)=Nu+p'n+ '+ pn
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bulunur. Burada (3.1) Frenet denklemleri kullanmilirsa;
Y (s) = N1+ pn+N—=7l+kn) + p(—7u)
dir. 7' (s) = I oldugundan
| = (X - m) u+t (M/ + )\k) n— Al (3.9)

elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

At = 1,
N—ur = 0, (3.10)
W+ = 0.

Burada (3.10) denklemlerinin ortak bir ¢oziimii yoktur. Dolayisiyla ~ null kuater-

niyonik egrisi {u,n} tarafindan gerilen alt uzayda kalamaz.
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3.2. R} Uzayinda Null Kuaterniyonik Egrilerin Bazi Alt Uzaylarda

Kalmas: i¢cin Karakterizasyonlar

R? uzaymda B : I C R —Qgs null kuaterniyonik egrisinin asagidaki Frenet
1 4 Y g $ag

denklemlerini saglayan {L, N, U, W} seklinde Frenet gatis1 vardir.

— KW,

(r+p)U+pW, (3.11)

S =2~
[

= (r+p)L,

!

W' = pL+KN.

Burada L = [ (s) ve L,N,U W karghkl ortogonal vektorleri agagidaki

denklemleri saglar:

h(L,L) = h(N,N)=h(L,U)=h(N,U)=h(W,U)
— h(N,W)=h(L,W)=0,

hUU) = h(W,W) =1,

h(L,N) = -1

[16] .

1. Durum Bir g null kuaterniyonik egrisinin {L, N} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi igin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A (s) ve p (s)

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin
B (s) = AL+ uN (3.12)
yazilabilir. (3.12) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s) = NL+uN+AL +uN'
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B (s)=NL4uN+AKW + u(r+p) U+ upW

dir. 8 (s) = L oldugundan

L=XNL+pyN+AK+up)W +p(r+p)U (3.13)
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elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir.

A= 1,

po= 0,
AK +pp = 0, (3.14)
p(r+p) = 0.

uw=0ve (t+p) # 0 ise N =1 esitliginde integral alimarak A = s + ¢ ve ayrica
K = 0 bulunur. Eger p # 0 ise 4t = ¢; ve son denklemden 7 = —p olur. \ ve p iigiincii

denklemde yerine yazilirsa I—T( = -3 bulunur. Boylece agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzayimnm {L, N} ile gerilen alt
uzayinda kalmasi icin gerek ve yeter kosul

i) =0 ve(r +p) # 0 ve K = 0 olmak {izere

B(s)=(s+c)L,
W) pA0ver=—pve & = 2L olmak {izere
B(s)=(s+c)L+c N

seklinde olmasidir. Burada c, ¢; sabittir.

2. Durum Bir § null kuaterniyonik egrisinin {L,U} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A\ ve

diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin
B(s) = AL+ pU (3.15)
yazilabilir. (3.15) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)=NL+pU+AL +pU’
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B(s)=NL+py U+ KW + pu(r+p) L

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L= [)\/—F/L(T-i-p) L+ 0 U+ KW (3.16)
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elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

Ntp(r+p) = 1,

w = 0, (3.17)

AKX = 0.

K # 0 olmak iizere A = 0 dir. Dolayisiyla ilk denklemden p = %er bulunur.
Eger K = 0 ise ikinci denklemden p = ¢ bulunur ve ilk denklemde yerine yazlirsa

A= [(1—c(7+p))ds elde edilir. Boylece agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzaymm {L,U} ile gerilen alt
uzayinda kalmasi igin gerek ve yeter sart

i) K # 0 olmak tiizere

8(s) = —=U

i1) K = 0 olmak tizere
B(s) = [/(1—0(7’—1—1)))033 L+cU
seklinde olmasidir. Burada c sabittir.

3. Durum Bir g null kuaterniyonik egrisinin {L, W} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A\ ve

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin
B (s) = AL+ uW (3.18)
yazilabilir. (3.18) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa;
B(s)=NL+p WAL+ puW'
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa
B (s) = NL+puW 4+ XKW + pu(pL + KN)

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L= (X + ,up) L+ (u/ + )\K) W+ uK N (3.19)
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elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

Nt = 1,
g4+ AK = 0, (3.20)
uwkK = 0.

Son denklemden dolay1 4 = 0 olsun. O halde birinci denklemde yerine yazilirsa
A = s + ¢ bulunur. Eger son denklemde K = 0 alimirsa ikinci denklemden dolay:
w = ¢y dir. Bilinenler birinci denklemde yerine yazilirsa A = (1 — ¢1p) s + ¢ elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3 Bir 38 null kuaterniyonik egrisinin R} uzaymmn {L, W} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) p =0 ve K # 0 olmak iizere
Bs)=(s+c)L
i1) K = 0 olmak tizere
B(s)=[1—ap)s+ec] L+aW
seklinde olmasidir.

4. Durum Bir § null kuaterniyonik egrisinin {/V,U} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A\ ve

diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin
B(s) = AN + puU (3.21)
yazilabilir. (3.21) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)=AN+pU+IN +puU’
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B ()= XN+ U+N(r+p)U+pW]+pu(r+p)L

dir. 4 (s) = L oldugundan

L:)\/N—i-[,u/—l—)\(T—i-p) U+ W +p(r+p)L (3.22)
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elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

p(r+p) = 1,
o= 0,

p+ATr+p) = 0, (3.23)
Ap = 0.

Eger son denklemden A = 0 ve p # 0 ise ilk denklemden u = T—Jlrp bulunur. Eger

!

p = 0 ise ilk denklemden p = % bulunur 4 niin s ye tiirevi almirsa p° = —7 elde

edilir. Bilinenler {iclincii denklemde yerine yazilirsa A = :—; bulunur. Boylece asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzayimin {N,U} tarafindan
gerilen alt uzayda kalmasi icin gerek ve yeter sart

i) A =0 ve p # 0 olmak tizere

1
s) = U,
86)= 1
i1) p = 0 olmak iizere
T 1
~IN+-U
B(s)= TN+

seklinde olmasidir.

5. Durum Bir § null kuaterniyonik egrisinin {N, W} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A\ ve

diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin
B(s) = AN + pW (3.24)
yazilabilir. (3.24) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)=XN+puW+AN + pulW
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B (8)=ANN+uyW+X(r+p)U+pW]+ u(pL + KN)

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L:,upL—l-(X—i—,uK)N—l—)\(T-i-p)U-i-(,u/-l-)\p)W (3.25)
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elde edilir. Bu son egitlikten asagidaki denklemler yazilabilir;

pp = 1,
N +uK = 0,
AMT+p) = 0, (3.26)
w4+ = 0.

Burada ilk denklemden p = % bulunur. Ugtincii denklemden A = 0 ve (7 +p) # 0
ise K = 0 olmak {izere bilinenler tiim denklemleri saglar. Ayrica (7 + p) = 0 ise son

denklemden A = 1% bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.5 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzaymm {N, W} ile gerilen
alt uzaymda kalmas: icin gerek ve yeter sart

i)A=0, (T+p) #0, K =0 ve p+# 0 olmak iizere
1
B S) = _W7
() .
ii) T = —p ve p # 0 olmak {izere
p 1
Bs)= LN+ iw
seklinde olmasidir.

6. Durum Bir S null kuaterniyonik egrisinin {U, W} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A\ ve

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin
B(s) =AU+ uW (3.27)
yazilabilir. (3.27) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)=NU+ W+ + uW'
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B (s)=NU+ W+ X(1+p)L+pu(pL+ KN)

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L=\T+p)+up| L+ puKN+NU+p'W (3.28)
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elde edilir. Bu egitlige gore agsagidaki denklemler yazilabilir;

A= 0,
po= 0,
AMT+p)+pp = 1, (3.29)
kK = 0
Buradan eger 1 = 0 ve K # 0 ise iiciincii denklemden A = -2 bulunur. Eger

T+p
K = 0 ise ilk denklemden \ = ¢; ve ikinci denklemden i = 5 elde edilir.\ ve p tigiincii

denklemde yerine konulursa ¢; = 1Tj;p esitligi bulunur. Boylece asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 3.2.6 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzaymin {U, W} ile gerilen alt
uzayinda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) p =0 ve K # 0 olmak iizere

B(s) = U,
ii) K=0vec = 17_—f2pp olmak iizere
B(s) =cU+ W

seklinde olmasidir.

7. Durum Bir § null kuaterniyonik egrisinin {L, N,U} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi i¢in gartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve

¥ diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin
B(s) = AL+ uN +9U (3.30)
yazilabilir. (3.30) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)=NL4+uyN+90U~+ AL +uN +9U
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;

B (s)=NL4+uyN+VU+NKW + p[(r+p)U~+pW]|+9(r+p) L
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dir. 8’ (s) = L oldugundan
L= [X—H?(T—i—p) L+ N+ [79/+/L(T—|—p) U+ (MK + up) W (3.31)
elde edilir. Bu son egitlige gore asagidaki denklemler yazilabilir;

N+9(r+p) = 1,

9 +u(r+p) = 0,
p =0, (3.32)
AK +pup = 0.

Burada ' = 0 oldugundan z = ¢ dir. Son denklemde yerine yazilirsa K # 0 olmak
tizere A = —c£ bulunur. Ayrica p = ¢ ikinci denklemde yazilirsa ¥ = —c [ (7 +p) ds+

c; elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.7 Bir  null kuaterniyonik egrisinin R} uzaymin {L,N,U} ile
gerilen alt uzayinda kalmas: i¢in gerek ve yeter sart K sifirdan farkl olmak {izere
B(s)= —c%L—i—cN—i— [—C/(T+p)d8+01:| U

seklinde olmasidir.

8. Durum Bir § null kuaterniyonik egrisinin {L, N, W} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi i¢in gartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve

¥ diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin
B(s) = AL+ puN + IW (3.33)
yazilabilir. (3.33) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B () =ANL+uN+0W4+AL + puN" +9W'
elde edilir. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa;
B(s)=NL+puN+0W XKW + p[(r+p) U+ pW]+9 (pL + KN)

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L= (N +ip) Lt (0 +9K) N+ p(r+p) U+ (0 XK + ) W (334)
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bulunur. (3.34) esitliginden agagidaki denklemler yazilabilir;

N+9p = 1,
W+ 9K = 0,
p(r+p) = 0,

O +AK +pup = 0.

(3.35)

i (7 +p) = 0 denkleminden p = 0 ise yukaridaki denklemlerden ¢oziim olmadig

goriiliir. 4 # 0, (1 +p) =0 ve K # 0 iken son denklemde s ye gore tiirev alinirsa;

i —i—)\/K—i—,u/p:O

elde edilir. Ayrica ilk denklemden N = 1—9p ve ikinci denklemden p' =

yerine yazilirsa;
"+ (1—9p) K + (—9K)p = 0,

v + K —9pK —9Kp = 0,

v —2pK9+ K = 0,

— v K esitlikleri

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem c¢oziilerek p # 0 olmak iizere

1
¥ = c1eVPES e VPR o
1%

bulunur. O halde X' =1 — Jp esitliginde ¢ yerine yazilirsa;

/ 1
A = 1—(cleﬂsz—l—ch”Zsz—l—Q—p)p

!

A = V2pKs cpe‘/zp—Ks

cipe

1_
2
/(——clpe PEs _ cope VK )ds+03

bulunur. Ayni sekilde 1’ = —0K esitliginde 9 yerine yazihirsa;

/ R s R s 1
W= (cle 2PKs 4 cpem VRS 1 )K
2p
) IR s vrs K
uo o= —cKeVoPtt —cgKe VP ~ 5
p

K
uo= / (—clKeVszS — o Ke VRS _ 2—) ds+cy
1%

39



bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.8 Bir 3 null katerniyonik egrisinin R uzaymin {L, N, W} ile gerilen
Y g 1 Y ’ g

alt uzayinda kalmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 +p = 0 ve K sifirdan farkl olmak tizere

1 o
B(s) = [/ (5—01]96 2sz_02p€—v2sz) dS+Cg:|L

K
+ [/ (—clKeVszs — o Ke VIPKs _ 2—) ds + 04] N
1%

1
+ [Clevz”m + e VRS 4 2—} %%
p
seklinde olmasidir.

9. Durum Bir § null kuaterniyonik egrisinin {L,U, W} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi i¢in gartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve

¥ diferensiyellenebilir fonksiyonlar: igin
B(s) = AL+ pU +9W (3.36)
yazilabilir. (3.36) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)=NL+pyU+0W+ AL + puU +0W'
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B(s)=NL+pyU+IW+AKW + pu(1+p)L+9 (pL + KN)

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L= [A/+u(r+p)+q9p}L+u/U+(19/+)\K)W+19KN (3.37)
elde edilir. (3.37) esitliginden agagidaki denklemler yazlabilir;

Ntp(r+p) +dp = 1,

!

poo= 0,
v +AK = 0, (3.38)
IK = 0.
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Eger ¥ = 0 ve K # 0 ise iigiincii denklemden A\ = 0 bulunur. Ayrica bilinenler ilk
denklemde yerine yazilirsa p = r—-lm elde edilir. Eger K = 0 ise iigiincii denklemden

¥ = ¢; ve ikinci denklemden 1 = ¢, bulunur. ilk denklemde ¢ ve i yerine yazilirsa;

)\/+Cz(7'+p)+01p = 1

!

AN = 1l—c(t+p)—ap

A= /[1—02(T—|—p) —cplds+c3
bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.9 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzaymm {L,U, W} ile
gerilen alt uzayinda kalmasi icin gerek ve yeter sart

i) ¥ =0 ve K # 0 olmak iizere

1

8(s) = —=U.

i1) K = 0 olmak tizere
B(s) = [/[1—02(T+p)—clp]ds+cg L+ U + W
seklinde olmasidir.

10. Durum Bir 8 null kuaterniyonik egrisinin {/N,U, W} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve

¥ diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 igin
B(s) = AN + pU +9W (3.39)
yazilabilir. (3.39) denkleminde s ye gore tiirev alinirsa;
B (s)= XN+ U+0W AN + uU +o0W'
bulunur. Burada (3.11) Frenet denklemleri kullanilirsa,;
B ()= XN+pU+I9W +AN(r+p)U+pW]+ pu(r+p)L+9 (pL + KN)

dir. 8’ (s) = L oldugundan

L=[u(r+p)+9p| L+ (X+19K)N+ [// +>\(r+p)} U+ (19/—1-)\}?) W (3.40)
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elde edilir. (3.40) esitliginden agagidaki denklemler yazlabilir;

p(r+p)+idp = 1,

N +9K = 0,
@+ A(T+p) = 0, (3.41)
v+ Ap = 0.
Burada ticiincii denklemden ' = —\ (7 + p) ve son denklemden ¥ = —Ap bulunur.

Diger yandan ilk denklemin s ye gore tiirevi alinirsa
p(r+p) +9p=0 (3.42)
olur. p' ve ¥ esitlikleri (3.42) denkleminde yerine yazilirsa

AMT4+p)°+ M = 0

A(r+p)?+p] = 0

bulunur. O halde A = 0 ise (3.41) deki ikinci denklemden 9K = 0 olur ki burada iki
durum incelenecektir.

i)Y =0ve K # 0 ise (3.41) deki ilk denklemden p = %er bulunur.

i) K = 0 ise (3.41) deki tigiincii denklemden 1 = ¢; ve son denklemden ¥ = ¢,
bulunur.
Diger yandan (7 4 p)* 4 p? = 0 ise (3.41) deki denklemlerden ¢oziim olmadigr goriiliir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.10 Bir 3 null kuaterniyonik egrisinin R} uzayimn { N, U, W} ile gerilen
alt uzayinda kalmasi icin gerek ve yeter sart
i) A=0,9 =0 ve K # 0 olmak tizere

8(s) = U,

ii) A =0 ve K = 0 olmak iizere
B(s) =arU+ W

seklinde olmasidir.
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4. SONUC

Bu calismada 3 ve 4 boyutlu Minkowski uzayinda null kuaterniyonik egrilerin karak-
terizasyonlar1 incelenmistir. Caligmamizda oncelikle temel geometrik kavramlar ifade
edilmistir ve bu kavramlar yardimiyla ikinci boliimde ozellikle R} Minkowski uzayinda
null kuaterniyonik egriler incelenmistir. Ardindan R} ve R} Minkowski uzaylarinda
null kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet formiilleri verilmistir.

Uctincii boliim ise calismanin orjinal kismi olup R? ve R} Minkowski uzaylarinda
null kuaterniyonik egrilerin alt uzaylarda kalmas: i¢in karakterizasyonlar ifade ve ispat
edilmigtir.

Yapilan bu ¢aligmalar sonucunda R3 Minkowski uzaymda null kuaterniyonik egri-
lerin miimkiin olan 3 farkhi alt uzayda kalmas: igin gerekli sartlar ifade edilmistir.
Null kuaterniyonik egrilerin rektifiyen ve oskiilator diizlemlerde kalmasi igin gerekli
baz1 karakterizasyonlar elde edilmigtir. Fakat normal diizlemde kalamayacag1 sonu-
cuna varilmistir.

Benzer yaklagimla R} Minkowski uzaymda null kuaterniyonik egrilerin miimkiin

olan 10 farkh alt uzayda kalmasi igin gerekli sartlar ifade edilmigtir.
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