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ÖZET

NULL KUATERN·IYON·IK E¼GR·ILER·IN KARAKTER·IZASYONLARI

Bu çal¬̧smada Minkowski uzay¬nda null kuaterniyonik e¼griler incelenmi̧stir. Özellikle

R4
1 de null kuaterniyonik e¼griler tan¬mlanarak Minkowski uzay¬nda null kuaterniyonik

e¼griler için Serret-Frenet formülleri verilmi̧stir.

Daha sonra R3
1 ve R4

1 uzaylar¬nda null kuaterniyonik e¼griler için karakterizasyonlar

ifade ve ispat edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Reel Kuaterniyonlar, Minkowski (veya Lorentz) Uzay¬, R4
1

Uzay¬nda Null Kuaterniyonik E¼griler.
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SUMMARY

THE CHARACTERIZATIONS OF NULL QUATERNIONIC CURVES

In the study, null quaternionic curves are investigated in Minkowski space. In parti-

cularly, Serret-Frenet formulas are given for null quaternionic curves in

Minkowski space by de…ning null quaternionic curves in R4
1

Then, the characterizations for null quaternionic curves are given and proved in R3
1

and R4
1 spaces.

Keywords: Real Quaternions, Minkowski (or Lorentzian) Space, Null Quater-

nionic Curves in R4
1
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ semboller aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuş-

tur.

R : n-boyutlu Öklid uzay¬

R
 : Semi-Öklidyen uzay¬

R3
1 : Minkowski 3-uzay

R4
1 : Minkowski 4-uzay

 : Kuaterniyon kümesi

  : Kuaterniyon

£ : Kuaterniyon çarp¬m¬

 : Kuaterniyon eşleni¼gi

 : Kuaterniyonik metrik

kk : Kuaterniyonik norm

 : Minkowski 3-uzayda kuaterniyonik e¼gri

 : Minkowski 4-uzayda kuaterniyonik e¼gri

f g : Kuaterniyonik e¼grinin Frenet dörtlüsü

V



1. G·IR·IŞ

William Rowan Hamilton 1830 y¬l¬ndan itibaren kompleks say¬lar üzerinde

çal¬̧sm¬̧s ve 1833 y¬l¬nda iki reel say¬dan oluşan kompleks say¬lar¬n bir cebir oluş-

turdu¼gu sonucuna ulaşm¬̧st¬r. Bu sonucu kullanarak çal¬̧smalar¬n¬ iki kompleks ve

bir reel bileşenden oluşan üçlü say¬ sistemi üzerinde yo¼gunlaşt¬rm¬̧st¬r. Bu sistem

üzerinde toplama ve çarpma i̧slemlerini tan¬mlad¬¼g¬ halde bölme i̧slemi için bir yön-

tem geli̧stirememi̧stir. 1843 de bu say¬ sisteminin çarpma i̧sleminde de¼gi̧sme özelli¼ginin

geçerli olmad¬¼g¬n¬n fark¬na varm¬̧s ve çarpma i̧sleminin bu özelli¼ginden vazgeçerek 21 =

22 = 23 = 123 = ¡1 özelli¼gine sahip üç imajiner birim tan¬mlam¬̧st¬r. Böylece Hamil-

ton, kuaterniyon olarak isimlendirdi¼gi 4-boyutlu olan sözde hiper-kompleks say¬lar¬

keşfetmi̧stir.

Hac¬saliho¼glu (1983) reel ve dual kuaterniyonlar¬n özelliklerini incelemi̧s ve kullan¬m

alanlar¬ ile ilgili bilgiler vermi̧stir [1]. Agrawal (1987) Hamilton operatörleri ve dual

kuaterniyonlar¬n uzay kinemati¼gindeki yerini incelemi̧stir Ward (1997) genelleştirilmi̧s

kuaterniyonlar¬ tan¬mlayarak, uygulamalar¬ hakk¬nda bilgiler vermi̧stir.

Riemann manifoldlar üzerinde e¼griler teorisi y¬llar önce çal¬̧s¬lm¬̧s ve bulunan

sonuçlar semi-Riemann manifoldlar üzerindeki e¼grilere uygulan¬rken baz¬ yeni durum-

larla kaŗs¬laş¬lm¬̧st¬r. Bunlardan biri e¼grinin null e¼gri olmas¬ durumunda yay para-

metresi cinsinden ifade edilmesinde kaŗs¬laş¬lan zorluklard¬r. Bu sorunu aşmak için

1969 da Bonnor, e¼grinin ivme vektörünü birim h¬zl¬ yapan pseudo-yay parametresi

kavram¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r. Ayr¬ca buna ba¼gl¬ olarak oluşturulan Cartan çat¬s¬n¬ kul-

lanarak Minkowski Spacetime da null e¼grilerin geometrisini ele alm¬̧st¬r. A. Bejancu

1994 de Lorentz manifoldlarda ve daha genel olarak semi-Riemann manifoldlarda ki

null e¼grilerin genel olarak incelenebilece¼gi bir metod geli̧stirmi̧stir. 2001 de A. Ferran-

dez vd. Cartan çat¬y¬ Lorentz uzay formlar¬na genelleştirerek, temel varl¬k ve teklik

teoremlerini ispatlam¬̧slard¬r.

Bu çal¬̧sman¬n amac¬ R3
1 ve R4

1 Minkowski uzaylar¬nda null kuaterniyonik e¼grilerin

karakterizasyonlar¬n¬ elde etmektir. Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s bölümüdür.

·Ikinci bölümde öncelikle reel kuaterniyonlar ve minkowski uzay¬n¬n temel tan¬m ve

teoremleri verilmi̧stir.Daha sonra özellikle R4
1 Minkowski uzay¬nda null kuaterniyonik

1



e¼gri tan¬mlanarak pseudo-küre null kuaterniyonik e¼griler ile ilgili tan¬m ve teoremlerden

bahsedilmi̧stir. Son olarak R3
1 ve R4

1 Minkowski uzaylar¬nda null kuaterniyonik e¼griler

için Serret-Frenet formülleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde ise R3
1 ve R4

1 Minkowski uzaylar¬nda null kuaterniyonik e¼grilerin

baz¬ alt uzaylarda kalmas¬ için karakterizasyonlar ifade ve ispat edilmi̧stir.

Dördüncü bölüm sonuç bölümüdür.

2



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde daha sonra kullan¬lacak olan baz¬ temel kavramlar, teoremler ve tan¬m-

lar verilmi̧stir. Bölüm dört k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. ·Ilk k¬s¬mda reel kuaterniyonlar ile

ilgili gerekli baz¬ temel tan¬m ve teoremlerden bahsedilmi̧stir. ·Ikinci k¬s¬mda Minkowski

uzay¬n¬n temel tan¬m ve teoremleri verilmi̧stir. Üçüncü k¬s¬mda R4
1 Minkowski uzay¬nda

null kuaterniyonik e¼grinin tan¬m ve özellikleri verlmi̧stir. Ayr¬ca R4
1 de pseudo-küre null

kuaterniyonik e¼gri ile ilgili tan¬m ve teoremlerden bahsedilmi̧stir. Son olarak dördüncü

k¬s¬mda R3
1 ve R4

1 boyutlu Minkowski uzay¬ndaki bir null kuaterniyonik e¼grinin Serret-

Frenet denklemleri verilmi̧stir.

2.1. Reel Kuaterniyonlar

Tan¬m 2.1.1 Bir reel kuaterniyon, s¬ral¬ dört say¬n¬n +1¡! 1
¡! 2
¡! 3 gibi dört

birime eşlik etmesiyle tan¬mlan¬r. Burada, birinci birim +1 bir reel say¬ olup di¼ger üç

birim ise

) ¡! 1 £¡! 1 =
¡! 2 £¡! 2 =

¡! 3 £¡! 3 = ¡¡! 4 (
¡! 4 = +1)

) ¡!  £¡!  =
¡!  = ¡¡!  £¡!  () (123) ün bir çift permütasyonudur.

özelliklerine sahiptir.  = f = + ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3 j     2 Rg kümesinin her

bir eleman¬na reel kuaterniyon denir. Burada  = +¡! 1+
¡! 2+

¡! 3 kuaterniyonunun

skalar k¬sm¬  ve vektörel k¬sm¬
¡!
  olmak üzere iki k¬s¬ma ayr¬l¬r. Yani;

 = 
¡!
  = ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3

olmak üzere  =  +
¡!
  d¬r [1]  [2] 

Tan¬m 2.1.2
¡
Toplama ·I̧slemi

¢
 ve  birer reel kuaterniyon olmak üzere

© : £! 

( ) ! ©  = + +
¡!
 ©

i̧slemi + = + ve
¡!
 © =

¡!
 ©

¡!
  şeklinde tan¬mlan¬r. Burada   2 R ve +

i̧slemi R deki toplama i̧slemidir.
¡!
 
¡!
  da birer reel vektör olup © i̧slemi reel vektör

uzay¬ndaki Abel grubu i̧sleminin ayn¬s¬d¬r. O halde (©) ikilisi bir Abel grubudur.

Bu Abel grubunda (0 0 0 0) s¬f¬r kuaterniyonu etkisiz elemand¬r [1] 
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Tan¬m 2.1.3 (Skalarla Çarpma)  ve  birer reel kuaterniyon olmak üzere

¯ : R£! 

( ) ! ¯  =  + 
¡!
 

şeklinde tan¬mlanan d¬̧s i̧slem için

() ¯ (© ) = (¯ )© (¯ )  8 2 R ve 8  2 

() (1 + 2)¯  = (1 ¯ )© (2 ¯ )  81 2 2 R ve 8 2 

() (12)¯  = 1 ¯ (2 ¯ ) 

() 1¯  = 

dir. O halde f©R+ ¯g sistemi bir reel vektör uzay¬d¬r. Bu uzay  ile gösterilir

[1] 

Tan¬m 2.1.4 (Kuaterniyon Çarp¬m¬)  ve  birer reel kuaterniyon olmak üzere

£ : £! 

( ) ! £  =  +  ¯
¡!
  +  ¯

¡!
  ¡

D¡!
 
¡!
 

E
+
¡!
  ^

¡!
 

şeklinde tan¬mlan¬r [1]  Burada h i ve ^ s¬ras¬yla R3 üzerindeki iç çarp¬m¬ ve vektörel

çarp¬m¬ göstermektedir. Çal¬̧sma boyunca bu semboller ayn¬ anlamlarda kullan¬lacak-

t¬r.

Kuaterniyon çarp¬m¬n¬n özellikleri a̧sa¼g¬daki gibidir:

() ·Iki kuaterniyonun çarp¬m¬ bir kuaterniyondur.

() Kuaterniyon çarp¬m¬ birleşimlidir.

() Kuaterniyon çarp¬m¬ da¼g¬l¬ml¬d¬r.

Ancak kuaterniyon çarp¬m¬ de¼gi̧simli de¼gildir. Bu özellikleriyle

f©R+ ¯£g sistemi bir asosyatif cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir.

K¬saca  ile gösterilir. Bu cebirin bir baz¬ f+1¡! 1
¡! 2
¡! 3g ve boyutu 4 tür.

Özel olarak  ve  birer skalar ise veya vektör k¬s¬mlar¬ orant¬l¬
³¡!
  = 

¡!
 

´
ise

£  =  £  olur.

Tan¬m 2.1.5 (Eşitlik) Kuaterniyonlar için eşitlik ba¼g¬nt¬s¬ 8  2  için

 =  ,  =  ve
¡!
  =

¡!
 

şeklinde tan¬mlan¬r [1] 
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Tan¬m 2.1.6 (Fark) Toplama ve skalar ile çarpma i̧slemlerinden iki kuaterniyonun

fark¬

¡  = ( ¡ ) +
³¡!
  ¡

¡!
 

´

yani

¡ =  ¡  ve
¡!
 ¡ =

¡!
  ¡

¡!
 

olarak tan¬mlan¬r [1] 

Tan¬m 2.1.7 (Eşlenik) Bir  2  kuaterniyonun eşleni¼gi,

 : ! 

 !  =  ¡
¡!
 

şeklinde tan¬mlanan  kuaterniyonudur [9] 
¡!
  = ¡

¡!
  oldu¼gundan

 £  =  £  = 2 + 2 + 2 + 2 2 R

dir. O halde

 £  =  £  ¸ 0

ve

 £  =  £  = 0,  = 0

d¬r.   2 R olmak üzere

()  ( + ) =  + 

()  (£ ) =  £ 

()  () = 

şeklindeki özelliklere sahiptir [2] 

Tan¬m 2.1.8 E¼ger,  2  kuaterniyonu için,

 +  = 0

oluyorsa  ya bir uzay(spatial) kuaterniyonu denir [3] 

Tan¬m 2.1.9 E¼ger,  2  kuaterniyonu için,

 ¡  = 0

5



ise  ya bir temporal kuaterniyonu denir [3] 

Tan¬m 2.1.10   2  kuaterniyonlar¬ için,

 : £! R

 ( ) =
1

2
[£  +  £ ]

ile verilen simetrik, reel de¼gerli, bilineer  formu kuaterniyon iç çarp¬m¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r [3] 

Tan¬m 2.1.11 E¼ger   2  kuaterniyonlar¬ için  ( ) = 0 oluyorsa  ile  ya

-ortogonaldir denir [3] 

Tan¬m 2.1.12 Bir  2  kuaterniyonu için,

kk : ! R

 ! kk

kk2 =  ( ) =  £  = 2 + 2 + 2 + 2

şeklinde tan¬mlanan kk pozitif reel say¬s¬na  nun normu denir [3] 

Tan¬m 2.1.13 Bir  2  kuaterniyonunun inversi;

( )¡1 : ¡ f0g ! ¡ f0g

 ! ¡1 =


kk2

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece,

 £ ¡1 = ¡1 £  = 1

dir.  6= 0 olmak üzere, 8 2  eleman¬n¬n bir ¡1 inversine sahip olmas¬  cebirini

bir bölüm cebiri yapar [1] 

Tan¬m 2.1.14  6= 0 olmak üzere bir  kuaterniyonunu bir  kuaterniyonu ile

bölmek için  yi ¡1 ile çarpmak gerekir. Ancak kuaterniyon çarp¬m¬ de¼gi̧simli de¼gildir.

Dolay¬s¬yla bu çarpma iki türlü oldu¼gundan  yi  ile iki türlü bölmek gerekir. 1 ve

2 iki kuaterniyon olmak üzere;

1 = £ ¡1

2 = ¡1 £ 

6



dir. Burada 1 kuaterniyonuna  nin  ile sa¼gdan ve 2 kuaterniyonunada  nin  ile

soldan bölümü denir. Genel olarak 1 ile 2 farkl¬d¬r [1] 

Tan¬m 2.1.15  ½ R olmak üzere,

 :  ! 

 () =
4P

=1

 ()
¡!  (¡! 4 = +1)

ile verilen reel, tek de¼gi̧skenli kuaterniyon de¼gerli  dönüşümü kuaterniyonik e¼gri olarak

adland¬r¬l¬r. Özel olarak,  () ½ R3 ise  uzay-kuaterniyonik e¼gri ad¬n¬ al¬r [2] 

Tan¬m 2.1.16 Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve 0 ile göster-

ilir. Buna göre vektörlerde oldu¼gu gibi herhangi bir  kuaterniyonunun normlanm¬̧s¬,

0 =


kk =
 + ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3p

2 + 2 + 2 + 2

olarak ifade edilebilir [1] 

Tan¬m 2.1.17 Reel eksen ile  aras¬ndaki aç¬  olmak üzere,

cos  =
p
kk

sin  =

p
2 + 2 + 2p
kk

olup buna göre;

 =  + ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3 =
p
kk(+ ¡! 1 + ¡! 2 + ¡! 3)p

kk

=
p
kk

Ã
p
kk

+
p
kk
¡! 1 +

p
kk
¡! 2 +

p
kk
¡! 3

!

=
p
kk

2
4 p
kk

+

p
2 + 2 + 2p
kk

0
@

p
2+2+2

¡! 1+

p
2+2+2

¡! 2 +
p

2+2+2
¡! 3

1
A
3
5

b =
p

2 + 2 + 2
¡! 1 +

p
2 + 2 + 2

¡! 2 +
p

2 + 2 + 2
¡! 3

eşitlikleri kullan¬larak  kuaterniyonunun kutupsal halini  =
p
kk (cos  + b sin )

şeklinde bulunur [4] 
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2.2. Minkowski (veya Lorentz) Uzay¬

Tan¬m 2.2.1  bir reel vektör uzay¬ olsun.

h i :  £  ! R

dönüşümü 8  2 R ve 8¡! ¡! ¡! 2  için

) h¡! ¡! i = h¡! ¡! i

) h¡! + ¡! ¡! i =  h¡! ¡! i +  h¡! ¡! i

h¡!  ¡! + ¡! i =  h¡! ¡! i+  h¡! ¡! i

koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorsa h i dönüşümüne  reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer

form denir [5] 

Tan¬m 2.2.2  reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form h i olsun. h i

simetrik bilineer formuna,

) 8¡! 2  ve ¡! 6= 0 için h¡! ¡! i  0 ise pozitif tan¬ml¬

) 8¡! 2  ve ¡! 6= 0 için h¡! ¡! i  0 ise negatif tan¬ml¬

) 8¡! 2  için h¡! ¡! i ¸ 0 ise yar¬ pozitif tan¬ml¬

) 8¡! 2  için h¡! ¡! i · 0 ise yar¬ negatif tan¬ml¬

denir [5] 

Tan¬m 2.2.3  bir reel vektör uzay¬ olsun.  üzerinde bir

h i :  £  ! R

simetrik bilineer formu, 8¡! 2  için

h¡! ¡! i = 0)¡! = 0

şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa bu simetrik bilineer forma non-dejenere, non-dejenere de¼gilse de-

jeneredir denir [5] 

Teorem 2.2.4 Bir h i simetrik bilineer formunun non-dejenere olmas¬ için gerek ve

yeter şart h i nin herhangi bir baza göre matrisinin tersinin olmas¬d¬r [5] 

Tan¬m 2.2.5 Bir  vektör uzay¬ üzerindeki non-dejenere simetrik bilineer forma 

vektör uzay¬ üzerinde bir skalar çarp¬m denir.  üzerinde bir skalar çarp¬m h i olmak

üzere ( h i) ikilisine skalar çarp¬ml¬ uzay denir [6] 
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Teorem 2.2.6  vektör uzay¬ içindeki bir ortonormal baz f¡! 1 
¡! g olsun.

 = h¡! 
¡! i olmak üzere, 8¡! 2  vektörü

¡! =
P
=1

 h¡! ¡! i¡! 

biçiminde tek türlü yaz¬labilir [5] 

Tan¬m 2.2.7  bir reel vektör uzay¬ ve

h i :  £  ! R

bir simetrik bilineer form olsun.

h i j :  £ ! R

negatif tan¬ml¬ olacak şekilde  nin en büyük boyutlu  alt uzay¬n¬n boyutuna h i

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gösterilir. Buna göre, 0 · v · 

dir. v= 0 olmas¬ için gerek ve yeter şart h i nin pozitif tan¬ml¬ olmas¬d¬r [5]  [7] 

Tan¬m 2.2.8  1 manifold olmak üzere,

h i :  ()£  ()! 1 (R)

şeklinde tan¬ml¬ simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyonuna üzerinde metrik tensör

ad¬ verilir. Bu metrik tensörün indeksine  manifoldunun indeksi denir [5] 

Tan¬m 2.2.9 R n-boyutlu standart reel vektör uzay¬ verilsin. 0 · v ·  olmak

üzere v tamsay¬s¬ için, R üzerinde

h i =
¡vP
=1

 ¡
P

=¡v+1

 

ile verilen metrik tensör göz önüne al¬n¬rsa, elde edilen uzay Semi-Öklidyen uzay olarak

adland¬r¬l¬r ve R
v ile gösterilir [5] 

Tan¬m 2.2.10  skalar çarp¬m uzay¬
¡
Semi-Öklid uzay¬

¢
olsun. h i n¬n indeksi

v= 1  ¸ 2 ise h i skalar çarp¬m¬na Minkowski (veya Lorentz) metri¼gi ve  ye de

Minkowski (veya Lorentz) uzay¬ denir.  de h i dejenere ise  ye dejenere vektör

uzay¬ denir [8] 
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Tan¬m 2.2.11  di¤erensiyellenebilir bir manifold ve h i de  üzerinde metrik

tensör ise  ye bir Semi-Riemann manifoldu denir. Buradaki sabit indekse Semi-

Riemann manifoldunun indeksi denir. v indeksli -boyutlu bir Semi-Riemann ma-

nifoldu 
v ile gösterilir.

Özel olarak v= 0 ise bir Riemann manifoldudur ve metri¼ge de Riemann metri¼gi

denir. Ayr¬ca,  ¸ 2 ve v= 1 ise 
1 Semi-Riemann manifolduna Minkowski

(veya Lorentz) manifoldu denir [5]  [9] 

Tan¬m 2.2.12 -boyutlu bir reel vektör uzay¬ R ve 8¡! ¡! 2 R için Riemann iç

çarp¬m¬;

h iR : R £R ! R

(¡! ¡! ) ! h¡! ¡! iR =
P
=1

¡! 
¡! 

şeklinde tan¬mlan¬r [6] 

Tan¬m 2.2.13 R -boyutlu reel vektör uzay¬ olsun. Minkowski (veya Lorentz) iç

çarp¬m¬;

h i : R £ R ! R

(¡! ¡! ) ! h¡! ¡! iL =
¡1P
=1

¡! 
¡!  ¡¡! 

¡! 

şeklinde tan¬mlan¬r [10] 

BuMinkowski (veya Lorentz) iç çarp¬m¬ ile birleşen R vektör uzay¬na da -boyutlu

Standart Minkowski (veya Lorentz) Uzay¬ ya da k¬saca Minkowski

(veya Lorentz) Uzay¬ denir. Yani,

R
1 = fR h ig

d¬r. Çal¬̧sma boyunca h i Minkowski (veya Lorentz) iç çarp¬m¬n¬ h i ile gösterilecektir.

Her Minkowski (veya Lorentz) uzay¬ ayn¬ zamanda bir Semi-Öklid uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2.14 Bir ¡! 2 R
1 vektörüne,

) h¡! ¡! i  0 veya ¡! = 0 ise space-like vektör,

) h¡! ¡! i  0 ise time-like vektör,

) h¡! ¡! i = 0 ve ¡! 6= 0 ise light-like veya null vektör denir [11] 
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Tan¬m 2.2.15 -boyutlu Minkowski (veya Lorentz) uzay¬ R
1 nin iki

¡! ¡! vektörü

için h¡! ¡! i = 0 ise bu iki vektöre Minkowski (veya Lorentz) anlam¬nda diktirler denir

[12] 

Tan¬m 2.2.16 ¡! 2 R
1 için ¡! vektörünün normu

k¡! k =
q
jh¡! ¡! ij

olarak tan¬mlan¬r [5] 

Teorem 2.2.17 ¡! 2 R
1 olmak üzere,

) k¡! k  0 d¬r.

) k¡! k = 0, ¡! bir null vektördür.

) ¡! bir time-like vektör ise k¡! k2 = ¡h¡! ¡! i dir.

) ¡! bir space-like vektör ise k¡! k2 = h¡! ¡! i dir [5] 

Tan¬m 2.2.18 ( h i) bir Minkowski (veya Lorentz) uzay¬ olsun.  ½  alt

uzay¬n¬ göz önüne alal¬m.

) h i j :  £ ! R pozitif ise  ya space-like alt uzay

) h i j indeksi 1 olan non-dejenere ise  ya time-like alt uzay

) h i j dejenere ise  ya light-like alt uzay denir [5] 

Tan¬m 2.2.19  Minkowski (veya Lorentz) uzay¬nda bütün time-like vektörlerin

cümlesi  olsun. ¡! 2  için, f¡! 2  : h¡! ¡! i  0g cümlesine ¡! nin ¡! i ihtiva eden

time konisi denir [5] 

Teorem 2.2.20 Minkowski (veya Lorentz) uzay¬nda time-like vektörler ¡! ¡! ol-

sunlar. Bu iki vektörün ayn¬ time konide olmas¬ için gerek ve yeter şart h¡! ¡! i  0

olmas¬d¬r [5] 

Teorem 2.2.21 Minkowski (veya Lorentz) uzay¬nda ¡! ¡! iki time-like vektör ol-

sun. Bu durumda;

) jh¡! ¡! ij ¸ k¡! k k¡! k (Minkowski uzay¬nda Schwartz eşitsizli¼gi)

) E¼ger ¡! ¡! vektörleri ayn¬ time konide iseler,

h¡! ¡! i = ¡k¡! k k¡! k 
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olacak şekilde ¡! ve ¡! aras¬nda hiperbolik aç¬ diye adland¬r¬lan bir tek  ¸ 0 say¬s¬

vard¬r [12] 

Sonuç 2.2.22 ·Iki vektörün dik olabilmesi için gerek ve yeter şart birinin time-like

di¼gerinin space-like olmas¬d¬r [12] 

Tan¬m 2.2.23 ¡! = (¡! 1
¡! 2
¡! 3) 

¡! = (¡! 1
¡! 2
¡! 3) 2 R3

1 olmak üzere,

^ j  : R3
1 £ R3

1 ! R3
1

(¡! ¡! ) ! ¡! ^ j ¡! = (¡! 2
¡! 3 ¡¡! 3

¡! 2
¡! 3
¡! 1 ¡¡! 1

¡! 3¡¡! 1
¡! 2 +

¡! 2
¡! 1)

şeklinde tan¬ml¬ ^ j operatörüne R3
1 de Minkowski (veya Lorentz) anlam¬nda vektörel

çarp¬m denir [13] 

Minkowski (veya Lorentz) anlam¬ndaki vektörel çarp¬m, R3 deki vektörel çarp¬-

m¬n ifadesine benzer olarak,

¡! ^ j ¡! = det

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡! 1
¡! 2 ¡¡! 3

¡! 1
¡! 2

¡! 3

¡! 1
¡! 2

¡! 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

şeklinde de ifade edilebilir.

Sonuç 2.2.24 ¡! ¡! ¡! 2 R3
1 olmak üzere,

) h¡! ^ j ¡! ¡! i = det (¡! ¡! ¡! ) 

) (¡! ^ j ¡! ) ^¡! = h¡! ¡! i¡! ¡ h¡! ¡! i¡! 

) h¡! ¡! ^ j ¡! i = 0

) h¡! ¡! ^ j ¡! i = 0 dir [13] 

Sonuç 2.2.25 8¡! ¡! 2 R3
1 için,

h¡! ^ j ¡! ¡! ^ j ¡! i = (h¡! ¡! i)2 ¡ h¡! ¡! i h¡! ¡! i

dir [13] 

Tan¬m 2.2.26 Bir  :  ½ R! R3
1 diferensiyellenebilir e¼grisine

D

0
 

0
E

 0 ise time-like e¼gri
D

0
 

0
E

 0 ise space-like e¼gri
D

0
 

0
E

= 0 ise null e¼gri
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ad¬ verilir [9] 

Teorem 2.2.27  ½ R
1 de time-like bir e¼gri olsun.  2  yay parametresi olmak

üzere,  () noktas¬ndaki -yinci e¼grilik  () ve Frenet -ayakl¬s¬ f1 2  ¡1 g

olsun. Bu durumda;

)


 1 = 012

)


  = ¡0¡1¡1 + 0+1 1    

)


  = ¡0¡1¡1

dir. Burada

0 =

8
<
:
¡1   time-like ise

+1   space-like ise

9
=
;

d¬r [13] 

2.3. R4
1 Minkowski Uzay¬nda Null Kuaterniyonik

E¼griler

Semi-reel kuaterniyonlar¬n temel kavramlar¬n¬ verece¼giz. Bir grup semi-reel kuater-

niyonlar

v = f j  = 1 + 2 + 3 + ;    2 R 12 3 2 R3
v(v=12)

v ( ) =  ()  1 ·  · 3g

olarak tan¬mlan¬r. Burada 1 ·    · 3 olmak üzere;

 £  = ¡ () 

 £  =  ()  () 2 R3
1

 £  = ¡ ()  () 2 R4
2

 =

8
<
:
¡1   time-like

+1   space-like

9
=
;

dir.Ve (123) ün bir çift permütasyonu () d¬r. ·Iki  ve  semi-reel kuaterniyonlar¬n

çarp¬m¬;

£  =  +  +   ¡ 
³
 

´
+  ^ 

dir. Burada  ve ^ daha önce kulland¬¼g¬m¬z, R3
v Semi-Öklid uzay¬nda iç ve vektörel

çarp¬mlar¬d¬r.  = 1 + 2 + 3 +  2 v bir semi-reel kuaterniyonu için  =
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¡1 ¡ 2 ¡ 3 +  ile tan¬mlanan   nun eşleni¼gidir. Bu yüzden simetrik, non-

dejenere ve bilineer form  aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

v : v £v ! R

R3
1 için

1 ( ) =
1

2
[ ()  () (£ ) +  ()  () ( £ )]

ve özel olarak R4
2 için

2 ( ) =
1

2
[¡ ()  () (£ )¡  ()  () ( £ )]

dir. Genel olarak v= f1 2g için

v ( ) = 2 (1) + 2 (2) + 2 (3) + 2

olup semi-reel kuaterniyonun iç çarp¬m¬ diye isimlendirilir.  = 11 + 12 + 13 + 1

ve  = 1 + 2 + 3 +  iki semi-reel kuaterniyonun vektörel çarp¬m¬

v= 1 için

 ^  =  (2)  (3) (1¡ 1)1

¡ (1)  (3) (1 ¡ 1)2

+ (1)  (2) (1¡ 1)3

v= 2 için

 ^  = ¡ (2)  (3) (1¡ 1)1

+ (1)  (3) (1¡ 1)2

¡ (1)  (2) (1¡ 1)3

olarak tan¬mlan¬r Genel olarak

v= f1 2g için

kk2 = jv ( )j =
¯̄
2 (1) + 2 (2) + 2 (3) + 2

¯̄

olup  semi-reel kuaterniyonun normu olarak tan¬mlan¬r.

Spatial kuaterniyon kavram¬n¬n kullan¬m¬ çal¬̧smam¬z boyunca yap¬lacakt¬r. Herbir

 +  = 0 için  bir spatial kuaterniyon diye isimlendirilir. Herbir  ¡  = 0 için 

bir temporal kuaterniyondur [15].
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R4
1 üzerinde semi kuaterniyonik metri¼ge  diyelim. R4

1 de bir  () e¼grisi 8 için


0
() 6= 0 ve 

³

0
()  

0
()
´

= 0 ise bu e¼griye bir null kuaterniyonik e¼gri denir.

Dikkat edilmeli ki R4
1 de bir null kuaterniyonik e¼gri  () için 

³

00
()  

00
()
´
6= 0

dir. R4
1 de bir null kuaterniyonik e¼gri  () için 

³

00
()  

00
()
´
= ¨1 ise bu e¼griye

pseudo-yay ile parametrelendirilmi̧stir denir. R4
1 de bir null kuaterniyonik e¼gri

 () = 1 ()1 + 2 ()2 + 3 ()3 + 4 ()4

olsun.

 :  ½ R!R41

 !  () =
4P

=1

 () 4 = 1  1 ·  · 4

aşikar biçimde
n
 2 R41 j  +  = 0

o
null spatial kuaterniyonlar uzay¬ ile tan¬m-

lanan R3
 3-boyutlu semi-Öklid uzay¬d¬r.

R4
1 Minkowski uzay¬nda null spatial kuaterniyonik e¼gri için diferensiyellenebilir

Frenet dörtlüsü f g olsun.  bir pseudo-yay parametresine nazaran bir Cartan

çat¬ f g ile (R4
1 ) 4-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir  Cartan null kuater-

niyonik e¼griyi ele alal¬m. Cartan denklemleri;


0

=  
0
= (¡  ) + 


0

= (¡  ) 
0
=  +

ve


0

=  
0
= ( + ) + 


0

= ( + ) 
0
= +

dir. Burada

 () =  () =  ( ) =  () =  ()

=  ( ) =  ( ) = 0

 () =  ( ) = +1 ve  () = ¡1

dir [15] 
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2.3.1. R4
1 de Pseudo-Küre Null Kuaterniyonik E¼griler

Bu bölümde, pseudo-küre null kuaterniyonik e¼grileri tan¬mlayaca¼g¬z. Null kuater-

niyonik e¼griler 3
1 () = f 2 R4

1 :  ( ¡  ¡ ) = 2g ile verilen yar¬çap¬   0

ve merkezi  olan bir pseudo-kürede tamamen yatar. Oskülatör pseudo-küre aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3.1  R4
1 de bir null kuaterniyonik Cartan e¼gri olsun. O halde  ile

sonsuz yak¬n 5 noktaya sahip olan pseudo-küreye  oskülatör pseudo-küre denir.

 ()  R4
1 de bir null kuaterniyonik Cartan e¼gri ile  bir pseudo-yay parametresine

nazaran Cartan e¼grilikler  (¡  ) ya sahip olsun [15] 

Yard¬mc¬ Teorem 2.3.2  ()  R4
1 de bir null kuaterniyonik Cartan e¼grisi olsun.

O zaman  () nin

 (0) =  (0)¡
1

¡ 
 (0)

noktas¬ oskülatör pseudo-kürenin merkez noktas¬d¬r [15] 

·Ispat: Baz¬  (0) noktas¬n¬n  (0)¡ (0) konum vektörünün f g Car-

tan çat¬s¬n¬n bir lineer kombinasyonu olarak;

 (0)¡  (0) = 1+2 +3 +4 (2.1)

biçiminde yaz¬labilir. Burada  1 ·  · 4 için diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

 () =  ( (0)¡  (0)   (0)¡  (0))¡ 2

fonksiyonunu ele al¬ns¬n. Oskülatör pseudo-kürenin yar¬çap¬  oldu¼gu biliniyor. Böylece

0 da

 (0) = 
0
(0) = 

00
(0) = 

000
(0) =  (4) (0) = 0

eşitlikleri oskülatör pseudo-küre tan¬m¬ndan dolay¬ sa¼glan¬r. Sonra

 ( (0)   (0)¡  (0)) = 0 ve 2 = 0

 ( (0)   (0)¡  (0)) = 0 ve 4 = 0

 ( (0)   (0)¡  (0)) = 0 ve 1 = 0

 ( (0)   (0)¡  (0)) = 0 ve 3 (0) = ¡
1

¡ 

16



ifadeleri elde edilir.

Böylece,

1 = 2 = 4 = 0 ve 3 (0) = ¡
1

¡ 

bulunur. Böylece (21) denkleminden

 (0)¡  (0) = ¡
1

¡ 
 ve  =

¯̄
¯̄¡ 1

¡ 

¯̄
¯̄

olarak elde edilir.

Teorem 2.3.3  bir null kuaterniyonik Cartan e¼grisi olsun.  bir pseudo-küresel

e¼gridir ancak ve ancak (¡  ) s¬f¬rdan farkl¬ bir sabittir [15] 

·Ispat: Farzedilsin ki  3
1 () üzerinde yatan bir null kuaterniyonik Cartan e¼grisi

olsun. O zaman, oskülatör pseudo-küreler e¼grinin tüm noktalar¬ tamamen 3
1 () dir

ve bu yüzden  ve 1
¡ sabittir.

Tersine, 1
¡ nin s¬f¬rdan farl¬ bir sabit oldu¼gu kabul edilsin. Tüm oskülatör pseudo-

küreler ayn¬ yar¬çapa sahiptirler. Üstelik,

 (0) =  (0)¡
1

¡ 
 (0)

fonksiyonu hesaplan¬rsa oskülatör pseudo-kürenin merkez noktas¬ bulunur. Her-yerdeki

türevi s¬f¬rd¬r, o halde sabittir. Sonuç olarak,  e¼grisi 3
1 () üzerinde yatar. O halde

8 için  ( ¡  ¡ ) = 2 denklemi geçerlidir. ·Ispat tamamlan¬r.

Böylece,  ( ¡ ¡ ) =
¯̄
¯¡ 1

¡

¯̄
¯
2

 null kuaterniyonik e¼griler ile 1
¡ = 

3
1 () pseudo-küre üzerinde yatarlar.

Sonuç: Bir  ½ R4
1 null kuaterniyonik Cartan e¼grisinin tamamen bir pseudo-küre

üzerinde yatmas¬ için gerek ve yeter şart  2  n¬n herbiri ya da  de ki sabit bir 

noktas¬ için


³
 ()¡  () ¡0 (0)

´
= 0

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r..

R4
1 de ki null kuaterniyonik Cartan e¼grilikleri ile pseudo-küre null kuaterniyonik

e¼gri karakterize edilebilir. Null kuaterniyonik e¼griler (¡  ) gibi bir s¬f¬rdan farkl¬

sabite sahip bir pseudo-küre oluşturur. Benzer sonuçlar ayr¬ca di¼ger null kuaterni-

yonik Cartan çat¬s¬ içinde elde edilir.
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R4
1 de bir time-like vektör 2 ile di¼ger Cartan çat¬s¬na göre


0
=  

0
= ( + ) +  

0
= ( + ) 

0
= +

dir. Burada, teorem üzerinde kullan¬lan iddialara göre  (0) =  (0) ¡ 1
+

 (0)

sonucu elde edilir [15] 
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2.4 Minkowski Uzay¬nda Null Kuaterniyonik E¼griler ·Için Serret-Frenet

Formülleri

2.4.1 R3
1 Minkowski Uzay¬nda Null Kuaterniyonik E¼griler ·Için Serret-

Frenet Formülleri

1. Durum: (1 bir time-like vektör olsun.)

 kuaterniyonik metrik ile R3
1 bir 3-boyutlu Minkowski uzay¬ tan¬mlas¬n.8 2  için

pozitif veya negatif yönlü

 :  ! R3
1

©

0
()  

00
()  

000
()
ª
gibi bir null kuaterniyonik Cartan e¼gri olsun.

©
 = 

0
()   

ª
Cartan çat¬s¬n¬ dikkate alal¬m, burada  ( ) =  ( ) =  ( ) =

 ( ) = 0  ( ) =  ( ) = 1 dir. Frenet denklemleri,


0
=  

0
=  

0
= ¡  ¡  (2.2)

ve


0
=  

0
= ¡ 0 =   ¡  (2.3)

burada  e¼grinin torsiyonu ve  e¼grinin e¼grili¼gidir. Bu durumda  bir null kuaterniyonik

Cartan e¼grisi,  () = 1 ayr¬ca


0
=  

0
=  

0
= ¡  ¡ 

ve


0
=  

0
= ¡ 0 =   ¡ 

f  g ile  () nin Frenet formülü olur [16] 

2. Durum: (2 bir time-like vektör olsun.)

 kuaterniyonik metrik ile R3
1 bir 3-boyutlu Minkowski uzay¬ olsun.8 2  için

pozitif veya negatif yönlü

 :  ! R3
1

©

0
()  

00
()  

000
()
ª
gibi bir null kuaterniyonik Cartan e¼gri olsun.
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©
 = 

0
()   

ª
Cartan çat¬s¬ dikkate al¬n¬rsa, burada  ( ) =  () =  ( ) =

 ( ) = 0  ( ) = ¡1  ( ) = 1 dir. Frenet denklemleri,


0
=  

0
= ¡ 0 = ¡ + 

ve


0
=  

0
=  

0
=   +  (2.4)

burada  e¼grinin torsiyonu ve  e¼grinin e¼grili¼gidir. Bu durumda  bir null kuaterniyonik

Cartan e¼grisi,  () = 1 ayr¬ca


0
=  

0
= ¡ 0 = ¡ + 

ve


0
=  

0
=  

0
=   + 

f  g ile  () nin Frenet formülü olur [16] 
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2.4.2. R4
1 Minkowski Uzay¬nda Null Kuaterniyonik E¼griler ·Için Serret-

Frenet Formülleri

1. Durum: (1 bir time-like vektör olsun.)

f1 2 34 = 1g R4
1 ün bir ortonormal baz¬d¬r.

 =
1p
2
(2 + 1)   =

1p
2
(2 ¡ 1)   = 3  = 4

vektörleri için

 () =  ( ) =  ( ) =  () =  () =  ( ) =  ( ) = 0

ve

 () =  () =  ( ) = +1

eşitlikleri sa¼glan¬r.

BöyleceR4
1 ün bir baz¬ f g olur.  ve null vektörler ve  ve space-like

vektörlerdir.  kuaterniyonik metrik ile bir 4-boyutlu Minkowski uzay¬ R4
1 ile gösterilir.

R4
1 de 4-boyutlu Minkowski uzaylar¬ birim kuaterniyonun uzaylar¬ ile tan¬mlan¬r. 

aral¬¼g¬ üzerinde tan¬mlanan R4
1 de bir null kuaterniyonik e¼gri

 :  ½ R!

 = 11 + 22 + 33 + 44

olsun. S¬f¬r uzunlu¼ga sahip  () =
4P

=1


0
 () te¼geti gibi olan  parametresi seçilir. R4

1

Minkowski uzaylar¬nda diferensiyellenebilir Minkowski uzay e¼grisinin

f ()  ()   ()  ()g Frenet elemanlar¬ olur. Bu özel s¬n¬f¬n Frenet çat¬s¬ ve

Frenet denklemleri  ile gösterilir. o zaman Frenet denklemleri


0

=  
0
= ¡ ( + ) + 


0

= ( + ) 
0
= ¡¡

ve


0

=  
0
= ( ¡ ) + 


0

= ¡ ( ¡ ) 
0
= ¡¡
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dir.

 s¬f¬r özelli¼ge sahip  () = 
0
() =

4P
=1


0
 () te¼getli bir null kuaterniyonik e¼gri

olsun. O zaman,


0
() 6= 0 

³

0
()  

0
()
´
= 

0
()£ 

0
() = 0 (2.5)

elde edilir. 
0
() =  oldu¼gundan  () = 0 d¬r. Fakat 

00
() =  null olamaz, her

zaman space-liket¬r. Üstelik  ( ) = 
³

00
()  

00
()
´
= 1 dir.  ile (25) denklemi

kullan¬larak,


00
()£ 

0
() + 

0
()£ 

00
() = 0

elde edilir. O halde,

() 
00
()£ 

0
() bir semi-spatial kuaterniyon,

() 
³

0
()  

00
()
´
= 0)  ( ) = 0 

¡


0¢
= 0

eşitlikleri bulunur.

() de  ye göre türev al¬n¬rsa, 
¡


0¢
= ¡1 elde edilir. Şimdi 

0
ü bir vektör

ve bir baz yard¬m¬yla yaz¬labilir.


0
= +  +  +      2 R. (2.6)

Burada fg  0 için bir ortonormal baz olur. S¬ras¬yla   ve  ile (26)

denkleminin skaler çarp¬m¬ al¬n¬r. 
0
bir semi-spatial kuaterniyon oldu¼gundan  ve 

n¬n skaler çarp¬m¬


0
=  

³

0


´
=  = 1 (2.7)

denklemi ile semi-spatial kuaterniyon elde edilir. E¼ger kk =  () = 0 diferensiyel-

lenebilir ve (27) denklemi sonucunda,  () 6= 0 iken

 £ +  £  = 0

elde edilir. O halde

()  ( ) = 0   ile -ortogonaldir.

()  bir semi-spatial kuaterniyon oldu¼gundan £ bir semi-spatial kuaterniyon-

dur.

Bu durumda,  birim space-like ve  null oldu¼gu aşikard¬r.  =  £  null

kuaterniyonik vektör denilsin.  boyunca, 

 =  £  ve  =  £ (2.8)
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şeklinde yaz¬labilir.

(28)  (27) ve (22) kullan¬larak sonuçta

 = £ ve  £
0
=  ¡  (2.9)

denklemi bulunur.

 nun özellikleri,

()  () =  £  = 1

()  ve  kaŗs¬l¬kl¬ -ortogonaldir.

(29) denkleminde verilen  = £ diferensiyellenebilirdir. Denklem sonucunda (28)

ve (22) kullan¬larak


0
= ¡  + £

0
  = £ (2.10)

elde edilir.

 nin özellikleri,

() kk2 =  () = 0

()  ve  karş¬l¬kl¬ -ortogonaldir.

O halde, böyle  () = 1 oldu¼gundan  ve  kaŗs¬l¬kl¬ -ortogonaldir. (210)

denklemiyle  = £ diferensiyellenebilirse, denklem sonucunda (22) ve (29) kul-

lan¬larak


0
= ¡ + £

0
(2.11)

elde edilir. Sonuç olarak,

£
0

=  ¡   = £


0

= ¡  + £
0
  = £


0

= ¡ + £
0

(2.12)

elde edilir. Yukar¬da incelenen, Frenet denklemleri aras¬ndan, yaln¬zca (27) denklemi

elde edilmi̧stir. Aşa¼g¬daki metod ile Frenet denklemleri bulunmak istenmi̧stir.


0

= 11+ 12 + 13 + 14


0

= 21+ 22 + 23 + 24


0

= 31+ 32 + 33 + 34


0

= 41+ 42 + 43 + 44
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  ile s¬ras¬yla bu denklemlerin skalar çarp¬mlar¬ al¬n¬rsa.
2
6666664


0


0


0


0

3
7777775
=

2
6666664

0 0 0 

0 0  

¡ 0 0 

¡ ¡ ¡ 0

3
7777775

2
6666664









3
7777775
 (2.13)

Bu matristen 
0
= ¡¡ ¡  elde edilir. Ve   ve  vektörleri ile 

0
vektörü

çarp¬l¬rsa

 £
0

=  + ¡ 

 £
0

=  ¡  + 

£
0

= ¡ +  (2.14)

kuaterniyondur. Dolay¬s¬yla, (212) denkleminde (214) denklemi yerine konursa

( + ) ¡  = 0

 0 = (¡ ¡ ) +  + 

 0 = ( + ) ¡ ( + ) +  (2.15)

bulunur. Buradan (216) eşitli¼gine sahip olunur.
2
6666664


0


0


0


0

3
7777775
=

2
6666664

0 0 0 

0  ¡ ¡  

 +  ¡ ( + ) 0 

¡ ¡ ¡ 0

3
7777775

2
6666664









3
7777775
 (2.16)

E¼ger (213) ve (216) matrisleri eşitlenirse,  +  = 0  = 0 olur. Sonuç olarak
2
6666664


0


0


0


0

3
7777775
=

2
6666664

0 0 0 

0 0  ¡  

¡ ( ¡ ) 0 0 0

¡ ¡ 0 0

3
7777775

2
6666664









3
7777775


matrisi elde edilir. Burada, R4
1 de  e¼grisinin birinci e¼grili¼gi  d¬r. R3

1 de  e¼grisinin

birinci e¼grili¼gi  d¬r ve R4
1 de  e¼grisinin ikinci e¼grili¼ginin z¬t i̧saretlisidir. Yinede bu

mümkün de¼gildir. Çünkü,  = 1 ve  = 1 dir. Halbu ki + = 0 dan = ¡ olmas¬
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gerekir. Böylece,  = 1 ve  = 1 al¬n¬r. Frenet denklemleri ispatlanamaz. R4
1 de 1

time-like oldu¼gu halde R4
1 de bir null kuaterniyonik e¼grinin Frenet çat¬s¬ oluşturulamaz

[16].

2. Durum: (2 bir time-like vektör olsun.)

R4
1 de f1 2 34 = 1g bir ortonolmal baz ve 2 bir time-like vektör olsun.

 =
1p
2
(2 + 1)   =

1p
2
(2 ¡ 1)   = 3  = 4

vektörlerinin oluşturdu¼gu

 () =  ( ) =  ( ) =  () =  ()

=  ( ) =  ( ) = 0

 ( ) =  ( ) = +1

 ( ) = ¡1

sa¼glan¬r.

 ve  space-like vektörler ve  ve  null vektörleri için f g  R4
1 de bir

bazd¬r.  kuaterniyonik metrik e¼gri ile R4
1 de bir 4-boyutlu Minkowski uzay¬ belirtir.

Birim kuaterniyon uzaylar ile tan¬mlanan R4
1 de 4-boyutlu Minkowski uzaylar¬d¬r. 

aral¬¼g¬ üzerinde tan¬mlanan R4
1 de bir null kuaterniyonik e¼gri

 :  ½ R!

 = 11 + 22 + 33 + 44

olsun. S¬f¬r uzunlu¼ga sahip  () =
4P

=1


0
 () te¼geti gibi olan  parametresi seçilir. R4

1

Minkowski uzaylar¬nda diferensiyellenebilir Minkowski uzay e¼grisinin Frenet elemanlar¬

f ()  ()   ()  ()g olsun. (1. Durum) önermesi ile  n¬n özel s¬n¬f¬ Frenet

çat¬s¬ ve Frenet denklemleri tan¬mlans¬n.

Frenet denklemleri,


0

=  
0
= ( + ) + 


0

= ( + ) 
0
= +

ve


0

=  
0
= ¡ ( ¡ ) + 


0

= ¡ ( ¡ ) 
0
=  +
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dir. Burada, R4
1 de  e¼grisinin birinci e¼grili¼gi  R3

1 de  e¼grisinin birinci e¼grili¼gi 

d¬r ve R4
1 de  e¼grisi için ikinci e¼griliktir. Gerçekten  = 1 ve  = 1 bulunur. Ve bu

de¼gerler ( ¡ ) = 0 sa¼glar. R4
1 de 2 bir time-like vektör, R4

1 de bir null kuaterniyonik

e¼grinin Frenet çat¬s¬ bulunur [16].
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3. NULL KUATERN·IYON·IK E¼GR·ILER·IN KARAKTER·IZASYON-

LARI

Bu bölümde M. Aykut Akgün [18] taraf¬ndan Minkowski uzay¬nda baz¬ e¼grilerin

karakterizasyonlar¬ olarak verilen çal¬̧sma R3
1 ve R4

1 uzaylar¬n¬n alt uzaylar¬nda kalan

null kuaterniyonik e¼grilere uygulanm¬̧st¬r.

3.1 R3
1 Uzay¬ndaNull Kuaterniyonik E¼grilerin Baz¬ Alt Uzaylarda Kalmas¬

için Karakterizasyonlar

R3
1 uzay¬nda  :  ½ R!R31 null kuaterniyonik e¼grisinin aşa¼g¬daki Frenet

denklemlerini sa¼glayan f  g şeklinde Frenet çat¬s¬ vard¬r.


0

= 


0

= ¡ (3.1)


0

= ¡  + 

Burada  = 
0
() ve    kaŗs¬l¬kl¬ ortogonal vektörleri aşa¼g¬daki denklemleri

sa¼glar.

 ( ) =  () =  ( ) =  ( ) = 0

 ( ) =  ( ) = 1

[16] 

1. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin f g (oskülatör düzlem) taraf¬n-

dan gerilen alt uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  para-

metresine ba¼gl¬  () ve  () diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  ()  +  () (3.2)

yaz¬labilir. Çal¬̧sma boyunca  ()   () ve  () diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬  

ve  olarak ifade edilecektir.

(32) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
+ 

0
+ 

0
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bulunur. Burada (31) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
+ +  (¡)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 = 
0
+ 

0
+ ( ¡  ) (3.3)

elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0

= 1


0

= 0 (3.4)

 ¡  = 0


0
= 1 ise  = + 1 bulunur. Ayr¬ca 

0
= 0 dan  = 2 bulunur. Bulunan  ve 

(34) de üçüncü denklemde yerine yaz¬l¬rsa

(+ 1)  ¡ 2 = 0




=

2
+ 1

elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R3
1 uzay¬n¬n f g ile gerilen alt

uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart 

= 2

+1
olmak üzere

 () = (+ 1)  + 2

şeklinde olmas¬d¬r.

2. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin f g (rekti…yen düzlem) taraf¬n-

dan gerilen alt uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  para-

metresine ba¼gl¬  ve  diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  +  (3.5)

yaz¬labilir. (35) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
+ 

0
+ 

0
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bulunur. Burada (31) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
+ +  (¡ + )

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
³

0 ¡ 

´
+

³

0
+ 

´
+  (3.6)

elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0 ¡  = 1


0
+  = 0 (3.7)

 = 0

E¼ger  = 0 ve  = 0 ise ilk denklemden  =  +  olarak bulunur. E¼ger  = 0

ise ikinci denklemden  = 1 elde edilir. Ayr¬ca ilk denklemden  =
R
(1 + 1 ) 

bulunur. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.2 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R3
1 uzay¬n¬n f g ile gerilen alt

uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0 ve  = 0 olmak üzere

 () = (+ ) 

)  = 0 olmak üzere

 () =

µZ
(1 + 1 ) 

¶
+ 1

şeklinde olmas¬d¬r.

3. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin f g (normal düzlem) taraf¬ndan

gerilen alt uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine

ba¼gl¬  ve  diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () = +  (3.8)

yaz¬labilir. (38) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
+ 

0
+ 

0
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bulunur. Burada (31) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
+  (¡ + ) +  (¡)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
³

0 ¡ 

´
+

³

0
+ 

´
¡  (3.9)

elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;

¡ = 1


0 ¡  = 0 (3.10)


0
+  = 0

Burada (310) denklemlerinin ortak bir çözümü yoktur. Dolay¬s¬yla  null kuater-

niyonik e¼grisi f g taraf¬ndan gerilen alt uzayda kalamaz.
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3.2. R4
1 Uzay¬nda Null Kuaterniyonik E¼grilerin Baz¬ Alt Uzaylarda

Kalmas¬ için Karakterizasyonlar

R4
1 uzay¬nda  :  ½ R!R41 null kuaterniyonik e¼grisinin aşa¼g¬daki Frenet

denklemlerini sa¼glayan f g şeklinde Frenet çat¬s¬ vard¬r.


0

= 


0

= ( + ) +  (3.11)


0

= ( + )


0

= +

Burada  = 
0
() ve   kaŗs¬l¬kl¬ ortogonal vektörleri aşa¼g¬daki

denklemleri sa¼glar:

 () =  ( ) =  ( ) =  () =  ()

=  ( ) =  ( ) = 0

 ( ) =  ( ) = 1

 ( ) = ¡1

[16] 

1. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt uzayda

kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬  () ve  ()

diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () = +  (3.12)

yaz¬labilir. (312) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 +  +  ( + ) + 

d¬r. 
0
() =  oldu¼gundan

 = 
0
 + 

0
 + ( + ) +  ( + ) (3.13)
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elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir.


0

= 1


0

= 0

 +  = 0 (3.14)

 ( + ) = 0

 = 0 ve ( + ) 6= 0 ise 
0
= 1 eşitli¼ginde integral al¬narak  =  +  ve ayr¬ca

 = 0 bulunur. E¼ger  6= 0 ise  = 1 ve son denklemden  = ¡ olur.  ve  üçüncü

denklemde yerine yaz¬l¬rsa 

= 1

+
bulunur. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile gerilen alt

uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter koşul

)  = 0 ve( + ) 6= 0 ve  = 0 olmak üzere

 () = (+ )

)  6= 0 ve  = ¡ ve 

= 1

+
olmak üzere

 () = (+ )+ 1

şeklinde olmas¬d¬r. Burada  1 sabittir.

2. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬  ve 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () = +  (3.15)

yaz¬labilir. (315) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 + 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 +  +  ( + )

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
h

0
+  ( + )

i
 + 

0
 +  (3.16)
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elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0
+  ( + ) = 1


0

= 0 (3.17)

 = 0

 6= 0 olmak üzere  = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla ilk denklemden  = 1
+

bulunur.

E¼ger  = 0 ise ikinci denklemden  =  bulunur ve ilk denklemde yerine yaz¬l¬rsa

 =
R
(1¡  ( + ))  elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile gerilen alt

uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  6= 0 olmak üzere

 () =
1

 + 


)  = 0 olmak üzere

 () =

·Z
(1¡  ( + )) 

¸
+ 

şeklinde olmas¬d¬r. Burada  sabittir.

3. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬  ve 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  +  (3.18)

yaz¬labilir. (318) denkleminden  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 + 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa


0
() = 

0
 + 

0
 +  +  (+)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
³

0
+ 

´
+

³

0
+ 

´
 +  (3.19)
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elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0
+  = 1


0
+  = 0 (3.20)

 = 0

Son denklemden dolay¬  = 0 olsun. O halde birinci denklemde yerine yaz¬l¬rsa

 =  +  bulunur. E¼ger son denklemde  = 0 al¬n¬rsa ikinci denklemden dolay¬

 = 1 dir. Bilinenler birinci denklemde yerine yaz¬l¬rsa  = (1¡ 1) + 2 elde edilir.

Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg taraf¬ndan

gerilen alt uzayda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0 ve  6= 0 olmak üzere

 () = (+ )

)  = 0 olmak üzere

 () = [(1¡ 1) + 2] + 1

şeklinde olmas¬d¬r.

4. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬  ve 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  +  (3.21)

yaz¬labilir. (321) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 +  [( + ) +  ] +  ( + )

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 = 
0
 +

h

0
+  ( + )

i
 +  +  ( + ) (3.22)
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elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;

 ( + ) = 1


0

= 0


0
+  ( + ) = 0 (3.23)

 = 0

E¼ger son denklemden  = 0 ve  6= 0 ise ilk denklemden  = 1
+

bulunur. E¼ger

 = 0 ise ilk denklemden  = 1

bulunur  nün  ye türevi al¬n¬rsa 

0
= ¡ 

0

2
elde

edilir. Bilinenler üçüncü denklemde yerine yaz¬l¬rsa  = 
0

3
bulunur. Böylece aşa¼g¬daki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg taraf¬ndan

gerilen alt uzayda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0 ve  6= 0 olmak üzere

 () =
1

 + 


)  = 0 olmak üzere

 () =

0

 3
 +

1




şeklinde olmas¬d¬r.

5. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬  ve 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  +  (3.24)

yaz¬labilir. (324) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 +  [( + ) +  ] +  (+)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =  +
³

0
+ 

´
 +  ( + ) +

³

0
+ 

´
 (3.25)
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elde edilir. Bu son eşitlikten aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;

 = 1


0
+  = 0

 ( + ) = 0 (3.26)


0
+  = 0

Burada ilk denklemden  = 1

bulunur. Üçüncü denklemden  = 0 ve ( + ) 6= 0

ise  = 0 olmak üzere bilinenler tüm denklemleri sa¼glar. Ayr¬ca ( + ) = 0 ise son

denklemden  = 
0

3
bulunur. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.5 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile gerilen

alt uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0 ( + ) 6= 0,  = 0 ve  6= 0 olmak üzere

 () =
1




)  = ¡ ve  6= 0 olmak üzere

 () =

0

3
 +

1




şeklinde olmas¬d¬r.

6. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬  ve 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  +  (3.27)

yaz¬labilir. (327) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 +  ( + ) +  (+)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 = [ ( + ) + ]+  + 
0
 + 

0
 (3.28)
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elde edilir. Bu eşitli¼ge göre aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0

= 0


0

= 0

 ( + ) +  = 1 (3.29)

 = 0

Buradan e¼ger  = 0 ve  6= 0 ise üçüncü denklemden  = 1
+

bulunur. E¼ger

 = 0 ise ilk denklemden  = 1 ve ikinci denklemden  = 2 elde edilir. ve  üçüncü

denklemde yerine konulursa 1 = 1¡2
+

eşitli¼gi bulunur. Böylece aşa¼g¬daki teorem

verilebilir.

Teorem 3.2.6 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile gerilen alt

uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0 ve  6= 0 olmak üzere

 () =
1

 + 


)  = 0 ve 1 =
1¡2
+

olmak üzere

 () = 1 + 2

şeklinde olmas¬d¬r.

7. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin f g taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬   ve

 diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () = +  +  (3.30)

yaz¬labilir. (330) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 + 

0
 +  +  [( + ) +  ] +  ( + )
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dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
h

0
+  ( + )

i
 + 

0
 +

h

0
+  ( + )

i
 + ( + ) (3.31)

elde edilir. Bu son eşitli¼ge göre aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0
+  ( + ) = 1


0
+  ( + ) = 0


0

= 0 (3.32)

 +  = 0

Burada 
0
= 0 oldu¼gundan  =  dir. Son denklemde yerine yaz¬l¬rsa  6= 0 olmak

üzere  = ¡ 

bulunur. Ayr¬ca  =  ikinci denklemde yaz¬l¬rsa  = ¡

R
( + ) +

1 elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.7 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile

gerilen alt uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart  s¬f¬rdan farkl¬ olmak üzere

 () = ¡ 

+  +

·
¡
Z

( + ) + 1

¸


şeklinde olmas¬d¬r.

8. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬   ve

 diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () = +  +  (3.33)

yaz¬labilir. (333) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0
+ 

0

elde edilir. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
 +  +  [( + ) +  ] +  (+)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
³

0
+ 

´
+

³

0
+ 

´
 +  ( + ) +

³

0
+  + 

´
 (3.34)
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bulunur. (334) eşitli¼ginden aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0
+  = 1


0
+  = 0

 ( + ) = 0 (3.35)


0
+  +  = 0

 ( + ) = 0 denkleminden  = 0 ise yukar¬daki denklemlerden çözüm olmad¬¼g¬

görülür.  6= 0 ( + ) = 0 ve  6= 0 iken son denklemde  ye göre türev al¬n¬rsa;


00
+ 

0
 + 

0
 = 0

elde edilir. Ayr¬ca ilk denklemden 
0
= 1¡ ve ikinci denklemden 0 = ¡ eşitlikleri

yerine yaz¬l¬rsa;


00
+ (1¡ ) + (¡)  = 0


00
+ ¡  ¡  = 0


00 ¡ 2+ = 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem çözülerek  6= 0 olmak üzere

 = 1
p
2 + 2

¡
p
2 +

1

2

bulunur. O halde 
0
= 1¡  eşitli¼ginde  yerine yaz¬l¬rsa;


0

= 1¡
µ
1

p
2 + 2

¡
p
2 +

1

2

¶



0

=
1

2
¡ 1

p
2 ¡ 2

¡
p
2

 =

Z µ
1

2
¡ 1

p
2 ¡ 2

¡
p
2

¶
+ 3

bulunur. Ayn¬ şekilde 
0
= ¡ eşitli¼ginde  yerine yaz¬l¬rsa;


0

= ¡
µ
1

p
2 + 2

¡
p
2 +

1

2

¶



0

= ¡1
p
2 ¡ 2¡

p
2 ¡ 

2

 =

Z µ
¡1

p
2 ¡ 2¡

p
2 ¡ 

2

¶
+ 4
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bulunur. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.8 Bir  null katerniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile gerilen

alt uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart  +  = 0 ve  s¬f¬rdan farkl¬ olmak üzere

 () =

·Z µ
1

2
¡ 1

p
2 ¡ 2

¡
p
2

¶
+ 3

¸


+

·Z µ
¡1

p
2 ¡ 2¡

p
2 ¡ 

2

¶
+ 4

¸


+

·
1

p
2 + 2

¡
p
2 +

1

2

¸


şeklinde olmas¬d¬r.

9. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬   ve

 diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () = +  +  (3.36)

yaz¬labilir. (336) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
+ 

0
 + 

0
 +  +  ( + )+  (+)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 =
h

0
+  ( + ) + 

i
+ 

0
 +

³

0
+ 

´
 +  (3.37)

elde edilir. (337) eşitli¼ginden aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;


0
+  ( + ) +  = 1


0

= 0


0
+  = 0 (3.38)

 = 0
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E¼ger  = 0 ve  6= 0 ise üçüncü denklemden  = 0 bulunur. Ayr¬ca bilinenler ilk

denklemde yerine yaz¬l¬rsa  = 1
+

elde edilir. E¼ger  = 0 ise üçüncü denklemden

 = 1 ve ikinci denklemden  = 2 bulunur. ilk denklemde  ve  yerine yaz¬l¬rsa;


0
+ 2 ( + ) + 1 = 1


0

= 1¡ 2 ( + )¡ 1

 =

Z
[1¡ 2 ( + ) ¡ 1]+ 3

bulunur. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.9 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile

gerilen alt uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0 ve  6= 0 olmak üzere

 () =
1

 + 


)  = 0 olmak üzere

 () =

·Z
[1¡ 2 ( + )¡ 1] + 3

¸
 + 2 + 1

şeklinde olmas¬d¬r.

10. Durum Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin fg taraf¬ndan gerilen alt

uzayda kalmas¬ için şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Bu durumda  parametresine ba¼gl¬   ve

 diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ için

 () =  +  +  (3.39)

yaz¬labilir. (339) denkleminde  ye göre türev al¬n¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
 + 

0
+ 

0
+ 

0

bulunur. Burada (311) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;


0
() = 

0
 + 

0
 + 

0
 +  [( + ) +  ] +  ( + )+  (+)

dir. 
0
() =  oldu¼gundan

 = [ ( + ) + ]+
³

0
+ 

´
 +

h

0
+  ( + )

i
 +

³

0
+ 

´
 (3.40)
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elde edilir. (340) eşitli¼ginden aşa¼g¬daki denklemler yaz¬labilir;

 ( + ) +  = 1


0
+  = 0


0
+  ( + ) = 0 (3.41)


0
+  = 0

Burada üçüncü denklemden 
0
= ¡ ( + ) ve son denklemden 

0
= ¡ bulunur.

Di¼ger yandan ilk denklemin  ye göre türevi al¬n¬rsa


0
( + ) + 

0
 = 0 (3.42)

olur. 
0
ve 

0
eşitlikleri (342) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

 ( + )2 + 2 = 0


£
( + )2 + 2

¤
= 0

bulunur. O halde  = 0 ise (341) deki ikinci denklemden  = 0 olur ki burada iki

durum incelenecektir.

)  = 0 ve  6= 0 ise (341) deki ilk denklemden  = 1
+

bulunur.

)  = 0 ise (341) deki üçüncü denklemden  = 1 ve son denklemden  = 2

bulunur.

Di¼ger yandan ( + )2 + 2 = 0 ise (341) deki denklemlerden çözüm olmad¬¼g¬ görülür.

Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.10 Bir  null kuaterniyonik e¼grisinin R4
1 uzay¬n¬n fg ile gerilen

alt uzay¬nda kalmas¬ için gerek ve yeter şart

)  = 0,  = 0 ve  6= 0 olmak üzere

 () =
1

 + 


)  = 0 ve  = 0 olmak üzere

 () = 1 + 2

şeklinde olmas¬d¬r.
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4. SONUÇ

Bu çal¬̧smada 3 ve 4 boyutlu Minkowski uzay¬nda null kuaterniyonik e¼grilerin karak-

terizasyonlar¬ incelenmi̧stir. Çal¬̧smam¬zda öncelikle temel geometrik kavramlar ifade

edilmi̧stir ve bu kavramlar yard¬m¬yla ikinci bölümde özellikle R4
1 Minkowski uzay¬nda

null kuaterniyonik e¼griler incelenmi̧stir. Ard¬ndan R3
1 ve R4

1 Minkowski uzaylar¬nda

null kuaterniyonik e¼griler için Serret-Frenet formülleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölüm ise çal¬̧sman¬n orjinal k¬sm¬ olup R3
1 ve R4

1 Minkowski uzaylar¬nda

null kuaterniyonik e¼grilerin alt uzaylarda kalmas¬ için karakterizasyonlar ifade ve ispat

edilmi̧stir.

Yap¬lan bu çal¬̧smalar sonucunda R3
1 Minkowski uzay¬nda null kuaterniyonik e¼gri-

lerin mümkün olan 3 farkl¬ alt uzayda kalmas¬ için gerekli şartlar ifade edilmi̧stir.

Null kuaterniyonik e¼grilerin rekti…yen ve oskülatör düzlemlerde kalmas¬ için gerekli

baz¬ karakterizasyonlar elde edilmi̧stir. Fakat normal düzlemde kalamayaca¼g¬ sonu-

cuna var¬lm¬̧st¬r.

Benzer yakla̧s¬mla R4
1 Minkowski uzay¬nda null kuaterniyonik e¼grilerin mümkün

olan 10 farkl¬ alt uzayda kalmas¬ için gerekli şartlar ifade edilmi̧stir.
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