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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; Lorentz, Galilean ve pseudo-Galilean uzaylarinin temel tanim ve

teoremleri verildi.

Ikinci boliimde; 3-boyutlu Lorentz uzayinda, Galilean uzayinda ve pseudo-Galilean

uzayinda regle yiizeyler hakkinda bazi 6nemli kavramlar verildi.

Uctincii boliimde; 3-boyutlu Lorentz uzayinda regle yiizeyler i¢in Lamarle formiilii

verildi.

Dordiincti bolimde; Galilean ve pseudo-Galilean uzaylarinda regle yiizeylerin Gauss

egriligi ve dagilma parametresi arasindaki iligki verildi.

Besinci boliimde ise; ¢aligmayla ilgili 6rneklere yer verildi.



SUMMARY

Some Characterications for The Curvatures of Ruled Surfaces in Non-Eucledian

Spaces
This study is consisted of five chapters:

In the first chapter, some basic definitions and theorems of 3-dimensionel Lorentz,

Galilean and pseudo-Galilean spaces are given.

In chapter second, some basic definitions of ruled surfaces in 3-dimensional Lorentz,

Galilean and pseudo-Galilean spaces are given.

In chapter third, Lamarle Formula for the ruled surfaces in 3-dimensional Lorentz space

are given.

In chapter fourth, the relation between Gaussian curvature and distribution parameter of

a ruled surface in 3-dimensional Galilean and pseudo-Galilean spaces are given.

In chapter fifth, some examples which concerning this study are given.
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GIRIS
Yiizeylerin diferansiyel geometrisi geometri alaninin énemli inceleme alanlarindan
birisidir. Bu alanda Oklid uzayinda ve Oklidsel olmayan uzaylardaki yiizeyler daha ¢ok

diferansiyel integral hesabin metodlar1 kullanilarak incelenir [1,3,5]. Geometri alaninda

bir¢ok arastirmaci ylizeyleri ¢ok farkli agilardan incelemistir.

Bu ylizeyler arasinda Regle ylizeyler onemli rol oynamistir. 3-boyutlu
Minkowski uzayinda Time-like Regle yiizeyler, Weingarten Regle yiizeyler, Space-like

Regle yiizeyler ve egilim ¢izgileri bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir [2,4,6,8].

Son zamanlarda bir¢ok uzayda Lamarle formiilii incelenmistir. Bir ylizeyin
Gauss egriligi ile dagilma parametresi arasindaki iliskiyi tanimlayan esitlik regle yiizey
icin Lamarle formiilii olarak adlandirilir. 3-boyutlu Lorentz uzayinda da Lamarle

formiilii baz1 arastirmacilar tarafindan incelenmistir [7].

Ayrica oklidsel olmayan uzaylarda aragtirmacilara son zamanlarda Galilean ve
pseudo-Galilean uzayda ilham kaynagi olmustur. Oklid uzayinda calisilan bazi

arastirmalarin bu uzaylardaki karsiliklar1 da bulunmaya ¢aligilmistir [9,10,11,12,13].

Bu ¢alismada 6ncelikle Lorentz uzayinda Lamarle formiilii detaylica ele alinmig
ve ardindan Galilean ve pseudo-Galilean uzaylarinda da karsiliklar1 arastirilmistir. Bu

alanda ele alinan bazi arastirmalardan elde edilen ¢aligmalarin sonuglar1 verilmistir.

\



1. BOLUM
1.1. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Tanml1.1.1: R3 3-boyutlu Lorentz uzaymnda standart metrik; ( x;.X,x3) R3 iin dik

koordinat sistemi olmak tizere
(, )y=dx? +dx? — dx3?
ile verilir. R? 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir ¥ € R3 vektorii
(v,v)>0 veya v¥=0 ise spacelike,
(U, ¥)<0 ise timelike,
(U,9)=0 ve v =0 ise null(lightlike) olarak adlandirilir.

Benzer sekilde bir @ = @(s) c R3 egrisi de biitiin hiz vektorleri a’(s) ler spacelike,
timelike veya null(lightlike) ise sirasiyla spacelike, timelike ya da null egri olarak

adlandirilir [1].

Tanm 1.1.2: R3 3-boyutlu Lorentz uzay1 olmak iizere; U, ¥ € R3 icin (U, ¥) = 0 ise

u, U vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir [1].

Sonug 1.1.1: Her ikisi de timelike veya spacelike olan iki vektor birbirine dik olamaz

[2].

Tamim 1.1.3: R? 3-boyutlu Lorentz uzay1 olmak iizere; ¥ € R} vektoriiniin normu;
11l = VKD, D)

seklinde tanimlanir [1].

Teorem 1.1.1: ¥ € R} olmak {izere;

i) 7[> 0 dir.
i) [I7]] =0 < v bir null vektordiir.

iii) ¥ bir timelike vektor olsun. Bu durumda,

1511%= —(¥, ¥)



olur.

iv) U bir spacelike vektdr olsun. Bu durumda
1911?= (v, D)

olur [2].

Tamm 1.1.4: R} 3-boyutlu Lorentz uzayindaki biitiin timelike vektorlerin kiimesi £

olsun. Biitiin u € € igin

Cu)y={vet; (v,uy< 0} kiimesi R? Lorentz uzaymin i vektdriinii iceren

time—konisi olarak adlandirilir [1].

Tamm 1.1.5: ¥ ve W, R} Lorentz uzayinda iki timelike vektor olsun. Bu durumda

asagidaki esitsizlik gegerlidir:

|G, wHl = (IZIIwIl
Esitlik durumu ancak ve ancak ¥ ve W lineer bagimli oldugunda gergeklesir.
Eger v ve W timelike vektorleri ayni time-konisinin elemani ise

(¥, w) = =[IYllIIW]l cosh 6

olacak sekilde bir tek 6 = 0 reel sayis1 vardir. Buradaki 8 sayis1 timelike vektorler

arasindaki ag1 olarak adlandirilir [1].

Tanm 1.1.6: ¥ ve w, R3 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir spacelike alt uzay: geren
iki spacelike vektor olsun. Bu durumda, esitlik durumu ancak ve ancak v ve W lineer

bagimlisiyla gerceklesen asagidaki esitsizligi yazabiliriz;
1B, W) < I9IHIw]l -

Dolayisiyla
(@, w) = [I¥[lllwll cos &

olacak sekilde bir tek 0< 6 <1 sayis1 vardir ki; 6,7V ve w spacelike vektorleri

arasindaki Lorentzian spacelike a¢1 olarak adlandirilir [3].

2



Tamm 1.1.7: ¥ ve W, 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir timelike alt uzay1 geren iki

spacelike vektor olsun. Bu durumda
AT ES NI

olur. Dolayisiyla bir tek 8 > 0 sayisi igin
(@, w) = |I9]llw]| cosh 6

dir. Burada 6, v ve w spacelike vektorleri arasindaki Lorenzian timelike ag1 olarak

adlandirilir [3].

Tanmm 1.1.8: 3-boyutlu Lorentz uzayinda v spacelike, W ise bir timelike vektor

olsun. Bu durumda bir tek 6 > 0 sayisi igin
(@, w) = [IV]lllwllsinh 6
yazilir. 8, U ve W vektorleri arasindaki Lorenzian timelike ag1 olarak adlandirilir [3].

Tammm 1.1.9: Herhangi iki ¥ = (vi,va,v3), W = (W wow3) € R} vektorlerinin

Lorentzian vektorel ¢arpimi

- —

VAW = (VaW3-V3Wa , V3W[-VIW3 , VOW[.V|W) )
seklinde tanimlanir [3].

Sonuc 1.1.2: %, %, W € R} olmak iizere

1.2. 3-Boyutlu Galilean Uzayinda Temel Kavramlar

G5 Galilean uzayi, 3-boyutlu 2 kompleks projektif uzaymin w ideal diizlemlerinin
bir reel diizlemini f € w ideal dogrularin bir reel dogrusunu ve I;, I, € f gibi ideal

3



noktalardan iki tanesini iceren {w,f, I;, I,} ideal sekline sahip olan bir halidir.
Galilean geometri, projektif isareti (0,0,+,+) olan reel Cayley-Klein Geometrilerinden
biridir.

Tanmm 1.2.1: X(x,),z), Gz 3-boyutlu Galilean uzayinda bir vektor olsun. Eger X(x,y,z)

vektori icin x =0 ise X(x,y,z) vektori izotropik vektor olarak adlandirilir [11].

Tanmm 1.2.2: X(x,),z), G3 3-boyutlu Galilean uzayinda bir vektor olsun. Eger X(x,y,z)
vektori icin x # 0 ise X(x,),z) vektorii non-izotropik vektor olarak adlandirilir [11].

Tanmm 1.2.3: X(x,y,z), G3 3-boyutlu Galilean uzayinda bir vektor olsun. Eger x=1 ise
X(x,y,z) vektoriine birim non-izotropik vektér denir. Yani biitiin birim non-izotropik
vektorler X(1,y,z) formundadir [11].

Tanim 1.2.4: 3-boyutlu Galilean uzay1 G; olsun.
V X1(x1,V1,21), X,(x5,¥2,2,) € G5 vektorii i¢in Galilean i¢ ¢arpimu;
g: G3XG; 2R

_X1x3 , X1 F0Vx, #0
(X1.X2) = g (X1.X2) = {ylyz 422, , %, =0A x,=0
seklinde tanimlanir [11].

Tanmm 1.2.5: G3; 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X(0,y,z) izotropik vektoriini g6z
oniine alalm. Eger y? + z2 = 1 ise bu X(0,y,z) izotropik vektérii birim vektor olarak
adlandirilir [11].

Tanmm 1.2.6: G5, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X(x,y,z) vektoriiniin normu;

, x #0 ise

X

seklinde ifade edilir [11].

1.3. Pseudo-Galilean Uzayinda Temel Kavramlar

Pseudo-Galilean geometri de projektif isareti  (0,0,+,-) olan reel Cayley-Klein

Geometrilerinden biridir.



Tanm 1.3.1: X(x,y,z), G} 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda bir vektdr olsun.
Eger X(x,y,z) vektori i¢in x = 0 ise X(x,),z) vektorii izotropik vektor olarak adlandirilir

[11].

Tanmm 1.3.2: X(x,y,z), G 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda bir vektér olsun. Eger
X(x,,z) vektori i¢in x # 0 ise X(x,y,z) vektorii non-izotropik vektor olarak adlandirilir

[11].

Tanmm 1.3.3: X(x,),z), G3 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayimnda bir vektor olsun. Eger
x =1 ise X(x,),z) vektoriine birim non-izotropik vektdr denir. Yani biitiin birim non-
izotropik vektorler X(1,y,z) formundadir [11].

Tamm 1.3.4: 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzay1 G3 olsun.
V X, (xq1, X5, x3), X5(x1,%5,%3) € G3 vektorii igin i¢ carpim;

g:G3X G} > R

_ [x1x2 , X1 F0Vx, #0
KXo gt = o T
seklinde tanimlanir [11].

Tamm 1.3.5: G3, 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda bir X(0,y,z) izotropik vektoriinii
goz oniine alalim. Eger |y? —z?| =1 ise bu X(0,y,z) izotropik vektorii birim vektor
olarak adlandirilir [11].

Tanim 1.3.6: 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X(x,y,z) vektoriiniin normu;

1| X , x +0 ise
B y2—2z%2 , x=0 ise

seklinde ifade edilir [11].



II. BOLUM

2.1. 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanm 2.1.1: dvey’, @’ hicbir zaman sifir olmamak iizere, R? 3-boyutlu Lorentz

uzayinda iki egri olsun. R? te bir M regle ylizeyi ;
p:(IXR) - R3
p(wv) = a(w + vy(w

parametrizasyonuna sahip regiiler bir yiizeydir. Burada a dayanak egrisi olarak

adlandirilir. Regle yiizeyin dogrultmanlar: ise
v = alu)+ vy
dogrularidir [4].

Tamim 2.1.2: R? 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca

teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye acilabilirdir denir [8].

Tamim 2.1.3: R 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrularinin
herbirini dik olarak kesen bir egri varsa, bu egriye regle ylizeyin bir ortogonal yoriingesi

denir [8].

Tanm 2.1.4: R3 3-boyutlu Lorentz uzayinda acilabilir olmayan bir regle yiizey
verilsin. Regle ylizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin esas

anadogru lizerindeki ayagina bogaz ( merkez veya striksiyon ) noktast denir [8].

Tanim 2.1.5: 3-boyutlu Lorentz uzayinda agilabilir olmayan bir regle yiizeyin ana
dogrusu , dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik

yerine, regle ylizeyin bogaz (striksiyon) egrisi denir [8].

Bir regle ytizeydeki striksiyon noktalarinin kiimesi striksiyon egrisini olusturur. £ (u)

sitriksiyon egrisi a(u) dayanak egrisi cinsinden ;

3w) = G (u) — L@yYw)
HORLIOEES SN0

seklinde yazilabilir [4].



Tanm 2.1.6: R3 te ¢@(u,v) = @(u) + vy (u) yiizeyi verilsin. ¥’ Ay’ hig bir yerde
sifir olmuyorsa regle yiizeye silindirik olmayan regle yiizey denir. Silindirik olmayan

bir regle yilizey daima asagidaki formda bir parametrizasyona sahiptir:

P(u,v) = ﬁ(u)+ ve(u) .

y(w)
@i’

lell=1, (B'(w),e’w)=0

Burada e(u) =

ve f(w), @ nm striksiyon egrisidir [5].

Silindirik olmayan regle ylizeyin dagilma parametresi (Drall) ise ﬁ regle ylizeyin

striksiyon egrisi ve € de dogrultmani olmak tizere

D = det([iT EE)
(et.eh)
seklinde tanimlanir [6].

@(u,v) silindirik olmayan regle yiizeyinin I. Temel form katsayilari E, F ve G; 1L

Temel form katsayilari da L, M, N olmak tizere Gauss egriligi

L, L LN—M?
K= {1,
0.1
olarak tanimhidir. Burada #(u,v) = ﬁ;“';”ﬁ silindirik olmayan regle yiizey iizerinde
uwrv

bir birim normal vektordiir [6].

2.2. 3-Boyutlu Galilean Uzayinda Regle Yiizeyler
G5 3-boyutlu Galilean uzayinda regle yiizeyin genel denklemi,
p(t,v) =7r(t) + v.a(t)
seklinde ifade edilir. Bu durumda,
P #0, @, #0, @ x¢@, #0

esitlikleri saglaniyorsa regle yiizeye regiilerdir denir. Gz 3-boyutlu Galilean uzayinda ii¢
tip regle ylizey vardir.



Tanim 2.2.1: G5, 3-boyutlu Galilean uzayinda A-tipli regle yiizey,

{fﬂ(x,v)=(x,y(x),2(x))+ v(1,a,(x), az;(x) ,

y.,z,a,, a; € C®, x€EISR, vER
denklemi ile verilir [12].

Bu tip regle ytizeyler i¢in egrilik ve torsiyon,

k(x) = JaZ(x) + aZ(x)

I( ) II( )_ II( ) !
T(x) _ 2(x)as 9;2(;1)2 x).az(x)

seklinde tanimli olup,
T(x) =alx) = (1, az(x), az(x))

N(x) = ﬁa’(x) = % (0, ay(x), aj(x))

B = == (0,-a3(x), a(x))

ve
T'= kN
N' = 1B
B' = —1N

esitlikleri gecerlidir.
Tanim 2.2.2: G5 3-boyutlu Galilean uzayinda B-tipli regle yiizey,

(P(uyv)=(0r3’(u): Z(u))-l_ v(l,az(U),ag(U)),
y,z,a,,a3€C3 , uel cR, v €R
y2+ z2=1

denklemi ile verilir [12].

Bu tip regle ylizeyler i¢in egrilik ve torsiyon,

kW) = -5

t(w) =52

seklinde olup,



Tw =a) =(1,a,w),as3w))
Nw =(0,-z'"(w),y'(w))

B(u) = (0,y'(w),z'(w)

ve
T'= kN
N' = 1B
B'= —1N

esitlikleri gecerlidir.

Tanim 2.2.3: G; 3-boyutlu Galilean uzayinda C-tipli regle yiizey,

oW, v) = (u,yw), 0)+ v(0,a(w),asz;(w),
y,a,,a;€C® , uel cR, v €R
a22+ a32=

denklemi ile verilir [12].

Bu tip regle ytizeyler i¢in egrilik ve torsiyon,

k(u) = y"(u)
__az(w)
5 =~
seklinde olup,

Tw=r"(w)=(1,y"(w),0)
N@w) =a) =(0,a,(w),as(w))

B(uw) = (0,—az(w),a,(w)

ve
T'=(0,y"(w),0) =k(Ncosy(u) — Bsinyp(u))
r— 1
N' = SB
r— _1
B = 5
seklinde ifade edilir.



2.3. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda Regle Yiizeyler

Tamm 2.3.1: G 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda verilen bir / dogrusunun verilen
bir r egrisi boyunca hareketiyle bir ylizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu
pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen / dogrusuna, regle
ylizeyin anadogrusu ve verilen r egrisine de regle yiizeyin dayanak egrisi denir [11].

G1 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda C* simifindan bir regle yiizey
X(x,v) =r(x)+va(x), r,a€ C3 vER;
seklinde olsun.

Burada pseudo-Galilean yay uzunlugu ile parametrize edilmis r egrisi pseudo-Euclidean
diizlemde yatmaz ve bir dayanak egrisi olarak adlandirilir. Bu r egrisi

r(x) = (x,y(x),z(x))
seklindedir.
Ayrica a(x) anadogrusu
a(x) = (1, ax(x), az(x))
veya
a(x) = (0, a; (%), a;(x)), laj(x) —ai(x)| =1
formundadir.

Tanmm 2.3.2: G2 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizeyin anadogrular
boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye agilabilirdir denir [13].

Tamm 2.3.4: G} 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda agilabilir olmayan bir regle
ylizey verilsin. Regle yilizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa, bu
dikmenin esas dogrusu iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir
[13].

Tamm 2.3.5: G , 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda agilabilir olmayan bir regle
ylizeyin anadogrusu, dayanak egrisi boyunca ylizeyi olustururken bogaz noktalarinin
geometrik yerine bogaz (merkez) ¢izgisi (egrisi) denir [13].

Tanm 2.3.6: G3 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda
X(x,v) =r(x)+va(x), r,a€ C3®, vER;

seklinde verilen bir regle yiizey i¢in eger

10



X, #0, X, #0ve X, X X, #0
sartlar1 saglaniyorsa regle yiizey regiilerdir denir [11].

G3 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda I, II, III olmak iizere regle yiizeylerin iig tipi
vardir.

TipI: G2 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymnda I. tip bir regle yiizey asagidaki sekilde
tanimlanir:

{X(x,v) = (0,y(0),z(0)) + v (1, a,(x), az(x)) ,

y,z,a,,a; € C3, x€EISR, vER

Tamm 2.3.6: G3 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizeyin komsu iki
anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu anadogru arasindaki agiya
oraninin limitine regle yiizeyin dagilma parametresi denir [11].

Tamm 2.3.7: G 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda 1. tip bir regle yiizeyin dagiima
parametresi (drall)

B det(r',a,a’)
lal? — af?

dir.
G} te L tip regle yiizeyin catist

e;(x) = a(x), ey(x) =$a’(x), e3(x) = ﬁ(O,a'g(x),a'z(x))

seklinde tanimlidir. Bu yiizeyin egriligi k(x) ve torsiyonu 7(x) ise

det(a, I’ 17;

k(@) = JIaZ —aZl ve t(x) =N

olarak verilir. Frenet formtilleri ise asagidaki sekilde verilir:
e1(w) = k(Wey(u) ,

e;(u) = t(wez(u) ,

ez(u) = t(wey(u) .
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III. BOLUM

3.  3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Regle Yiizeyler i¢cin Lamarle Formiilii
3.1. Spacelike Regle Yiizeyler I¢in Lamarle Formiilii
3-boyutlu Lorentz uzayinda
@ :IxR > RS
(u,v) 2 @(u,v) = d; (W + vé (v
sekilde parametrelendirilmis bir spacelike regle yiizey M; olsun.
Eger

leli=1, f=gon & = oA
e [E N B

seklinde secilirse { &;, 71;, &;} ortonormal cati alani elde edilir. Ortonormal cati

alaninin {spacelike, timelike, spacelike} tipinde oldugunu kabul edelim. Bu durumda

(€,8)=1, (M, n)=-1, (51 ,§1>= 1

(@, 7) = (7, &) = (&1 ,é) =0

BN =8 . TWAE=8 . &AE=-i,
oldugu goriiliir.
Bu ortonormal ¢atinin Frenet formiilleri

€1 = Ky

=7 — - pud
ny = Kie; + 1.8

seklindedir [7].
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3-boyutlu Lorentz uzayinda M, spacelike regle yiizeyinin bir striksiyon egrisi El (w)

olsun. O halde
(B &) =0

olur. Dolayisiyla (B ,k,7,) =0 dir. Buise f, teget vektoriiniin &, ve &;

tarafindan gerilen diizlemde yattigini verir.

Ayrica (8;,8,1&; ,&) — (8, ,&,)? > 0 oldugundan &, ve &, tarafindan gerilen
diizlem spacelike olur ve E{ ve é; spacelike vektorleri arasindaki a¢1 Lorentzian

.
spacelike agidir. B ve €; arasindaki ag1 o, olarak alimirsa Mjin striksiyon egrisinin teget

vektori
Bl =cosg,8, +sino,é,
seklinde yazilir ve Mjin sitriksiyon egrisi de
B1 = [(coso,é, + sing,&)du
olarak bulunur.
Silindirik olmayan M; spacelike regle yiizeyi,
@1 (u,v) = [(coso,8; + sinoy&;)du +vé;
seklinde yeniden parametrelendirilmistir.
M; in dagilma parametresi (Drall) ise

_ det(coso,€; +sinoyéy, €1 ,k1M1)  sinog

(K111 K171q) K1

olarak hesaplanir.

1 - .
Burada k; = o yazilirsa dagilma parametresi
1

D = —p;singy

olarak elde edilir.
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Gerekli hesaplamalar yapildiginda M; silindirik olmayan spacelike regle yiizeyinin

birim normal vektorii

i Sin0'1 7'_1.)1+UK1§1

==
\/|—sin201+v21c§ |

olarak bulunur.

Ayrica k; =— ve D= —p;sino; esitlikleri gozoniine alinirsa

P1

> Dﬁl _vgl

M |-DZ+v2|
seklinde yazilabilir.

Spacelike M, regle yiizeyinin birim normal vektorii 77;, timelike oldugundan

—-D?+v2 <0
ve dolayisiyla
lv| < [D]
olur.
Pnin uve v ye gore kismi tlirevleri alinirsa
Pry = C0S018;, + sino & + vigT, .
P1p= €
esitlikleri elde edilir.
Buradan M; in birinci temel form katsayilari
E = (@1 P1y) = cOS%0y + sin’oy — vik2 =1 —v?%k?
F=(@1y, @1) = cosoy .

G=(P1v) P1p) =1

14



olarak bulunur.
Ayrica  @4in ikinci dereceden kismi tiirevleri hesaplanirsa
D1y = (—0f sinoy + vk? )é;+ (k,cosoy + T1sinoy + vi; )7,
+(01 cosoy + v KqTq ) 51 ,
(pluv = Klﬁl B
D1 =0
elde edilir.
Bu esitlikler yardimiyla M; in ikinci temel form katsayilari

K1C0S0; Sino; +11sin?0;+v Kk} sino;—0j cosov k1 —v?K3 14

L =A@ 1yu ﬁl) =

J|—sin201+v21cf

K1Sinoq

M = (D1, 111) =
\/l—sin201+vzk% | ’

N= (@11717' 771) =0
olarak bulunur.

Birinci ve ikinci temel form katsayilarini kullanarak M spacelike regle yiizeyinin

Gauss egriligi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1: M;, R} 3-boyutlu Lorentz uzayinda silindirik olmayan bir spacelike
regle ytizey olsun. M; ylizeyinin Gauss egriligi (K), yiizeyin dagilma parametresi(D)

cinsinden

DZ

K - (DZ—UZ)Z

ile verilir ki; burada |v| < |D| dir [7].

Ispat : Birinci ve ikinci temel form katsayilart

15



LN—M?
EG—F?

K= <ﬁ1 rﬁl)

esitliginde yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

- - K% sinz

K= <771 ﬂh)

01
(sin20,-v2K3 )2

bulunur. Burada 7j;, spacelike M regle yiizeyinin timelike birim normal vektoriidiir.

1 1e . .
Ky = o ve D=—p;sino; esitlikleri kullanilarak ispat tamamlanir.
1

Teorem 3.1.1 ile verilen ve M; yiizeyinin Gauss egriligi ile dagilma parametresi
arasindaki iliskiyi tanimlayan esitlik silindirik olmayan spacelike regle yiizey M; i¢in

Lorentzian Lamarle formiilii olarak adlandirilir.

Ayrica silindirik olmayan spacelike regle yiizey M, i¢in { &; ,7; ,51} ortonormal cat1
alam {spacelike, spacelike, timelike } tipinde segilirse €; ve 51 tarafindan gerilen
diizlem timelike olur. Sitriksiyon egrisinin tegeti ﬁ{ ile €, arasidaki a1 oy ise

hiperbolik olur. Dolayisiyla M; asagidaki bigimde parametrelendirilebilir:
@1 (u,v) = [(cosho,8, + sinho,&)du +v &

Benzer islemler yapildiginda M; in Gauss egriligi Teorem 3.1.1 de verilen esitlikle
ayni olarak elde edilir ve silindirik olmayan spacelike regle yiizey i¢in Lorentzian

Lamarle formiilii degismeden kalir. Dolayisiyla agsagidaki sonuclar verilebilir.

Sonuc 3.1.1: M;, R3 3-boyutlu Lorentz uzaymnda D dagilma parametresi ve K

Gauss egriligine sahip silindirik olmayan bir spacelike regle yiizey olsun.

1. v— ¥D igin Gauss egriligi K(u,v)— oo olur.

2. K(u,v) =0 olmasi icin gerek ve yeter kosul D =0 olmasidir.

3. Eger dagilma parametresi D 6zdes olarak sifir olmuyorsa K(u,v) stireklidir ve
v=0 iken yani her dogrultmanin merkez noktasinda K(u,v) en kiiciik degerini

alir [7].
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3.2. Spacelike Dayanak Egrili ve Timelike Dogrultmanh Timelike Regle

Yiizeyler I¢in LamarleFormiilii

M,, R3 3-boyutlu Lorentz uzayinda spacelike dayanak egrili ve timelike
dogrultmanli timelike bir regle yiizey olsun. Dolayisiyla bu regle ytizey asagidaki

sekilde parametrelendirilmistir.
@, : IXR - R}

(u,V)—)(pz(u,V)—&z(U)‘l' 1752(11).
18,]] = = 2 & = Eané; larak secildigind
e 1 n S PO olarak se¢ildiginde
: ’ ’ ”Eéll ’ 2 ”62 /\62,” ¢ &

{é,, My, 52} ortonormal ¢at1 alan1 elde edilir. Bu ¢at1 alan1 {timelike, spacelike,

spacelike} tipindedir. Bu nedenle
—(€,,8;) =(1y,My) = (52 ,52> =1,

(€3, 1,) = (N, »52) = (52 ,8,)=0 ve

— ped -

- = 2 _ g > =

AN =8, MyAG=—6, $Ae=n, olur
Bu ortonormal sistemin Frenet formiilleri

>7 b

€ —Kn, ,

=7 - g

Ny = K63 — 1265

—), _ —

$ = TN,
dir.

R3 te M, spacelike regle yiizeyinin striksiyon egrisi Ez (u) olsun. Ez (u) spacelike bir
egridir ve teget vektori ﬁé, (é, ,52 ) tarafindan gerilen timelike diizlemde yatar. Eﬁ

ve 8, arasindaki hiperbolik a¢g1 ¢, olmak iizere

>, . 5 -
ﬂZ = Slnho-zez +COShO-2€2
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yazilabilir. Bu son esitlikten M, nin sitriksiyon egrisi
B, = [(sinho,8, + cosha,&,)du
olarak elde edilir.

3-boyutlu Lorentz uzayinda spacelike dayanak egrili ve timelike dogrultmanli

silindirik olmayan bir timelike regle yiizey M5 olsun. Bu durumda M, ,
@, (u,v) = [(sinho,8, + cosho,&y)du +v &,

seklinde parametrelendirilmistir.

M, nin dagilma parametresi (Drall)

det(sinho,e, +cosh62§2 , 8y Kally) cosha;

(KoTlp KoTlo) K2

olarak hesaplanir.

1 . - .
Ky = . alimirsa M, nin dagilma parametresi
2

D = p,cosha,
olarak yazilir.

Gerekli islemler yapildiginda silindirik olmayan timelike regle ytizey M, nin birim

normal vektorii

5 cosho, i, +vK, &,

N2~
\/|cosh2crz+v21c§ |

olarak bulunur.

1
Ky = . ve D =p,coshao;,
2

esitlikleri g6z 6ntine alinirsa

> Dﬁz _U?Z
T2 = b2z
18



elde edilir.
P,nin u ve v ye gore kismi tiirevleri asagidaki gibidir:
By = Sinho,8, + cosho,&yt v K,y |
P2y = €.
Buradan M, regle yiizeyinin birinci temel form katsayilari
E = (@py, Poy) = —Sinh?a, + cosh?o, + v2ki = 1+ v2k5
F =(@2u P2y) = —sinha, ,
G =(Pap, P2v) = —1
olarak bulunur.
Bunlara ek olarak @, ikinci dereceden kismi tiirevleri
@y = (0ycosha, + vi2 )é,+ (k,sinho, + T,cosha, + vic, ),
+ (o3sinhoy — v 16,75 ) &,
Pauw = K21z »
P20v =0
seklinde hesaplanir.
Bu esitlikler yardimiyla Mpnin ikinci temel form katsayilari

o .\ _ kpsinho, cosho,+1,c0sh?0,+v k) cosho,—0; sinho,v K, +v%K5 T,
L= <(p2uw 772) -
/cosh202+vzk§

Kycosho)

M =APoup, Ti2) = >
cosh“a+v2K3

N= «Z’va 772> =0
olarak elde edilir.
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Birinci ve ikinci temel form katsayilarini kullanarak M, timelike regle yiizeyinin Gauss

egriligi icin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1: M,, 3-boyutlu Lorentz uzayinda spacelike dayanak egrili ve timelike
dogrultmanl: silindirik olmayan timelike bir regle yiizey olsun. M, nin Gauss egriligi K;

dagilma parametresi D olmak iizere

DZ
 (D24v?)?

dir [7].
Ispat : Birinci ve ikinci temel form katsayilart

LN—M?
EG—F?

K= <ﬁ2 ’ ﬁZ)
esitliginde yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda M; nin Gauss egriligi K ;
1j,, timelike M, yiizeyinin spacelike birim normal vektérii olmak {izere

KZ cosh?a,
(cosh2a,+v2K2 )2

K = <ﬁ2 ) ﬁZ)
olarak bulunur.

1
Ky = . ve D =p,cosha,
2

esitlikleri kullanilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.1 ile verilen ve M, ylizeyinin Gauss egriligi ile dagilim parametresi
arasindaki iliskiyi tanimlayan esitlik spacelike dayanak egrili ve timelike dogrultmanli
silindirik olmayan timelike regle yiizey icin Lorentzian Lamarle formiilii olarak

adlandirilir.

3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike regle yiizey i¢in Lamarle formiilii negatif

degildir. Boylece asagidaki sonuglar verilebilir.
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Sonu¢ 3.2.1: M;, 3-boyutlu Lorentz uzayinda spacelike dayanak egrili ve timelike
dogrultmanl silindirik olmayan timelike regle yiizeyinin dagilma parametresi D ve

Gauss egriligi K olsun. Bu durumda

1. v— Foo igin Gauss egriligi K(u,v)—> 0 dir.

2. K(u,v)=0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D=0 olmasidir.

3. Eger dagilma parametresi D 6zdes olarak sifir olmuyorsa K(u,v) stireklidir ve
v=0 iken yani her dogrultmanin merkez noktesinda K(z,v) en bliyiik degerini

alir [7].

3.3 Timelike Dayanak Egrili ve Spacelike Dogrultmanh Timelike Regle
Yiizeyler i¢in Lamarle Formiilii

3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike dayanak egrili ve spacelike dogrultmanl

timelike bir regle yiizey Ms,
p3:IxXR > R3
(u,v) = @3(u,v) = d3(w) + vézv)
sekilde parametrelendirilmis olsun.

>/ =3 >/
— L 63 g _ /e
IGI=1 =g - 5= el

olarak se¢ildiginde { &5 ,73 ,53} ortonormal ¢at1 alan1 elde edilir. Bu ortonormal ¢ati

alaninin  {spacelike,spacelike, timelike } seklinde oldugunu kabul edelim. Bu

durumda
(€3,83) = (ii3,73) = —(53,53)= 1
<§3:ﬁ3>:<ﬁ3»€3>:<€3:53>:0
BsATiz= & . TgNE=—8; , &3 N8= —iiy
yazilir.
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Bu ortonormal sistemin Frenet formiilleri
€3 K33, MN3=—Kz€3+ 1383, 3= T3Ng
seklindedir.

3-boyutlu Lorentz uzayinda Mj timelike regle ylizeyinin striksiyon egrisi E3 (w)
olsun. ﬁ3 (u) timelike bir egridir ve teget vektorii Eé , (é5, 53 ) tarafindan gerilen

timelike diizlemde yatar. E_é, ve é; arasindaki hiperbolik ag1 ¢ alinirsa
B} =sinho;8; + coshasés

yazilabilir. Son esitlikte M3 lin sitriksiyon egrisi
B = [(sinho38; + coshoz&s)du

olarak bulunur.

M; timelike dayanak egrili ve spacelike dogrultmanli timelike silindirik olmayan regle

ylizeyi

@3 (u,v) = [(sinho3é; + coshoz&s)du + v é,
seklinde verilsin.
Bu durumda Mj regle ylizeyinin dagilma parametresi (Drall)

det(sinh0323 -l‘COShO'3§3 , é)3 ,K3T_i3) COShO'g

D

(K373 K31l3) K3

olarak bulunur.

1 C .
K3 = e yazilirsa Mj regle ylizeyinin dagilma parametresi
3

D = —p5coshos
olarak elde edilir.

Gerekli islemler yapildiginda M3 tin birim normal vektorii
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, _ coshos 71’3+v1c3§3
3=
3

|cosh2 03— VK5

olarak bulunur.

1
K3 =— ve D =—pscosha; esitliklerinden

P3
> Dﬁ3_vg3
N3 p2—v2|
elde edilir.

Bunlara ek olarak timelike regle ylizey M3 iin birim normal vektorii 7j; spacelike

oldugundan;
D?—v?>0 , yani ID| > |v| dir.

@3 nin uve v ye gore kismi tlirevleri ise asagidaki gibidir:
$zy = sinho38; + coshozést v Ksiis |

Py = €3

Buradan M; regle ylizeyinin birinci temel form katsayilari
E = (@3, P3y) = sinh?a; — cosh?o; + v2Kk5 = —1 + v2k3,
F = (@3u, @3v) = sinhag,
G =(P3p, P3p) = 1

olarak hesaplanir.

Bunlara ek olarak @;nin ikinci dereceden kismi tiirevleri
@3uu = (04 coshay —vk2 )é;+ (k3sinhoy + T5c0shay + vicg )7,

+ (o5 sinhog + v k373 ) &,.

¢3uv = K37'_i3 s
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@31;1; =0
seklinde hesaplanir.
Bu esitlikler yardimiyla M3 regle yiizeyinin ikinci temel form katsayilari

—K3sinhog cosha;—T3c0sh?03—v k5 coshoz+05 sinhogv ks +v2K2 T4

L= <(/~)3uw ﬁ3> =

b

\/|cosh2cr3—v2x§ |

K3coshos

>
|cosh2 o3—v2K3

M= <¢’3uwﬁ3> =J

N= <¢3vvr 773) =0
olarak elde edilir.

Birinci ve ikinci temel form katsayilarini kullanarak M3 regle yiizeyinin Gauss egriligi

icin agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1: M;j;, 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike dayanak egrili ve spacelike
dogrultmanl: silindirik olmayan bir timelike regle yiizey olsun. M3 regle ylizeyinin

Gauss egriligi K, dagilma parametresi D olmak {izere

D2
- (D2—v2)2

K
dir, burada D? —v?>0 dir[7].

Ispat : M; yiizeyinin birinci ve ikinci temel form katsayilar1 hesaplanarak

LN—M?
EG—F?

K= <773’773)

esitliginde yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa Mj regle ylizeyinin Gauss

egriligi; 7j5, timelike M3 yiizeyinin spacelike birim normal vektorii olmak tizere

K2 cosh?o

K= <ﬁ3 rﬁ3>

(cosh?o3— v2K2)?

olarak bulunur.
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K3 = e ve D =pscosho; esitlikleri kullanilarak ispat tamamlanir.
3

Teorem 3.3.1 ile verilen ve M; yiizeyinin Gauss egriligi ile dagilim parametresi
arasindaki iligkiyi tanimlayan esitlik timelike dayanak egrili ve spacelike dogrultmanl
silindirik olmayan timelike regle ylizey i¢in Lorentzian Lamarle formiilii olarak

adlandirilir.

R3 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike regle yiizey i¢in Lamarle formiilii negatif

degildir. Boylece asagidaki sonuglar yazilabilir.

Sonug¢ 3.3.1: Mj, 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike dayanak egrili ve spacelike
dogrultmanl: silindirik olmayan timelike regle yiizeyinin dagilma parametresi D ve

Gauss egriligi K olsun. Bu durumda

1. v— +Di¢in Gauss egriligi K(u,v) > oo dur.

2. K(u,v)=0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D =0 olmasidir.

3. Eger dagilma parametresi D 6zdes olarak sifir olmuyorsa K(u,v) siireklidir ve
v =0 iken yani her dogrultmanin merkez noktasinda K(z,v) en kii¢iik degerini

alir [7].
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IV. BOLUM

Bu bolimde Galilean ve Pseudo-Galilean uzaylarinda regle ylizeylerin  Gauss
egrilikleri ile dagilma parametreleri arasindaki iligki bulundu. Bu iliskiye dayanarak

bazi sonuglara erisildi.

4.1. Galilean Uzayinda Regle Yiizeylerin Gauss Egriligi ve Dagilma

ParametresiArasidaki iliski

Teorem 4.1.1: G® 3-boyutlu Galilean uzayinda A tipli bir regle yiizeyin K Gauss
egriligi, D dagilma parametresi (drall) cinsinden

2
sekilde yazilabilir [10].

Buradan asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.

Sonu¢ 4.1.1: X(x,v), G> 3-boyutlu Galilean uzayinda D dagilma parametresi ve K

Gauss egriligine sahip A tipi bir regle yiizey olsun. Bu durumda

1. v—- ¥Digin Gauss egriligi K(u,v) - 0 olur.

2. K(u,v) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D = 0 olmasidir.

3. Eger dagilma parametresi D 6zdes olarak sifir olmuyorsa K(u,v) siireklidir ve
v =0 iken yani her dogrultmanin merkez noktasinda K(z,v) en kiiciik degerini

alir.

4.2. Pseudo-Galilean Uzayinda Regle Yiizeylerin Gauss Egriligi ve Dagilma

Parametresi Arasindaki Iliski

Teorem 4.2.1: G} 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda I. tip bir regle yiizeyin K

Gauss egriligi, D dagilma parametresi (drall) cinsinden
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DZ
K=- (D2-p2)2
seklinde yazilabilir [9].
Dolayisiyla asagidaki sonuglari yazabiliriz.

Sonug¢ 4.2.1: X(x,v), G 3-boyutlu Pseudo-Galilean uzayinda D dagilma parametresi

ve K Gauss egriligine sahip L. tip bir regle yiizey olsun. Bu durumda

1. v—> ¥D i¢in Gauss egriligi K(u,v) » —oo olur.

2. K(u,v) =0 olmasi icin gerek ve yeter kosul D = 0 olmasidir.

3. Eger dagilma parametresi D 6zdes olarak sifir olmuyorsa K(u,v) stireklidir ve
v=0 iken yani her dogrultmanin merkez noktasinda K(u,v) en kii¢iik degerini

alir.
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V. BOLUM
5. ORNEKLER

Ornek 5.1 : 3-boyutlu Lorentz uzayr R te asagidaki sekilde silindirik olmayan bir

regle ylizey tanimlayalim;
@(u,v) = (—vcoshu,u, —vsinhu) .

Bu ikinci tip bir helisoiddir ve —1 < v <1 iken spacelike bir yiizeydir. Bu yiizeyin
Gauss egriligi
1

K= m ,|17|<1 dir.

Gergekten yiizeyin dagilim paremetresi D = 1 oldugundan Lorentzian Lamarle formiilii

yardimiyla Gauss egriligi bulunur [7].

Sekil 5.1. 2. Tip Helisoid

Sekil 5.2. 2.Tip Helisoidin Gauss Egriligi
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Ornek 5.2: 3-boyutlu Lorentz uzay1 R3 te 3. tip helisoid olan

@(u,v) = (—vsinhu,u, —vcoshu)
ylizeyini tanimlayalim. Bu spacelike dayanak egrili ve timelike dogrultmanli silindirik
olmayan bir timelike regle yiizeydir. Yiizeyin Gauss egriligi ise D = 1 olmak tizere

Lamarle formiiliinden

1

K=—"—
(1 + v?)?

olarak elde edilir [7].

Sekil 5.3. 3. Tip Helisoid

Sekil 5.4. 3. Tip Helisoidin Gauss Egriligi
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Ornek 5.3: 1. Tiphelisoidi

p(uv) = (—vcosu, —vsinu,u)
seklinde parametrelendirelim. Bu yiizey 3-boyutlu Lorentz uzayr R3 te timelike
dayanak egrili ve spacelike dogrultmanl silindirik olmayan timelike bir regle ytizeydir
ve —1<v<I1 dir.
Lamarle formiilii yardimiyla bu yiizeyin Gauss egriligi D= 1 {lizere

_ 1
K=

1-v2)2°

|v|< 1 seklinde elde edilir [7].

Sekil 5.5. 1. Tip Helisoid

Sekil 5.6. 1. Tip Helisoidin Gauss Egriligi
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