BULANIK SAYI DiZILERINDE B-DERECEDEN
A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Hatice GIDEMEN
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Tez Damisman: Doc. Dr. Hifs1i ALTINOK

TEMMUZ 2013



T.C.
FIRAT UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

BULANIK SAYI DiZILERINDE 5—DERECEDEN
A—ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

YUKSEK LISANS TEZi
Hatice GIDEMEN
(111121111)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 25 Haziran 2013

Tezin Savunuldugu Tarih : 17 Temmuz 2013

Tez Danigmam : Doc¢.Dr. Hifs1 ALTINOK
Diger Jiiri Uyeleri : Prof.Dr. Rifat COLAK
Dog¢.Dr. Mahmut ISITK

TEMMUZ-2013



ONSOZz

Bu calismamin hazirlanmasi siirecinde bana yardimeci olan, bilgi ve tecriibelerinden
her zaman yararlandigim saygideger hocam Do¢. Dr. Hifs1 ALTINOK’a iizerimdeki

emeklerinden dolay1 cok tesekkiir eder, saygilar sunarim.

Hatice GIDEMEN
ELAZIG-2013



ICINDEKILER

Sayfa No
OIN SO Z . .o I
ICINDEKILER ... ... II
O ZE T ., 111
SUMMARY ..., IV
SEKILLER LISTESI ..... ... A
SEMBOLLER LISTESI ..... ... VI
1. GIRIS .. 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ...............oiiiiiiiiiiiiin. .. 3
3. BULANIK KUMELER VE BULANIK SAYI DIZILERI................ 7
3.1. Bulanik Kiimeler . . ... 7
3.2. Bulanik Sayilar. . ... ... 9
3.3. Bulanik Say: Dizileri ve Bazi Ozellikleri................................ 14
4. BULANIK SAYI DIZILERINDE 5—DERECEDEN A—ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK . ..o e 21
5. MODULUS FONKSIYONU VE A—-ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK ..o e 33
KAYNAKLAR . oo 35

II



OZET

Bes boliimden olugan bu ¢alismanin ilk boliimiinde bulamk sayilarin kisa bir ta-
rihgesinden bahsedilmis ve konunun daha iyi anlagilmasi i¢in giinliik hayattan drnekler
verilmistir. Ikinci boliimde temel tanim ve teoremler verilmis, tictincii boliimde bu-
lanik say1, bulanik kiime ve bulanik say1 dizisi kavramlar1 tanimlanarak bulanik sayi
dizilerinin yakinsakligi, sinirhilhigy, istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p—Cesaro topla-
nabilme gibi baz ¢zellikleri verilmigtir. Dordiincii boliimde, bulanik say1 dizilerinde
[—dereceden A—istatistiksel yakinsaklik ve S—dereceden kuvvetli p—Cesaro topla-
nabilme kavramlar: tanimlanmig ve aralarindaki iligkiler verilmigtir. Son boéliimde ise
bir f modiiliis fonksiyonu kullanilarak S—dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ve
[—dereceden A—istatistiksel yakinsak dizi siniflar1 arasindaki bazi kapsama bagintilar:
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1 dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Cesaro topla-

nabilme, Modiiliis fonksiyonu, Fark dizileri
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SUMMARY
A—Statistical Convergence of Order [ in Sequences of Fuzzy Numbers

In the introduction of this thesis that consist of five chapters, we mention a short
history of the fuzzy numbers. Morever, we give examples from daily life in order to
understand the topic. In the second chapter, we give some fundamental definitions
and theorems which will be used in the next chapters. In the third chapter, we give
the concepts of fuzzy set, fuzzy number and sequence of fuzzy numbers and mention
convergence, boundedness, statistical convergence and strongly p—Cesaro summability
in the sequences of fuzzy numbers. In the fourth chapter, we define the concepts of
A —statistical convergence of order 5 and strongly p—Cesaro summability of order [ for
sequences of fuzzy numbers and give relations among them. In the last chapter, we give
some inclusion relations between sequence classes which are strongly p—Cesaro sum-

mable of order S and A—statistically convergent of order § using a modulus function

f.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Cesaro summa-

bility, Modulus function, Difference sequences
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Bu ¢alismada kullanilan baz simgeler, agiklamalar ile birlikte agagida sunulmustur.
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w” (A, p)

kiimesi

S(Ag) . A—istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizileri kiimesi
SP(AF) : [ dereceden A—istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizileri kiimesi
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GIRIS

1965’de Zadeh [1] dogruluk derecesi olasi olan ¢ok degerli bir mantig1 biiyiik bir
titizlikle hazirladi. Zadeh tarafindan yayinlanan bu makale modern anlamda belir-
sizlik kavramimin degerlendirilmesinde ¢nemli bir nokta olarak kabul edilir. Zadeh, bu
makalede kesin olmayan sinirlara sahip nesnelerin olusturdugu bulanik kiime teorisini
ortaya koydu.

Bulanik kiimeler, bog olmayan bir X kiimesinin ilgili elemanlarima gore goz tniine
alinir. Temel diigiince, her bir z € X elemaninin [0, 1] araliginda degerler alan bir u ()
iiyelik derecesine atanmasidir. Burada u (z) = 0, iiyeligin olmamasina; 0 < u(z) < 1
kismi tiyelige ve u (x) = 1 de tam iiyelige kargilik gelir. Zadeh’e gére X ’in bir bulank
alt kiimesi en az bir u : X — [0, 1] fonksiyonu i¢in X X [0,1] kiimesinin bog olmayan

bir {(z,u (z) : z € X)} alt kiimesidir.

Ornegin
0 r <1 ise
u(@)=19 & (@—1) 1<z<100ise
1 100 < x ise

ile tamimli w : R — [0, 1] fonksiyonu reel x > 1 sayilarmin bulamk kiimesine bir érnek
olarak verilebilir (Sekil 1.1). Siiphesiz iiyelik derece fonksiyonunun pek ¢ok farkli uygun

secimleri vardir.

Sekil 1.1 Bir fuzzy kiime

X ’in adi bir A alt kiimesi i¢in iiyelik ihtimalleri sadece iiyesizlik ve tam iiyeliktir.
Buna gore boyle bir kiime, kendisinin f4 : X — [0, 1] karakteristik fonksiyonuyla X

kiimesi {izerinde verilen bir bulanik kiimesiyle tanimlanabilir, yani



0 z¢ Aise
fa(x) =
1 zeAise
ile tanimlanabilir.

Bulanik kiimeler bizim giinliik hayatimizda sik sik kullandigimiz belirsizlikle ilgilen-
menin daha zeki bir yoludur. Ornegin, araba kullanan birisine frene basma zamani
hakkinda bir tavsiyede bulunacaksiniz. Tavsiyeniz: "Yaya gecidine 25 metre mesafe
kala fren yapmaya bagla" yoksa "Yaya gecidine yaklagirken frene basmaya bagla" sek-
linde mi olurdu? Elbette ikincisi olurdu. Ciinkii ilk talimat kolayca yerine getirile-
meyecek kadar kesindir.

Veri yapilarinin bulanik yorumlari, gesitli problemleri ¢ozmenin ve bunlari formiile
dokmenin dogal ve akla mantiga ¢ok uygun bir yoludur. Kesin kiimeler, iiyelik icin
gereken kesin 6zellikleri saglayan nesneleri ihtiva eder. 6 'dan 8 ’e kadar olan sayilardan
olusan bir H kiimesini H = {r € R: 6 <r < 8} seklinde yazariz. Bu yazim bigimine

denk olarak H,

1, 6<r<8ise

fu (1) = .

0, diger hallerde
seklinde tammmlh fy : R — {0,1} iiyelik (veya karakteristik) fonksiyonuyla tanimlanir.
Her 7 reel sayis1 ya H ’a aittir yada degildir. fy tiim r € R reel sayilarin {0, 1} gibi iki
noktaya doniistiirdiigii i¢in kesin kiimeler iki degerli mantiga karsilik gelir: "aittir veya
ait degildir, acik veya kapali, siyah veya beyaz, 1 veya 0 ". Mantikta, fy 'in degerleri

"r. H ’a ait midir?" sorusu icin iki degerlidir denilir. Cevabin evet olmasi i¢in gerek ve

yeter sart fm (r) = 1 olmasidir. Aksi halde cevap haywrdir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. ([2]) K C N olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
J(K)=lm —{k<n:keK}

n—oo M
seklinde tanmimlanir. Burada [{k <n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlarinin sayisini gostermektedir.

Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 2.2. ([3]) Herhangi bir # = () dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogun-
luklu bir kiime diginda biitiin & lar i¢in saghyorsa, (x}) dizisi hemen hemen her k icin
P 6zelligini sagliyor denir ve “h.h.k” bi¢iminde gosterilir.

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agagi-

daki gibi verilebilir.
Tanim 2.3. ([3]) = (x1) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her € > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo M,
veya h.h.k i¢in |z, — L| < e olacak sekilde bir L sayis1 varsa © = (x) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve S — limz;, = L veya xj, — L biciminde gosterilir.
Istatistiksel yakisak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L = 0 ise
x = (z3,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakisak sifir dizilerinin
kiimesi Sy ile gosterilir. Buna gore
1
S = {x—(xk) lim—{k <n:|x,—L| >e}| =0, EILEC}
non
ve
1
So = {:1: = (zg) : im— {k < n:|xg| > e} = O}
non
seklinde tanimhidir.
Acgikca goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limz;, = L
ise S —limz, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

1, k=m?ise (m=1,2,..)

0, k#m?ise

T =

3



seklinde tanimlanmig « = (xy) dizisini goz oniine alalm. Her ¢ > 0 igin
Hk<n:|op| >e}| <Hk<n:z, #0} <vVn

oldugundan

1
lim 2 [Tk < n s 20} < lim X% = 0
n n n n

elde edilir. Bu S — lim z;, = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak (zj) yakinsak degildir.
Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda degildir. Yani ¢,

ve S uzaylari birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten,

VE, k=m?ise (m=1,2..)
1, k#m?ise

T =

seklinde tanimlanan = = (x}) dizisi i¢in S — limxz;, = 1 dir, ancak = ¢ {,, dir. = =
(1,0,1,0,...) dizisi stmirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S — limz, = Ly,

S —limzy, = Ly ise Ly = Ly dir.

Tanim 2.4. ([3]) Bir + = (x;) kompleks terimli dizisini goz oniine alalim. ¢ > 0
verilsin. Eger h.h.k i¢in |z, — xx| < € olacak sekilde bir N = N (g) dogal sayis1 varsa
yani,

1
lim —{k<n:|zy —an| >} =0

n—oo M,

ise © = (z},) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem 2.5. ([4]) S —limz, =a, S —limy, = b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde
i) S —limexy = ca dir,

ii) S — lim (zy + yx) = a + b dir.

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.
Teorem 2.6. (4) Asagidaki 6nermeler denktir.

i) x dizisi istatistiksel yakinsaktir,



ii) z dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k igin x; = y; olacak gekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi vardir.
Tanim 2.7. ([5]) Asagidaki sartlar1 saglayan bir f : [0,00) — [0,00) fonksiyonuna
modiiliis fonksiyonu denir:

i) f(xz) =0 ancak ve ancak = = 0,

i) 2,y 20i¢in f(z+y) < f(z)+ f(y),

iii) f artandir,

iv) f fonksiyonu 2 = 0 noktasinda sagdan siireklidir.

Bir modiiliis fonksiyonu smirh veya siirsiz olabilir. Ornegin, f () = 27, (0 < p < 1)

sirsiz ve f (z) = ¢ smirhdir.

Fark dizisi ve baz1 fark dizi uzaylar, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [6] tarafindan

tammlanmgtr.

Tanim 2.8. ([6]) = (x}) kompleks terimli bir dizi ve Ax = (z, — x41) olmak lizere

loo (A), c(A) ve ¢o (A) dizi uzaylar

loo (A) ={2 = (z}) : Ax €l },
c(A)={z=(x): Az € ¢},
co(A)={x=(x): Ax € ¢},

seklinde tanimlanir. Kizmaz, bu uzaylarin

Joll, = foal + 1Azl
normu ile birer BK-uzay1 oldugunu géstermigtir. Daha sonra Et ve Colak [7], Colak ve
Et [8]m € N, A% = (w), Av = (24 — 2p41) , A" = (A"zy) = (A" Ly — A g ),

Ay, = Z (—1)i (T) Try; olmak {izere
i=0



dizi uzaylarim tanimlamis ve bu uzaylarin

m
lzlla =D lal + A™]
i=1

normu ile birer BK—uzay1 olduklarini gostermislerdir.

Daha sonra Et ve Nuray [9], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukaridaki
dizi uzaylarim X (A™) dizi uzaylarina genisleterek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini in-
celemigtir.

Fark dizi uzaylan ile ilgili baz1 6zellikleri style siralayabiliriz.

Teorem 2.9. ([9]) Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydur.
Teorem 2.10. ([9]) Eger X C Y ise X (A™) C Y (A™) dir.

Teorem 2.11. ([9]) Eger X, ||-|| normu ile bir Banach uzay: ise X (A™) uzayr da

lzllx =Y lal + 1A,
i=1
normu ile bir Banach uzayidar.
Tanim 2.12. ([9]) z = (z;,) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gore her ¢ > 0 i¢in
1
lim— [{k <n:|A"x,—L| >e}| =0,
non

yani h.h.k igin |[A™xy — L| < e ise v = (xy) dizisi L sayisina A™—istatistiksel yakinsak-
tir denir. A™—istatistiksel yakmsak dizilerin uzay1 S (A™) ile gosterilir. Ozel olarak
L = 0 olmas halinde Sy (A™) , yani sifira A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay: elde

edilir.

Sonug 2.13. S (A™) uzay1 bir lineer uzaydir.



3. BULANIK KUMELER VE BULANIK SAYI DIiZILERi

Bu boliimiin ilk kisminda bulanik kiimenin tanimi ve bazi ézellikleri verildi. Tkinci
kisitmda bulanik sayilar arasindaki bazi cebirsel islemlerden ve bu sayilarin olusturdugu
L (R) bulanik sayilar kiimesinin iizerinde tanimlanan metrigin yapisindan bahsedildi.
Uciincii kisimda ise bulanik say1 dizisi ve bu dizilerin baz1 temel 6zellikleri verilip bu-
lanik say1 dizilerinin yakinsakligy, istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p—Cesaro yakin-
saklig1 gibi kavramlar hakkinda kisa bir bilgi sunuldu ve konunun daha iyi anlasila-

bilmesi i¢in ¢rnekler eklendi.
3.1. Bulanik Kiimeler

Bulanik kiimeyi tanimlamadan 6énce bir kiimenin karakteristik fonksiyonunu tanim-

lamak gerekir. Karakteristik fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.1.1. X herhangi bir kiime ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

1, € Aise
0, ¢ Aise

fa(z) =

seklinde tanimlanan f, : X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna gore X in bir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A={zx e X : fa(x)=1}

seklinde tanimlayabiliriz.
Karakteristik fonksiyonu kullanarak X in herhangi bir elemaninin A kiimesinin
elemani olup olmadigini kesin olarak anlayabiliriz.

Zadeh [1] tarafindan tanimlanan bazi tanimlar agagida verilmistir:

Tanim 3.1.2. y, elemanlar x ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. y kiimesinde
bir A bulanik kiimesi, x deki herbir noktay1 [0, 1] araligindaki bir reel sayiya kargilik
getiren bir X 4 (z) karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir.

x deki bir A bulamk kiimesinden bahsedilirken X4 : x — [0, 1] seklinde bir karak-

teristik fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon x € A i¢in X4 (z) € (0,1],x ¢ A

7



icin X4 (x) = 0 bigiminde tammlanir. Bu gekilde tanimlanmig karakteristik fonksiyona
bundan sonra iiyelik fonksiyonu diyecegiz.

Uyelik fonksiyonunun tanmimindan yararlanarak bir A bulanik kiimesini
A={zex:Xa(r) € (0,1]}

seklinde tanimlayabiliriz. Burada X4 () in degeri A bulanik kiimesindeki 2 noktasinin
iiyelik derecesini gostermektedir. Buna gore X4 () in 1 e en yakin degeri, A bulank
kiimesindeki x in en yiiksek iiyelik derecesidir. Eger A kiimesi klasik anlamda bir kiime
ise iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada X4 (z) =1 veya X4 (z) =0
olmasi z in A ya ait olmasi veya olmamas1 demektir. Buna gore X4 (z), A kiimesinin

bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur.

Tanim 3.1.3. Bir A bulanik kiimesinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart X (z¢) =

1 olacak sekilde en az bir 2y € y olmasidir.

Ornek 3.1.4.
2””5_5, T € [3,5} ise
X(z)=q =& ze[52L] ise
0, diger durumlarda

bulanik kiimesi z = 5 i¢in 1 degerini aldigindan normaldir.

Tanim 3.1.5. A bir bulanik kiime olsun ve a € (0, 1] verilsin. A bulamk kiimesinin

a—kesimi A“ ile gosterilir ve
A ={zx e x: Xs(x) > a}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak 0-kesim kiimesi cl {z € R : X4 (x) > 0} seklinde tanim-
lanir.
Bu tanimin benzeri olan ve bulanik kiimelerde sik kullanilan "Destek" kavramim

su sekilde tanimlayabiliriz.

Tanim 3.1.6. A bir bulanik kiime olsun. A nin destegi (support), iiyelik derecesi sifir

olmayan biitiin noktalarin kiimesidir ve

supp (A) ={z € x : X4 (z) > 0}



seklinde tanimlanir.
Konvekslik kavrami, klasik kiimelerdeki pek c¢ok 6zellik korunacak sekilde bulanik
kiimelere genisletilebilir. Bu kavram, bulanik saymin tanimini yapabilmek i¢in gerekli

olan 6nemli 6zelliklerden birisidir.

Tanim 3.1.7. y, n boyutlu R” Oklid uzay: olsun. Bir A bulanik kiimesinin konveks
olmast igin gerek ve yeter sart her a € (0, 1] igin A* kiimesinin konveks olmasidir.

Konveksligin diger bir tanim ise goyle verilebilir.

Tanim 3.1.8. Bir A bulanik kiimesinin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her

A € [0,1] ve her z1, 22 € x igin

Xa (Azy + (1= A)z2) > min{X4 (z1) , Xa (22)}
esitsizliginin saglanmasidir.
3.2. Bulanik Sayilar

Bulanik saymin tanimini vermeden once reel sayilarda aralik kavramini tanimla-

yalim.
Tanim 3.2.1. a ve b iki reel say1 olmak iizere
{reR:a<x<b}

seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir.

A bir aralik olmak iizere bu araligin u¢ noktalarimi A ve A ile gosterecegiz. Yani
A= [A, Z} seklinde bir gosterim kullanacagiz. Ayrica bir [a, a] araligini a reel sayisina
kargilik getirecegiz.

A ve B yukaridaki sekilde tanimlanmig iki aralik olmak tizere reel sayilar i¢in tanim-
lanmig olan “ <7 ve “ <7 siralama bagintilarini araliklar i¢in asagidaki gibi genislete-

biliriz:

|
IA
o]

A<B& A< Bve

tS
A
|

A<B&s A< Bve



A ve B araliklar1 birer say1 gibi diisiiniilebilecegi i¢in bu araliklarin olusturdugu

kiimede toplama iglemi A = [A, Z] ve B = [ﬁ, E} olmak iizere
A A +[B B = [A+B, A+
seklinde tanimlanir. Buna gore iki araligin toplami yine bir araliktir.
A ve B araliklar1 arasindaki ¢ikarma iglemi de

4, A] - [B. B] = [A- B, A~ B]

seklinde tanimlanir.
Reel sayilar dogrusu tizerindeki biitiin kapal ve sinirh [A,z} araliklarinin kiimesini

D ile gosterelim. Herhangi iki A, B € D igin

d(A, B) = max (|4 — B|,|A— B|)

seklinde tammlanmig bir d fonksiyonunun D iizerinde bir metrik tanmimladig1 ve (D, d)
nin de bir tam metrik uzay oldugu kolayca gosterilebilir [10]. Ayrica ¢ <” bagmtis1 D

tizerinde kismi siralama bagintisidir.

Tanim 3.2.2.([11]) Bir reel bulanik say1 agagidaki sartlar1 saglayan bir X : R — [0, 1]
fonksiyonudur.
i) X normaldir, yani X (zo) = 1 olacak sekilde bir zy € R mevcuttur,

ii) X bulanik konvekstir, yani herhangi z,y € R ve 0 < A <1 i¢gin
X O+ (1= A)y) = min (X (), X (1))

esitsizligi saglanir,
iii) X tist-yari-siireklidir,

iv) X®={z € R: X (x) > 0} kiimesinin kapams1 kompakttir.

Ornek 3.2.3.
x—1, x € [1,2] ise
X(x)=4q —2+3, x¢c[2,3] ise
0, diger durumlarda
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seklinde tammlanan X : R — [0, 1] fonksiyonu, bir bulanik sayisidir ve grafigi asagidaki
gibidir:

.
>

i
i
1
1
|
i
2

0 1 3

Sekil 3.1. Bir bulanik say1

Biitiin reel bulanik sayilar kiimesini L (R) ile gosterecegiz. L (R) kiimesinde a—kesim
kiimeleri icin baz aritmetik iglemler su sekilde tanimlanir.
X,Y € L(R) bulanik sayilariin toplami ve fark: sirasiyla
(X +Y)(z) = sup min{X (y),Y (2)}
r=y+z
ve

(X =Y)(2) = sup min{X (y),Y (2)}

a=y—z
seklindedir [12].

X ve Y gibi iki bulanik saymin a—kesim kiimelerine gore toplami ve fark: ise su
sekilde tanimlanir.

X,Y € L(R) ve bunlarm a—kesim kiimeleri a € [0,1] i¢in [X]* = [X* X"] ve
[Y]* = [Y*,Y"] olsun. Bu takdirde

[X _"_Y]Oé — [on _i_Xa’YOé +?o¢} ’
[X - Y]Oé — [Koz _7047704 _Xa} ,
dir.
Bir X bulanik sayisinin bir £ € R reel sayisiyla carpimi da

(k- X%k -X"], k>0 ise

k- X]* = Y
[k - Xk ~Xﬂ , diger durumlarda

seklindedir.
Burada [X £ Y]|" = [X]" £[V]" ve [k- X]* = k[X]* yazilabilir. Bunu agagidaki gibi

basit cebirsel islemler yaparak gosterebiliriz.

11



X"+ [Y]"={zeR: X(z)>a}+{xeR:Y(z) > a}
={reR: X(z)+Y(z) > 20> a}
={zeR: (X+Y)(x) >2a>a}

=[X+Y]"

k- X]" ={z eR: (kX)(z) > a}
— [z eR: kX (z) > a)
—k{reR: X(z)>a}
=k [X]®

dir.
Her bir reel say1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica bu-
lanik sayinin tanimina gore her bir karakteristik fonksiyon bir bulanik say1 olur. Yani

r € Rigin 7 € L (R) bulamk sayisi

1, z=rise

0, = #rise

seklinde tanimlanir. Boylece her r reel sayisi icin 7 = [r,7] seklinde bir gosterim
vardir. Bu diigiinceden hareketle R reel sayilar kiimesi, L (R) bulanik sayilar kiimesine
gomiilebilir [13].

Bulanik sayilar kiimesi {izerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasindaki siralama
bagmtisina benzerlik gosterir.

X,Y € L(R) i¢in "<" kismi siralama bagintis
X<Y&eVac[0,1]ign X*<Y*ve X <Y
seklinde tammlanir [14].

Tanim 3.2.4. ([15]) A C L (R) kiimesi verilsin. Her X € A bulanik sayisi igin X < U
olacak gekilde bir U bulanik sayisi varsa A kiimesine iistten sinirhidir ve U bulanik

sayisina da A kiimesinin bir iist smir1 denir. Eger A kiimesinin her p iist siniri igin
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U < pise U bulanik sayisma A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir. Bir

kiime i¢in alttan sinirlilik ve infimum kavramlar: da benzer sekilde tanimlanir.

L (R) iizerinde X ve Y gibi iki bulanik say1 arasindaki uzakligi hesaplamak icin

d:L(R) x L(R) =R

d(X,Y) = sup dy (X%, Y?)

0<a<l

metrigi kullanilacaktir. Burada dy Hausdorff metrigidir ve
d[{()(a’}/a) ::DﬂaX,G;K? —-l£a|,}j?a —-S7a})

seklinde tanimlanir. (L (R) ,J) , bir tam metrik uzaydir [16]. Bu metrik, R iizerindeki
mutlak deger metrigine indirgenir.

C (R™), R™ 6klid uzayimin bos olmayan, kompakt ve konveks biitiin alt kiimelerinin
ailesini gostersin. Bu takdirde C' (R") iizerinde toplama ve skalerle carpma her A, B €
C (R"™) igin

A+B={z:z=2+y, v € Avey € B}

ve her A € C'(R") ve A € R i¢in
M={z:z2= Xz, z € A}

seklinde tanimlamir. Buradaki toplama ve ¢arpma iglemleri C' (R™) iizerinde bir lineer
yap! iiretir.

A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik
0o (A, B) = inf [|a — b]|, inf ||la — b
(A, B) = max {325 Inf [la —b]] sup inf, la H}

Hausdorff metrigiyle tanimlanir. Burada [|-|| sembolii ile R™ deki aligilmig Oklid normu
gosterilmektedir. (C' (R"),0+) uzaymin bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir.

Bir bulanik sayinin tanim agagidaki bicimde genellestirilebilir.

Tanim 3.2.5. n—boyutlu Oklid uzay1 R iizerindeki bir bulanik say1 asagidaki sartlar:
saglayan bir X : R"— [0, 1] fonksiyonudur:
i) X normaldir, yani X (zo) = 1 olacak sekilde en az bir xy € R” mevcuttur,

ii) X bulanik konvekstir, yani herhangi z,y € R" ve 0 < A < 1 igin
XAz +(1=XN)y) =min{X (2),X (y)}
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esitsizligi saglanir,
iii) X tist-yari-siireklidir,

iv) X°={z € R": X (z) > 0} kiimesinin kapams: kompakttir.

R" tizerindeki biitiin bulamk sayilarm kiimesi L (R") ile gosterilir.

0 < a < 1igin X* kesim kiimesini goz oniine alalim. Tammdan, X* € C (R")
oldugu agiktir. L (R™) deki toplama ve skaler ile carpma XY € L(R") ve k € R
olmak tizere

(X +Y]" = X+ Y ve [kX]* = kX°

seklinde tanimlanir.

Simdi, herbir 1 < ¢ < oo igin

1

d,(X,Y) = (/01 5o (X“,Y"‘)qda) q

ve

doo = SUP 0o (X, YY)

0<a<l

metriklerini tammmlayalim. ¢ < s i¢in d,; < d, olmak {izere

doo (X,Y) = lim d, (X,Y)

q—00

oldugu agiktir. (C'(R"),d,) metrik uzay1 tamdir [17].
Bundan sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullanilacaktir.

Agikca n =1 igin L (R™) kiimesinden L (R) ve iizerinde tanimh metrik elde edilir.
3.3. Bulanik Sayi1 Dizileri ve Bazi Ozellikleri

Bulanik say1 dizisi ilk defa 1986 yilinda Matloka [18] tarafindan tanimlanmig ve

diziyle ilgili temel kavramlar: asagidaki gibi vermistir.

Tanim 3.3.1. Bir X = (X;) bulamk say1 dizisi, dogal sayilar kiimesinden L (R™)
icine tanimli bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir k pozitif tamsayisina bir X (k)

bulanik sayis1 kargilik gelir. Bundan sonraki boliimlerde X (k) yerine X, yazacagiz.

Tanim 3.3.2. X, € L(R™) ve ¢ > 0 verilsin. Buna gore X, bulamk sayisinin
e—komsgulugu d (X, Xy) < e olacak sekilde biitiin X bulamk sayilarimin kiimesidir.

Bir X, bulanik sayisinin e—komsulugu K (Xj,¢) ile gosterilir.
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Tanim 3.3.3. X = (X) bir bulamk say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 sayist i¢in & > N
iken d (Xj, Xo) < ¢ olacak gekilde bir N sayis1 mevcut ise (X}) dizisi yakinsaktir ve
limiti Xy dir denir. Bu durumda klim Xk = Xo yazilir. Eger lim X mevcut degilse

(Xk) dizisi wraksaktir denir.

Biitiin yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F) ile gosterecegiz.

Ornek 3.3.4.

k 22k 2%k—2 .
et xe[ . ,3} ise
—J _ & 4k+2 4k+27 -
X () 2l t e TE [3,4522] ise
0, diger durumlarda

seklindeki X = (X}) bulank say1 dizisini gz ¢niine alahm. Bu dizinin limiti

T —2, x €[2,3] ise
Xo(x)=4q —w+4, xc[3,4] ise

0, diger durumlarda

bulanik sayisidir (Sekil 3.2).

Xz

N
7

0 1 2 3 4 5 6

Sekil 3.2. (Xk) bulanik sayi dizisinin Xo bulanik sayisina yakinsamasi

Teorem 3.3.5. Yakinsak bir X = (X}) bulanik say1 dizisinin limiti tektir.

Teorem 3.3.6. X = (X}) ve Y = (Y}) bulank say1 dizilerinin limitleri sirasiyla X, ve
Yy olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir.

i) ]}LI?O(Xk-l-Yk) = Xo+ Yo,

ii) Jim (Xx — Yi) = Xo — Yo,

iii) Jim (Xk.Yi) = Xo.Yo,

iv) lim (5&) = %OQ, (Eger biitiin £ lar igin 0 ¢suppY} ve 0 ¢suppYp).

k—oo \ Yk
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Tanim 3.3.7. Her ¢ > 0 i¢in k,m > N oldugunda d (Xj, X,,) < ¢ olacak sekilde
pozitif bir N tamsayist mevcutsa X = (X}) bulanik say1 dizisine bir Cauchy dizisi
denir.

Reel say1 dizilerinde oldugu gibi yakinsak her bulanik say1 dizisi ayni zamanda

bulanik Cauchy dizisidir.

Tanim 3.3.8. Her £ € N sayist icin L < X, < U olacak sekilde L ve U bulanik sayilar
mevcut ise X = (Xj) bulanik say1 dizisine smirhdir denir. Biitiin sinirli bulanik say:

dizilerinin kiimesini f (F) ile gosterecegiz.
Teorem 3.3.9. Yakinsak her bulanik say1 dizisi sinirhdir.

Tanim 3.3.10. Bir X = (X}) bulanik say1 dizisini ve dogal sayilarin artan bir {k,}

dizisini gz 6niine alalm. Bu durumda (X, ) dizisine (X}) dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 3.3.11. Yakimsak bir X = (X}) bulanik say1 dizisinin her alt dizisi de yakin-

saktir ve alt dizinin limiti X = (X}) dizisinin limiti ile aymdir.

Tanim 3.3.12. ([19]) X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi olsun. Her € > 0 i¢in

1
lim— [{k <n:d(Xy, Xo) >} =0
non

olacak gekilde bir X, bulanik sayisi mevcut ise, yani h.h.k igin d (X, Xo) < € esit-
sizligini saglayan bir X, bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulamk say1 dizisi Xy bulanik
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj) dizisi Xy bulamk sayisina istatistiksel
yakinsak ise S(F) — lim X = X, veya X — X (S (F)) yazilir.

S (F) ile istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz. Ozel
olarak X, = 0 almrsa S (F) yerine S, (F) yazacagiz.

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 ¢ (F) C
S (F) kapsamasi agiktir. Bu kapsamanim kesin oldugunu da asagidaki drnekte gorebi-

liriz.
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Ornek 3.3.13. X = (X}) bulanik say1 dizisini

20— (2k—1), we [k—1k] ise '
g k= n?ise
X (1) = -2+ (2k+1), z€ [k,k—i—ﬂ ise (n=123.)
0, diger durumlarda
\ Xo (), k # n? ise
olacak bicimde tanimlayalim. Burada
2z — 1, T € [%,1} ise
Xo(x) =4 —22+3, =xc¢c [1, %] ise
0, diger durumlarda

olup, her € > 0 igin
{keN:d(Xg Xo) >} C{4,9,16,...}

oldugundan § ({k € N: d (X}, Xy) > ¢}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X;) dizisi Xj a
istatistiksel yakisaktir. Ancak {k € N :d (X, Xo) > ¢} kiimesi sonlu olmadig: igin
(X) dizisi X, a yakinsak degildir (Sekil 3.3).

............. 2 Xi X4 X9
.."Xo"‘. /\ /\
4 9

0 1

-

Sekil 3.3. (Xk) bulanik sayi dizisinin Xo bulanik sayisina istatistiksel yakinsamasi

S (F) ve lw (F) uzaylar birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki érnekte verilen X =
(X) bulanik say1 dizisini goz 6niine alahm. Bu dizi istatistiksel yakinsaktir fakat sinirh

degildir. Simdi de sinirh olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi 6érnegi verelim.

Ornek 3.3.14.

20— 1, T € [%,1} ise
Up(z)=¢ 2243, z¢€ [1, %] ise
0, diger durumlarda

ve
y

20— 17, T € [%,4} ise
Uy(z) =4 —22+9, T € [4, g] ise

0, diger durumlarda
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olmak tizere
Uy, k tek ise

Uy, k cift ise

seklinde tammlanan (X)) bulank sayi dizisi simirhdir, ancak istatistiksel yakimsak

degildir (Sekil 3.4).

A

N
1 b - - -
/J\ /J\
1 4

Sekil 3.4. istatistiksel yakinsak olmayan,
ancak sinirli olan bir bulanik sayi dizisi

Yakinsak her bulanik say1 dizisi ayni zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de
simirli oldugundan S (F) Nl (F) # 0 dir. Hatta ¢ (F) C S(F) Nl (F) kapsamast

kesindir. Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmigtir:

Ornek 3.3.15. X = (X},) bulanik say1 dizisini

.

k 2-2k 2k—2 .
el tige, TE [7,3} ise b2 i
—Rat GG, T €347 ise .
X (z) = (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ Xo (), k # n? ise
seklinde tamimlayalim. Burada
x —38, x € [8,9] ise
Xo(x) =4 —x+10, 2¢c9,10] ise
0, diger durumlarda

olup X = (X}) dizisi hem simirhdir hem de X bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.
Ancak bu dizi yakinsak degildir (Sekil 3.5).
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Xo

i - H .
o 5 o & B

0 32 169 3 389 9P 6 8 9 10

Sekil 3.5. Istatistiksel yakinsak, fakat yakinsak olmayan bir bulanik sayi dizisi

Teorem 3.3.16. ([20]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu durumda h.h.k.
icin Xy = Y olacak sekilde yakinsak bir Y = (Y}) dizisi varsa X dizisi istatistiksel
yakinsaktir.

Tanim 3.3.17. ([21]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve p bir pozitif reel say1 olsun.
Eger
1 n
lim — P_
lim > A (X, Xo)” =0
k=1
olacak sekilde bir X, bulanik sayisi varsa X = (X) bulanik say:1 dizisi X, bulamk

sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak bulanik

say1 dizilerinin kiimesini w (F, p) ile gosterecegiz. Bir bagka ifadeyle
R : .
w(F,p) = {X = (X}) : lim " Z [d (X}, Xo)]” =0, en az bir X, 1§1n}
k=1

dir. X = (X}) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise

Xi — Xo (w(F,p)) yazacagiz.

Teorem 3.3.18. ([21]) 0 < p < oo olsun. Eger bir X = (Xj) bulanik say1 dizisi
Xo bulanik sayisia kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise ayni zamanda X, bulanik sayisina

istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 3.3.19. ([21]) 0 < p < oo olsun. Eger sinirh bir X = (X}) bulanik say1 dizisi
Xo bulanik sayisina istatistiksel yakinsak ise bu takdirde X, bulanik sayisina kuvvetli

p—Cesaro yakimsaktir.
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Ornek 3.3.20. (Xx) bulanik say1 dizisini agagidaki gibi gz oniine alalim:

.

kx + 1, T € [—%,O} ise
wal, we 0] e
—rkx + 1, r e |0,¢] 18e
X (v) = g (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda,
Bu dizinin a—seviye kiimesi
o=l l-al] k= n? ise
[Xk]oz _ |: k k }
0,0], diger durumlarda

n

1
seklinde hesaplanir. Buradan p = 1 igin lim — > [d (X}, Xo)]” = 0 olup (X}) bulanik

=00 M =1
say1 dizisinin 0 bulamk sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir oldugu anlagihir (Sekil

3.6).

Xk (=0, k= n® ise)

Sekil 3.6. (X) bulanik sayi dizisi 0 bulanik
sayisina kuwvetli p-Cesaro toplanabilirdir
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4. BULANIK SAYI DIZILERINDE —DERECEDEN A—ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Say1 dizileri i¢in S—dereceden istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p—Cesaro topla-
nabilme kavramlari Colak [22] tarafindan, bulanik sayi dizileri igin aym kavramlar
Altinok v.d. [23] tarafindan tanimlanmigtir. Bu boliimde Altinok v.d. [23] tarafindan

verilen sonuglar fark dizilerine uygulanmigtir.

Tanim 4.1. ([24]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger {AX} : k € N}
bulanik sayilar kiimesi siurh ise X = (Xj) bulanik say1 dizisine A—smirhidir denir.
Bu durumda her k € N igin K < AX, < M olacak sekilde K ve M bulanik sayilari
mevcuttur.

Eger her ¢ > 0 ve her £k > N igin d (AX}, Xo) < € olacak sekilde pozitif bir N
tamsayis1 mevcut ise X = (X}) bulanik say1 dizisi X bulanik sayisina A—yakinsaktir
denir. Burada AX = (X — Xj41) dir. loo (A, F), c¢(A,F) ve ¢ (A, F) ile sirasiyla
biitiin A—smirli, A—yakinsak ve sifira A—yakinsak bulanik say1 dizilerinin siiflarim

gosterecegiz.

loo (A, F), ¢ (A, F) ve ¢o (A, F) bulank dizi simiflar1 sinirsiz ve yakinsak olmayan

bulanik dizileri de ihtiva eder. Simdi bununla ilgili bir 6rnek verelim:

Ornek 4.2.
r—k+1, zelk—1k| ise
Xp(r)=<¢ —ax+k+1, zelkk+1] ise
0, diger durumlarda

bulanik say1 dizisini goz oniine alalm. (X}) dizisi A—smirh ve A—yakinsak bir dizidir.
Ancak bu dizi ne sinirh ne de yakinsaktir.

Gergekten, (X}) bulanik say1 dizisinin a—kesim kiimesi « € (0, 1] i¢in
(X" =k—-14a,k+1—q]

olup buradan

AX,]" = [3 + 20, 1 — 20
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elde edilir. Bu takdirde [Xo]" = [-3 + 2,1 — 2a] olmak iizere (AX}) bulamk say:
dizisi X bulanik sayisina yakinsaktir. Ayrica bu dizi sinirh bir dizidir.
Buna gore A—sinirhi diziler sinifi ve A—yakinsak dizilerin siniflar1, sinirli ve yakinsak

bulanik dizi simiflarindan daha geneldir.
Ayrica co (A, F) C ¢(A, F) C lo (A, F) olup bu kapsama kesindir.

Ornek 4.3.

T —2, x € [2,3] ise
—x+4, x€l3,4 ise p ktekise
0, diger durumlarda
Xi () = X

x —b, x € [5,6] ise

—r+7, ~x€l[6,7 ise p Fkift ise

\ 0, diger durumlarda )

bulanik say1 dizisini goz oniine alalim. Bu dizi A—smirh oldugu halde A—yakinsak

lzere
N 2+a,4—a, ktekise
[X]" =
5+, 7—al, kift ise
olup buradan
AX" 2a—5,—1—2a], k tek ise
k,‘ pr—

14 2,5 —2a], kcift ise
elde edilir. Bu takdirde (AXy) dizisi simirhdir, ancak yakinsak degildir.

Tanim 4.4. ([24]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. ¢ > 0 igin

1
limg {k <n:d(AXy, Xo) > e} =0

olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 mevcut ise, yani h.h.k i¢in d (AXj, Xo) < € esit-
sizligini saglayan bir X, bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulank say1 dizisi X bulanik
sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir. (X} ) dizisi X bulanik sayisina A—istatistiksel
yakinsak ise S(F)—lim AXy = X, veya AXy, — X (S (F)) yazihir. Tiim A—istatistiksel

yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini S (Ax) ile gosterecegiz.
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Klasik kiimeler icin (z) dizisi ¢ ’ye istatistiksel yakinsarken (Azxy), 0 ’a istatistiksel
yakinsar (yani z;, = £ ise Az, — 0). Asagidaki ornek bunun bulanik say1 dizileri icin

gecerli olmadigini gosterir.

Ornek 4.5. (X},) bulamk say1 dizisi asagidaki gibi olsun:

r—k, E<x<k+1
k= n? ise

—x+k+2, k+l<z<k+2 p,
(n=1,2,3,..)

0, diger durumlarda
T — 2, 2<x<3

—x + 4, 3<zr <4 , diger durumlarda

0, diger durumlarda

Buradan

N k+a,k+2—q], k =n? ise
RO

24+ a,4—a], diger durumlarda

ve
[k —4+2a,k —2a], k=n?ise

[AXy]" =9 [k —14+2a,-k+3—2a], k+1=n? ise (n>1)
[—2 4+ 20,2 — 20] diger durumlarda
elde edilir. Boylece [(]]* = [2+4 a,4 —a] olmak itizere X > £, dir ve [(]" =
[—2 4+ 20,2 — 2a] olmak iizere AX, — fy dir. Burada [(5]* = [~2 +2a,2 —2a] # 0
dur.

Tanim 4.6. N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin f—yogunlugu Colak [22]
tarafindan asagidaki gibi verilmigtir:

B € (0, 1] herhangi bir reel say1 olsun. Bu takdirde bir A C N kiimesinin 5—yogunlugu

55 (A) = lim i

Jim — H{k <n:ke A}
seklinde tammmlanir. Burada, [{k <n:k € A}| ifadesi A 'nin n’den biiyiik olmayan
elemanlarmin sayisini gostermektedir.

Agiktir ki f = 1 i¢gin N ’nin herhangi bir sonlu alt kiimesi f—yogunluga sahiptir
ve 05 (A°) = 1 — d5(A) ’dir, fakat esitlik genelde 5 € (0, 1) i¢in saglanmaz. Ayrica

herhangi bir kiimenin S—yogunlugu 8 = 1 i¢in dogal yogunluga indirgenir.
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Tanim 4.7. ([24]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi, A fark operatorii ve 8 € (0, 1]

olsun. Bu durumda her ¢ > 0 icin

i 1
1m —
n—o00 nﬁ

Hk <n:d(AXg, Xo) >e}|=0

oluyorsa X = (X}) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisima [ dereceden A—istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu takdirde S° (F) — lim AX, = X, yazilir. Biitiin § dereceden
A—istatistiksel yakimsak dizilerin kiimesini S¥ (Az) ile gosterecegiz.

Agiktir ki (X},) bulanik say1 dizisinin X bulanik sayisina /3 dereceden seviye A—ista-
tistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart SP (F) — kh_glo AX,]" = [X]" ve
SP(F) - ]}erolo AX;JOC = Wo}a , her a € [0,1] ve 5 € (0,1] olmasidir. Yani n — oo
icin ve her o € [0, 1] igin =5 [{k < n: d ([AXK]", [Xo]") > €} — 0 dur.

0 = 1 i¢cin A—istatistiksel yakinsaklik ile 5 dereceden A—istatistiksel yakinsaklik
aynidir. 5 € (0,1] i¢in 8 dereceden A—istatistiksel yakinsaklik iyi tanimh oldugu halde

B > 1igin iyi tamml degildir (Bkz. Ornek 4.8).

Ornek 4.8.

x, 0<zx<1ise
-+ 2, 1<x<2ise >,k tek ise
0, diger durumlarda
X () = <

T — 3, 3<x<4ise

—x+5, 4<zx<5ise p, kciftise

\ 0, diger durumlarda )

bulanik say1 dizisini alalim. Bu takdirde (Xj) ve (AX},) dizilerinin a— seviye kiimelerini

sirasiyla
N [@,2 —a], ktekise
RO
3+ «a,5—al, kiftise
ve
AX" [—5 4+ 20, =1 — 2], Kk tek ise
k,‘ pum—

14 20,5 —2a], kgift ise
seklinde hesaplayabiliriz.

Buradan 5 > 1 i¢in

. 1 @ @ . n
Jim =5 [{k < ncd ([AXG]" [0]%) 2 e}] < lim 55 =0
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ve

1 o o i L
Jin 5 1k <0 d (DX [B]7) > €} < lim 55 =0

elde edilir. [[;]* =[5 4 2a, —1 — 2a] ve [l5]* = [1 + 2, 5 — 2a] olmak tizere X = (X)
dizisi [; ve ly sayilarimin ikisine de  dereceden A—istatistiksel yakinsak olur (Sekil 4.1).

Bu ise A—istatistiksel yakinsaklik tanimi geregince miimkiin degildir.

AX} (ktek) X (ktek) — AXp (kgift)

A
X (k cift)

\4

-5 -3 -0 1 2 3 5
Sekil 4.1. B> 1 igin (Xy) dizisi hem /; hem de /, ye
B dereceden A - istatistiksel yakinsaktir

Teorem 4.9. X = (Xj) ve Y = (Y}) iki bulamk say1 dizisi ve § € (0, 1] olsun. Bu
takdirde

(i) S% (Az) —lim X = X ve ¢ € Rise SP (Ag) — lim X, = X, dir.

(ii) S? (AF) —lim X}, = Xy ve S? (Az) —lim Y} = Yj ise S° (Ax) —lim (X}, + Y}) =
Xo + Yo dir.

Ispat. (i)

1 1
5 H{k <n:d(cAXy, cXg) > e} < 5

{kgn:d(AXk,XO) > %}'

esitsizliginden cikar.
(i)
1 1
5 Hk<n:d(A(Xp+Ye),Xo+Y) >e} < oy {k <n:d(AXy, Xo) + d(AY:, Yy) > e}
1 €
<= Hk <n:d(AXy, Xo) > 5})

1 €
| LIS ORS S
esitsizliginden cikar.

Her A—yakinsak X = (X} ) bulanik say1 dizisinin 5 dereceden A—yakisak oldugunu

gormek kolaydir. Fakat tersi dogru degildir, asagidaki 6rnekte bunu gorebiliriz.
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Ornek 4.10. X = (X},) bulanik say1 dizisini asagidaki gibi alalim:

( 3\
T — 3, 3<zx<4ise

—x+5, 4<z<5ise p k=m?ise

0, diger durumlarda
X (2) = <
x, 0<zx<1ise

—x+2, 1<z<2ise o k#m?®ise

\ 0, diger durumlarda )

Bu durumda (Xj) ve (AX}) dizilerinin a—seviye kiimeleri

3+ a,b—a], k=m3ise

[Xi]" =
[,2 —a], k#m?ise
ve
1+ 2a,5 —2a], k= m3 ise
[AX]" =19 [-5+2a,-1—-20], k+1=m?ise
[—2 4 2,2 — 2a, diger durumlarda
seklindedir. Buradan 3 > % i¢in [Xo]" = [-2 + 2,2 — 2a] olmak iizere X = (Xj)

dizisinin X, bulanik sayisina [ dereceden A—istatistiksel yakinsak oldugu goriilebilir

fakat A—yakinsak degildir.

Colak [22] tarafindan say: dizileri i¢in benzeri verilen tanimi agagida bulanik say1

dizileri i¢in verecegiz.

Tanim 4.11. € (0, 1] ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda

olacak sekilde bir X, bulanik sayisi varsa X = (X) bulanik say:1 dizisi X, bulamk
sayisina 3 dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilirdir denir.

B = 1 olmas1 halinde 5 dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilme, kuvvetli
A,—Cesaro toplanabilmeye indirgenebilir. Biitiin 8 dereceden kuvvetli A,—Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimesini w” (Ag, p) ile gosterecegiz.

Teorem 4.12. 0 < f < v < 1 olsun. Eger X = (Xj) bulank say1 dizisi X, bu-

lanik sayisina 3 dereceden A—istatistiksel yakinsak ise bu takdirde bu dizi X, bulanik
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sayisina 7 dereceden A—istatistiksel yakinsaktir. Yani S” (Az) C S7 (Az) dir ve bu
kapsama /3 < v olacak sekildeki bazi 3 ve v degerleri igin kesindir.
ispat. 0 < B <+ <1 olsun. Bu takdirde her £ > 0 icin

1 1
— H{k <n:d(AXy, Xo) > e} < e H{k <n:d(AXy, Xo) > e}

oldugundan SP (Ax) C S7 (A#) elde edilir.
Simdi bu kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. Bunun i¢in X = (Xj) bulamk
say1 dizisini agagidaki gibi alalim:

( 3\
T — 3, 3<zx<4ise

—x+5, 4<z<5ise p k=m?ise
0, diger durumlarda
X (2) = <

r—1, 1<z <2ise

—r+3, 2<z<3ise p kF#m?ise

\ 0, diger durumlarda )

Bu durumda (X}) ve (AX}) dizilerinin a—seviye kiimelerini sirasiyla

N 3+ a,5b—a], k=m?ise
(X" =
14+ a,3—a], k#m?ise
ve
2ar,4 — 20a], k= m? ise
[AXp]" =4 [-4+2a,-20], k+1=m?ise

[—2 4+ 2,2 — 2a], diger durumlarda
seklinde buluruz. Buradan [Xo|” = [~2 + 2,2 — 20 olmak iizere v € (3,1] i¢in (Xj)
dizisi X, bulanik sayisina v dereceden A—istatistiksel yakinsaktir. Fakat § € (O, %]

icin A—istatistiksel yakinsak degildir.

Sonug 4.13. [ € (0,1] i¢cin X = (Xj) dizisi X, bulamk sayisina 5 dereceden
A—istatistiksel yakinsak ise bu takdirde bu dizi X, bulanik sayisina A—istatistiksel
yakinsaktir yani S” (Az) C S (Ax) dir ve bu kapsama kesindir.

Teorem 4.14. 0 < < v < 1 ve p bir porzitif reel say1 olsun. X = (Xj) bulamk
say1 dizisi X, bulamk sayisma 3 dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplananilir ise bu

takdirde bu dizi X, sayisina v dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplananilirdir. Yani
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w? (Az,p) C w” (Ar,p) dir ve bu kapsama 3 < v olacak sekildeki baz1 3 ve 7 igin
kesindir.
Ispat. Kabul edelim ki 0 < 8 < v < 1 iken X = (Xx) dizisi X, sayisina 3

dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir olsun. Bu durumda p > 0 icin

1 1
2 [d(AX X)) < —5 > ld(AXy, Xo)P
k=1 k=1
yazabiliriz. Buradan n — oo iken egitligin sag tarafi sifira gittiginden X = (X)

dizisi X, saywsina v dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilirdir. Yani w” (Az,p) C
w? (Ag,p) dir.

Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin Teorem 4.12 nin ispatinda tanmimlanan
X = (Xj) bulanik say1 dizisini goz oniine alahm. (AX}) dizisinin a—seviye kiimesi

asagidaki gibi bulunmustu:

2a,4 — 20, k= m? ise
[AXp]" =< [-4+2a0,—-20], k+1=m?ise
[—2 4+ 2c,2 — 2a], diger durumlarda

Buradan bazi aritmetik islemlerle

n

1 N
=N A (AX X)) < 4vn—2
n? k=1 n?

esitsizligi elde edilir. Buradan da v € (%, 1} icin [Xo]* = [-2 + 2,2 — 2a] olmak {izere
X = (X}) dizisinin X, bulanik sayisina v dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilirdir

fakat

e

oldugundan 0 < 3 < 1 icin X = (Xp)

5 izisinin 3 dereceden kuvvetli A,—Cesaro

toplanabilir olmadigr anlagihr.

Sonug 4.15. 0 < < v <1 ve p > 0 olsun Bu takdirde
(i) w? (Ag, p) = wY (Ar, p) ancak ve ancak 3 = v dir.
(11) Her B € (07 1] IQIH wﬁ (A]:ap) Cw (A]:ap) dir.

Teorem 4.16. 0 < § < v < 1 ve p bir pozitif reel say1 olsun. Eger bir X = (X})

bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina 3 dereceden kuvvetli A, —Cesaro toplanabilir ise
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bu takdirde X bulanik sayisma + dereceden istatistiksel yakinsaktir, yani w” (Ag,p) C
S7(Ag) dir.

Ispat. p > 0ve 0 < 3 <+ <1 olsun ve ¢ > 0 verilsin. Herhangi bir X = (X})
bulanik say1 dizisi icin

D A (AXy, Xo)P = {k < n: [d(AXy, Xo)) > }]

ve dolayisiyla

1 < 1
D AX X = = |{k < n: [d(AX, X = e} <7
k=1

1
> o H{k <n:[d(AXy, Xo)]P > e} P
n

yazilabilir. Boylece eger bir X = (X,) dizisi X, bulanik sayisina J dereceden A,—Cesaro
toplanabilir ise X bulanik sayisina v dereceden A—istatistiksel yakinsaktir.

Eger bu teoremde v = § alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.17. 5 € (0,1] ve 0 < p < oo olsun. Eger bir (X}) bulanik say1 dizisi
Xy bulanik sayisina 3 dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir ise bu durumda X,
bulanik sayisima 3 dereceden A—istatistiksel yakmsaktir. Yani w® (Ax,p) C SP (Ag)
dir ve bu kapsama kesindir.

Bu kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin asagidaki ¢rnegi verelim:

Ornek 4.18. p = 1 olsun.

(

L4+1, -k <z<0ise
—&+1, 0<z <k ise k =m? ise
0, diger durumlarda
T — 2, 2<zx<3ise
—x+4, 3<z<4ise k #m? ise
\ 0, diger durumlarda

dizisini gtz oniine alahm. Bu durumda (Xj) ve (AX}) dizilerinin a—seviye kiimeleri

sirasiyla
k> (1 —a),k* (1 —a)], k=m?ise

(X" =
2+ a,4 — ], k # m? ise
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ve

[~k (1—-a)—4+a,k*(1—a)—2—a], k =m? ise
AX)* =4 [~ k+1)* 1 -a)+2+a,(k+1)°(1-a)+4—a], k+1=m?ise
[—2 4+ 20,2 — 20] diger durumlarda
seklindedir.

Boylece [Xo]" = [-2 + 2a,2 — 2a] olmak iizere 5 € (3

27

1] icin (X},) dizisi X, bu-
lanik sayisina 3 dereceden A—istatistiksel yakinsak olur. (Sekil 4.2) Fakat p = 1 i¢in
kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir degildir.

AX, (k+1=jise)

N
\

N

(k+1)+4

Y
A4 (k12 -85 -79

Sekil 4.2. (X,) dizisi X sayisina 8 (4.1] i¢in B dereceden A -istatistiksel yakimsaktir

Sonug 4.19. € (0,1] ve 0 < p < oo olsun. Eger X = (X}) bulanik say1 dizisi
Xy bulanik say1 dizisine 3 dereceden kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir ise X, bulamk

sayisina A—istatistiksel yakimsaktir. Yani w? (Az,p) C S (AF) dir.

Ispat. Eger bir X = (X}) bulamk say1 dizisi X, bulanik sayisima 3 dereceden
kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir ise bu durumda Sonug 4.17 ve Sonug 4.13 den bu
dizinin X, bulanik sayisina A—istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir. Simdi tersinin

dogru olmadigini gosterelim. Bunun icin

( )
r —4, 4 < g <bhise
—2+6, bH<z<6ise o k=m"ise
0, diger durumlarda
X (2) = <
r—1, 1< <2
-z + 3, 2<r<3 bk £ mt ise
\ 0, diger durumlarda )
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dizisini goz oniine alalim. Buradan (Xj) ve (AXj) dizilerinin a—seviye kiimeleri

sirasiyla
N 44+ a,6 —a], k=m*ise
[Xi]" =
14+ a,3—a], k#m*ise
ve
1+ 2a,5 —2a], k= m* ise
[AX]" =19 [-5+2a,-1—-20], k+1=m?ise

[—2 4 2,2 — 2a, diger durumlarda

seklinde bulunur.

b V=3

nb

5 DA Xo)
yazilabilir. Boylece p =1 ve 8 € (0, 1] i¢in (X},) dizisi 8 dereceden kuvvetli A, —Cesaro
toplanabilir degildir.

Ornek 4.18 de oldugu gibi (X},) dizisinin X, bulanik sayisina A—istatistiksel yakin-

sak oldugu goriilebilir.

Uyar1 4.20. Bilinmektedir ki bir (X}) bulanik say1 dizisi A—siirh ve A—istatistiksel
yakinsak ise kuvvetli A,—Cesaro toplanabilirdir. Fakat burada 5 € (0,1) icin (X})
bulanik say1 dizisi A—sinirhi ve § dereceden A—istatistiksel yakinsak iken [ derece-
den kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir olamaz. Bunun i¢in (Xj) bulamk say1 dizisini

asagidaki gibi tanimlayalim:

wk+1,  F<w<0ise
k # m? ise
—avVE +1, nggx/i%ise ,
(m=1,2,3,...)
X, (2) 0, diger durumlarda
E\T) =
T — 2, 2<x<3ise
—x+4, 3<z<4ise ) k =m? ise
\ 0, diger durumlarda

Bu takdirde (X}) ve (AX}) dizilerinin a—seviye kiimeleri

Vi VE
24+ a,4—a], k=m?ise

X7 = [O‘_l 1_0‘} . k#m?ise
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ve

([2vATi-14a(VETT+1) 4VATIti—a(VRTIH1) )
k = m* ise
VE+1 ’ VE+1 ’
Ay = [l Vi o)) k+1=m? ise
-—\/k+1—\/E+a(\/k+1+\/E) VEFT+VE—a(VEFT+VE) .
N NS , NN , diger durumlarda
\ L

seklinde bulunur. 8 € (0, 1] i¢in (X}) dizisinin 0 = [0, 0] bulamk sayisina 8 dereceden

A—istatistiksel yakinsak ve dolayisiyla A—simmirli oldugu goriilebilir (Sekil 4.3). Simdi

de (X}) dizisinin kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir olmadigini gosterelim.
Bununigin H, ={k<n:k=m? meN}ve M,={k<n:k+1=m? meN}

kiimelerini tanimlayalim. Buradan p =1 icin

nﬁz ([AX]" nﬁz ([AXK]",0) 52 ([AX,]*,0)]

keH, keM,

yazilabilir. Bu nedenle g € (O,%} icin (Xj) dizisi kuvvetli A,—Cesaro toplanabilir
degildir.

AX, (k+1=m?)

A

L1 1 1 1 A1 1 L R ;
TE R TV Hdwm R OTE e YT YTw

Sekil 4.3. (X;) dizisi 0 sayisina 8 dereceden A — istatistiksel yakimsaktir ve A— siirlidir
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5. MODULUS FONKSIYONU VE A—ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu kisimda bir f modiiliis fonksiyonu ve A—fark operatorii kullanarak S—dereceden
kuvvetli p—Cesaro toplanabilme ve f—dereceden istatistiksel yakinsaklik arasindaki

iligkiler verilmigtir.

Tanim 5.1. f bir modiiliis fonksiyonu, A fark operatorii, p = (pi) kesin pozitif reel

say1 dizisi ve 8 € (0, 1] herhangi bir reel say1 olsun. w” (A, f,p) dizi siifim

n—o0 T
kely,

w’ (Az, f,p) = {X = (X) ¢ lim — Z d (AXy, Xo))” =0, 3X, € L(R)}

seklinde tanimlayalim. Asagidaki teoremlerde p = (p;) dizisini smurh ve 0 < h =

infy, pr, < pr, < supy, pr = H < oo olarak alacagiz.

Teorem 5.2. [ < « olacak sekilde herhangi 3, o € (0, 1] reel sayilarim alalim ve f bir
modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde w” (Ag, f,p) C S* (Ag) dir.
Ispat. X € w” (A, f,p) olsun ve £ > 0 verilsin. Bu takdirde n” < n® oldugundan

her bir n icin

tim = ST AN X = Y [ (X, X))

n—oo M
kel kely

33



> Y ([ E" )

na
kel,
d(AXy,Xo0)>e

> - |{k € L: d(AX, Xo) > <} min ([ @) [f (2)])

yazilabilir. X € w® (Ag, f,p) oldugundan n — oo iken yukaridaki esitsizligin sol
tarafi sifira yaklagir. min ([ FEM I (5)]H) > 0 oldugundan n — oo iken yukaridaki
esitsizligin sag tarafi sifira yaklagir. Bu da w” (A, f,p) C S? (Ax) oldugunu gosterir.

Teorem 5.3. [ < « olacak sgekilde herhangi 3, € (0, 1] reel sayilarimi alalim. Eger
f modiiliis fonksiyonu sirl ise bu takdirde S* (Ax) C w” (A, f,p) dir.

Ispat. X € S°(A#) olsun ve f ’in smirh oldugunu kabul edelim. ¢ > 0 verilsin
ve Y, ve »_, toplamlar swrasiyla k € I, d (AXy, Xo) > e ve k € I,,, d(AXy, Xo) < ¢
ifadelerini gostersin. f siirh oldugundan her X > 0 icin f(X) < K olacak sekilde bir

K tamsayis1 vardir. Bu takdirde her bir n icin n® < n® oldugundan

Y @AX Xa)P < o Y [ (A, X))

- (Z 1 (d(AXe Xo)" + 37 [ (d(AXs, Xo>>1pk>

2

< % (Zmax (Kh,KH) —i—Z[f (5)]”)

< max (K", K") — |{k € I, : d (AXy, Xo) > ¢}|

- |
nOé
+max (f (=)', £ (e)")
yazabiliriz. X € S*(Az) oldugundan n — oo iken yukaridaki esitsizligin sag tarafin-
daki ilk terim sifira yaklagir ve ikinci terim istenildigi kadar kiigiik yapilabilir. Bu ne-

denle yukaridaki esitsizligin sol tarafi da sifira yaklagir. Dolayisiyla X € w?® (A, f,p)
dir.

Teorem 5.4. Herhangi bir a € (0, 1] reel sayis1 verilsin. Bu takdirde SP (Az) =
w? (Ag, f,p) dir ancak ve ancak f siirhdir.
Ispat. f smirli olsun. Teorem 5.2 ve Teorem 5.3 ten S% (Az) = w” (Ag, f,p) elde

edilir.
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