T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

SLANT SUBMERSIYONLARIN GEOMETRISi

Sezin AYKURT SEPET

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dal
Damsman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT
KASIM-2015



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

SLANT SUBMERSIYONLARIN GEOMETRISI

DOKTORA TEZi
Sezin AYKURT SEPET
(111121208)

Anabilim Dali: Matematik
Programi: Geometri

Danmisman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

KASIM-2015



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

SLANT SUBMERSIYVONLARIN GEOMETRIisSI

DOKTORA TEZI
Sezin AYKURT SEPET
111121208

Tezin Enstitlive Verildigi Tarih: 14.10.2015
Tezin Savunma Tarihi: 06.11.2015

Tez Dansmani : Prof. Dr. Mahmut ERGUT
Diger Jari Uyeleri : Prof. Dr. Mchmet BEKTAS
: Prof. Dr. Kazaim iLARSLAN 7% Loy Cori
: Prof. Dr. Bayram SAHIN 4
: Prof. Dr. Vedat ASIL ~ ©

KASIM-2015



ONSOZ

Bu tezin hazirlanmasinda bilgi ve tecriibesinden her zaman yararlandigim,
degerli zamanin1 ayirarak imkanlar saglayan kiymetli hocam Prof. Dr. Mahmut
ERGUT’e; bilgilerini ve birikimlerini esirgemeden beni ydnlendiren degerli
hocalarim Prof. Dr. Mehmet BEKTAS, Prof. Dr. Kazzim ILARSLAN ve Prof. Dr.
Bayram SAHIN’e tesekkiirlerimi sunmayi1 bir borg bilir saygilarimi sunarim.

2211-Yurtigci Doktora Burs Programi kapsaminda sagladigi destekten dolay1
TUBITAK Bilim insan1 Destekleme Daire Baskanlig1 birimine tesekkiir ederim.

Ayrica c¢alismalarim boyunca manevi olarak her zaman yanimda olan babam Ahmet
AYKURT’a, annem Nebahat AYKURT’a ve esim Hakan SEPET’e saygilarimi ve

sevgilerimi sunarim.

Sezin AYKURT SEPET
ELAZIG-2015



ICINDEKILER

Sayfa No

ONSOZ ... I
ICINDEKILER .........coooiiiieiieceeeeeeeee et sttt an s "I
[0 /22 PR SUPPROPPPI v
SUMMARY .ottt bbbt bbbt b ettt b ettt bbbt \%
SEMBOLLER LISTESI ..ot VI
1. GIRIS ...ttt 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER........cooi e 4
2.1, Riemann Manifoldlar............ccoiiiiiii s 4
2.2.  Vektor Demetleri ve DistribliSyonlar.........c.ccoocveiiiiiieiieiiesie e 10
2.3.  Riemann SUBMErSIYONIAT..........ccooiiiiiiieeee e 13
2.4.  Hemen Hemen Carpim Riemann Manifoldlar.............ccccooeniiiiiiiiiiiiicnics 24
2.5. Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar ..., 27
3. CARPIM RIEMANN MANIFOLDLARINDA POINTWISE SLANT
SUBMERSIYONLAR ......coooooiiiiiiiiiisieiese et 34

3.1.  Hemen Hemen Carpim Manifoldlarinda Pointwise Slant Submersiyonlar ........ 34

3.2.  Yerel Carpim Riemann Manifoldlarda Pointwise Slant Submersiyonlar i¢in Egrilik

TISKALETT ...ttt a ettt anaeas 43
4. KONTAKT METRIK MANIFOLDLARDA POINTWISE SLANT
SUBMERSIYONLAR ......coovtvitiiiiiininiiesiesies s 53
4.1. Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlarda Pointwise Slant Submersiyonlar
............................................................................................................................ 53
42. £eT(gekr.) igin Pointwise Slant Submersiyonlar.......cccoocoviicieciiniiicieninnns 55
43. (e F((gekm )l) icin Pointwise Slant Submersiyonlar ............cccccevevvierieninennn, 63
4.4. Kosimplektik Manifoldlarda Pointwise Slant Submersiyonlar i¢in Egrilik
LT 1 1 SO 67
KAYNAKLAR Lt 77
[0/ 00117 1 15T 81



OZET

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim; konunun tarihsel gelisimi ve bu ¢alismada ele alinan problemlerin
tanitimina ayrildi.

Ikinci béliimde, 6n bilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar,
lemmalar ve teoremler verildi.

Uciincii  boliimde, hemen hemen ¢arpim Riemann manifoldlardan Riemann
manifoldlara pointwise slant submersiyon (noktasal egik submersiyon) tanimlanip bir
ornek iizerinde incelendi. Ayrica, yerel carpim Riemann manifoldlardan Riemann
manifoldlaria tanimli pointwise slant submersiyonlarin harmonik ve tamamen geodezik
olma durumlari incelenip liflerin total geodezikligi ig¢in gerek ve yeter sart elde edildi.
Daha sonra yerel ¢arpim Riemann manifoldlardan Riemann manifoldlara pointwise slant
submersiyonlarin total uzay, baz uzay ve liflerinin kesit egrilikleri arasindaki iliski
arastirildi.

Doérdiincii boliimde ise hemen hemen kontakt metrik manifoldlardan Riemann
manifoldlara pointwise slant submersiyon tanimlandi ve ornekler verildi. Ayrica
karakteristik vektor alaninin durumuna gore kosimplektik manifoldlardan Riemann
manifoldlara tanimli pointwise slant submersiyonun harmonik ve tamamen geodezik olma
durumlant incelendi. Daha sonra karakteristik vektor alaninin durumuna goére bu

submersiyonlarin total uzay, baz uzay ve liflerinin kesit egrilikleri arasindaki bagintilar

elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Riemann Submersiyon, Hemen Hemen Carpim Riemann
Manifold, Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifold, Kosimplektik Manifold, Pointwise
Slant Submersiyon.



SUMMARY

GEOMETRY OF SLANT SUBMERSIONS

This work consists of four chapters.

The first chapter is devoted presentation of the problems and their background.

In the second chapter, preliminaries, some necessary definitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.

In the third chapter, the concept of pointwise slant submersion from almost product
Riemannian manifolds onto Riemannian manifolds is defined and is investigated with an
example. Also, the harmonicity and totally geodesic of pointwise slant submersion from
local product Riemannian manifolds onto Riemannian manifolds are investigated. Then
necessary and sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are
obtained. Also, the curvature relations between the total manifold and the base manifold
for such submersions are given.

In the four chapter, pointwise slant submersion from almost contact metric manifolds
onto Riemannian manifolds is defined and examples are given. Also, the harmonicity of
pointwise slant submersion from cosymplectic manifolds onto Riemannian manifolds
according to the state to be vertical or horizontal of characteristic vector field is
investigated and necessary and sufficient conditions for the maps to have totally geodesic
fibers are given. Then, the curvature relations between the total manifold and the base
manifold for such submersions according to the state to be vertical or horizontal of

characteristic vector field are obtained.

Keywords: Riemannian Submersion, Almost Product Riemannian Manifold, Almost
Contact Metric Manifold, Cosymplectic Manifold, Pointwise Slant Submersion.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride manifoldlar arasindaki doniisiimler manifoldlarin
geometrisinin incelenmesinde dnemli bir yere sahiptir. Bu doniisiimlerin en 6énemlilerinden
biri izometrik immersiyonlardir. izometrik immersiyonlar kavrami ilk olarak, Gauss’un
Yiizeylerin Diferensiyel Geometrisi lizerine yaptigi calismalarda goriildii. Yiizeyler
teorisinin  genellestirilmesiyle altmanifoldlar tanimlandi. Ancak altmanifoldlar igin
yiizeyler teorisinde kullanilan pek ¢ok yontem yeterli bulunmadi. Kompleks manifoldun
altmanifoldunun tanimlanmasi, altmanifoldlar {izerine yapilan en 6nemli caligmalardan
biridir. Bu altmanifoldlar invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar olmak {izere iki sinifa

ayrilarak incelendi. Chen [17] bu altmanifoldlar1 genellestirerek slant altmanifoldlar:

tanimlad1 ve inceledi. C* ve C* kompleks manifoldlarda slant altmanifoldlarin 6rnekleri
Chen ve Tazawa tarafindan verildi [17,18]. Daha sonra birgok uzayda slant
altmanifoldlarin geometrisi lizerine ¢aligsmalar yapildi [5-8,14,15,44,45].

Slant altmanifoldlarin bir genellestirmesi olarak pointwise slant altmanifoldlar,
kuasi-slant altmanifoldlar adi altinda ilk olarak Etayo [24] tarafindan tanimlandi. Bu
calismada, Etayo, boyle altmanifoldlarin geometrisini inceledi ve bazi sonuglar verdi.
Chen ve Garay ise pointwise slant altmanifoldlarin geometrik ve topolojik 6zelliklerini
arastird1 [19]. Ayrica Park [56] hemen hemen kontakt metrik manifoldlarda pointwise slant
ve pointwise semi-slant altmanifoldlari inceledi ve bazi 6rnekler elde etti.

[zometrik  immersiyonlarin  submersiyonlardaki  karsiigi  olan  Riemann
submersiyonlar, manifoldlar teorisi ve matematiksel fizikte 6nemli rol oynar. Bu
dontisimler Kaluza Klein [13,37] ve Yang Mills [12] teorilerinde pek ¢ok uygulama
alanina sahiptir. Riemann submersiyonlar ilk olarak O’Neill [50] ve Gray [29] tarafindan
bagimsiz olarak tanimlandi. O’Neill, makalesinde immersiyonlardaki ikinci temel form ve
sekil operatdriine karsilik olarak Riemann submersiyonlar i¢in 7~ ve A tensdrlerini
tanimladi ve bunlarin temel ozelliklerini inceledi. Ayrica O’Neill immersiyonlarda
tanimlanan Gauss ve Codazzi denklemlerinin Riemann submersiyonlardaki karsiliklarini
arastirdi.

Watson, 1976 yilinda hemen hemen Hermityen manifoldlar arasinda hemen hemen
Hermityen submersiyonlar1 tanimladi ve baz manifoldun ve her bir lifin ¢ogu durumda

ayni ¢esit yapiya sahip olacagii gosterdi [67]. Boyle submersiyonlar daha sonra hemen



hemen kontakt manifoldlarda [20,40], lokal konformal Kaehler manifoldlarinda [47] ve
kuaterniyon Kaehler manifoldlarinda [38,39,65] calisildu.

Sahin, hemen hemen Hermityen manifoldlarindan Riemann manifoldlarina anti-
invaryant [42,58] ve yari-invaryant submersiyonlari [62] tanimladi ve bu doniisiimlerin
geometrik yapilarini inceledi. Bu submersiyonlarin geometrisi daha sonra pekc¢ok yazar
tarafindan ¢alisildi [1,2,33,48,63,64]. 2011 yilinda Sahin [59], hemen hemen Hermityen
manifoldlarindan Riemann manifoldlarina slant submersiyonlar1 agagidaki gibi tanimladi:

z, bir (M,g,,J) hemen hemen Hermityen manifoldundan (N,g,) Riemann

manifolduna tanimli bir Riemann submersiyon olsun. Herhangi bir sifirdan farkli

X eT'(gekr.) igin JX ve (gekz.) uzay: arasindaki 6(X) agisi sabit ise yani peM
noktasmnin ve (geksz.) daki X teget vektoriniin se¢iminden bagimsiz ise 7 ye slant

submersiyon denir. Bu durumda & agisi slant submersiyonun slant agisidir.

Slant submersiyonlar iizerine bugiine kadar birgok g¢alisma yapildi [22,23,34,52-
55,61]. Ayrica, slant submersiyonlarin genellestirmesi olarak pointwise slant
submersiyonlar Lee ve Sahin tarafindan c¢alisildi [43]. Bu galismada, hemen hemen
Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimlanan bu doniisiim tizerine bazi
karakterizasyonlar elde edildi ve 6rneklerin bulunmasi igin bir metod olusturuldu.

Bu tezde hemen hemen c¢arpim Riemann manifoldlar ve hemen hemen kontakt
metrik manifoldlar {izerinde tanimli pointwise slant submersiyonlar gézoniine alinds. ikinci
bolimde; Riemann manifoldlar, vektér demetleri ve distribiisyonlar ve Riemann
submersiyonlar tanitildi. Ayrica hemen hemen g¢arpim Riemann manifoldlar ve hemen
hemen kontakt metrik manifoldlar hakkinda genel bilgiler verildi.

Ugiincii  boliimde, hemen hemen c¢arpim Riemann manifoldundan Riemann
manifolduna pointwise slant submersiyon tanimlandi ve 6rnek iizerinde incelendi. Bu
boliimiin birinci alt boliimiinde total manifoldun yerel ¢arpim manifoldu olmasi
durumunda submersiyonun harmonik olmasi ve liflerin total jeodezik altmanifold olmasi
icin gerek ve yeter kosullar elde edildi. Ayrica submersiyonun total geodezik olmasi
durumu incelendi. Ikinci alt boliimde ise yerel carpim Riemann manifoldundan Riemann
manifolduna tanimli olan pointwise slant submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerin
kesit egrilikleri arasinda bagintilar elde edildi.

Dordiincii boliim, dort alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde, hemen hemen

kontakt metrik manifoldundan Riemann manifolduna pointwise slant submersiyon



tanimland1 ve ornekler verildi. Ikinci ve iiglincii alt bolimde, total manifoldun
kosimplektik olmasi durumunda, & karakteristik vektdr alaninin dikey veya yatay
olmasina gére submersiyonun harmonikligi ve total geodezikligi incelendi. Ayrica liflerin
total geodezik olmasi igin gerek ve yeter kosullar verildi. Dordiincii alt boliimde ise boyle

submersiyonlarin kesit egrilikleri arasinda bagintilar bulundu.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Riemann Manifoldlar

Tamm 2.1.1. M, n-boyutlu bir C* manifold ve g, M iizerinde (0,2) mertebeli
bir tensér alani olsun. X,Y € y(M) igin
og(X,Y)=g(Y,X)
ii. g(X,X)=0ve g(X,X)=0< X =0,
ozellikleri saglaniyorsa g ye Riemann metrigi ve (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu

denir [66].

Teorem 2.1.1. M, n-boyutlu bir Riemann manifold ve {x,x,,...,x,}, M de lokal

n

koordinat sistemi olsun. Bu durumda M tizerindeki metrik tensoriin ifadesi

()= 2 gydx ®dx,

i,j=1

seklindedir [36].

Tanim 2.1.2. M manifoldu iizerinde iki vektor alant X ve Y olsun. f eC*(M,R)

fonksiyonunu alalim.

L1 2 (M) 2(M) = 2(M)

[X,Y]F =X (YF)=Y(XF) (2.1.1)
ile tammlanan [,] fonksiyonuna Lie (parantez) operatorii denir. f,heC”(M) ve
X,Y,Z € x(M) olmak iizere bu operator asagidaki ozellikleri saglar [21]:

i [X.Y]=-[Y.X],

(i) [aX +bY,Zz]=a[X,Z]+b[Y,Z], a,beR

(iii) [[X,Y].Z]+[[Y.z]. X ]+[[2.X].Y ]=0,

(iv) [fX,hY]=fh[X,Y]+ f (Xh)Y —h(Yf)X.



Tamm 2.1.3. (M,g), n-boyutlu bir Riemann manifold ve X,Y € (M) vektor

alanlar1 verilmis olsun. Her pe M igin

X, = (X X,)

peTpM
dir.
Y,:M >R, 1<i<n

koordinat fonksiyonlart C* siufindan, yani y, eC”(M,R) ise Y:(yl,yz,___,yn)

p

vektor alant C* smifindandir denir. Bu durumda Y nin X e gore kovaryant tiirevi
VoY =(X, [l X, [¥a])

seklinde tanimlanir ve VY ile gosterilir [35].

Tammm 2.1.4. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki vektor
alanlarmim uzayr y (M) olmak iizere

V:;((M)x;((M)—);((M)
fonksiyonu

1)V L=V, 2+V, Z,

2) Vy (Y+Z)=V,Y+V,Z,

3) VY =fVv,Y,

LV, (fY)=X[f]y+fVv,Y vfeC”(M),

ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon denir [51].

Tamim 2.1.5. M, n-boyutlu bir manifold ve M {izerindeki konneksiyon V olsun. Bu
durumda
T:x(M)xx(M)—> (M)
(X,Y) > T(X,Y)=V,Y -V, X—[X,Y] (2.1.2)
ile tanimlanan vektor degerli tensore M iizerinde tamimli V konneksiyonunun torsiyon

tensorii denir [35].



Tammm 2.1.6. M, n-boyutlu bir manifold ve M fizerindeki V konneksiyonun

torsiyon tensérii T olsun. Eger T =0 ise V konneksiyonuna simetriktir veya sifir

torsiyonludur denir [35].

Tamm 2.1.7. M bir manifold ve V, M iizerinde lineer konneksiyon olmak {izere
vX,Y,Z e (M) igin

1) [X,Y]=V,Y -V, X,

2) X(9(Y.2))=09(V,Y.Z)+g(Y,V,2)
Ozellikleri saglaniyorsa V ya M fizerinde bir Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita

konneksiyonu denir.

M {izerinde bir Levi-Civita konneksiyonu

29(V,Y.2)= X (9(Y.2))+Y(9(2.X))-Z(g(X.Y))
—g(X,[Y.Z])+g(Y.[Z.X])+g(Z.[X.Y]) (2.1.3)

Kozsul esitligi ile belirlenir [51].

Tanmm 2.1.8. M ve N, sirasiyla, m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar
ve

7:M—>N

diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. peM ve V, e T M igin

(”*)p T, (M) > T, (N)
Vv, > (z),(V,)=(V, EARSAAES .
seklinde tanimli doniisiime tlirev doniisiimii denir [59].

(xl,xz,,,,,xm) ve (yl,yz,...,y”), sirastyla, M ve N {zerinde lokal koordinat

sistemleri olsunlar. i=1,2,...m, j=1,2,...,n olmak iizere 7 donligiimil i¢in

! =yJO7Z' ve 7Z'ij :W

yazilabilir. Buradan

dﬂ'(ij = 7Z'ij i
ox' oy’



elde edilir [21].
Onerme 2.1.1. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve 7:M —N

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Bu durumda 7. doniisiimii lineerdir [60].

Tamm 2.1.9. M ve N, sirasiyla, m ve n boyutlu manifoldlar ve 7:M — N

diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. X € y(M), Y € x(N) igin

(ﬂ-*)p Xp :Y|7r(p)

ise X vektor alan1 Y vektor alanina 77 -baghdir denir [51].

Tamm 2.1.10. M ve N, g, ve g, Riemann metrikleri ile verilen iki Riemann
manifold olsun. M nin herhangi bir p noktasmnda X,Y €T ,M olmak iizere 7:M — N

doniistimii
Ou (X,Y) =gy (7X,7Y)

esitligini sagliyorsa 77 doniisiimiine izometrik doniigiim denir [66].

Onerme 2.1.2. M ve N birer manifold,
7:M—>N

bir C* doniisim ve X, Y ve X', Y/, sirasiyla, M ve N manifoldlar {izerinde
dz(X)=X"ve dz(Y)=Y'

yani, Vpe M igin
dr,(X,)=X, ve dr,(Y,) =Y/,

sartlarin1 saglayan vektor alanlari olsun. Bu durumda
dz([X.,Y])=[X"Y]ex (2.1.4)

dir [25].

Tamm 2.1.11. 7:M — N bir C* déniisiim olsun. Eger (ﬂ*)p(TpM) nin boyutu r

ise 7z doniisimiiniin rank1 r dir denir [66].



Onerme 2.1.3. M ve N, sirastyla, m ve n boyutlu manifoldlar ve 7:M — N bir
C* doniisiim olsun. Her peM igin rank(z.) =boyM =n ise (z.) birebirdir [66].

Tamm 2.1.12. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. 7:M — N
diferensiyellenebilir doniisiim ve o, N {izerinde bir r -form olmak tizere

Ty : T,M T )N
tiirev doniisiimii i¢in

T N —>TpM*

z(p)

”*(%p))(xp): O (p) (”*(Xp))

seklinde tanimli doniisiime pull-back (geri ¢agirma) doniistimi denir [60].

Tammm 2.1.13. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V Levi-Civita konneksiyonu
olsun. Bu durumda X,Y,Z € (M) igin

Rix(M)xz(M)xx(M)— x(M)
(X.Y,Z)>R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z

R(X,Y)Z=V,V\Z-V\V,Z-V, Z (2.1.5)

[x.¥]

seklinde tanimlanan R tensor alanina V' konneksiyonunun egrilik tensorii denir [32].

Tamm 2.1.14. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Bu durumda
K:x(M)xz(M)xz(M)xx(M)—C”(M)
(X,Y,ZW)—>K(X,Y,ZW)=g(R(X,Y)Z,W)

ile tanimlanan dordiincii mertebeden kovaryant tensére M iizerinde Riemann Christoffel

egrilik tensorii denir [36].

Onerme 2.1.4. (M,g) bir Riemann manifold ve M iizerindeki Riemann
konneksiyonu V olsun. X,Y,Z,W € (M) olmak iizere asagidaki bagmtilar M {izerinde
saglanir [36,41]:

(i) R(X.Y)Z+R(Z,X)Y+R(Y,Z)X =0,

(i) K(X,Y,Z,W)=-K(Y,X,Z,W),



(iii) K(X,Y,Z,W)=-K(X,Y,W,Z),

(iv) K(X,Y,ZW)=K(Z,W,X,Y).

Tamm 2.1.15. (M, g) bir Riemann manifold ve bir peM noktasindaki T ,M

tanjant uzaymin iki boyutlu bir altuzayr P olsun. P nin bir bazi { X ,Y} olmak iizere

_ (R(XY)YX)  K(X,Y,X,Y)
XV =g (XY )" XV =g (XY )

K(X.,Y)

(2.1.6)

seklinde tanimlanan K (X,Y) reel sayisma P nin kesit egriligi denir [36].

Teorem 2.1.2. Bir (M, g) Riemann manifoldunun T M tanjant uzayinin2-boyutlu
bir alt uzayr P olsun. P=S_{X,Y} ise

K(X,Y,X,Y)
IXIFIVI -9 (.Y )’

K(X,Y)=

i¢in

i) K(X.Y)

K(Y,X),

(i) K(X,Y)

K(rX,sY), r=0, s=0, r,;seR,
(iii) K(X,Y)=K(X+tY,Y), teR
(iv) K(X,Y)=K(aX+bY,cX +dY), ad-bc=0
dir [16,36].

Tamm 2.1.16. (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifold olsun. Bu durumda
r:x(M)—»C”(M)
r(X)=>.R(X,e)e

i=1

ile tanimlanan operatore (M, g) nin Ricci operatdrii denir [30].

Tanim 2.1.17. (M, g), M -boyutlu bir Riemann manifold olsun. Bu durumda

p:x(M)xx(M)—>C”*(M)



p(X.Y)=Da(R(X.€)e.Y)

i=1

seklinde tanimlanan tensor alanina (M , g) nin Ricci tensor alani denir ve p ile gosterilir.

Burada {e}, i=1,...,m, (M,g) de ortonormal bir ¢atidir [30].

Tammm 2.1.18. (M,g), M-boyutlu bir Riemann manifold ve reC*(M) olsun.
peM olmak tizere T M nin 2-boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplamina

skaler egrilik denir ve

r= rlp(ej,ej): ig(R(ei,ej)ej,ei):Zm:K(ei,ej)

i i,j=1 ij=1

seklinde tanimlanir. Burada {ei Ny } , (M, g) de ortonormal bir gatidr [26].

Teorem 2.1.3. M sabit ¢ egrilikli uzay olsun. Bu durumda X,Y,Z € (M) igin

R(X,Y)Z=c[g(Y.Z)X -g(X,Z)Y ]
dir [26].

2.2. Vektor Demetleri ve Distribiisyonlar

Tammm 2.2.1. E, BveF, C” manifoldlar ve 7:E — B bir C* doniisiim olsun. B

nin bir agik ortiisii {U,} _ (1 indis ciimlesi) olmak iizere eger

(row,)(xy)=x%x, XeU, yeF
olacak bigimde
v, U, xF—->zU,)
difeomorfizmlerinin bir {y,} _ ailesi varsa 7, Fye gore lokal ¢arpim ozelligine sahiptir

denirve D = {(Ua,z//a )} , sistemine de 7 nin lokal ayrismas1 denir [57].

Tamm 2.2.2. 7:E — B doniisiimii lokal ¢arpim 6zelligine sahip olsun. Bu durumda

¢ =(E,n,B,F) dortliisiine bir diferensiyellenebilir 1if demeti ad1 verilir.
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Bir lif demetinde E manifolduna total uzay, B manifolduna baz (taban) uzay, F

manifolduna lif modeli ve 7 ye de projeksiyon (fibrasyon) adi verilir [60].

Tanmm 2.2.3. 7:E — B bir lif demeti olsun. VX € B i¢in
7 (X)=F ={peE| z(p)=x]
climlesine X tizerinde bir lif denir. Tim F, liflerinin ayrik birlesimi E total uzayini verir.

Yani

dir [57].

Tamm 2.2.4. ¢ =(E,x,B,F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. 7 nin D
lokal ayrismasina ¢ lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir [3].

¢ =(E,z,B,F) lif demetinin D={(Ua,wa)} | lokal koordinat temsilcisini goz

ae

ontine alalim. VX €U i¢in
Wax ' F —>F
doniisimii y e F i¢in
Ve (¥)=wa (X Y)
seklinde tanimlanirsa Y, lar difeomorfizm olduklarindan y,  ler de birebir, orten bir

difeomorfizmdir [57].

Tammm 2.2.5. ¢ =(E,7,B,F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger
asagidaki iki 6zellik saglaniyorsa ¢ ya bir vektor demeti denir [3]:

i) VxeB igin F ve F, bir K cismi iizerinde vektor uzayidir.

i) VXeB i¢in y,_, :F — F, doniisiimleri lineer izomorfizm olacak sekilde ¢ nin

bir D={(U,.v,,)} _ lokal koordinat temsilcisi vardir.

Tamm 2.2.6. { =(E,7,B,F) ve {"=(E',z',B,F') iki vektor demeti olsun. Eger

) B=B,

11



i) YxeB' igin F/ lifi, F, lifinin bir alt vektdr uzayt,
i) i:E"— E inclusion doniisiimii diferensiyellenebilir
sartlar1 saglaniyor ise ¢’ vektor demetine ¢ vektdr demetinin bir alt vektor demeti denir

[57].

Tamm 2.2.7. 7:E — B bir C” lif demeti olsun. Bu durumda
7oS=1 (1, B nin birim doniisiimii)

olacak sekilde
S:B—>E

C* dontisimiine lif demetinin kesiti denir. Burada I, B tizerindeki birim doniistimdiir. Lif

demeti kesitlerinin ciimlesi I'( E) ile gosterilir [60].

Tamm 2.2.8. (E, 7, B, F) bir vektér demeti olsun. Vp e B igin T B tanjant uzayna

bir X, vektoriinii tasiyan doniisiime vektdr demetinin kesiti denir. E nin I'(E)

kesitlerinin uzayr K cismi iizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektoér demetinin kesitine ise
M {izerinde bir alan denir. TM tanjant demetinin kesitine M {izerinde bir vektor alani
denir [3].

Tamm 2.2.9. M, m-boyutlu bir manifold olsun. Herhangi bir X € M noktasinda
D:M —>TM
x > D,cTM, boy(D,)=r
seklinde tamml1 D déniisiimiine bir r -boyutlu distribiisyon denir.

X ex(M) igin ve XeM igin X, €D, ise M iizerindeki X vektor alam D ye

aittir denir ve X eT'(D) seklinde gosterilir [10].

Tamm 2.2.10. D, M manifoldu iizerinde r -boyutlu bir distribiisyon olsun. Her
X €M noktasi icin D ye ait r-tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektdr alani var

ise D distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir denir [10].

12



Tanim 2.2.11. M bir C* manifold, D, M manifoldu iizerinde q-boyutlu bir C*
distribisyon ve N, M nin altmanifoldu olsun. D,, X noktasinda N ye teget olan uzaya

esitise N ye D nin integral manifoldu denir. Yani
7:N—>M
bir imbedding olmak tizere VX € N igin

7.(T,N)=D,

dir. Eger D nin N yi kapsayan baska bir integral manifoldu yoksa N ye D nin bir

maksimal integral manifoldu denir [10].

Tanim 2.2.12. M, C* manifold ve N, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger VXe N

icin D nin x i kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D ye integrallenebilirdir
denir [3].

Tamm 2.2.13. M bir Riemann manifold ve V, M iizerinde bir lineer konneksiyon
olsun. X e'(TM) ve Y eT'(D) igin
V.Y eI'(D)

ise D distribiisyonuna V ya gore paraleldir denir [10].
2.3. Riemann Submersiyonlar

Tamm 2.3.1. (M,g) ve (B,g"), swrastyla, m ve n boyutlu Riemann manifoldlar
olmak tizere

7:(M,9)—>(B,g")
bir orten C* doniisiimii VX e M igin

rank dzz, =boy B

ise 7z ye M iizerinde bir submersiyon ad1 verilir.
m ve n pozitif dogal sayilar ve n<m olsun.
7:R" > R"

doniistimi

(Koo X ) = (X X, )
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ile verilsin. Bir X noktasinda
A7z, (Vy e Vi ) = (Vs ees V) (2.3.1)

oldugundan d7z, diferensiyeli o6rtendir. Bu durumda projeksiyon doniisiimii bir

submersiyondur [25].

Tamm 2.3.2. Herhangi bir xeB i¢in F =7"'(x) izerindeki lif, (M,qg)
manifoldunun  r =(m-n)-boyutlu bir altmanifoldudur. z*(x) altmanifoldlarma

submersiyonun lifleri denir [60].

Tammm 2.3.3. Herhangi bir peM igin (M,g) deki V integrallenebilir

distribiisyonu

V, =cekz.,

seklinde tanimlanir ve )V, ye submersiyonun dikey distribiisyonu denir. Burada
cek 7., ={X €V |z, (X)=0} dir.

H,=(V,)

p p

ile tanimlanan distriblisyona ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir [25].

Teorem 2.3.1. 7:M — B bir submersiyon ve M nin dikey distribiisyonu ) olsun.
Bu durumda, 7(p)=x ve peM igin her V), dikey distribiisyonu z~*(x) in tanjant

uzayi ile ¢akisir [25].

Tamm 2.3.4. (M, g) ve (B,g") Riemann manifoldlar ve
7:(M,9)—>(B,g")
bir C* doniisiim olsun. X€ M igin
Y =V (7)=¢ek dz, ={X eTM|dz, (X)=0} =T M
ve

H,=H (7) =V <TM
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seklinde tanimlansin. V, uzayma 7 nin X noktasindaki dikey uzayi denir. M deki g

metrigine gore V, dikey uzaymin dik tiimleyeni olan H, uzayma ise 7 nin X noktasindaki
yatay uzay1 denir [31].

Buna gore, M Riemann manifoldu herhangi bir Xxe M noktasinda

TM=) ®H,

ortogonal ayrisimina sahiptir [25].

Tanmm 2.3.5. M iizerindeki bir X vektor alan1 yatay distribiisyona ait ise yatay

vektdr alani olarak adlandirilir ve yatay vektdr alanlarmim ciimlesi (M) nin z"(M) alt

uzayi ile belirtilir [31].

Tamm 2.3.6. M iizerindeki bir X vektor alan1 dikey distriblisyona ait ise dikey

vektor alami olarak adlandirilir ve dikey vektor alanlarimin ciimlesi (M) nin z*(M) alt
uzayi ile belirtilir [31].
Herhangi bir E e y(M) vektor alani igin, VEve HE, E nin, sirasiyla, dikey ve

yatay bilesenlerini gosterir.

Tanmm 2.3.7. (M,g) ve (B,g') iki Riemann manifold ve 7:M —B

diferensiyellenebilir bir donilisim olsun. Bu durumda M {izerinde izdistrtlebilir

(projectable) vektor alanlarinin uzayi olan y° (M ) nin her elemani, M {izerinde bir vektor

alani olup B iizerindeki bir vektor alanina 7 -baglidir [25].

Tamim 2.3.8. M ve B Riemann manifoldlar olsun. Eger M iizerindeki X vektor

alan1 yatay ve B flizerindeki X ' vektor alanina 7 -baglh ise X e temel (basic) vektor
alan1 denir.

Temel vektor alanlarinin uzay1
2 M)=z"(M)nz" (M)

seklinde gosterilir [60].
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Tamm 2.3.9. (M,g) ve (B,g') Riemann manifoldlar ve z:(M,g)—(B,g’)

diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. Her P€M i¢in U, V €T,M olmak tizere

g(U.V)=g'(m(U),z(V)) (23.2)

ise yani metrik tensorler korunuyorsa 7 ye M den B ye bir izometri denir [51].

Tanmm 2.3.10. (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar ve z:(M,g)—(B,g") bir
C” -submersiyon olsun. M nin her p noktasinda 7.,, yatay vektorlerin uzunlugunu

koruyorsa 7z ye Riemann submersiyon denir.

Bu durumda

9, (UV) =09, (mpU V), UVeEH, peM (2.3.3)

dir. Bu ise bir pe M noktasinda 7. tiirev doniisimiinin 7, yatay uzaymndan T_ B

(p)

lizerine bir lineer izometri oldugunu gosterir [25].

Ornek 2.3.1. (M,g) ve (B,g’) birer Riemann manifold, M xB de bunlarin

irettigi bir carpim manifoldu olsun.

7,:MxB—>M
7, :MxB—>B

projeksiyonlari i¢in X,Y € ;((M X B) olmak iizere
Gu.e (X.Y) =g (X,Y)+m0'(X.Y)
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu ifade
Ouv.s (X ,Y) =g (ﬂl*x,ﬂ'l*Y)+ g '(ﬂz*x,ﬁz*Y)
seklinde yazilabilir. Burada Q. , simetrik bilineer bir fonksiyondur. Diger taraftan kabul
edelim ki V #0 i¢in
ngB(V,V):O, Ee;((MxB)
olsun. Halbuki

Qs (V. 47,(V)) = (7, (V). d7, (V) =0
=dz (V)=0

ve
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Iue (V. A7, (V))=g(d7,(V),d7,(V))=0
=dr,(V)=0
olur. Bu ifadelerden V =0 olup kabuliimiizle ¢elisir. Bu ise g,z Nin pozitif tanimh

oldugunu gosterir.

O halde

7, :(MxB,0y.s)—>(M,Q)
ve

7, (MxB,gy.s)—(B,g')

projeksiyonlar1 birer Riemann submersiyondur [31].

Ornek 2.3.2. R* iizerinde bir koordinat sistemi {X, Xy, X5, X, } Olsun, ae(O,%)

olmak iizere 7:R* — R doniisiimii;

7 (X, %o, X5, %, ) = (X, COSax — X, Sinr, X, COSx — X, Sinx)
seklinde verilsin. Bu durumda
(cow 0 -sina 0 j

e = .
0 cosa 0 —Sing

olur. Buradan rankz, = boy(Rz) =2 dir. Yani 7 bir submersiyondur. Diger taraftan

cekz. =V=13V, :Sinai+COSai, Vv, :sinozi+coswi
0%, OX, oX, OX,

ve

(cekz.) =H=1H, :COSai—sinai, H, _cosa 2 —sina -2
0%, OX, OX, oX,

seklinde elde edilir. Ayrica, R? nin bir koordinat sistemi {y,,y,} olmak iizere

m(Hl):ayi ve m(Hz)zayi

yazilir. Béylece R* ve R? iizerindeki standart i¢ ¢arpimlar g ve g’ ile gosterilirse

g(H,H,)= g'(ﬁ*(Hl),m(Hl))zl
ve

9(H, H,)=9'(m(H,),z(H,))=1

17



bulunur. Bu ise 7 nin bir Riemann submersiyon oldugunu gosterir.

Onerme 2.3.1. (M, g) ve (B,g") Riemann manifoldlar,
z:(M,g)—(B,g)
bir Riemann submersiyon ve M ve B nin Levi-Civita konneksiyonlari, sirasiyla, V ve V'

olsun. M {izerindeki X, Y temel vektor alanlar1 X', Y’ vektor alanlarina 7 -bagli olmak

uzere:
() g(X,Y)=g' (X" Y")er,
(i) H[X,Y] temel vektor alan, [X',Y'] vektér alamna 77 -baglidur,
(iii) H(V,Y) temel vektor alan1 ve Vy.Y' 7 -baghdir,

(iv) Herhangi bir V e x* (M) igin, [ X,V ] dikey vektor alanidir [25,60].

ispat.
i. peM, X.,Y ex”(M) i¢in (2.3.3) esitliginden
g(X,Y)=9g'(X"Y")erx
elde edilir.
ii. Herhangi X,Y € (M), X', Y’ e 7 -bagli olsun.
(X ) = (XY 2 (VXY
yazilabildiginden
o (X))
bulunur. Boylece
. (HIXY]) = (X) (V)]
veya
7 (H[X.Y])=[X"Y]ex
olur. Yani H[X,Y] temel vektér alani [ X ',Y '] vektor alanina 7 -baghdur.

lii. 7 bir izometri oldugundan

X(g(¥.2))=x"(g'(¥"2))ox
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olur. [X,Y] ile [X"Y'] vektor alanlart 7-baghi ve X', Y', Z' vektor alanlarmin yatay
liftleri X,Y,Z temel vektor alanlari olmak tizere

29(V,Y,Z)=X"'(9'(Y.Z"))+Y'(g'(X",Z2"))-Z'(g' (X", Z"))

(X Y.2)+ g ([0 X1 Y)-g/([Y.2].X)

dir. Buradan

9" (m (HVY),Z)or=g(HVY,Z)=0'(VyY'Z )ox
elde edilir.

iv. Herhangi bir Ve y'(M) ve X € (M) i¢in X temel vektor alam X' vektor

alanina 7 -baglt olsun. Bu durumda

7. ([xv))=0
bulunur. Buise [ X,V ]eI'(V) demektir.

Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 2.3.11. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve
7:(M,g)—>(B,g")
bir Riemann submersiyon olsun. V, M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu olmak

lizere (1,2) mertebeli 7 temel tensor alan1 E,F eI'(TM) igin
T (E,F)=T.F = HV, . VF + W, HF, (2.3.4)
seklinde tanimlanir.

E eI'(TM) olmak iizere 7 temel tensor alam asagidaki 6zelliklere sahiptir:
i. 7¢ anti simetrik ve lineer operatordiir.
ii. 7¢ yatay ve dikey altuzaylarmin rollerini degistirir.
iii. 7. dikey tensor alamdir. Yani 7; =7, dir.
iv. 7, dikey vektor alanlart igin simetriktir. Yani V,W e I"(V) olmak tizere
TW =TV (2.3.5)
dir [66].

Tanmm 2.3.12. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve
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7:M —>B

bir Riemann submersiyon olsun. v, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere (1,2)

mertebeli A temel tensor alani

AF =HV, VF + W, HF (2.3.6)

seklinde tanimlanir.

Eel(TM) olmak iizere A temel tensor alani asagidaki 6zellikleri saglar:
i. A anti-simetrik ve lineer operatdrdiir.
ii. A yatay ve dikey altuzaylarinin rollerini degistirir.
iii. A yatay tensor alamdir. Yani Az = A, dir.
iv. A, yatay vektor alanlari igin alterneleyendir. Yani X,Y eI'(H) igin
AY =-A X (2.3.7)
dir [66].

Onerme 2.3.2. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve
7:M —>B

bir Riemann submersiyon olsun. X ve Y, M {iizerinde yatay vektor alanlart olmak tizere
1
AY =2V[X.Y]

dir [66].

Teorem 2.3.2. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve

7:M—>B
bir Riemann submersiyon olsun. O halde E,F,G eI'(TM) igin

9(7.F.G)=-g(7.G,F) (2.3.8)
9(AF,G)=-9g(AG,F) (2.3.9)
dir [25].

Bir Riemann submersiyonda yatay distriblisyonun integrallenebilirligi i¢in agagidaki

teorem verilebilir.
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Teorem 2.3.3. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve

7:M —>B
bir Riemann submersiyon olsun. M manifoldu tzerindeki H yatay distribiisyonun

integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart A =0 olmasidir [60].

Tamm 2.3.13. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve

7:M —>B
bir Riemann submersiyon olsun. O halde 7  temel tensor alani sifir ise 7z nin herhangi bir
lifine M nin total geodezik altmanifoldudur denir [60].

V, (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir lif boyunca indirgenmis metrige gore
bir Riemann konneksiyon olsun. V. ve W dikey vektor alanlari igin

VW =W, W (2.3.10)
dir. (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.8) esitliklerinden asagidaki Lemma elde edilir.

Lemma 2.3.1. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve

7:M —>B

bir Riemann submersiyon olsun. X, Y er((gekﬂ*)L) veV, W eI'(cekr.) igin

VW =T,W +V,W (2.3.11)

V, X =HV,X+7T,X (2.3.12)

V.V=AV+W,V (2.3.13)

V.Y =HV,Y+AY (2.3.14)
ve X temel vektor alani ise

HV, X =AV (2.3.15)
dir [60].

Onerme 2.3.3. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve z:(M,g)—(B,g’) bir
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda EeIl'(TM), X,Y el“(((;ekm)l) ve

U,V,W eI'(¢ekr.) igin
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9((VeT), W, X)=g((V:T), V. X)
ve

9((VeA), Y.V )==g((VeA), X,V)
dir. Yani V7 , dikey distribiisyon iizerinde simetrik ve V.A, yatay distribiisyon {izerinde
anti-simetriktir [60].

Hatirlatma 2.3.1. (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve 7:M —B
diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. 7 nin 7. diferensiyeli Hom(TM,z'TB) > M
demetinin bir kesiti olarak goriilebilir. Burada 7 'TB,

(;z—lTB)p =T

”(p)B, peM

liflerine sahip pullback demetidir. Hom(TM,z'TB), v Levi-Civita konneksiyonundan

indirgenen bir V konneksiyonuna sahiptir. O halde 7 nin ikinci temel formu
X,Y eT’(TM) igin
(VZ)(X.Y)=Vim(Y) -z (VYY) (2.3.16)

dir. Burada v~ pullback konneksiyondur [9].

Sonu¢ 231 (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve 7:M —B
diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. 7 bir Riemann submersiyon ise herhangi
X,Y € " (M) igin

(Vz)(X,Y)=0 (2.3.17)
dir [60].

Tamm 2.3.14. {Uj} _

i I'(cekr. ) uzaymin bir yerel ortonormal gatis1 olmak tizere
<j<r

herhangi bir lifin ortalama egrilik vektor alani
1. 1
r res

seklinde tammmlanir. Eger H =0 ise submersiyona minimal liflere sahip Riemann

submersiyonu denir [60].

22



Tammm 2.3.15. (M, g) ve (B, g") Riemann manifoldlar ve 7:M — B bir Riemann
submersiyon olsun.
2V, =0 (2.3.19)

ise 7z ye harmoniktir denir [9].

Tamm 2.3.16. (M, g) ve (B,g") Riemann manifoldlar ve 7:M — B bir Riemann

submersiyon olsun. X,Y eI"(TM) igin
(Vz.)(X,Y)=0 (2.3.20)

ise 7 ye total geodezik doniisiim denir [9].

Bu kisimda, tanim manifoldu ile baz manifoldunun egrilikleri incelendi.

Tamm 2.3.17. (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar ve R", »"(M) iizerinde

(1,3)-mertebeli egrilik tensor alani olsun. Herhangi bir X,Y,Z eI'(H) ve peM olmak
iizere R., (7,X,. 7Y, 7,2, ) tensoriniin yatay lifti R°(X,Y,Z) ile ifade edilir.
(B,g’) manifoldunun R’ Riemann egriligi
7.(R'(X.Y,Z))=R (%X, Y, %.Z)
seklinde tanimlanabilir. Ayrica herhangi bir X,Y,Z,H eI'(H) igin
R'(X.Y,Z,H)=g(R"(Z,H,Y),X)=R(zX,zY,n.Z,zH)ox

dir [25].

Teorem 2.3.4. (M, g) ve (B,g’') Riemann manifoldlar ve

7:(M,g)—(B.,g’)
bir Riemann submersiyon olsun. Ry, Ry ve R sirasiyla, M, B ve (ﬂfl(x),gAX) lifinin
Riemann egrilik tensorleri olmak iizere herhangi bir U,V ,W,F eI'(cekz.) ve

X.Y,Z,H e ((cekz.)") igin

Ry (U,V,W,F)=R(UV,W,F)+g(7,F, 7,W)-g(7,F, ;W) (2.3.21)
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Ru (X,Y,Z,H) =Ry (X, zY, .2, mH)+2g (AY, AH)

~9(AZ,AH)+g(AZ,AH) (2.3.22)
Ru (XV,Y W) =—g((V4T),W,Y)+g((VyA),YW)
—9(T, X, T,Y )+ g (AN, AW) (2.3.23)

dir [60,66].

2.4. Hemen Hemen Carpim Riemann Manifoldlar

Tamm 241 M ve N, {(Ua’(pa)}aeu ve {(Vﬁ,(pﬁ)}ﬁeJ diferensiyellenebilir

yapilara sahip M ve n boyutlu Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda {Ua xVﬁ} s

M x N igin bir agik ortii olusturur. (p,q)eU, xV, igin
Py %@y U, xV, - R™"
(P.a) = (2. x9,)(P.9)=(2.(P) 9 (a))
olmak iizere (Ua xVy, 0, x(/)ﬁ), M xN igin diferensiyellenebilir yap1 meydana getirir. Bu

yapt ile birlikte M x N manifolduna ¢arpim manifoldu denir [60].

Tanm 2.4.2. (M,qg,,) ve (N,g,) Riemann manifoldlar olsun. 7 ve o, MxN
¢arpim manifoldundan, sirasiyla, M ve N ye izdisiim fonksiyonlar
7:MxN—>M

(p.a)—>p
c:MxN —N

(p,q) —>q

seklinde tanimli olsun. Bu durumda

g(X,Y) = 0w (7Z'*X,7Z'*Y)+ Oy (O'*X,G*Y)
seklinde tanimlanan g, pozitif tanimli simetrik bilineer formdur. Béylece (M xN,g) bir
Riemann manifoldu olup bu manifolda ¢arpim Riemann manifoldu denir.

M xN ¢arpim Riemann manifoldu asagidaki 6zellikleri saglar;

a) x ve o izdisimleri C* doniistimlerdir ve bu doniisiimler birer submersiyondur.

b) Bir ¢:P— M xN doniisiimiiniin C* olmasi igin gerek ve yeter sart hem 7o

hem de oo ¢ doniisiimlerinin C* olmasidir.
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c) Herbir (p,gq)e M xN igin
qu:{(r,q)eMxN :reM}
pxN={(p,r)eMxN:reN}

alt kiimeleri M x N nin alt manifoldlaridir.

d) Herbir (p,q) e M xN igin, 7|, M xq dan M ye diffeomorfizmdir ve
O |, PxN den N ye difeomorfizmdir. (b) den

T, oM=T

(p.a) (0.0 (M xQ) ve T, )N =T, ) (pxN)
uzaylar1 (p,q) noktasinda M x N nin tanjant altuzaylaridir. Boylece

TpoMxN)=T, M®T, N

(p.a) (p.q)

dir. Buradan her X eT_  ,MxN i¢cin X €T

(p.q) woM ve X,eT, N olmak iizere

(p.q)

X =X, + X, olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [32,66].

Tamm 2.4.3. (M xN,g), m-boyutlu bir garpim Riemann manifoldu olsun. M xN
tizerinde

F=tl, F2=1 (24.1)
olacak sekilde (1,1) tipinde tensdr alani tanimli ise F ye hemen hemen ¢arpim yapi,
(M xN,g,F) iglisiine de hemen hemen ¢arpim Riemann manifoldu denir [66].

(M xN,g,F) bir hemen hemen ¢garpim Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

p:%u+Fy Q:%U—F)

projeksiyonlar1 gozoniine alindiginda
P+Q=1, P°=P, Q*=Q, PQ=QP=0, F=P-Q
ve F?=1 oldugu kolayca goriilir. Boylece P ve Q projeksiyonlar1 global olarak

distribisyonlar tanimlar. F nin 6zdegerleri +1 dir.

M x N {izerinde tanimlanan Riemann metrigi acik olarak her X,Y €T (M x N ) icin
g(FX,FY)=g(X,Y) (2.4.2)
veya

g(FX,Y)=g(X,FY) (2.4.3)
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sartlarini  saglar. F?=1 oldugundan T(M xN) nin distribiisyonlarmin integral
altmanifoldlar olan (M Oy ) ve (N, Jy ) birer Riemann altmanifoldlardir. Yani
TM ={X eT(MxN):FX =X}
ve
TN={X eT(MxN):FX =-X}
dir. Boylece T(M xN) nin dikey ve yatay distribiisyonlarmin integral altmanifoldlari,

sirastyla, (M, g,,) ve (N, g, ) Riemann manifoldlaridir [32].

Tanimm 2.4.4. MxN bir ¢arpim manifoldu, g ve F de M xN {izerinde, sirasiyla,
Riemann metrik ve hemen hemen ¢arpim yapi olsun. X,Y e ;(( M x N ) icin

w(X,Y)=g(X,FY) (2.4.9)
seklinde tanimli tensore ikinci temel form denir. Bu tensoriin simetrik tensér oldugu
kolayca goriiliir. ¥ ikinci temel formu

Y(FX,FY)=¥(X,Y)

esitligini saglar [32].

Tanmm 2.45. (M xN,F,g) hemen hemen garpim Riemann manifoldu olsun. Bu
durumda X € y(M xN) igin
V,F=0 (2.4.5)

ise MxN vye yerel carpim Riemann manifoldu denir. Burada V Levi-Civita
konneksiyonudur [66].

Lemma 2.4.1. (MxN,F,g) bir yerel ¢arpim Riemann manifoldu olsun. Bu

durumda, V Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere asagidakiler denktir [4]:
i. VF=0,
i. V¥¢=0.

Teorem 2.4.1. (MxN,F,g) bir yerel ¢arpim Riemann manifoldu olsun. Bu

durumda X,Y,Z eF(T(M x N)) icin,
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i. R(X,Y)FZ=FR(X,Y)Z,
i. R(FX,FY)=R(X,Y),
ii. R(X,FY)=R(FX,Y)
dir. Burada R hemen hemen ¢arpim Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensoriidiir

[4].
2.5. Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar

Tanim 2.5.1. M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M

tizerindeki her noktada

n /\(d77)n #0
kosulunu saglayan bir n diferensiyel 1-formu varsa , ya kontakt form, (M, #) ikilisine de
kontakt manifold denir. Kontakt manifoldlarda 77/\(d77)n¢0 bagintist M manifoldu
tizerinde bir hacim elementine karsilik gelir ve bundan dolayt M  manifoldu

yonlendirilebilirdir. Burada (d?])n ifadesi d7 nin kendisi ile N defa dis ¢arpimin1 gosterir.

n, 1-form oldugundan dz, 2-form ve nA(dn)" ifadesi (2n+1)-form olur. Bu yiizden

kontakt manifoldlar (2n+1) -boyutlu manifoldlardr [11,28].

Tamm 2.5.2. (M,7) bir kontakt manifold ve X e'(TM) olsun. X =& olmak
uzere

n(£)=1 ve dn(&X)=0 (25.1)
olacak sekilde bir £eI'(TM) vektor alani varsa ¢ ye n kontakt yapisinin karakteristik

vektor alant denir. Burada

&M T, (P)

peM

birebir ve érten (1,0) tipinde bir tensor alanidir [11].
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Tanmm 2.5.3. M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve I, T™
tizerinde 6zdeslik endomorfizmi olsun. M T{izerinde (1,1) tipinden bir tensor alani ¢, bir

vektor alant ¢ ve bir 1-form » olmak iizere
¢ =-1+n®¢, n(£)=1 (25.2)
seklinde tanimli olsun. Bu durumda (¢,&,7) tglisine bir hemen hemen kontakt yap: ve

(M, ¢,&,17) ye ise bir hemen hemen kontakt manifold denir [11].

Teorem 2.5.1. (M,¢,&,77), (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontakt manifold olmak

lizere X,£el'(TM) ve X =¢& igin

i. ¢£=0, (2.5.3)

ii. nogp=0, (2.5.4)

iii. rankg=2n (2.5.5)
dir [11].

Tamm 2.5.4. (M,¢,£,77), (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontakt manifold olsun.
X,Y el'(TM) ve £ eI’ (TM) olmak iizere

9 (X, 4Y) = g(X,Y)=n(X)n(Y) (2.5.6)
seklinde bir Riemann metrik tamiml ise (¢,&,77,9) dortliisiine bir hemen hemen kontakt
metrik yap1 ve (M, ¢,&,7,9) ye ise bir hemen hemen kontakt metrik manifold denir.

(2.5.6) esitliginde Y yerine ¢ yazildiginda

n(X)=g(X,$) (2.5.7)
elde edilir [11].

Teorem 2.5.2. (¢,&,77) yapisi ile verilen (2n+1) boyutlu bir hemen hemen kontakt

manifold M olsun. Bu durumda VvX,Y € y(M) igin

g(#X.4Y)=9(X.Y)=n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [11].
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Sonug 2.5.1. (¢,&,n7) yapist ile verilen (2n+1) boyutlu bir hemen hemen kontakt
M manifoldunda VX,Y eI'(TM) igin

g(gX,Y)+g(X,¢Y)=0 (2.5.8)
dir [11].

Sonug 2.5.2. (4,&,77) yapist ile verilen (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt
M manifoldunda X eT'(TM) igin

g(4X,X)=0 (2.5.9)
dir [11].

Teorem 2.5.3. M, (2n+1)-boyutlu kontakt manifoldu verilsin. Bu durumda M de
kontakt  1-formu vardir. Bu 5 1-formu yardimiyla M de X,Y eI'(TM) igin
dn(X,Y)=g(X,¢Y) (2.5.10)

olacak sekilde (¢,&,7,9) hemen hemen kontakt metrik yapist bulunur [28].

Tamm 2.5.5. (M, ¢,&,77,9) hemen hemen kontakt metrik manifoldu verilsin. Bu
durumda vX,Y eI'(TM) igin

D(X,Y)=g(X,4Y) (2.5.11)
seklinde tammli @ tensériine (¢,&,77,9) hemen hemen kontakt metrik yapisinim ikinci

temel formu denir [11,20].

Tanmm 2.5.6. ®, (M,¢,&,77,9) hemen hemen kontakt metrik manifoldu tizerinde
bir 2-form olmak tizere

O =dn
esitligi saglaniyorsa M ye bir kontakt metrik manifoldu (hemen hemen Sasakian
manifoldu) denir.

¢ tensOr alaninin Nijenhuis tensorii

N(X,Y)=@[X,Y]+[X, oY |-[#X,Y]-g[ X, Y], XY e[(TM)
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seklinde tanimhidir. Burada
N(X,Y)+2d7(X,Y)E=0

ise (¢,£,1m7,9) hemen hemen kontakt metrik yapisina normaldir denir [11].

Tamim 2.5.7. (M, ¢,&,77,9) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. , ve
@ kapali ise M ye bir hemen hemen kosimplektik manifold denir. (¢,&,77,9) hemen
hemen kontakt metrik yapist normal ise (M,¢,&,7,9) manifolduna kosimplektik
manifold denir [11].

Teorem 2.5.4. (M,¢,§ B g) hemen hemen kontakt metrik manifoldu verilsin.
(M 0, &1, g)nin kosimplektik olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ nin paralel olmasidir.

Yani, V, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

Vé=0 (2.5.12)
dir.
(M, ¢,&,m,9) kosimplektik manifoldu igin asagidaki esitlikler elde edilir [10, 46];

i. Vg=0, (2.5.13)
ii. V=0, (2.5.14)
iii. ve=o. (2.5.15)

Teorem 2.5.5. (M, ¢,&,77,9) bir kosimplektik manifold olsun. Bu durumda M nin
egrilik tensorii ve kesit egriligi herhangi X,Y e (M) i¢in asagidaki 6zellikleri saglar:
i R(#X,4Y)=R(X,Y),
i K(@X,4Y)=K(X,Y),
ii.  K(X,£)=0.

Ayrica X, Y ve ¢X, @Y vektorlerinin ortonormal olmasi durumunda

iv.  g(R(X,#X)Y,gY)=—K(X,Y)=K(X,gY)
saglanir [11,27].
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Ornek 2.5.1. R* de (xl,xz,x3,x4) standart koordinatlar olmak t{izere R* iizerinde

J; ve J, kompleks yapilari

0 0 0 0
Wl—|=— 4| —|=——
ox, ) OX, OX, oX,
o[22 sfe) 2
OX; ) OX, OX, 0%,

0 0 0 0
Ll —|=—, | —|=——
OX, ) OX, OX, oX,
o[22 (e e
0%, 0X, X, ) 0OX,

seklinde verilsin. Ayrica (X, X,, X;,X,,t) koordinatlartyla verilen R® =R*xR Oklid uzay:

tizerindeki 5 formu

n =dt
d ..
olsun. &£ =— icin
g i

d

n(ﬁ):dt(ajzl

olur. Ayrica O0:R° —{0,%} diferensiyellenebilir ~ bir  fonksiyon  olsun.
X :(a,b,c,d)ef(TR4), heC” (RS) icin R iizerinde
d :
q{x +h&J =(cos8)J, X —(sind)J,X
5

olmak iizere ¢ endomorfizimine karsilik gelen matris

0 cosd -sind 0 O]
—cosé 0 0 sind 0

¢=| sind 0 0 cosé 0
0 —sind -cosd 0 O

0 0 0 0 1]

seklindedir. Bu durumda

31



-1 0 0 0 Ofa
d 0 -1 0 0 O0jb d
¢2(X+h—j: 0 0 -1 0 Ofjc|=—X+h—
dt dt
0O 0 0 -1 o0jd
0 0 0 0 1]h

bulunur. Ayrica X =ai+bi+ci+d o olmak tizere

oX,  OX,  OX OX,

n(X +hij:dt ai+bi+ci+di+hi =h
dt oX, OX, OX  Ox, dt

olur. Buradan

2 d)__ d
i (X+haj— X+77(X+hdtj§

dir. Boylece R® iizerinde bir g Oklid metrigi ile birlikte (¢,£,17,9) yapist bir hemen

hemen kontakt metrik yapidir. Bu yapi ile birlikte R® bir hemen hemen kontakt metrik
manifolddur [56].

Ornek 2.5.2. R*™ iizerinde kartezyen koordinatlar {Xl,xz,...,XZH,Z}, i=1..n,

olsun. §:§ez(R2”+l) ve 17 =dz kontakt formu igin
z

n(§)=1
dir. Ayrica ¢ endomorfizimi
0 o, O
g=\-6; 0 O
0O 0 O

0 0 0
eklinde tammmlanirsa X =(a,,8,,...,8,,,,)=& —+...+a,, —+a,, ,—€ R
$ (a1 2 2 +1) & o%, 2 ox,. 4 5, Z( )

olmak lizere

0 0 0
U(X):dz[%a+azaz+---+azn+1§}:a?n+l

ve
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elde edilir.

Bu durumda (¢,&,77) hemen hemen kontakt yapr ile birlikte R*™ bir hemen hemen

kontakt manifold olur.

Diger taraftan R*™" hemen hemen kontakt manifoldunda g metrigi

g= Z( dx +(dy,) ) (dz)2

seklinde tanimlanirsa (¢,§,77, g) yapist R*™ {izerinde bir hemen hemen kontakt metrik
yapt olur. Ayn1 zamanda ¢ endomorfizimi paralel oldugunda bu yap1 bir kosimplektik
yapidir. (¢,&,17,9) kosimplektik yapisi ile birlikte R*™* bir kosimplektik manifold olur
[49].
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3. CARPIM RIEMANN MANIFOLDLARINDA POINTWISE SLANT
SUBMERSIYONLAR

3.1. Hemen Hemen Carpim Manifoldlarinda Pointwise Slant Submersiyonlar

Tammm 3.1.1. (M, g,,,F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N, g, ) bir
Riemann manifold ve 7:M — N bir Riemann submersiyon olsun. Herbir peM igin

F(X) ve (QEkﬂ'*)p uzayl arasindaki @(X) agisi, sifirdan farklh X eI'(gekr, )

vektoriiniin segiminden bagimsiz ise 77 ye bir pointwise slant submersiyon denir. 6 agisina
ise pointwise slant submersiyonun slant fonksiyonu denir.

Bu 6(X) agist peM nin segiminden bagimsiz ise 77 ye slant submersiyon denir. ¢

acisina ise slant submersiyonun slant agisi denir [47].

Ornek 3.1.1. 9:R* >R reel degerli fonksiyonu i¢in R* {izerinde hemen hemen
¢arpim yapi
F, =((cos@)b—(sin@)a,(cos@)a—(sind)b,(cosd)d —(sin@)c,(cos@)c+(sinH)d )
olmak iizere 7:R* — R?* doniisiimii

ﬂ(xl,xz,xg,x4):(%’%j

seklinde tanimlansin. 7z, donilisim matrisi

1 1
— 0 —-—— 0
_| V2 V2
T 1 1
0 = 0 -—-—
V2 2
dir. Buradan
cekz. =span U:i i _0.,90
oX, OX, OX, OX,

ve



((s:ekﬂ-*)L =span< X :i_i, Y =i_£
0% 0% OX, 0%,

elde edilir. O halde 7 bir Riemann submersiyondur.
7, 0 slant fonksiyonu ile bir pointwise slant submersiyondur.

(M,gM,F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N,gN) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda
U eI'(cekr.) igin

FU =ypU +aU (3.1.2)
seklinde belirtilir. Burada wU ve @J, FU nun, sirasiyla, dikey ve yatay bilesenleridir.
Ayrica X EF((Qekﬂ;)L) icin

FX =BX +CX (3.1.2)

dir. Burada BX ve CX, FX in, sirasiyla, dikey ve yatay bilesenleridir.
(2.3.11), (2.3.12) ve (3.1.1) esitlikleri kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.1.1. (M, g,,,F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N, g, ) bir

Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. V, M iizerinde

Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere U,V eT"(gekz. ) igin

(Vua))V =C7V -T,yNV (3.1.3)

(Vow )V = BTV — T,V (3.1.4)
olur. Burada

(Vyo)V =HV, oV —aV,V, (3.1.5)

(Vuw )V = VoV —pV v (3.1.6)

dir.

Tanim 3.1.2. (M .Gy, F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N , gN) bir

Riemann manifold ve #z:M —N bir Riemann submersiyon olsun. Herhangi

U,V eI'(¢ekz.) igin

(Vy@)V =0 (3.1.7)
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ise @ ya paraleldir denir.

Boylece ¢arpim Riemann manifoldlari i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.1. (M O s F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N L0y ) bir

Riemann manifold ve 7:M — N bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda 7z nin bir
pointwise slant submersiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart 6 reel degerli fonksiyon olmak

luzere
v’ =(cos’ )] (3.1.8)

dir.

Ispat: Herhangi bir sifirdan farkli U e I'(gek. ) i¢in

vV

cos’ 0 =
[FU]
olur. (2.4.2) ve (3.1.1) esitlikleri kullanildiginda

9y (¥?U.U) =gy (yU.pU)
=cos’ dg,, (U,U)

bulunur. Buradan
v’ =(cos’ 0)!

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.1. (M, g,,,F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N, g, ) bir
Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda
herhangi U,V eT(cekr.) igin asagidaki esitlikler saglanir:

gw (wU,wV)=cos’dg,, (U,V), (3.1.9)

gy (e, 0V )=sin®6g,, (U,V) (3.1.10)

Ispat: (3.1.1) ve (3.1.8) esitlikleri kullanilarak (3.1.9) ve (3.1.10) esitlikleri elde

edilir.
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Lemma 3.1.2. (M, g,,,F) bir hemen hemen ¢arpim Riemann manifold, (N, g, ) bir
Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. @ paralel ise
7,,wU =cos® 07,U (3.1.11)

dir. Burada ¢, 7 nin slant fonksiyonudur.

Ispat: » nin paralel oldugunu varsayalim. O halde U,V e T"(gekz.) i¢in (3.1.3) den
T,yU =CT,U
dir. U ve V nin yerleri degistirilip (2.3.5) esitligi kullanilirsa
TV =TpU
elde edilir. V nin yerine wU yazilip (3.1.8) esitliginden
7,,wJ =—(sin 20)U +cos’ H{Z,U +V, U } —V,, cos? U
bulunur. Bu durumda
7,,,wU =cos® 67,U
olur. Boylece ispat tamamlanir.
Asagida adjoint doniistimler i¢in bazi karakterizasyonlar verildi:

(M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlar ve 7:M; — M, bir doniisiim olsun. Bu

durumda 7 nin “z. adjoint doniisimii X eT,M,, Y €T,

M, ve peM, igin
0,(X, 7Y )=0,(7.,X.Y) (3.1.12)
seklinde tanimlidir.

Herbir p €M, i¢in 7!,
ﬁfp : ((gekﬂ* )L ( p)’ glp((gekm)L)(p)) - (range”*( p)’ ng(rangem)(q) )’
seklinde belirtelim. ﬂfp 1n adjointi *ﬂfp s ranger. (q) - ((;ekﬂ'* )L ( p)
(7)Y =Y (3.1.13)

seklinde tanimli bir lineer izomorfizmdir. Burada Y € F(rangemp ), g= 7[( p) dir. Ayrica

(”jp )_1 - (*”*p)h = *(”’Pp)

esitligi yazilir [10].
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Teorem 3.1.2. (M,g,,F) bir yerel garpim Riemann manifold, (N,g,) bir

Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. O halde 7 nin

harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
iz'7. (V) (), oy (.)))-izoT jo(.) +i2C 7. (V2.)((). @) =0 (3.1.14)

dir.

ispat: X e F((gekm )L) olmak tizere (2.3.11) esitliginden

gu (70U, X) =gy (VoU -V,U, X)
yazilir. V,U =W, U oldugundan

gu (VoU, X)=0
dir. O halde

9w (70U, X) =g, (VoU, X) (3.1.15)
olur. (2.4.2) esitligi kullanilirsa

Ou (ZLU, X) =9y (F(VUU)’FX)

elde edilir. Tanim 2.4.5 den

9y (70U, X) = gy (VuFU, FX) (3.1.16)
bulunur. (3.1.1) esitligi kullanilirsa

gw (ZoU, X) =g, (VuwU, BX)+gy, (Vo FX) (3.1.17)
dir. Ayrica (2.4.1) ve (2.4.2) esitlikleri goz oniine alinirsa

9w (LU, X) =g, (VyF (wU), X)+9,, (Ve ,FX) (3.1.18)
bulunur. Son esitlikte

du (VoF (WU), X) =g, V¥, X )+ 9y (VyopU, X) (3.1.19)

dir. Burada (3.1.8) esitligi kullanilirsa

du (VuF ($U), X) =gy (Vy (cos* 0)U, X )+ gy, (VyoyU, X)
=—(sin20)U 6] g, (U, X)+cos*bg,, (V U, X)
+0y (VyoyU, X)

olup
9w (VuF (wU), X)=cos’0g(V,U, X )+g, (VyopU,X) (3.1.20)
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bulunur. Diger taraftan (2.3.12) ve (3.1.2) esitliklerinden
Oy (VyaoJ,FX) =g, (VyaUJ,BX)+g,, (V,aU,CX)
=gy (HV,aU,BX)+g, (T,eU,BX)
+0y (VyoJ,CX)
= gy (VyaJ,FX) =g, (7 eU,BX)+g, (V aU,CX) (3.1.21)
elde edilir. (3.1.20) ve (3.1.21) esitlikleri (3.1.18) de yerine yazilirsa
gw (75U, X ) =cos? 8g,, (V,U, X)+g,, (VyepU, X)
+0y (7o, BX ) +g,, (VyaJ,CX)

olur. (2.3.11) esitliginden
sin®0g,, (7,U, X) =gy, (VyopU, X)+49,, (T eJ,BX)+4g,, (V,aJ,CX) (3.1.22)
bulunur. Burada (2.4.1) ve (3.1.2) esitlikleri kullanilirsa
gw (7,0, BX) =g, (Ty@J,FX —CX)
= gu (7y0U, FX)
= gu (F(T,al), F?X)
=9u (F(Zyal),X)

= gy (TyaJ,BX) =g, (o(T,al), X) (3.1.23)
dir. (2.3.16) den

Oy (Vo@yU, X)=-g, (Vz(U,0pV),z.X) (3.1.24)
ve

gy (Vyad,CX)=-g, (Vyz (U,al), 7. (CX)) (3.1.25)

olup bu esitlikler (3.1.22) de yerine yazilirsa
sin?0g,, (7,U, X ) =-9, ((Vz.)(U,0pU), 7. (X)) + gy (0T, X)

(3.1.26)
0, (V) (U.00), 7. (CX)
elde edilir. Ayrica (3.1.12) den
N (V;z; (U, opU), 7. X ) =0y (*72'* (V?Z'* (U, opU )), X) (3.1.27)

Oy (V7 (U, V), 7. (CX)) = gy (7. (V72 (U,eV)),CX)
=gy (7 (V7 (U,aV)),FX)

= gu (F(7 (V2 (U,aV))), X |
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= gy (V7. (U, V), 7. (CX)) =g, (C 'z (V7. (U, ), X ) (3.1.28)
dir. (3.1.27) ve (3.1.28), (3.1.26) da yerine yazilirsa

sin 09, (7,U, X) ==0, (7. ((V7.) (U, 0pU)), X )+ 9y, (0T 0, X)

-0y (C'z.((V7.)(U,aV)), X).

bulunur. Son esitligin Iz i alinarak ispat tamamlanur.

Teorem 3.1.3. (M,gM,F) bir yerel ¢arpim Riemann manifold, (N,gN) bir
Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda X
ve X', m-bagl vektor alanlari ve VN, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olmak
tizere liflerin M de total geodezik altmanifoldlar olmasi i¢in gerek ve yeter sart
U,V eI'(gekz.) igin

gy (Vi (), 7. (aV))=—sin* 6g,, ([U,X ],V )+sin 20X [6]g,, (U.V)

—gy (AyopU V)—g, (AU, pV) (3.1.29)

dir.

Ispat: (2.3.8) ve (2.3.12) esitliklerinden
Om (%V, X)=_gM (/]IJX’V)
=0y (VuX—HVX,V)
=—0y (VuX,V)+0, (HV X, V)
=—0y (Vu X V)
olur. Burada (2.4.2), (2.4.5), (3.1.1) ve Tanim 2.1.7 kullanilirsa
Ou (T, X) ==, ([U. X].V)-gy (VxpU,FV)-g, (V aU,FV) (3.1.30)

bulunur. Bu esitlikte

Ou (VXWU’FV): Ow (F(VXV/U)’FZV)
=0y (Vx Fl//U,V)

=0, (VXV,ZU ,V)+ Oy (an)t//U ,V)

dir. (3.1.8) den
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Oy (Vi U, FV) =g, (V4 (c0s’ 0)U.V )+g, (ViopU V)
=-sin20X [0]g,, (U.,V)+cos’8g,, (V,U,V)

+0y (VyopU,V) (3.1.31)
olup
O (VxowU V) =g, (HV, opU + A 0pU.V)
=gy (AopU V)
esitliginden yararlanilirsa
Oy (ViU ,FV)==sin20X [6]g,, (U.V)+cos® bg,, (V,U,V)
+0y (AcopU V) (31.32)

bulunur. Diger taraftan (3.1.30) esitliginde
O (ViU FV) =g, (HV,aJ,ypV ) +9,, (A, pV )
+0y (Vi ,aV)
= gy (ViU FV) =g, (A, wV)+g,, (ViaJ,aV) (3.1.33)
elde edilir. Ayrica (2.3.16) den
Oy (Vi V) =g, (Viz (), 7. (V) (3.1.34)
olup (3.1.32), (3.1.33) ve (3.1.34) esitlikleri (3.1.30) esitliginde goz 6niine alinirsa
9w (TV. X)==0, ([U,X].V )+sin26X [6]g,, (U.V)
—cos” 09, (VU ,V)-g,, (AoypU.V)
~Qy (Al WV ) - gy (V>N<'7T*(WU )ﬂ*(a)V))

bulunur. Burada
Ou (VxU.V)=-0y ([U, X].V) =gy (TV, X)
esitligi kullanilirsa
sin® g, (7,V, X ) =—sin’6g,, ([U, X].V ) +sin20X [6]g,, (U.V)
~gu (Ac@ypU V) =g, (AaJ,pV)
~gy (VY7 (), 7 (V)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.4. (M,g,,,F) bir yerel ¢arpim Riemann manifold, (N,g,) bir

Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda X

41



ve X', m-bagl vektor alanlar1 ve V7, 7 boyunca Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere

7 nin bir total geodezik doniisiim olmasi igin gerek ve yeter sart U,V eT'(cekrz.) ve
Y T ((gekr.) ") icin

g (Vi (), 7. (V) =—sin’ 0g,, ([U, X].V ) +sin20X [0]g,, (U.V)

—gy (Ay0ypU . V)-g,, (AU, pV) (3.1.35)
ve

0y (A, BY)=—g, (Viz(opU), z.(Y)) -0, (Viz(al),7.(CY))  (3.136)

olur.

Ispat: Tanimdan 7 nin total geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi
X,Yel(TM) i¢in (Vz)(X,Y)=0 olmasidir. Teorem 3.1.3 ve (2.3.17) esitligini
kullanarak (3.1.35) esitligi elde edilir.

Diger taraftan (2.3.3) ve (2.3.16) esitliklerinden

0 ((V2) (X.0), 7. (1)) =0, (7. (V,0), 2. (Y )

==gu (VxU.Y)
olur. Burada (2.4.1), (2.4.2) ve (3.1.1) esitlikleri kullanilirsa
0 ((V2)(X,U), 7. (¥)) =0y, (VFU, FY)
=—0y (VywU,FY)—-g, (V,aU,FY)
=—0y (F(VxpU),F¥)-g, (V aU,FY)
==0y (F(V,pU).Y)=g, (ViU FY)
=0y (ViF(wU).Y)=g, (V e, FY)
= gy (V) (X,U),m(Y))==0y (Vi U.Y ) =gy (VxopU,Y ) =g, (V e, FY)
elde edilir. (3.1.8) esitliginden
gy ((Vz)(X.U), m(Y))=—cos’ g, (VxU.Y ) -0y (VxopU,Y)
—0y (ViU ,FY)
bulunur. (2.3.14) ve (3.1.2) den
gy ((Vz)(X,U), m(Y))=—cos’ g, (VxU.Y ) -0y (VxopU,Y)
—0y (Axel, BY ) - gy, (Vxal,CY)

dir. (2.3.16) esitligi gdz oniine alinirsa
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gy ((V2)(X,U),7.(Y)) =cos® 0g, (V7. ) (X.U ). 7. (Y)) = Gy (VU Y)
—Gu (AXW’BY)_QM (VXCOU,CY)

elde edilir. (2.3.17) den
sin?0g,, ((V.)(X,U),z(Y))=-9y (ViowU,Y)-g, (AaJ,BY)
~Qy (V@ CY)
==0, (V% (m (@pV)), 7. (Y)) - gy (Al BY)
=0 (V5 (. (a0)), . (CY))

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

3.2. Yerel Carpim Riemann Manifoldlarda Pointwise Slant Submersiyonlar i¢in
Egrilik iliskileri

Bu alt boliimde, yerel carpim Riemann manifoldlarindan Riemann manifoldlarina
taniml1 olan pointwise slant submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerin kesit egrilikleri

incelenmektedir.

(M, g,,,F) bir yerel ¢carpim Riemann manifold, (N, g, ) bir Riemann manifold ve
7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Ayrica M, N ve herhangi bir 7z (x)

lifinin kesit egrilikleri, sirasiyla, K,,, K, ve K seklinde gosterilsin. O halde asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1. (M,g,,F) bir yerel garpim Riemann manifold, (N,g,) bir

Riemann manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda M

tizerindeki U,V dikey vektor ve X,Y yatay vektor alanlari i¢in
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Ky (U.V) =K, (m.oU ﬂ*a)V)+K yU,wV)—g, (o[yU,U] 0wV V])
~Ou (VT w WV WU)+9M (( A)

(

( o wv)+|| ol
~gy (o[wU, u] HV, 0yN —HV,,

(e

(

wJ
cos*6g,, (7,U, 7,V )

Awa)V”

g, ( WU,a)V)

+0y (MY, 0, HY, 00V ~HY oV )+ 9, ((V,, A) N U

—Ou (@
—Oyu (HVyoypU, HV, opV -HV

[WW . V], HV,0pU -HV ))+| aUl//V”
N )-

| [wv U]+ cos® W,V —sin 200 [B]V + T wpV ~ ¥, p U

| [wu V] +cos® ¥, U —sin 20V [0]U + Ty~ pV |

~cos*0{g, (T,U, o[yV .V |+ HV, 09V ~HV oV )

+ 0y (TV,0[yU, U]+ HY 0pU —HV el )}

+o[yU V] +cos® OT,U + HV, 0yl - RV, oV, (3.2.1)

Ky (X,Y) =K, (7.CX, z.CY)+K (BX,BY )~g,, (75BX, 7, BY)
~0u ((Vey T )g BX,CY )+ 0y ((VexA),, CY.BX)
| CY I+ A BX| +| 70 BY
~0u ((Vex T )gy BY,CX )+ 9y ((ViyA)oy CX,BY)
N Tey X[ + A BY [ =3 Ac Y] (32.2)

ve
Ky (X,U) =K, (7CX, el )+ K (BX,pU ) —cos? 6g,, (To BX, T,U)
~0y (TexBX, 0[pU, U]+ HV,0pU -1V, ol )
~g, (( vaT BX, el )+ gy ((VexA),, @J,BX)
Oy (Vex 7)o wU, cx)+ 9u ((V,u ), CXwU)
+ef y/U,X]+cos 0AU +HY oyl —HY,,CX|
| [wu . X]-sin 20X [0]U +cos? OV U + A, 00 ¥, BX|

[ Tox V[ +[ A0 BX [ + Ay U] =3 A V[ (32.3)
dir.

44



Ispat: M bir yerel carpim Riemann manifoldu olsun. O halde
Ky (UV)=K,, (FU,FV)
yazilabilir. Herhangi U,V € I'(cekz. ) i¢in
Ky (FU,FV) =K, (yU,pV)+K,, (WU, oV )+K,, (U, pV)+K, (U, aV)  (3.2.4)
dir. Burada (2.3.21) esitligi kullanilirsa
Ky (wU,wV) =K (yU,pV)-g, (o[pU,U],0[pV.V])-cos*0g,, (T,U, T,V )
—cos’0{g,, (T,U, o[V V ]+ HY, opV —HV , oV )
+0y (V. 0[pU U]+ HV,0pU - RV, eJ )}
+|o[wU . V]+cos® OT,U + HV, oyl —HY oV H2
~gy (@[yU, U], HV, 0pV -1V, oV )
~gu (@[wV V], HV oyl —HV ol )
~0y (HVyopU, HV, 0yN —HV oV )

+0u (HV, @, HV, 0pN —HV oV ) (3.2.5)
bulunur. (2.3.23) esitliginden

Ku (@ gV ) =Gy (Vo 7)., WV, )+ Gy (VA 0V )+ [ AoV [
| [wV U]+ cos? 0,V —sin 20U [0V + TyopV ~V,pU| (3:2.6)
olur. Benzer sekilde islemler yapilarak
Ku (N, p0) ==y (Vo 7)o WU,V )+ 9, (Vo0 A),, @ 90 )+ A0V
~|w[pU V] +cos? 60,0 —sin2ev [0]U + T,opU -,V [ (327)
elde edilir. Ayrica (2.3.22) esitliginden
Ky (aU,aV ) =K, (mol, maV ) =3 A, V| (3.2.8)

bulunur. Burada (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) ve (3.2.8) esitlikleri (3.2.4) esitliginde yerine
yazilirsa (3.2.1) elde edilir.

X,Y e F((gekm )L) olmak {izere

K,, (FX,FY) =K, (BX,BY)+K, (BX,CY)+K,, (CX,BY)+K,, (CX,CY) (3.2.9)
dir. Burada (2.3.21), (2.3.22), (2.3.23) esitlikleri kullanilarak

Ky (BX,BY) = K (BX,BY ) +||Z7oBY | — 9y (Zax BX, 75, BY), (3.2.10)
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Ky (BX,CY) ==y, ((VeyT gy BX,CY )+ 9y ((Vix A),, CY, BX)
_”TBX CY ”2 +||-’4<:Y BX ”2 ) (3.2.11)

Ky (CX,BY) ==y, ((Vex T )y BY,CX )+ gy ((VgyA)oy CX,BY)
| Te X[+ A BY[ (3.2.12)

Ky (CX,CY) =Ky (7.CX, z.LY ) =3[ A CY|’ (3.2.13)

elde edilir. Bulunan esitlikler (3.2.9) da yerine yazildiginda (3.2.2) esitligi bulunur.

Benzer sekilde U eI'(gekz. ) ve X EF((Qekﬂ;)l) olmak iizere

Ky (FX,FU)=K,, (BX,pU)+K,, (BX,aU)+K, (CX,pU)+K, (CX,al)  (3.2.14)
yazilabilir. Bu durumda (2.3.21), (2.3.22), (2.3.23) esitlikleri kullanildiginda
Ky (BX,ypU) =K (BX,yl) - g, (7o BX, 0[pU U ]+ HV ooy U —HV ) )
+o[wu, X]+cos? AU + HV oyl ~HY,,CX |
—cos® 89,, (7 BX,7,U), (3.2.15)
Ky (BX, @) ==0y (Vi T ey BX, &)+ 0y ((VexA),,, @, BX)
| Tocad|[ + 1A BX[ (3.2.16)
Kua (CX,pU) = =0y (VexT), w1, CX )+ 0y ((V,0A) , CX.0U )
| [wu, X]~sin 20X [6]U + cos® WV, U + Aoyl ~V,, BX |
+ AV (3.2.17)

ve
Ky (CX, ) = K, (2.CX, mal ) = 3| Ay U (3.2.18)

bulunur. Bulunan esitlikler (3.2.14) de yerine yazildiginda (3.2.3) esitligi elde edlir.

Sonug 3.2.1. (M, g,,, F) bir yerel carpim Riemann manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda M

tizerindeki herhangi U,V e I'(¢ekz. ) igin
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Ky (U V) 2K, (r.aU ;mv)+K yU, V) -9, (o[yU.U],0[wV . V])
=0y (Vo T),y ¥V @ )+, (V)0 4)

(

( AV )+ | AU
~0y (@[yU, U], HV, opV —HV oV

(el

(

(rv

oJ

—cos* 8g,, (TLU, T,V )

—Ou (@

(W V], 1V 09U —HV a0 )+ AV | =3 A, oV
-0y (HVyopU, HV, 0oyV -HV )

gy (VQVT WU,a)V)
+0y (HV,y a0, HY, @pN —HV oV )+ g, (( JA) Y, y/u)

~ | [y U]+ cos® 0,V —sin 20U [O]V + T,y - WV/UH
—Hy/ WU,V |+cos? VU —sin 26V [6]U + T, U —VWV/VH
~cos’ 09, (U, 0[yV V ]+ HV, 0pV ~HV oV )

+0,, (’Z(,V,a)[wu U]+HV,0pU -HV ol )}
dir. a)[(//U ,V] =0 ve HV oV =HV, 0pU olmak iizere esitligin saglanmasi igin gerek

ve yeter sart 7,U =0 veya 6 =% dir.

Ispat: M iizerindeki herhangi U,V eT"(gekz. ) igin (3.2.1) esitligi

Ky (UV) @[yl V] +cos? T,U + HY, 0yl ~HY,, oV |
N(ﬂ*a)U ﬂ*a)V)+K(t//U WV )—gy (o[pU,U] 0wV, V])
gy WV )19, (Vi A), ol v )+

( A(uvl//u ”2
—Ou (a) wU, U VHV, oyN —'HV , oV

(e

(

cos* 09, (TLU,T,V)

)-
~Oy (@[wV V], HV oyl —HV ol )+| wuwv|| 3||A oV |
gy (HV, 09U, HY, 0pN - HV oV ) -3, ( l//U,a)V)
+0y (HY,,aJ, HV, 0pV ~HV oV )+, ((v A) oV y/U)
~ [V, U]+ cos® Vv —sin 20U [O]V + TyopV ~V U H
—H://[z//U V] +cos® VU —sin 20V [0]U + T, 0yl -V, ,yV HZ
—cos*0{g, (T,U, o[V V ]+ HV, 0y ~HY oV )

+ 0y (TN, 0[pU, U]+ HV oyl —HY ol )}

seklinde yazilabilir. Buradan
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Ky (UV) 2K, (r.aJ, ;mv)+K yU, V) -9, (o[yU.U],0[wV . V])
0 (Vs T)y WV 0 )40, (V,0e4),, @V )+ [ AU
~Oy (o] y/UU | HV oyV —HV , &V )-cos* 0g,, (T,U, T,V )
~Gu (o]

(
(Hv

(W V], 1V 09U —HV a0 )+ AV | =3 A, oV
-0y (HVyopU, HV, 0oyV -HV )

gy ( VuT), WU,a)V)
+0y (HV,y a0, HY, @pN —HV oV )+ g, (( JA) Y, y/u)
~ | [y U]+ cos® Vv —sin 20U [0V + T, oV =V, U H
—Hy/ WU,V |+cos? VU —sin 26V [6]U + T, U —VWV/VH
~cos’ 09, (U, 0[yV V ]+ HV, 0pV ~HV oV )
+ 0y (T, 0[pU U]+ HV,0pU ~HV ol )}
elde edilir. @[yU,V]=0 ve HV ,aV =HV,opU olmak iizere esitligin saglanmast igin

gerek ve yeter sart 7,U =0 veya 6 =% dir.

Sonug 3.2.2. (M, g,,,F) bir yerel carpim Riemann manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda M
iizerindeki herhangi U,V eI (gekz.) icin

Ky (U,V) <K, (m.al ma)V)+K yU,pV ) -0, (o[wU,U],0[wV.V])
=0 (Voo T),, V00 )+ 9y ((V,d) , U wv) [AupV|f
—gy (a)[l//U U], "V, 0pV —HV oV )-cos* 09, (T,U,T,V)

U

wU'/’V” Awua’V”
Ou ( t//U,a)V)

+9y (HV,o @, HY, 09V —HV oV )+ 9, ((V,0A), oV .pU)

)-
—0Ow (a)[z//V V], HV, opU - HVWU@U)+
0w (HVyopU, HV, 0N -HV )

—cos 9{9M (70U, @[V V ]+ HV, 0V ~HV oV )
+9y (TV, @[yU U]+ HY, oyl _HVW”(OU)}
+Ha)[1//U V ]+cos® 0T, U + HV, oyl —HV M Hz

_Hl//[;//u V] +cos® WV, U —sin 26V [0]U + T, opU -V yV H2
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dir. 7,cowV =0 ve cos’ WUV =@WVwU —l//[l//V,U] olmak tizere esitligin olmasi igin

gerek ve yeter sart 7 nin slant olmasidir.

ispat: (3.2.2) esitligi
Ku (UV) ]y [V U ]+ cos? 7,V —sin 26U [0]V + T, wopV ¥,y
N(;mu ma;v)+|<(y/u WV )—gy (o[wU.U],0[wV.V])
Gy (VT WV, )49y, (Vv A), @0V )+ A pU
-9, (a)[t//U U], HV,0pV - HV eV )-cos' g, (T,U, T,V )
~gy (@[wV V], HV,0pU —HV 6l )+ A,V =34 oV |
gy (HV, 0y, HY, 0y ~HV oV ) -4, (vva y/U,a)V)
+0y (HY,, U, HY, 0pV ~HY oV )+ g, ((v JA) v y/u)
—cos H{QM (T,U, 0[wV V]+HYy oV —HV oV )
+ 0y (TV, 0[pU U]+ HV 0pU - HV ol )}
+Ha)[y/U V]+cos® 0T, U + HV, woyU —HV oV H2
| [wu ]+ cos? U —sin 20V [0]U + T, oyl — V|
seklinde yazilabilir. Buradan
Ky (U,V)<K, (M)u ﬁ*a)V)+K yU, V) -9, (o[yU.U],0[wV . V])
=0 (Vo) WV, U )+ 9y (V) @] wv) [ A w0
~g,, (a)[l//U U], HV,opV —HV , oV

U

)—cos* 6g,, (7,U, T,V
~Oy (a)[t//V V], HV, opU - HV o )+| auy/V” Awa)V”
1) (5.1, .00

gy, (HV,yaJ, HY, 0pV ~HY, a)V)+gM((V A) WV, t//U)

-0y (HVyoyU, ’HV, oyV -'HV ,

_cos g{gM (LU, 0[pV V]+HV,0pV —HY oV )
+0u (TV, 0[pU U]+ HV oyl 1Y, ol )}
+Ha)[l//U V]+cos® 0T,U + HV, woyU —HV oV Hz

| L. oo 7,0 —sin 20V [A10 + T v |
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elde edilir. 7,coyV =0 ve cos® WUV = @WwU —l//[l//V,U] olmak ftizere esitligin olmasi

i¢cin gerek ve yeter sart 7z nin slant olmasidir.

Sonug 3.2.3. (M, g,,, F) bir yerel carpim Riemann manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda M

iizerindeki herhangi U e T"(cekz. ) ve X el“((gekm)l) iin
Ky (X,U) 2K, (7.CX, 7.0 )+ K (BX,pU ) -cos® 8g,, (ToBX, T,U)
~0y (Tex BX, 0[ypU, U]+ HV oopU ~HV eV )
=0y (VT )gg BX, U )+ 9y (Vix A),, U, BX)
~0u ((Vex ), ¥U.CX )+ 0y (V0 4), CX 00U
| [wu, X ]-sin 20X [6]U +cos® oWV, U + A, 0y ~V,, BX[
| Tox U +[ A B+ AU =3 Ay [

dir. o[yU,X]=0 ve HV,0pU =HV CX olmak iizere esitligin olmas: igin gerek ve

yeter sart A, U =0 veya 6 :% dir.

Ispat: (3.2.3) esitliginden
Ky (X,U)=Jo[pU, X]+c0s? 04U +HV 0yl 1V, ,CX|
Ky (7.CX, . )+ K (BX,yU ) —cos’ 8g,, (T4 BX,T,U)
~0u (Zex BX, 0[pU,U ]+ HV oy —HV el )
~Ou (VT )gy BX, )+ 0y, (VixA),, @J,BX)
-
v [wU. x]-sin 20X [0]U +cos UV, U + Ayl ~V,, BX|

AuBX[ +H AU -3 Ac [

(
(

Vex T ), WU,CX )+ 9y ((VouA),, CX.pU |

[ Texa0 | +

dir. Buradan
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| [w0. X ]-sin 20X [6]U +cos? OV, U + A oyl V., BX[
A BX[ + [ Ay U =3 A [

elde edilir. Bu durumda o[yU,X]=0 ve HV,0yU =HV, ,CX olmak iizere esitligin

| Tex ”2 +

olmasi i¢in gerek ve yeter sart A,U =0 veya 0 = % dir.

Sonug 3.2.4. (M, g,,,F) bir yerel carpim Riemann manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda M

iizerindeki herhangi U e I'(¢ek7z.) ve X el“((gekm)l) i¢in

+Ha)[1//U , X ]+cos* AU + HV, opU —'HV ,,CX H2
[ Tex @V [+ AL BX] + [ Acp U = 3] Ak U |

dir. A, opU =0 ve cos’ W, U = ﬁl//U BX —l//[wU , X] olmak {izere esitligin olmasi i¢in

gerek ve yeter sart 77 nin slant olmasidir.

Ispat: (3.2.3) esitliginden
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Ku (X,U)+ |y [0, X ]~sin 20X [6]U +cos? OVV U + A oyl —V , BX|
=Ky (7.CX, 7m0 )+ K (BX,pU ) —cos’® 09, (75, BX,7,U)

~9u (Tsx BX, 0[pU U]+ HV, ,0pU —HV o)

~Ou (Voo T )y BX U )+ 9y ((VexA),,, @U,BX)

~Gu ((VexT), WU,CX )+ 0y ((V,0A),, CX 90U |

to[pU, X ]+cos? 0AU +HY oyl ~HV,,CX|

~[Tex @V [+ AL BX] + [ AU [ -3 Ak V[

bulunur. Buradan

to[pU, X ]+cos? 04U +HY oyl ~HY,,CX |
| Tox U+ A BX[ + [ Ay U = 3] Ak

elde edilir. Bu durumda A, wyU =0 ve cos’ OW,U =V  BX -y [y, X] olmak iizere

esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart 77 nin slant olmasidir.
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4. KONTAKT METRIK MANIiFOLDLARDA POINTWISE SLANT
SUBMERSIYONLAR

4.1. Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlarda Pointwise Slant Submersiyonlar

Tammm 4.1.1. (M,¢,&,7,9,,) bir hemen hemen kontakt metrik manifold, (N, g, )
bir Riemann manifold ve 7:M — N bir Riemann submersiyon olsun. Herbir pe M igin
$(X) ve ((}Ekﬂ'*)p uzay arasindaki @(X) agisi, sifirdan farkh X e I'((cekz,)—{¢})

vektoriiniin segiminden bagimsiz ise 7z ye bir pointwise slant submersiyon denir.

Ornek 4.1.1. R®, Orek 2.5.1 deki gibi bir hemen hemen kontakt metrik yaprya

sahip bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. 7 :R> — R? doniisiimii

ﬂ(xi,xz,x3,x4,x5)=(%(xl+x3),x4j

seklinde verilsin. Burada {x,X,,X;,X,, %} ile R° uzaymin bir koordinat sistemi

gosterilmistir. Dogrudan islemlerle

1 1
= 0 = 00

=2 2
0 0 0 10

bulunur. Buradan
cekz, = span{vl = i[—ﬁJrij,vz = i,vs =£= i}

ve

1(a 2 0
ek, l=8pan{H =—[—+—},H :_}
(cekr.) AR

elde edilir. heC” (R5) olmak iizere



¢(V1 + f’&%} =cosf(JV,)—-sin6(J,V,)

5

1 1 . 1 1
=cos¥| 0,—~—=,0,——=,0 |-sind| —=,0,—=,0,0
[oF gm0 )
_[_sine cosd sind cosd OJ
,\/E 1 2 1 ,\/E ' ,\/E '
bulunur. Boylece
cosé
v, )| ==
‘g(¢V1 2)‘ N7

elde edilir.
5 . . o . cosé .
7, R” tizerinde bir Riemann submersiyon ve \g (¢V1,V2 )‘ = W oldugundan 7, ¢

slant fonksiyonu ile bir pointwise slant submersiyondur.

Ornek 4.1.2. R® {izerinde iki tensor alani

0 -10 0 0 001 0 O
100 0 0 0 00 -10
4=|0 0 0 -1 0|, 4=[-1 00 0 0
001 00 10 0 0
000 0O 00 0 0

olsun. Burada

¢, =—h¢h

dir. Herhangi bir 6:RR° — R reel degerli fonksiyonu i¢in R® iizerinde yeni bir tensor

alanim
¢ = COS 6, +sin O,
seklinde tanimlayalim. ¢ doniisiimiine karsilik gelen matris

0 —cosé@ sin@ 0 0
cosé 0 0 -sing O
¢=|-sing 0 0 —cosd O

0 sind cosd 0 0
0 0 0 0 0

dir. Ayrica
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0
:dX’ =—,
n=dx, ¢ ox,

ve g, R® iizerinde Oklid metrigi olmak iizere 77 déniisiimii

7 R® > R?

—X; X, —X
(Xl’XZ’X31X4yX5)_)ﬁ(xl,xz,xs,XA,XS)I[xl\/Es ’%j

seklinde verilsin. Bu durumda 7. doniisiim matrisi

1 1
- 0 -—= 0 0
2 J2
. 1 1
0o — 0 -—— 0
N 7
dir. Buradan

110 0 1(0 0 0
ekz. =spaniV, = —=| —+— |, V, =—=| —+— |, V, =& =—
e {1 \/E(axi axj 2 \/E(axz axJ 5= axs}

ve

1(6 o 1(o o
k) =spaniH, = —| L9 | p 1|2 _ 2
(geke.) Span{ : \/E{axl axJ 2 \/E(axz 8x4]}

elde edilir. Diger taraftan

#(V,) =cos b4, (V,)+sin 6, (V,)
_[sine cosg sind cosd O)
Z R
dir. 7 bir Riemann submersiyon ve

\g(¢v1,v2 )‘ = |cos |

oldugundan 7, § slant fonksiyonu ile bir pointwise slant submersiyondur.

4.2. ¢ eI'(cekr.) igin Pointwise Slant Submersiyonlar

Bu alt bolimde ¢ Karakteristik vektor alaminin dikey olmasma goére bazi

karakterizasyonlar elde edilmektedir.
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(M,¢,&,m,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann manifold ve
7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda U,V eI'(gekz.) igin
wU ve aJ , gU nun, sirasiyla, dikey ve yatay bilesenleri olmak tizere

A =yU +alJ (4.2.1)
dir. Ayrica X el“(((;ekm)l) icin BX ve CX, ¢X in, sirastyla, dikey ve yatay bilesenleri

olmak iizere

$pX =BX +CX (4.2.2)
dir.

(2.3.11), (2.3.12) ve (4.2.1) esitlikleri kullanilarak asagidaki sonug verilir:

Sonu¢ 4.2.1. (M,¢,&,7,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. V, M {izerinde Levi-

Civita konneksiyonu olmak tizere U,V eI"(¢ekz. ) i¢in

(Vy@)V =CTV —TpV, (4.2.3)

(Vow)V =BTV —TyaV (4.2.4)
olur. Burada

(Voo)V =HV,aV —aV,V, (4.2.5)

(Vow )V =V oV —pV v (4.2.6)

dir.

Sonu¢ 4.2.2. (M,¢,&,7,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. U,V eI'(¢cekz.) ve
YEF((Qekﬂ;)L) icin

gu (YU,V)==-g, (U,pV), (4.2.7)

gy (aJ,Y)=-g,, (U,BY) (4.2.8)
dir.
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Ispat: (2.5.8) esitliginde (4.2.1) ve (4.2.2) esitlikleri gdzoniine alimirsa istenilen

sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.3. (M,¢,&,n,9, ) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. U e I'(¢ekz.) i¢in

7,£=0 (4.2.9)
dir.

Ispat: U eT'(¢ekr.) i¢in (2.3.11) esitliginden

/]Ejfzvuf_%uéz

yazilir. Burada (2.3.10) ve (2.5.15) g6z 6niine alindiginda istenilen esitlik elde edilir.

Teorem 4.2.1. (M,¢,&£,1,9,, ) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda 7z nin bir pointwise
slant submersiyon olmasi igin gerek ve yeter sart 6 reel degerli fonksiyon olmak {izere

w? =cos’O(—1 +n®¢) (4.2.10)
dir.

Ispat: U eT"(gekr.) olmak iizere

0= Iy (QJ,pU) _ |¢U| (4.2.11)
(WiwV] o

yazilabilir. (4.2.11) esitliginde U yerine wU yazildiginda

COs

cosf=—— (4.2.12)

bulunur. Ayrica (4.2.7) esitliginden

gy (v*U,U) =g, (WU ,pU) =—|pU[ (4.2.13)
elde edilir. Burada (4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.13) esitlikleri goz oniine alindiginda
Oy (°U,¢°U) =y U ||p°U | (4.2.14)

olur. Boylece (2.5.2), (4.2.11), (4.2.12) ve (4.2.14) esitlikleri kullanilirsa
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w? =cos’O(—1 +n®¢)
elde edilir.

Tersi de dogrudan ispatlanir.

Lemma 4.2.1. (M,¢,&,1m,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Herhangi U,V eI'(¢ek.)
icin asagidaki esitlikler saglanir:

g (WU, V) =cos’ 6| g,, (U.V)-n(U)n(V)]. (4.2.15)

Oy (U, aV ) =sin?6] g, (U,V)-n(U)n(V)]. (4.2.16)
Ispat: (2.5.6), (4.2.1) ve (4.2.10) kullanilarak istenilen esitlikler elde edilir.

Lemma 4.2.2. (M,¢,&,1m,9,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. @ paralel ise
T,,yU =—cos® dT,U (4.2.17)

dir. Burada ¢, 7 nin slant fonksiyonudur.
Ispat: (2.3.5), (4.2.3) ve (4.2.10) kullamildiginda (4.2.17) esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.2. (M,¢,&,17,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda 7z nin

harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
', ((V;z* ) (() , QY ())) — I'zaﬂz)a)(.) +C'r, (Vﬂ;)(() , a)()) =0 (4.2.18)

dir.

ispat: X eF((gekm)L) icin (2.3.11) esitliginden

gy (70U, X) =gy, (VyU, X) (4.2.19)
bulunur. (2.5.6) den
I (70U, X) =gy (#(VuV). X ) +1(V U )7 (X)
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olur. £ eI'(gekr.) oldugundan

7(X) =gy (X,£)=0 (4.2.20)
dir. Bu durumda (2.5.13) den

gu (70U, X) =09y (VudU,¢X) (4.2.21)
bulunur. (2.5.2), (2.5.6) ve (4.2.1) den

Iy (TLU, X)==0,, (Vyo(wU), X )+ g, (VyalJ,¢X) (4.2.22)
yazilir. Son esitlikte

Ou (Vud(¥U), X) =gy (Vuyr®U, X )+ 9, (Vyopl, X) (4.2.23)

dir. Burada (4.2.10) esitligi kullanilirsa
g (Vud(vU),X) =0, (vU (cos?0(u —n(u)g)),x)+ 0y (VooyU,X)
=sin20U [0]g,, (U, X)-sin26U [0]7(U ) g, (£, X)
—(cos?0) g, (VyU, X)+(cos’ 0)Vyn(U) gy (£, X)
+9u (VyoyU, X)
olur. Boylece
9w (Vud(wU), X)=—cos’ 0g(V,U, X)+g, (V,opU,X) (4.2.24)
elde edilir.
Diger taraftan (4.2.2) ve (2.3.12) den
O (Vyad, 4X) =g, (Vyal,BX)+g, (V,aU,CX)
=gy (7,aU,BX)+g,, (V,aU,CX) (4.2.29)
bulunur. (4.2.24) ve (4.2.25) esitlikleri (4.2.22) de yerine yazilirsa
gy (Z,U, X) =cos® 0g,, (V U, X) -9, (VyepU, X)
+gy (Z,J,BX )+ g, (Ve ,CX)
=sin®0g,, (T,U, X)=-g,, (VyoyU,X)+g, (T,aJ,BX)+g,, (V,aJ,CX) (4.2.26)
olur. Burada
Ou (’][,a)U,BX): Ou (’][Ja)U,¢X —CX)
=0y (Zyal,¢X)
==0u (#(T,aV), X)
= gy (Tyad,BX ) =—g,, (o(Tyal), X) (4.2.27)

dir. Ayrica (2.3.16) den
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Oy (Vo@yU, X)=-g, (Vz(U,0pV),z.X) (4.2.28)
ve

gy (Vya,CX) =g, (V7. (U,al ), 7. (CX)) (4.2.29)
olup (4.2.27), (4.2.28) ve (4.2.29) esitlikleri (4.2.26) da yerine yazilirsa

sin?0g,, (T,U, X) =0, ((Vz.)(U,0pU), 7. (X)) +g,, (T,el,BX)

~gy ((V7)(U,0V), 7. (CX))
=sin?dg,, (T,U,X)=g, (*ﬂ*((Vﬂ;)(U oyV)),X)-g, (aT,aU, X)
+0y (C*ﬂ'* ((Vﬂ* ) )

elde edilir. Son esitligin [z i almarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. (M,¢,&,77,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda X ve X', 7
-bagli vektor alanlar1 ve VN, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere M de

liflerin total geodezik altmanifoldlar olmast igin gerek ve yeter sart U,V eI'(gekz.) ve
X eF((Qekm)l) i¢in

Oy (Vi (al), 7. (V) =—sin’ 0g,, ([U, X ]V )+sin 20X [0] g, (U, 4V )
+0y (AyoypU . V)—-g, (AoJ,pV)
—sin?n(VU)n(V) (4.2.30)
dir.

Ispat: (2.3.8), (2.3.11) ve Tanim 2.1.7 den
O (7oY. X) ==y ([U. X].V)-g(V,U.V) (4.2.31)
elde edilir. (2.5.6) ve (2.5.13) esitliklerinden

Am (Z(U7V):_gM ([U, X],V)—gM (VX¢U1W)_77(VXU)77(V)

= 0Om (TXU’V):_QM ([U’X]’V)_QM (VXV/U’W)
— gy (Vyad, v )—n(V,U)n(V) (4.2.32)

bulunur. Burada (4.2.10) dan
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Om (VXWU’W): Om (¢(VXWU)’¢2V)
=gy (#(VxpU)V)

= 0y (ViwU, @V )=—sin 20X [0]g,, (U,V)+cos® 8g,, (V,U,V)
+sin 20X [0]7(U)n(V)—cos® 0 (V,U )5 (V)
— gy (VyopU,V) (4.2.33)
olur. (2.3.14) esitligi kullanilirsa
Ou (ViU V) =—sin20X[6]g,, (U,V)+cos’ 8g,, (V,U,V)
+sin 26X [0]n7(U)n(V)—cos® 6n(V,U)n(V)
~Qu (AxoypU V) (4.2.34)
elde edilir. Diger taraftan (2.3.14) ve (2.3.16) esitliklerinden
Gu (Vi V) =gy (VxaJ WV )+, (Ve oV )
=gy (A W) +0, (Vz (), . (V) (4.2.35)
olup (4.2.34) ve (4.2.35) esitlikleri (4.2.32) de yerine yazilirsa
9w (V. X)=-g, ([U,X].V)+sin20X [6]g,, (U,V)-cos®6g,, (V,U.V)
+0y (AyoypU V) —g,, (AaU,pV)
~gy (Vi (al), 7. (V) -sin 20X [0]7 (U )7 (V)
—sin*On(V,U)n(V)
= sin®6g,, (7,V,X)=—sin?0g,, ([U, X ],V )+sin 20X [0]g,, (4J, 4V )
+ 0y (AopU,V)-g, (AU, pV)
—dy (Vﬁ.m (), 7. (aV ))—sin2 On(V,U)n (V)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.4. (M,¢,&£,1,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda X ve X', &

-bagli vektor alanlar1 ve V*, 7 boyunca iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

7 nin bir total geodezik doniisiim olmasi igin gerek ve yeter sart U,V e I'(gekz. ) igin
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Oy (Vi (al), . (aV ) =—sin? 09, ([U, X].V ) +sin 20X [6] g, (4U,4V )
+0y (Ac@pU V) -g,, (AU, pV)
—sin? (v, U)n (V) (4.2.36)
Oy (A, BY ) =0, (Viz (oypU), 7 (Y)) -0y (Vim (aU), 7 (CY))  (4.237)
dir.

Ispat: Tammdan 7 nin total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart herhangi
X,Y e'(TM) igin
(VZ.)(X.Y)=0
dir. Boylece (4.2.36) esitligi elde edilir.
Diger taraftan (2.3.16), (2.5.6) ve (4.2.1) esitliklerinden
0 (V) (X,U), 7 (Y))==0u (VU 4Y)
~Gu (VxpU, Y ) =0y (ViU ,4Y)
gM( x‘//U )_gM (V oJ ¢Y)
gM(V¢‘//U ) gM(VaU¢Y)

=g, ((Vz.)(X.U), O (Vxw'U.Y )+, (ViopU,Y) =g, (Viad,gY) (4.2.38)

bulunur. (4.2.2) ve (4.2.10) kullanilirsa

gy ((Vz)(X,U), 7 (Y))=—cos’ g, (VxU.Y)+g, (ViopU.Y)

~gu (Vxal ¢Y)
= gy ((VZ)(X,U),z(Y))=—cos? g, (V,U,Y ) +g,, (VyopU,Y)
— Gy (Acal,BY) =gy, (Vyxal,CY)

elde edilir. Buradan

sin? 09, ((Vz.)(X,U), 7 (Y)) =9y (VxowU,Y)-g, (AU,BY)

=0y (Vxal,CY)

bulunur. Boylece

sin 0, ((V.)(X,U),7z.(V)) = 0y (V5 (7 (0p0)) 7. (Y))

0, (Vi (. (oV)). . (CY))

—0y (AU, BY)
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elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

43. &€ F((gekm )l) icin Pointwise Slant Submersiyonlar

Bu kisimda fer((QEKﬂ;)L) olmak tizere bir kosimplektik manifoldundan bir

Riemann manifolduna pointwise slant submersiyonlar i¢in bazi temel esitlikler elde edildi.

U,V eT'(cekz.) olmak iizere (2.5.2) ve (2.5.6) esitlikleri kullanilirsa

#U=-U (4.3.1)
ve

g(gu,v)=g(U,V) (4.3.2)
esitlikleri bulunur. (2.3.12) ve (2.5.15) den

T,6=0 (4.3.3)
ve

7(VyV)=0 (4.3.4)
elde edilir.

Diger taraftan, X € (F(gekﬁ* )l) olmak tizere (2.3.14) den

A =0 (4.3.5)
dir.

Teorem 4.3.1. (M,¢,&£,1,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda 7z nin bir
pointwise slant submersiyon olmasi igin gerek ve yeter sart § reel degerli fonksiyon olmak

uzere
w’ =—(cos’ 0)1 (4.3.6)

olur.
Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 4.2.1 in ispatina benzer olarak yaplir.

(4.2.1) ve (4.3.6) esitlikleri kullanildiginda asagidaki Lemma elde edilir:
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Lemma 4.3.1. (M,¢,¢,7,9,, ) bir kosimplektik manifold, (N,g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda herhangi

U\Ve F(gekn'*) i¢in @ slant fonksiyon olmak tizere asagidaki esitlikler saglanir:

gw (wU,wV)=cos’dg,, (U,V), (4.3.7)

gy (aJ, 0V )=sin’0g,, (U,V) (4.3.8)

Lemma 4.32. (M,¢,&,1,9, ) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. @ paralel ise
T, wU =—cos’ 4T,U (4.3.9)

dir. Burada ¢, 7 nin slant fonksiyonudur.

Ispat. Bu Lemma nin ispati Lemma 4.2.2 nin ispatia benzer olarak yapilir.

Teorem 4.32. (M,¢,&£,1,9,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda 7z nin

harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Er((Ve)(().ov ()~ EoT o)+ ECx (V2)(().o() =0 (4.3.10)

dir.

Ispat. X eF((gekﬂ*)L) olmak tizere Teorem 4.2.2 in ispatinda yapilan islemlere

benzer iglemler yapildiginda
0y (T,U, X) =0, (VypU §X )+ gy, (Vo ¢X)
+1(VyU)n(X)
= 0u (#(VopU).#°X )+ 9y (Vi 4X)
olur. (4.3.1) esitligi géz Oniine alinirsa
Ou (Z,U. X) ==0y (Vu(wU). X )+ 9, (Vyald,¢X)
elde edilir. Buradan (2.5.2), (2.5.6), (4.2.1) ve (4.3.6) esitlikleri kullanilirsa
gy (Z,U, X) =cos® 0g,, (V,U, X) -9, (VyepU, X)
+0y (7, ,BX )+ g, (V e, CX)
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=sin®4g,, (7,U, X)=-g,, (VyoyU, X)+4g,, (T ,eU,BX)+4g,, (V,aU,CX)
bulinur. (2.3.16) dan
sin?0g,, (Z,U, X) =g, (V7.)(U,0pU),x (X))+gM(Ta)U BX)
-0y ((V2) (U, V), 7.(CX))
= sin* 09, (7,U, X) =gy (7. ((V7.)(U,0pV)), X ) - gy (0T U, X)

+9y (Cz.((Vr)(U,al)), X).

),
(Y

dir. Son esitligin [z i alinarak istenilen elde edilir.

Teorem 4.3.3. (M,¢,&,77,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda X ve X', 7
-bagli vektor alanlar1 ve VM, N iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere liflerin
M de total geodezik altmanifoldlar olmas: i¢in gerek ve yeter sart U,V e I'(¢ekz. ) igin

Oy (Vi (eV),z (V) =—sin’ 0g,, ([U, X].V ) +sin 20X []g,, (U.V)

+0y (AyopU,V)-g, (AU, pV) (4.3.11)
dir.

Ispat. Teorem 4.2.3 in ispatina benzer olarak (2.3.8), (2.3.11), (2.5.6), (2.5.13) ve

Tanim 2.1.8 g6z Oniine alinirsa
O (7oY. X) ==y ([U, X],V )+ 9y (Vi UV)
+Gu (VxopU,V) =gy (ViU V )
elde edilir. Dogrudan islemlerle (4.3.6) dan
9w (Z,V, X)=-g, ([U,X],V)+sin26X [6]g,, (U,V)—cos’ fg,, (V,U,V)
+0y (AyoypU V) -g,, (AaU,pV)
0, (Vi (aU), . (V)

= sin®6g,, (7,V, X )=-sin*6g,, ([U,X].V)+sin20X[6]g,, (U,V)
+ 9y (AcopU V) - gy (Al pV)
— gy (Vi (), m (aV))

olur. Buradan ispat tamamlanr.
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Teorem 4.3.4. (M,¢,&,17,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda X ve X', 7

-bagl vektor alanlari ve V*, 7 boyunca tizerinde pull-back konneksiyonu olmak iizere 7

nin bir total geodezik doniisiim olmasi igin gerek ve yeter sart U,V eI'(gekrz.) ve
Y el"(((;ekm)L) i¢cin
Oy (VX (al), 7. (V) =-sin’ 0g,, ([U, X ],V )+sin 20X [6]g,, (U,V)
+0y (AyopU V) -g, (AU, pV) (4.3.12)
ve
Oy (A, BY) =g, (Vim (opU), 7 (Y)) -0y (Viz (V). 7 (CY))  (43.13)
dir.

Ispat: Tanimdan 7 nin total geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi
X,Y eI’(TM) igin
(Vz.)(X,Y)=0

dir. Boylece (4.3.12) esitligi elde edilir.
Diger taraftan (2.3.16), (2.5.6) ve (4.2.1) esitliklerinden

g (V) (X,U), 2z (V) =gy (Vi U,Y )+ gy (ViopU,Y)
~Gu (Ve 9Y)
elde edilir. (4.3.6) dan
gy ((Vz)(X,U), 7 (Y))=—cos’ g, (V,U.Y)+g, (ViopU.Y)
~Ou (VxaJ,4Y)
dir. (4.2.2) ve (2.3.14) esitlikleri gz Sniine alinirsa
gy (Vz)(X,U), 7 (Y))=—cos’ g, (VxU.Y)+g, (ViopU.Y)
~Gu (A, BY ) =gy, (Ve CY)
bulunur. Buradan
sin® 0g,, ((V72.)(X,U), 7. (Y)) = 9y (7. (Vw0 (XU ), 2 (Y) - 9y (A, BY )
=0y (7. (Vxal), 7. (CY))

olup
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sin” 09, ((V7.)(X,U), 7. (Y)) = 0y (V& (7 (0pV)), 7.(Y)) - 9y (A, BY)
~0u (V5 (7 (a0)), 7. (CY))

elde edilir. Boylece teorem ispatlanir.

4.4. Kosimplektik Manifoldlarda Pointwise Slant Submersiyonlar i¢in Egrilik
Tliskileri

Bu alt bolimde kosimplektik manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimli olan

pointwise slant submersiyon i¢in & karakteristik vektor alanmnin dikey veya yatay

olmasina gore total uzay, baz uzay ve liflerin kesit egrilikleri arasinda bagntilar elde

edilecektir.

Teorem 4.4.1. (M,¢,&£,1,9, ) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda & e I"(gekr..)

olmak tizere M iizerindeki herhangi U,V eI'(¢ekr.) ve X,Y eF((gekﬂ* )L) igin

Ky (U.V) =K, (m.oU ﬁ*a)V)+K yU,wV)—g, (o[yU.U],0[pV V])
QM( wV a)U)+gM(( A)wua)U z//V)
0, (@[wU U] HV, 0pV —HY,, N )+ | A 0V [
~gy (0[wV V], HV,opU —HY ol ) -3 A, oV |
( V)-

—gy (HVyoyU, HV, 0yN —HV , aV )-cos’ 0g,, (7,U, V)

+0y (HV,,a, HY, 0V —HV , aV )+ |4,y U |

v lwV U] -cos? 60,V +sin 200 [B]V + 7 (V,V )& + T oV - WWUHZ
| [wu V] -cos® VU +sin 26V [6]U +7(V,U) & + Tyl ~V,pV |
—gM((vaT) wU,a)V)+gM((V A) oV z//U)
+cos’ 09, (U, 0[ypV V |+ HV, 0y —HY oV )
+0u (TV, 0[pU, U]+ HV opU - HY ol )|

+o[yU,V]-cos? 0T,U + HV, oyl ~HV oV | | (4.4.1)
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Ky (X,Y) =K, (2.CX, 2.CY )+ K (BX,BY )+ [Ty BY| — gy, (ZuxBX, T4, BY )
=0y ((VeyT )y BX,CY )+ 0y ((VixA), CY,BX)
AT ©Y [+ A X = 9y ((Vex T )y BY.CX ) =T, CX ||
+[ Ak BY [ =3[ A CY [ + Gy ((ViyA) CX,BY) (4.4.2)

ve
Ky (X,U) =K, (m.CX, mal )+ K (BX,pU )+cos? 6g,, (Toy BX, T,U )
~0y (Tex BX, 0[pU, U]+ HV,0pU ~HY el )
=0y (VT )y BX, U )+ 0y ((VixA),, @J,BX)
0 ((Vex T, WU CX )+ 0y ((V 04, CX U )
+ofpu, X]-cos? 0AU + HV, 0pU ~HV,,OX|
[y, X]+sin 20X [0]U ~cost AWV U +(V,U) &+ Aoyl ¥, BX

|| T ”2 +|4,, BX ”2 +[Aex U "2 3| A ”2 (4.4.3)
dir.

Ispat. M bir kosimplektik manifold olsun. O halde
Ky (U V) =K, (4J,4V)
yazilabilir. Herhangi U,V e T'(gekz.) igin
Ky (U, V) =K,, (yU,pV)+K,, (yU,aV ) +K,, (aJ,pV )+ K, (aU,aV) (4.4.4)
dir. Burada
Ky (wU.pV) =K (yU,pV)-g, (o[pU,U],0[wV V])-cos* 69, (7,U,T,V)
+cosze{gM (TWU, 0[yV V |+ HV, opV —HV oV )
+ 0y (TV,0[pU U]+ HY 0pU ~HY ol )}
+o[yU,V]-cos® 0T,U + HV, 0yl ~HV V|
~gy (@[wU, U], HV, 0pV —~HV oV )
~Gy (o[yV V], HV,0pU —HY o)
—Ou (HVUa)l//U HV, oyV —HVan)V)
+0 (HY,, ), HV, oyV —HV oV ) (4.4.5)

bulunur. (2.3.23) esitligi kullanilarak
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“AtuU V/V ||2

Ky, (U, pV ) =-g,, ((vaT)Wv W, ol )+ g, ((va)wU aJU,y/V)+
N[V U] -cos® v,V +sin20U [0V +7(V,V )¢+ TopV -V, 00 (446)
olur. Benzer sekilde islemler yapilarak
Ky (,0) ==y (Vs ), WU,V |+ ((V,04), VU )+ A, 00

—Hy/[y/u V]-cos? &V, U +5in 26V [6]U +7(V,U ) £+ T, opU —@WWVHZ (4.4.7)

elde edilir. Ayrica (2.3.22) esitliginden

Ky (J, oV ) =K, (e, m.aV )= 3| A, oV || (4.4.8)
bulunur. Bulunan (4.4.5), (4.4.6), (4.4.7) ve (4.4.8) esitlikleri (4.4.4) esitliginde yerine
yazilirsa (4.4.1) elde edilir.

XY e F((gekm)L) olmak tizere

K, (#X,4Y) =K, (BX,BY)+K, (BX,CY)+K,, (CX,BY)+K,, (CX,CY) (4.4.9)

dir. Burada (2.3.21), (2.3.22) ve (2.3.23) esitlikleri kullanilarak
Ky (BX,BY) =K (BX,BY )+|TyBY| g, (7 BX, Ty, BY) (4.4.10)
Ky (BX,CY) ==0,, ((Vey T )y BX,CY )+ 0y ((VixA), CY.BX)
~|ZexCY [+ A, BXJ (44.12)
Ky (CX,BY) ==y ((Vex T )y BY,CX )+ Gy ((VigyA)ey CX,BY )
| Za X[+ A BY[ (44.12)

ve
Ky (CX,CY) =K, (mCX,7r,kCY)—3||ACXCY||2 (4.4.13)
elde edilir. Bulunan esitlikler (4.4.9) da yerine yazildiginda (4.4.2) esitligi bulunur.

Benzer sekilde U eI"(gekr. ) ve X el“((gekﬂ*)l) olmak iizere

Ky (#X,80) =K, (BX,pU)+K,, (BX,aJ)+K,, (CX,yU)+K, (CX,al)  (44.14)

yazilabilir. Bu durumda (2.3.21), (2.3.22) ve (2.3.23) esitliklerinden
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Ky (BX,pU) =K (BX,yU ) -9, (ToxBX, 0[pU,U ]+ HV,0pU —~HV ,al )

+o[wU, X]-cos? AU +HY 0y ~HV,,CX |
+c0s’ 09, (74 BX,7,VU) (4.4.15)

Ky (BX, ) ==0y (VT )gy BX. @0 )+ 0y ((VexA),,, @, BX)
| Tex ]+ A BX[ (4.4.16)
Ky (CXpU) ==y (Veu ), WU,CX 0y (VA , XU 4| Aoy

|y w0, X]#5in 26X [6)U ~cos* OV, U +5(V,U )¢ + Aoyl -V, Bx“2 (44.17)

ve
Ky (CX, @) =K, (7.CX, mal ) -3 Ay el || (4.4.18)

bulunur. Bulunan esitlikler (4.4.14) de yerine yazildiginda (4.4.3) esitligi elde edlir.

Hemen hemen ¢arpim Riemann manifoldlar1 i¢in verilen sonuglara benzer olarak

asagidaki sonugclar verilebilir:

Sonu¢ 4.4.1. (M,¢,&,7,,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda & e T'(cekz..)

olmak iizere M iizerindeki herhangi U,V eT'(gekz.) i¢in

Ky (UV) 2K,

—Gu

L\ ﬂ*a)V)+K yU, V) -g, (o[pU,U],0[pV,V])

(Vo T),, WV, wu)+gM(( JA) 1//V)

(

( .
~0y (@[wU U], HV, 0V —HV oV )+ | A V|
~gyu (@[wV V], HV,0pU —HV ;o )-3| A, oV |
~0y (HV, 09U, HV, oyN —~HV,, eV )-cos’ egM (7,U,T,V)

+0u (HY,y ), HY oy —HV oV )+[ A

| [wV U] -cos? W,V +sin2a0 [B]V +7(VV )& + T,V ~V, 0|

~ | [yu V]-cos® VU +sin 26V [0]U +7 (V,U )& + T, opU —va/vu
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~Ou (Vo T),p WU,V J+ 9y ((VyuA),, @V 90U |
+cos’ 09, (U, 0[ypV V ]+ HV, 09V - HV oV )

+0u (%va[WUvU]+HVle//U _HV“’UCOU)}

dir. a)[l//U ,V] =0 ve HV,0opU ="HV ,;aV olmak iizere esitlik durumunun olmasi igin

gerek ve yeter sart 7,U =0 veya 0 = % dir.

Sonu¢ 4.4.2. (M,¢,&,n,9,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda & eI"(gekr..)

olmak iizere M iizerindeki herhangi U,V eI'(¢ekr. ) igin

Ky (U,

V) <Ky

Ll ﬂ*a)V)JrK(y/U WV )-gy (o[wU.U],0[wV.V])

gy W V) 0y (Vo0 A),, V)

woJ

—gu (@[wU, U], HV, 0pV —HV oV ) +|| wUl//V”

(7
(Vs
( )
~0y (@[wV V], HYyopU —HV 0l )-3| AoV |

~0y (HVy0yU, HV, oV —HV oV )-cos' 0g,, (T,U, T,V
+0y (HY ,u e, HY 0V —HV N )+ | A, vl
G ((VorT),0 WU,V )+ 0y (Vo0 A) , @V 0 |
+C0S e{gM (TUU,a)[y/V,V]+HVVa)1//V—HVWa) )
+ Oy (TV,0[pU U]+ HY 0pU ~HY ol )|
+o[pU V]-cos? OT,U + HV, oyl ~HY,, oV |

| [wU V] -cos? ,U +sin2ev [0]U +7(V,U )&+ T,opU ¥,y |

dir. 7 0wV =0 ve cos’ WUV :l//[t//\/,U]%—?](VUV)f—@Wl//U olmak iizere esitligin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 nin slant olmasidir.

Sonu¢ 4.4.3. (M,¢,&,7,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda & e T'(gekz..)

olmak iizere M iizerindeki herhangi U eI"(¢ekr.) ve X €T’ ((gekm )L) icin
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Ky (X,U)2 K, (7.CX, mal )+ K (BX,pU ) +cos’ 8g,, (T4, BX, T,U)
gM(TB BX, o[yU,U]+HV,0pU —HV o)

~Gu (VT )gy BX, U )+ 9y ((VexA),, U, BX )
~g (
vl 1//U,X]+sin 20X [0]U —cos” OW U +7(V,U )& + Aoyl -V, BX

|| 7 ”2 +| A, BX ”2 +[Aex U ”2 —3| Al ”2

(
(

VerT ), WU.CX )+ 8y ((V,04),, CX 0V

dir. Burada w[ypU,X]=0 ve HV,wyU =HV CX olmak iizere esitligin saglanmas

icin gerek ve yeter sart .4,U =0 veya 6 :% dir.

Sonu¢ 4.4.4. (M,¢,&,1,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda & e T'(gekz..)
olmak iizere M iizerindeki herhangi U eI"(¢ekr.) ve X €T’ (((;ekﬂ'* )L) icin

Ky (X,U)< K, (7.CX, 70U )+ K (BX,pU)+cos® 09, (T4, BX, T,U)

—Owm (TB BX,o[yU,U]+HV,0pU -HV )
~Ou (Voo T )y BX U )+ 9y (ViexA),,, @U,BX)

0y (
to[pU, X]-cos? 04U +HY oyl ~HV,,CX|
~|Tex O+ AL BX [ + Ay U] -3 Asc |

(
(

Vex T ), WU.CX )+ 0y ((V,04),, CX U )

dir. Burada A, oyl =0 ve cos” WV, U =y [pU, X ]+n(V,U)E-V, ,BX olmak iizere

esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 nin slant olmasidir.

Yukarida verilen teorem ve sonucglara benzer olarak & e F((gekiz,, )l) icin asagidaki

teorem ve sonuglar verilebilir:

Teorem 4.4.2. (M,¢,&,17,9,,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda
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e F((g:ekﬂ* )L) olmak tizere M izerindeki herhangi U,V eI'(cekz.) ve
X,Y EF((Qekﬂ*)l) icin
K

Ky (UV) =K,

—Yw

(
(
~gu (@]
(e
(

e 7z*a)V)+K (wU.wV)-g, (o[yU.U], 0wV .V])
(Voo A a)U)+gM (( A)waU 1//V)
o[yU, U], HV,0yV —HV oV )+|A 1//V||

—Gw

1,//VV HV voyU —"HV ) 3||.A a)V||
-0y (HVyopU, HV, 0oyV —'HV , )

cos*6g,, (7,U,7,V)
+0y (HV,, &0, HY, 0N —HY oV )+ [ A, pU]’

H‘/’ WV ,U]—cos? V,V +sin 20U []V + T, opV — WWUH
—Hy/ yU,V]-cos® &V, U +sin 20V [0]U + T, wypU ‘un‘/’VH
-9, ((vaT)WU wU,a)V)+gM ((v oA) N ://u)
+¢0s° 0{gy (U, 0[yV V [+ HV, oy —HY oV )
+9u (V. 0[pU, U]+ HY oyl —HY ol )}

+e[yU,V]-cos? OT,U + HV, 0yl ~HV oV | | (4.4.19)

Ky (X,Y) =Ky (2.CX, z.CY )+ K (BX,BY ) +|ToBY | — 9y (7axBX, T, BY )
~Ou ((Vey T )gy BX,CY )+ gy ((VixA)ey CY,BX)
_”TBX CY”2 +||~Acv BX ”2 Y ((VCXT)BY BY,CX )_”TBYCX ”2
+|Acx BY [T =3[ A CY [ + 0y ((VeyA)o, CX.BY) (4.4.20)
ve
Ky (X,U) =K, (7CX, m.aU )+ K (BX,pU ) +cos® 09, (T4 BX, 7,U)
~0u (TexBX, 0[yU U+ HV,0yU —HV ol )
(VT )y BX, 0l )+ 9y ((VexA),, @J,BX)
~Ou (Ve T), ¥U.CX )+ 0y ((VouA), CX,:,//U)
+o[yU, X]-cos? 04,U + HV, oyl ~HV,,CX |
| [wu, X]+sin 20X [0]U ~cos? OVV,U + A,y ~ ¥, BX|
| To [+ AL BX] + Ay U] -3 Akl | (4.4.21)
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dir.

Sonu¢ 4.4.5. (M,¢,&,n,9,) bir kosimplektik manifold, (N, g, ) bir Riemann

manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda

£ el—‘(((;ekﬂ*)i) olmak iizere M iizerindeki herhangi U,V eI"(¢ekz.) igin

Ky (U,

V)2 K,

U 7z*a)V)+K yU,pV)- M(a) yU, U], 0[pV, V])

0y (Vo T),, V.U )+ 9y (V0 A) , @V 9V )

(
( .
~gu (@[wU. U], HV,opV —HV oV ) +| AoV |’
(e
(

—gy (@[wV V], HV,0pU -HV ) 3 Awua)V”
~gu (HVyopU, HV, 0yV —HV oV )-cos* 69, (T,U, T,V )

+0y (V&0 HY, 0V —HY oV )+ A, pU

‘H‘/’ [V, U]-cos? ¥,V +sin 20U [6]V + T, oV - WV:,//UH
—Hy/ [wU V]-cos? W, U +sin 20V [0]U + T, wyU —kuz//vH
~Gu (Vo T), wU oV )+ 9y ((V,0A4),, oV 0U)
+c052¢9{gM (T,U, 0[pV V ]+ HV, 0pV —HY oV )
+gM(I,V,w[wU,U]+HVwaU—HVWa)U)}

dir. a)[l//U ,V] =0 ve HV,0opU ="HV ,aV olmak iizere esitlik durumunun olmasi igin

gerek ve yeter sart 7,U =0 veya 6 =% dir.

Sonu¢ 4.4.6. (M,¢,&,n,9,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann

manifold ve 7z:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda

el ((Qekﬂ* )L) olmak tizere M iizerindeki herhangi U,V eI"(¢ekz.) igin
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Ky (U,V) <K, (el 7z*a)V)+K yU,pV )-g, (o[pU, U], elpV . V])
Gy (Vs T),, ¥V, U )+ 9, (Vo A)
~Oy (a)[wU U] HV, opV —HV oV )+ A, uV |
~0y (@[wV V], BV, 0pU —HV, ol )-3| A, V|
~0y (HVyoypU, HY, oyN —HV oV )-cos* 09, (T,U, T,V )

+0u (HY,ud , HV, oyN —HV , oV )+

wJ wV)

olJ

AUl
0y (Vo T), WU,V )+ 9y ((V,04),, @V U )
+C0S e{gM (TUU,a)[Wv,V]+HVVa)l//V—HVWa) )
+ 0y (TV, 0[pU U]+ HV oyl —HY ol )|
+|e[wU,V]-cos* 0T, U + HV, 0yl -1V, coVH2
| [wu V] -cos? 0, +sin 26V [6]U + T, ¥,V |
dir. T,opV =0 ve cos’ W,V =y [yV,U]-V pU olmak iizere esitligin saglanmas:

icin gerek ve yeter sart 7 nin slant olmasidir.

Sonu¢ 4.4.7. (M,¢,&,n,9,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann
manifold ve 7:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda

e F((Qekﬂ* )L) olmak iizere M  iizerindeki herhangi U eI'(gekz.) ve
X e F((gekm )l) icin

Ky (X,U) 2K, (CX, mal )+ K (BX,ypU ) +cos 8g,, (T BX, T,U)

~0y (Tex BX, 0[pU U]+ HV, 0yl ~HV ol )
(VT ey BX, U )+ 9y (Vi A),, @J,BX)

=0 (VexT),, WU, CX )+ 9y ((V,0A) , CX .0V )

| [0 X ]+ sin 20X [6]U ~cos? OV U + A, g ¥, BX |

| Tex @V |+ A BX [+ Ay U] =3 Akt

dir. Burada w[ypU,X]=0 ve HV,wyU =HV CX olmak iizere esitligin saglanmas

icin gerek ve yeter sart .4, U =0 veya 6 =% dir.
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Sonu¢ 4.4.8. (M,¢,&,7,9,,) bir kosimplektik manifold, (N,g,) bir Riemann
manifold ve #x:M — N bir pointwise slant submersiyon olsun. Bu durumda

afel"(((;ekﬂ*)L) olmak iizere M  iizerindeki herhangi U eI'(gekz.) ve
X EF((Qekﬂ;)l) icin
Ky (X,U) <K, (7CX, malJ )+ K (BX,pU ) +cos’ 0g,, (T BX, T,U)
-9, (TBXBX o[yU,U]+HV, oplU —HY o)
~0u (Voo T )gy BX, U )+, (VexA),, @I, BX)
-9, ( WY, cx)+ gy, ((VWA)CX cx,y/u)
teo z//U,X]—cos AU +HV, 0yl ~HV,, X
| Tax I [+ A BX[ + [ AcpV —3||AcxwU I
dir. Burada A,owU =0 ve cos’6VV,U = !//[WU X] o BX olmak lizere esitligin

olmasi icin gerek ve yeter sart 7 nin slant olmasidir.
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