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OZET

Bu tez ¢alismasi alt1 ana boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde; kesirli diferintegralin tarihgesi, gelisimi, yapilan g¢alismalar ve
kullanim alanlar1 6zet halinde ifade edilmistir. Ayrica, tezde kullanilan bazi temel tanimlar
verilmisgtir.

Ikinci boliimde; kesirli hesap teorisinin temel tanim, teorem ve &zellikleri
incelenmistir. Uygulamalarda siklikla kullanilan bazi kesirli diferintegral tanimlari,
hipergeometrik fonksiyonlar ve Gauss diferensiyel denklemi ifade edilmistir.

Ucgiincii boliimde; Schrédinger denklemi ve bu denkleme ait radyal denklemin elde
edilisi verilmistir.

Dérdiincii ve besinci boliimler tezin orijinal kisimlarini olusturmaktadir.

Dordiincii bolimde; bazi teoremler ele alinmistir. Bu teoremlerdeki radyal
denklemlerin agik ¢oziimleri, uygun dontisiimler ve kesirli hesabin uygun tanim ve
teoremleriyle elde edilmistir. Ayrica, bu kesirli ¢oziimlerin hipergeometrik formlari
verilmistir.

Besinci boliimde; dordiincii boliime ait denklemlerin ¢oziimleri N-kesirli hesap
operatorli yardimiyla elde edilmistir.

Altinct boliimde ise; elde edilen sonuglar degerlendirilmis ve bu konuda 6n goriilen

baz1 agik problemler ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferintegral, Kesirli hesap teorisi, Kesirli analiz, Kesirli
diferensiyel denklem, Kesirli integral denklem, Gamma fonksiyonu,
Griinwald-Letnikov tanimi, Riemann-Liovulle tanimi, Caputo kesirli
tirevi, Schrodinger denklemi, Radyal denklem, Radyal Schrédinger
denklemi, Kesirli Schrodinger denklemi, Kesirli ¢6ziimlerin
hipergeometrik formlari, N-Kesirli hesap operatorii.



SUMMARY

Explicit Solutions of The Radial Schrodinger Equation via Fractional Differintegral

This thesis consists of six main chapters.

In chapter one; it is expressed a historical analysis, evolution, works found and
usage fields of the fractional differintegral in summary. Furthermore, some fundamental
definitions used in thesis are also given.

In chapter two; The fundamental definitions, theories and properties of the
fractional calculus theory are analyzed. Some definitions of the fractional differintegral
that are usually used in applications, hypergeometric functions and Gauss differential
equation are considered.

In chapter three; Schrodinger equation and formation of its radial equation are
given.

Chapter four and chapter five form the original part of thesis.

In chapter four; Some theorems are investigated. Explicit solutions of the radial
equations in this theorems are obtained by means of suitable transformations and, suitable
definitions and theories of the fractional calculus. Furthermore, hypergeometric forms of
this fractional solutions are derived.

In chapter five; solutions of the equations in chapter four are obtained via N-
fractional calculus operator.

In chapter six; obtained results are evaluated and open problems proposed in this
subject are presented.

Key Words: Fractional differintegral, Fractional calculus theory, Fractional
analysis, Fractional differential equation, Fractional integral
equation, Gamma function, Griinwald-Letnikov definition, Riemann-
Liovulle definition, Caputo Fractional derivative, Schrodinger
equation, Radial equation, Radial Schrodinger equation, Fractional
Schrodinger equation, Hypergeometric forms of fractional solutions,
N- fractional calculus operator.
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1. GIRIS

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlarinin ortak adi olarak bilinen kesirli
diferintegral teknigi; n pozitif bir tamsay1 olmak iizere, klasik hesabin n. mertebeden tiirev
ve n-Katl integral kavramlariin reel veya kompleks mertebeye bir genislemesi seklinde
tanimlanan keyfi mertebeden tiirev ve integral teorisidir. Kesirli hesap veya kesirli analiz

olarak da adlandirilabilir. v € R* olmak iizere, keyfi mertebeden tiirev; Davis tarafindan
kullanilan D/ f(t) notasyonu ile verilir. u € R* olmak iizere, keyfi mertebeden integral

ise; oD, "f(t) ile gosterilir.

Kesirli tiirevleri i¢eren bir denkleme kesirli diferensiyel denklem, kesirli integralleri
iceren bir integral denkleme de Kkesirli integral denklem adi verilir. Kesirli diferensiyel
denklemler, tamsayr mertebeli diferensiyel denklemlere gore daha karmasik yapidadir.
Bunlari iyi anlayabilmek i¢in oncelikle 6nemli belli tanimlar1 (Gamma fonksiyonu, Beta
fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonlari, Laplace déoniisiimii, Riemann-Liouville integral ve
tiirev operatorleri, Caputo tiirev operatorii, Griinwald-Letnikov tiirevieri gibi) iyi anlamak

ve bilmek gerekir [1,2].

Kesirli hesabin iceriginde klasik hesapta oldugu gibi tek bir tiirev tanimi yoktur.
Kesirli hesaptaki birden fazla tiirev taniminin varligi, problemin tiiriine en uygun olaninin
kullanilmasini1 ve bdylece problemin en i1yi ¢oziimiiniin elde edilmesini saglar. En 6nemli
kesirli tiirevler: Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Weyl, Riesz ve
Marchaud tanimlaridir. Birbirleri arasinda gegisler olmasina ragmen tanimlari ve

tanimlarinin fiziksel yorumlari agisindan farklilik gosterirler.

Riemann-Liouville tanimlari, kesirli tiirev ve kesirli integral ile onlarin
uygulamalarina yonelik matematiksel calismalara ¢ok Onemli katki saglamistir. Ancak
zamanla, bazi fiziksel olgulart modellemede, kesirli diferensiyel tekniginde baslangi¢
kosullarini, fiziksel durumlara en uygun bi¢imde veren Caputo tiirevinin daha avantajh
oldugu goriilmistiir. Caputo tiirevi olarak da bilinen Caputo’nun tanimi, Riemann-
Liouville taniminin iizerinde bazi degisikliklerle elde edilmistir. Tamsayr mertebeden
diferensiyel = denklemlerdeki baslangic  kosullariyla aym1i  baslangic  kosullar
kullanildigindan, 6zellikle baslangi¢c deger problemlerinde Caputo tiirevi daha kullanish

olmaktadir.



Kesirli hesap i¢in birden ¢ok tanimin olmasi ve matematiksel islemlerde farkli
tanimlarin kullanilmasi bir ¢cok zorluga sebep olmustur. Ancak zamanla problem tiirleri
daha iyi smiflandirilmis ve hangi problemde ne tiir bir tanimin daha kullanigl olabilecegi
netlik kazanmistir. Bilinen analitik yontemlerin uygulanip sistemlerin davranislari tam

olarak agiklanamadig1 durumlarda kesirli hesabin uygulanmasi gerekebilir [3].

1695°den bu yana, fen ve miihendislik bilimlerinin bir¢ok teori ve uygulama
alanlarinda kullanilan kesirli diferintegral teknigi ve bu teknik {izerine yapilan ¢aligmalar;
matematik, fizik, kimya, biyoloji, mithendislik vb. alanlarda c¢esitli uygulamalara imkan
saglamistir. Bunun temel sebebi; iletim hatlar1 teorisi, izafiyet teorisi, elektromanyetik
teorisi, esneklik teorisi, viskoelastik madde 6zelliklerinin 6l¢limii ve soniim, 181 transferi,
diftizyon, robot teknolojisi, akiskanlar dinamigi, kesirli tiirevli trafik model, visko-plastik
modelleme, kontrol teorisi, ekonomi, niikleer manyetik rezonans, mekanik problemleri,
geometrik mekanik, optik, sinyal isleme, PID (Proportional (Oransal), Integral (Integral),
Derivative (Tiirev)) kontrol sistemleri, Schrodinger denklemi, dalga denklemi, kaos,
yayilim ve dalga hareketleri, malzeme birimi, sivilarin kimyasal analizi, insan kemiginde
yayilan ultrasonik dalgalar, ses dalgalari, filtreleme ve tersinemezlik, kontroldr tasarimu,
biyolojik sistemlerin elektriksel hareketi, elektrokimyasal kinetikler vb. bircok alanda

kesirli hesabin ger¢ege daha uygun modelleme ve agiklama yapabilmesidir [1,2].

Temeli kesirli analize dayanan bu g¢alismada ise, kesirli hesaba ait Onemli
calismalar, tanimlar, teoremler ve ¢esitli 6zellikler ele alinmistir. Ardindan, fizik alaninda
kuantum mekaniginin en 6nemli denklemlerinden biri olan Schrodinger denkleminin
radyal bileseninden olusan denklemin elde edilisi verilmis ve radyal Schrodinger
denklemlerinin agik ¢6ziimleri, uygun dontisiimler ve kesirli analize ait tanim ve teoremler
yardimiyla elde edilmistir. Ayn1 zamanda, bulunan ¢oziimler hipergeometrik fonksiyonlar
cinsinden yazilmis ve ayni radyal denklemlerin 6zel ¢oziimleri ise, N-kesirli hesap

operatorii uygulanarak elde edilmistir.



1.1. Kesirli Diferintegral ve Gelisimi
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Sekil 1.1.1. Kesirli Hesabin Tarihi Gelisimi

1695°de L’Hopital’in Leibniz’e yazdigi mektupta, “‘Eger n = 1/2 seklinde bir
kesir olursa, d™y/dx™ ifadesinden ne anlasilir?’’ sorusunu sormasiyla kesirli tiirev ve
integral (diferintegral) kavrami ortaya ¢cikmustir. Leibniz ise, onceleri bir geliski olarak
gbriinen ama sonrasinda ¢ok énemli sonuglar ortaya ¢ikaran ‘‘d/?y/dx/? = 2./x/m"’

cevabini vermistir.



Ayni zamanda, d'/?x ifadesinin xv/dx: x e esit olabilecegini ve daha sonralar1 da

sonsuz serilerin kesirli hesaplamay:1 ifade edebilecegini diisiinmiistiir.

Kesirli hesap konusu Leibniz’in yani1 sira bir ¢ok {linlii bilim adaminin da dikkatini
¢ekmis ve bu konuda onlar da ¢esitli ¢alismalar yapmuslardir. Boylece, Euler (1730),
Lagrange (1772), Laplace (1812), Fourier (1822) gibi 18. yy’daki ve 19. yy’daki pek ¢ok

matematik¢inin ¢alismalar1 eklenmis ve yeni bir teori gelismeye baslamistir.
* L. Euler (1730), serilerin interpolasyonunun yararli olabileceginden bahsetmistir.
*J. L. Lagrange (1772), gelistirmis oldugu,

dm dn dm+n
dxm dx"y - dxm+”y

seklindeki mertebesi tamsay1 olan diferensiyel operatdrler i¢in lisler kuralinda, m ve n

kesirli oldugunda, kuralin gecerli olup olmadigini sorgulamistir.

* P. S. Laplace (1812), bir integral vasitasiyla bazi kesirli tiirev ifadeleri tanimlamis ve ilk

olarak 1819°da keyfi mertebeli bir tiirevden s6z etmistir.

* S. F. Lacroix (1819), m pozitif bir tamsay1 olmak {izere tiimevarimdan faydalanarak,

y = x™ nin n. mertebeden tiirevini,

dy  ml
dx®  (m—n)!

x™ " (m=n)

seklinde gelistirmistir. Daha sonra Gamma fonksiyonunu kullanarak,

d"y  TI'(m+1)
dx”_F(m—n+1)x

m-—-n

formiiliinii vermistir. Buradan da T'(1/2) = v/m olmak iizere, y = x ve n = 1/2 alarak,

at?y  2+/x

dx1/2 _ﬁ

tanimina ulagmistir.



*J. B. J. Fourier (1822),

1 [oe] o0
FO) =5 f f(@)da f cosp(x — @)dp

formiilii ile keyfi mertebeli tiirevlerden s6z etmistir. n bir tamsay1 olmak iizere,

n

d 1
—_— —_ =pn - -
Ep cosp(x —a) = p™cos [p(x a) + > nn]

seklinde alip, bunu da genellestirip n yerine keyfi v degerini yazarak,

dV
dxv

f(x) = %f_o:of(a)da f_o:o pYcos [p(x —a)+ %vn] dp

tanimin1 vermistir. Fourier, buradaki v sayisinin pozitif veya negatif herhangi bir deger

olabilecegini belirtmistir.

* N. H. Abel (1823), kesirli islemleri ilk olarak kullanan bilim adamidir. Abel, Riemann-
Liouville kesirli integrali ile tanimlanan bir integral esitligi biciminde tautochrone
probleminin ¢oziimiinii elde etmistir. Bdylece, yercekiminin etkisinde, siirtlinmesiz bir
ortamda yukaridan asagiya sarkitilan bir cismin salinimi sonucunda olusan egrinin
bulunmasi problemi olan tautochrone mithendislik problemi, kesirli hesap ile formiilize

edilen ilk problem olmustur. Abel’in integral denklemi,
X
k = j (x — t)"V2f(t)dt
0

seklindedir. Bu denklemin sag tarafina Vr[d~'/2/dx~1/2|f(x) yazarak diizenleme

yapmis ve

1/2

Tk = Vrf (x)

formiiliinii vermistir. Bu denklemde f(x) 1 belirleyerek kesirli hesapta 6nemli bir basari

saglamistir.

* J. Liouville (1832-1834), (d'/?/dx'/?)e?* ifadesini diisiinmils ve kesirli operatdrleri

kullanarak mekanik ve geometrinin bazi problemlerini ¢ozmiistiir.



Ayrica, keyfi mertebeden tiirevler i¢in,
DV e ax — ave ax

tanimini gelistirmistir.

)= ) cne™,  (Reay >0),
n=0

DYF() = ) cpapetn
n=0

formundaki seride, bir f(x) fonksiyonunun keyfi tiirevinin agik olarak yazilabilecegini

diisiinmiistiir. Ikinci bir tanim elde etmek icin Gamma fonksiyonu ile iliskili,
I= jooua‘le‘x“du, (a>0, x>0)
0
seklindeki belirli integrali kullanmistir. Burada xu = t alarak,
I=x¢ foota_le_tdt =x"%T(a),
0

1

X_a:mI

formiillerini vermistir. Bu son denkleme DV operatoriinii uygulayarak da,

DVx~% = (_1)1/ ” atv=1y=xu "y
I'(a) Jo
(—D)'T'(a+v)
DV —-a — —a—v’ > O
X M@ X a
tanimina ulasmustir. d™y/dx™ = integral denkleminin y. = ¢y + c;x + cyx% + - +
Cn-1x""1 seklinde tamamlayict bir ¢dziime sahip oldugunu belirtmis ve keyfi v degeri

icin, dVy/dx” =0 denkleminin de tamamlayici bir ¢6ziime sahip olup olmadigini

tartigmistir.



* D. F. Gregory (1841), operatorler hesabi taniminin kurucusu olup,

d?*z _1dz
dx? ady

formundaki 1s1 denkleminin ¢6ziimiinii,

ﬁl/Z ﬁl/z

z = AeY + Be”
ile vermistir. Burada, f = a~1(d/dx) seklindedir.

* B. Riemann (1847), Taylor serilerini genellestirerek kesirli integral tanimini,

d Y, _ 1 ; v—1
T /00 = D7) = s [ (= 07 (e

seklinde vermistir. Bu tanima tamamlayict bir fonksiyon eklemeyi uygun goérmiistiir.
Burada, integralin alt limiti olan ¢ nin ve tamamlayici fonksiyonun degeri ‘0’ alinarak,

kesirli integrasyon tanimina uygun hale getirilmistir.

* C. J. Hargreave (1848), n. mertebeden genellestirilmis Leibniz tlirevi tizerine ¢alismistir.

Boylece,
DYIF@g1 = ) (7)pfD mg()
n=0

formiiliinii vermistir. Burada, D™ n. mertebeden diferensiyel operatér, DV™™ kesirli bir

operator ve

v rv+1)
(n> :n!F(v—n+1)

seklindedir.

* A. K. Griinwald (1867),

X

- f (x - OYF(©)de

0
formiiliinii elde etmistir ki burada 8, x in bilinen fonksiyonudur.
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* A. V. Letnikov (1868),
[DEDVf ()15, = [DFVf (0%,

formiiliinii ispatlamistir. Ayrica, Cauchy integral formiiliinden yararlanarak,

n _nl f(w)
Df(2) = Znicf (w— z)n+1 da

tanimini vermis ve n yerine v € R yazarak,

Y _Tv+1) f(w)
D¥f(z) = 21l ! (w —z)v+1 dw

formiiliinii elde etmistir.

* P. A. Nekrassov (1888), Liouville’un v. merteben diferensiyel igin gelistirdigi,
Dveax — aveax

formiiliinii kullanarak (x — a)? nun keyfi mertebeli tiirevini bulmustur.

* Q. Heaviside (1892), kablolardaki elektrik akiminin iletkenlik teorisindeki metotlarini
kullanarak miihendislere cok fayda saglamistir. a® bir sabit ve u ise sicaklik olmak

tizere bir boyutlu 1s1 denklemini,

0%u _ ,0u

axz ¢ o
olarak belirlemistir. Burada d/dt = p alarak, D?u = a?p bi¢iminde diizenlemistir. Bu

denklemin ¢oziimiinii ise Gregory (1841),

/ /2

u(x,t) = Ae*ap'? 4 pe—xap’
seklinde elde etmistir.

* E. Post (1919), kesirli hesap operatorleri ile alakali iki probleme iki farkli ¢6ziim

iretmeye ¢alismistir.



Ik ¢oziimiinde,

1 pe
D) = 5 f (x = OV F(©)de

seklindeki Liouville’un kesirli mertebeli integrasyon tanimini, ¢ = —oo alarak kullanmaistir.

Ikinci ¢dziimiinde ise Riemann tanimindan yararlanmustir.
* M. T. Naraniengar (1919),
DV2(x™) = R(n)xn—(l/Z)

denklemi {iizerine ¢alismis ve I'(n+ 1)/T[n+ (1/2)] degerine karsilik gelen R(n)

katsayisini gelistirmistir.

* G. H. Hardy (1922), ozellikle toplam ve siireklilik teoremlerinin kesirli mertebeden
integral Ozelliklerini, tamsay1 mertebeli olanlarla benzerliklerini g6z 6niinde bulundurarak

incelemistir.

*W. C. Brenke (1922), fizikte kullanmak igin,

h
o) = ¢ j (h— DY2f(t)dt
0

seklindeki denklem ve bu denklemin uygulamalari {izerine ¢aligmistir.

* P, Levy (1923), e%* ifadesinin kesirli tiirevini diisiinmiis ve bunun iizerine gesitli

calismalar yapmustir.

* H. T. Davis (1924-1927), kesirli hesap operatorlerini tanimlamada kullanilan gesitli

notasyonlar1 ele almistir.

1 A v—-1 d
mcf(x—t) F(Odt

ifadesini tanimlamak i¢in . DyVf(x) notasyonunu kullanmigtir. CD;/ U4 du = f(x)

gibi kesirli iisse sahip bazi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in de bu

notasyonu uygulamistir.



* D. Marchaud (1927), 0 < v < ¢ ig¢in,

£
D) = ¢ f M

kesirli tiirev tanimini vermistir.

* G. H. Hardy ve J. E. Littlewood (1928), standart siiftan bazi fonksiyonlarin keyfi
mertebeli tiirev ve integrali icin tanimlanan Riemann-Liouville tanimini gelistirmeyi

amaclamislardir.

* M. Riesz (1949), Riemann uzayindaki dalga denklemi, izafiyet teorisi, Lorenz uzayi ve

olasilik teorisinde,

1 X
PEC) = 5o f (x - OV f(O)dt

seklindeki kesirli integralin ¢esitli yonlerinden bahsetmistir.

* N. Stuloff (1950),
v
8y = D (=1 () s
k=0

esitligi ile kesirli mertebenin farklarini ele almistir.

* B. Kuttner (1953),

dar )
dx”[‘(n Bl (x - O @
ve
dn 1 0 k1
D e ) €~ O

P

seklindeki iki integral arasindaki iliskiyi diisiinmiistiir.
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* M. Caputo (1967),

g ™ (1)dr
v—-n)J) (t—7)vti—n’

SDYF(O) = (-1<v<n)

seklindeki kesirli tiirev formiiliinii tanimlamstr.

* K. B. Oldham ve J. Spainer (1970), adi diferensiyel olarak adlandirdiklari, 1/2 mertebeli
av2f(t)/dt"/? seklindeki operator  yardimiyla elektrokimyasal  kinetikleri

aciklayabilecekleri yeni bir yontem bulduklarini iddia etmislerdir.
* K. S. Miller ve B. Ross (1993),

DYf(t) = DViD"z ..DVnf(t), =vi+vy+-4v,)
esitligini vermislerdir [4-9].

Baglangicindan bu yana, bir ¢ok bilim adammin dikkatini ¢ekerek genis bir
uygulama alanina sahip olan ve her gecen giin popiilaritesini arttiran kesirli diferintegral
konusu ile alakali cesitli konferanslar da diizenlenmistir. Bu dogrultuda ilk konferans;
Haziran 1974’te ABD’nin New Haven Universitesi'nde, ikincisi; Agustos 1984’te
Iskogya’nin  Strathclyde Universitesi’nde, {igiinciisii ise; Mayis-Haziran 1989°da
Japonya’nin Nihon Universitesi’nde ‘‘Uluslararasi Kesirli Hesap ve Uygulamalari
Konferans:’” adi altinda gerceklestirilmistir. “‘Kesirli Tiirevler ve Uygulamalart
Sempozyumu (FDTA)’’ adli konferanslar ABD’de olmak {izere sirasiyla; 2003°te
Sikago’da, 2005 ve 2009°’da Kaliforniya’da, 2007°de Las Vegas’ta ve 2013’te Portland’da
diizenlenmistir. Diizenli olarak yapilan konferanslardan bir digeri ‘‘Kesirli Diferensiyel ve
Uygulamalart Calistayr (FDA)’’ ise; 2004’te Bordo (Fransa)’da, 2006’da Porto
(Portekiz)’da, 2008’de Ankara (Tiirkiye)’da, 2010°da Badajoz (Ispanya)’da, 2012’de
Nankin (Cin)’de, 2013’te Grenoble (Fransa)’de ve 2014’te Katanya (Italya)’da bu konuya
ilgi duyan bir ¢ok bilim adaminin yogun katilimiyla gerceklestirilmistir. Son yillarda farkh
iilkelerde, benzer konferanslar, sempozyumlar ve calistaylar, bircogu diizenli olmak {izere
siklikla ve yeni gelismelere olanak saglayacak sekilde diizenlenmis ve diizenlenmeye

devam etmektedir.
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1.2. Temel Tanimlar

Tamim (Basit Kutup Noktasy): Bir f karmasik fonksiyonu, bir z, noktasinin belli bir
D(zy,€) komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f ye, z, noktasinda
analitik fonksiyon denir. Eger f, bir A kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse, A
tizerinde analitik fonksiyon, C nin biitiin noktalarinda analitikse, tam fonksiyon olur. Bir
zy € C noktasinin & —komsulugu; D(zy,€) = {z:|z — z5| < €} seklindedir. Burada, z,
noktasina komsulugun merkezi, € sayisina ise komsulugun yarigapi ve D(z,, &) kiimesine
de acik disk denir. D(zy,€) = {z:|z — zy| < €} kiimesine ise kapali disk denir. Bir
D(zy,e) komsulugu verildiginde, D(zy,€) —{z,} = N, kiimesine z, 1n delinmis
komgsulugu denir. Bir w = f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir D(z,,7) — {z,} delinmis
komsulugunda analitik, fakat z, da analitik degilse f, z, da bir ayrik aykur1 (singiiler)
noktaya sahiptir. Eger w = f(z) fonksiyonunun bir z, noktasinda ayrik aykirilig varsa,

bu noktanin delinmis bir A = {z:s; < |z — zy| < s,} komsulugunda f nin

[0e]

f@D= ) anz—z)"
n=—oo
seklinde seri agilimi vardir. Bu seriye, f nin z, delinmis komsulugundaki Laurent serisi
denir. zy, f nin bir ayrik aykiri noktast olmak {izere, Laurent aciliminda a_,
katsayilarindan sonlu sayidakiler hari¢ digerlerinin tiimii sifira esitse z,, f nin bir kutup
noktast olur. Eger k, a_, # 0 oOzelligindeki en biiylik say1 ise z,, f nin k. mertebeden

kutup noktast, 6zel olarak k = 1 ise, bir basit kutup noktas: olur [10].

Tamim (Bélge): S ¢ C kiimesi verilsin. Bir z € S noktast i¢in D(z,&) € S olacak
sekilde bir & varsa, z ye S nin bir i¢ noktasi denir. Eger Vz € S noktast S nin bir i¢
noktasi ise, S ye ag¢ik kiime denir. S; =SNA; #0, S, =SNA, +0 ve S=S5,US,
olacak sekilde C i¢inde ayrik ve acik A; ve A, kiimeleri bulunamiyorsa, S ye baglantili
kiime denir. Baglantili bir S kiimesinin herhangi iki noktas1 S i¢inde kalan bir kirik ¢izgi

ile birlestirilebilir. Baglantili agik kiimeye ise bdlge denir [10].

Tamm (Kapali Cevre): [a,b] € R olmak {lizere, siirekli bir y:[a,b] —» C fonksiyonuna
C diizleminde bir egri denir. Burada, y(a) ve y(b) noktalarina sirasiyla egrinin baslangi¢
ve bitim noktalar: denir. Bir y egrisi verildiginde y' tirevi var ve siirekli ise y,

diferensiyellenebilir egri (vay) adi alir.
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y diferensiyellenebilir bir egri olmak ftizere, y'(t) # 0 ise y ya, diizgiin egri
(regiiler egri) denir. Sonlu sayida y; (j = 1,2, ...,n) diizgiin egrileri verilsin. Eger biitiin
j=12,..,n—1 degerleri i¢in y; nin bitim noktasi y;;; in baglangi¢ noktasi ile
cakisiyorsa, bu y; egrilerinin birlesimi olan y egrisine ¢evre (par¢ali diizgiin egri) denir.
Ozel olarak y; in baslangic noktas1 ¥, nin bitim noktasi ile ¢akisiyorsa kapali cevre

denir [10].

Tamm (Cauchy Integral ve Tiirev Formiilii): Kompleks diizlemde B bir bolge ve y bu

bolge icinde bir kapali ¢evre olsun. Eger a, y iginde bir nokta ve f(z), B de analitik ise;

1 [ f@

2mi) z—a
y

dz

f(a) =

dir. Kompleks diizlemde w = f(z) fonksiyonu, bir y kapali gevresinin i¢inde ve

tizerinde analitik olsun. Eger a, y nin i¢inde bir nokta ise;

e [ f@
() = Znif (z—a)rt! dz
14

dir [10].

Tamim (Adi Diferensiyel Denklem): Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha
cok bagimsiz degisken ve bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini
veya diferensiyellerini iceren bagimtiya diferensiyel denklem denir. Bir diferensiyel
denklemde bir tek bagimsiz degisken varsa, denkleme adi diferensiyel denklem denir. y

bagimli, x bagimsiz degiskenli bir adi diferensiyel denklem,

F(x,y,y’y”, ...,y(")) =0 (1.2)

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir [11].
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Tamim (Integral Denklemler): f(x) ve g(x) bilinen fonksiyonlar, u(x) bilinmeyen

fonksiyon, K (x, t) ¢ekirdek fonksiyon, a ve b sabitler olmak tizere integral denklemler:

Tablo 1.2.1. integral Denklemler

Volterra Integral Denklemleri

Fredholm Integral Denklemleri

1.Cins

P

9(0) = f K Cx, u(t)dt

a
X

900 = FQ0) + f K (x, Dut)dt

a

b

gx) = fK(x, tu(t)dt
b

gx)=f(x)+ f K(x, t)u(t)dt

a

2.Cins

X

u(x) = fK(x, Hu(t)dt

a
X

ulx) =f(x)+ f K(x, t)u(t)dt

a

b

u(x) = JK(x, Hu(t)dt
b

u(x) = f(x) +JK(x, Hu(t)dt

a

3.Cins

X

u(x)gx) = f(x) +fK(x, tu(t)dt

a

b

u(x)glx) = f(x) + f K(x, t)u(t)dt

a

seklindedir. A # 0 ve A # 1 olmak iizere, en genel haliyle Volterra ve Fredholm integral

denklemleri sirasiyla,

ulx) =f(x)+ /1[ K(x, t)u(t)dt,

b
ulx) =f(x)+ AJ K(x, t)u(t)dt

seklinde ifade edilirler [12].

Tamim (Diferensiyel Denklemin Céziimleri): F  fonksiyonu, x,y,y'y", ..,y™

(n + 2) degiskenli bir reel fonksiyon olmak fizere;

14
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i.) f, bir I reel araliginda biitin x ler i¢in tanimli ve n. tiireve sahip bir reel
fonksiyon olsun. Vx € I igin, F (x,f(x),f’(x),f”(x), ey f (x)) taniml1 ve sifira esitse

y = f(x), (1.1)’in bir a¢ik ¢oziimii olur,

ii.) Bir g(x,y) =0 fonksiyonu, bir I araliginda (1.1)’i saglarsa buna (1.1)’in

kapali ¢oziimii denir,

iii.) (L.1)%in, f(x,y,c¢1, €3, ..., €¢y) = 0 seklinde ¢4, ¢y, ..., ¢, Qibi n tane keyfi sabit

igeren ¢Oziimiine genel ¢oziim denir.

iv.) Genel ¢oziimdeki n keyfi sabite belli degerler verilerek elde edilen ¢oziime

ozel ¢oziim denir.

v.) Genel ¢oziimdeki n keyfi sabitin herhangi bir sekilde se¢imi ile elde

edilemeyen ¢oziime de tekil ¢oziim denir [11].
Tanim (Legendre Denklemi): y = y(x) olmak iizere,

1—x?)y" —=2xy'+ 2+ 1)y =0 (1.3)

formundaki denkleme Legendre diferensiyel denklemi denir (£ € R*). (1.3)in tekil
noktalar; x = +1 dir. Bunlarin disindaki tiim noktalar, 6zellikle x = 0 bir adi noktadir.

Bu nokta civarindaki ¢oziimler, |x| <1 arahiginda yakinsak kuvvet serisi agilimina

sahiptirler [13].

Tanim (Bessel Denklemi): y = y(x) olmak {izere,

x2y" +xy'+ (x2 —v¥)y =0

diferensiyel denklemine Bessel denklemi denir (v = 0,v € R). x = 0, denklemin bir

diizgiin aykir1 noktasidir. Bessel denklemi de kuvvet serileri cinsinden ¢dziimlere sahiptir
[13].

Tamim (Laguerre Denklemi): y = y(x) olmak tizere,

xy"+(A—=x)y'+ny=0 (1.4)

seklindeki lineer diferensiyel denkleme Laguerre denklemi denir. Bu denklemin ¢6ziimleri

polinomlar cinsinden olup, bu polinomlara Laguerre polinomlar: denir.
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(1.4)tn tekil olmayan ¢Oziimleri, yalnizca n negatif olmayan tamsay1 ise vardir.
Laguerre polinomlari, kuantum mekaniginde Schrodinger denkleminin radyal kisminin

cozlimlenmesinde ortaya ¢ikar. Laguerre polinomlari,

X n
Lp(x) = mw(xne )
ile verilir [14].
Tamm (Gegenbauer Denklemi):
d2c} dct
1-)E5D o 19235 D s 2k = 0

dx?
denklemine Gegenbauer denklemi denir. Bu denklem, A = 1/2 degeri i¢in Legendre

denklemine indirgenir. n parametresinin tamsay1 olmasi durumunda denklemin ¢6ziimii,

[n/2]
, Tln—r+4) I
Ci(x) = ZO T D TR

seklinde Gegenbauer polinomlar: yardimiyla ifade eilir [6].

Tamm (Vektor Uzayr): V + @ ve F reel veya kompleks sayilar cismi olsun. x,y € V ve
a€F icin VXV -V tanimh, +:(x,y) >x+7y islemi ve FXV >V tanml,

< (a,x) » a-x islemi,Va,B € F ve Vx,y,z €V igin,
) x+y=y+x, x+@y+2)=x+y)+z
(if) x + 0 = x olacak bigimde x den bagimsiz bir tek 0 € V vardur.
(iii) x + (—x) = 0 olacak bi¢imde bir tek —x € V vardir.
iV1-x=x, a-B-x)=(@-pB)- x
Ma-x+y)=ax+a-y, (@a+p) x=a-x+p-x

aksiyomlarini saglarsa V kiimesine [F tizerinde bir lineer uzay (vektoér uzayi) denir. Eger
F = R ise reel vektor uzayi, F = C ise kompleks vektor uzayr denir. F nin elemanlarina

skaler, V nin elemanlarina da vektor denir [15].
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Tamm (I¢ Carptm Uzayy): V  bir reel vektor uzay olsun. Vx,y,z €V ve Va,B €R

igin, V tizerinde bir i¢ ¢arpum;
i) (x,x)=>0
i) (x)=0x=0
iii.) (ax + By, z) = a(x, z) + B(y, z)
iv.) (x,y) = (y,x)

Ozelliklerini saglayan bir (.,.): V X V — R fonksiyonudur. V bir kompleks veya reel vektor
uzay ve (.,.), V tzerinde bir i¢ ¢arpim ise; (V,(.,.)) ikilisine bir i¢ ¢carpim uzay: denir
[15].

Tamim (Afin Uzay): A # @ ve V de reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzay olsun.
Eger bir yY:AXA -V donisimii; P,Q €A noktalart i¢in, (P,Q) — (W) eV

seklinde tanimlanmis ve
i) VP,Q,R € A icin, PR = PQ + QR
ii.)VP €A ve Va €V ig¢in, ﬁ = a olacak bi¢gimde bir tek Q € A noktasi var

aksiyomlarini sagliyorsa A ya, V ile birlestirilmis bir afin uzay denir [16].

Tamm (Oklid uzayy): 3-boyutlu bir reel i¢ garpim uzayr V olsun. V ile birlesen bir A
afin uzayma 3-boyutlu 6klid uzay: denir ve E3 ile gosterilir. 3-boyutlu 6klid uzaymda bir
nokta X ve bir afin koordinat sistemine gére X noktasinin koordinatlari (xq, x5, x3)
olsun. x; = E® - R bilesenlerine E3 iin i. koordinat fonksiyonu denir. R® standart reel
afin uzay olmak iizere, VX,Y € R3, X = (x1,x5,%3), Y = (¥1,¥5,¥3) i¢in, R3 de bir
(.,.):R®*XR3 > R i¢ ¢arpimi;

3

CAKY) =X = )

i=1

biciminde tanimlansin. Bu i¢ ¢carpima R3 de standart i¢ carpim (Sklid i¢ ¢arpimi) denir.
Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R3 vektdr uzay: ile birlesen R3  afin uzayma 3-

boyutlu standart 6klid uzay: denir ve E3 ile gosterilir.
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E =R: l-boyutlu standart oklid uzayi, reel sayilar ekseni olarak reel sayilar

sistemiyle birlestirilen oklid dogrusudur.
E? : 2-boyutlu standart 6klid uzayu, reel diizlem (0klid diizlemi) olarak bilinir.

E3  :3-boyutlu standart 6klid uzayidir [16].

Tamm (Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar): p,q ve r fonksiyonlar, a < x < b araligindaki
biitlin x degerleri i¢cin reel fonksiyonlar ve bu aralikta g ve r fonksiyonlar ile p
fonksiyonunun tiirevi siirekli olsun. A sayist x ¢ bagli olmayan bir parametre, (a,b)

araliginda her x degeri i¢in p(x) > 0,r(x) > 0, A, A,, B; Ve B, reel sabitler olmak tizere,

d d
—|pe 2|+ @ + @ =0,

Ayy(a) + Ayy'(a) =0 ve Byy(b) +B,y'(b) =0

ile verien probleme Sturm-Liouville problemi denir. Bu problemin sifir ¢éziimiinden bagka
¢Oziim veren A degerlerine 6zdegerler ve bu degerlerin kullanilmasiyla bulunan ¢oziimlere

de ozfonksiyonlar denir [17].

Tamm (Enerji Seviyesi): Atom c¢ekirdeginin etrafinda katman katman bi¢iminde bulunan
kisimlarin her birine enerji seviyesi (yoriinge) denir. Bu yoriingelerde elektronlar bulunur.

Bir atomda bulunan proton sayisina atom numaras: denir ve Z ile gosterilir [18].

Tammm (Dalga Fonksiyonu): Dalga fonksiyonu; Schrédinger denklemini saglayan ve
parcacigin enerjisi, momentumu gibi bilgileri i¢inde bulunduran bir fonksiyondur.

Momentumun operatér ifadesi,

. 'ha
ﬁ_ —
LT,

seklinde olmak iizere, pargacigin toplam enerjisini veren Hamiltonyen dalga operatorii,

2

h
H=——V?>4+V
2m

bi¢imindedir [19].
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Tamim (A¢isal momentum): Fizikte herhangi bir cismin sahip oldugu doniis miktarina
agisal momentum denir ve bu miktar cismin kiitlesine, sekline ve hizina baghidir. Agisal
momentum bir vektor birimidir ve genelde L sembolii ile gosterilir. Agisal momentum

operatorii L = r X p seklinde tanimli olup, dik koordinat sistemindeki bilesenleri,

4 @ /8 ox /9 dy
b=y e d) b= (- 2) b= a(xl-2)

0z dy ox 0z dy 0x
formundadir.
Kiiresel koordinatlarda ise,
L, =ih (sind)i + cotf cosqbi), L, =—ih (cosq,')i— cot@sinq,')i>
3% ap) a6 39
ve
L, = —ih—
z 9
olmak iizere L? operatorii,
L>=L,"+L,>+L," =—h? Isirllej_e(SiHB:_e) + ﬁ%} (1.5)

bigimindedir [19,20].

Tamm (Acisal Uzakhk): iki noktayr ya da nesneyi, bu iki nokta veya nesneden farkli bir
yerde bulunan goézlemciye birlestiren dogrular arasindaki ag1 ya da agimin boyuna agsal

uzaklik denir [20].

Tamm (U¢ Kuantum Sayist): Elektronlarin atom g¢ekirdegi etrafindaki yoriingelerde
bulunma olasiliginin en fazla oldugu hacimsel bolgelere orbital denir. Bas kuantum sayusi;
elektron bulutunun atomun ¢ekirdegine olan uzakligiyla alakali bir biiyiikliiktir. Bunlar
enerji seviyelerini ifade eder. Bu enerji seviyelerine elektron kabuklar: da denir. Bas
kuantum sayis1 ‘n’ ile sembolize edilir (n=1,2,3,...). Yoriinge ac¢isal momentum
kuantum sayist; elektron bulutlarmin seklini ve sekillerin farkliligindan kaynaklanan enerji
seviyelerindeki ayrilmalarin olabilecegini belirtmek igin kullanilir. Bir yoriingenin
kag orbitale sahip oldugunu belirten sayidir. Bu sayilar ‘I’ ile gosterilir ve yan kuantum

sayist olarak da adlandirilirlar (I = 0,1,2, ...,n — 1).
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Manyetik Kuantum Sayusi; manyetik alan etkisinde kalan orbitallerin uzaydaki
yonelim bigimini ve alt enerji diizeyinde ka¢ orbital oldugunu gosterir. Alt enerji

diizeyindeki orbital sayisi, ml = 21 + 1 formiiliiyle hesaplanir [18,20].

Tammm (Kinetik ve Potansiyel Enerji): Bir cismin hareketinden dolay1r sahip
oldugu enerjiye kinetik enerji (E = (mv?)/2), cisimlerin bir alanda bulunduklar: fiziksel
durumlardan 6tiirii depoladigi enerjiye ise potansiyel enerji (V = mgh) denir [20].

Tamm (Harmonik Osilator):. Bir cisim bir yayin ucunda basit harmonik hareket yaparken,
yay cisme bir kuvvet uygular. Bu kuvvete geri ¢cagirict kuvvet denir. Bu kuvvet baslangic
noktasindan itibaren yer degistirme ile orantilidir. k bir reel sabit ve x de uzama miktar
olmak iizere, F = —kx ifadesi geri c¢agirict kuvveti verir. Harmonik Osilator; bir m

kiitlesine etki eden bir geri ¢cagirict kuvvetin etkisiyle ortaya ¢ikar [19].

Tamm (Kiiresel koordinat sistemi): Kiiresel koordinat sistemi, ii¢ boyutlu uzayda nokta
belirtmenin bir yoludur. Kiire {lizerindeki bir nokta bu sistemde ii¢ tane bilesenle ifade

edilir. Bunlar r,6 ve ¢ dir.

r (radyal uzaklik): Dizlemde bir P(x,y,z) z

noktasi ile orijin arasindaki uzakliktir.
P(x.y.2)

0 <r < oo araliginda tanimlidir.

0 (kutupsal a¢i): z-ekseni ile r arasindaki agidir.

0 < 0 < m araliginda tanimlhidar.

¢ (boylam agisy). x-ekseni ile r nin  xy —
X
diizlemine izdlistimii arasindaki agidir.
Sekil 1.2.1. Kiiresel Koordinat Sistemi

0 < ¢ < 2rm araliginda tanimhidir. Azimutal

a¢t (azimut) da denir [19].
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2. KESIRLI DIFERINTEGRALLER

Bu boliimde, herhangi keyfi reel veya kompleks mertebeden tiirev ve integral
hesabini kapsayan, koordinat ve es tiirev tanimlarinin uygun bir kosulda n tamsay1
mertebeden v keyfi mertebeye {x™, 0" /dx"} - {xV,0V/0x"} genisletilmesini saglayan
aksiyom ve metotlarin bir kiimesini olusturan Kesirli hesap teorisi i¢in gerekli temel
tanimlara, teoremlere ve 6zelliklere yer verilmistir. Ayrica boliim sonunda, hipergeometrik

fonksiyonlar ve Gauss diferensiyel denklemi ifade edilmistir.
Tamm 2.1. (Gamma Fonksiyonu)

['(*) notasyonu ile gosterilen ve x > 0 degerleri ile sinirli olan,

o

I'(x) =fe‘yyx_1dy (2.1)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonu, faktoriyel
fonksiyonunun reel ve kompleks sayilara genislemesi olan bir fonksiyondur. z € C olmak

tizere I'(z) fonksiyonu, kompleks diizlemin sag yarisinda yakinsaktir.
Teorem 2.1. (2.1) integrali, x > 0 igin yakinsak, x < 0 i¢in raksaktir.

Ispat. (2.1) ile tanimlanan Gamma fonksiyonu,

[o's] 1 [els)
I'(x) = f e Yy*ldy = fe‘yyx‘ldy+f e Yy*1ldy (2.2)
0 0 1

biciminde de yazilabilir.

i.) x =1 ise; (2.2)’nin sagindaki ilk integral belirli integraldir. Cilinkii integrant
[0,1] araliginda stireklidir. Sagdaki ikinci integral birinci gesit bir genellestirilmis integral

olup,

x+1

=0

. -1 - .y
1 2(0,,X—1,-y) — 1
yl—I>Ic>lo y (y € ) yl—I}olo ey

olacagindan yakmsaktir (p =2 > 1).



ii.) 0 <x <1 ise; (2.2)’nin sagindaki ilk integral ikinci ¢esit bir genellestirilmis

integral olup,

: 1-x(,X—1,-yY) —
ylg(r)l+y ¥ e?)=1

olacagindan bu integral de yakimsaktir (p = 1 — x < 1). ikinci integralin 0 < x < 1 igin

yakinsak oldugu,

lim y?(y*le™¥) =0
y—0co

ifadesinden elde edilir (p = 2 > 1).

iii.) x = 0 ise; (2.2) integral bagmtisi,

(o) 1 (o)

je‘y e Y e Y
—dy = j—d +]—d
y Y J y Y 4 y Y

0

seklini alir.

e_y
lim y(—) = lime™ =1
y_,0+ y y_)0+

oldugundan ilk integral iraksaktir (p = 1). O halde, I'(x) integrali x = 0 igin 1raksaktur.
iv.)x <0 ise;
; xXx=1,-Y) —
Jim, y(y*~e™) = +eo

(2.2)’nin sagindaki ilk integral raksaktir (p = 1). Dolayisiyla verilen integral iraksaktir.
Su halde (2.1) integrali, x > 0 igin yakinsak ve x < 0 i¢in 1raksaktir [21].

I'&)
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Sekil 2.1.1. Gamma fonksiyonu egrisi [6].
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Gamma fonksiyonunun temel dzellikleri:

i.) F'(x+1) =xI'(x) = x! (2.3)
r(vra —v)
r'k+1-v)’
iii.)  Gamma fonksiyonu x =-n, (n=0,1,2,...) noktalarinda basit kutba

i) Tw—k)=(-1* (keZ*u{0};v ER) (2.4)

sahiptir.

iv.)  Gamma fonksiyonunun limit gésterimi,

. n!n*
F(x) = Mm {x[x +1][x +2] .. [x + n]}

dir.

V. F()r—x) =

sin tx
vii.  T(2x) = ATEOTx + (1/2)]

2\

x npn—1
viii. [‘(nx)=\F7n[\/nz_n] 1_[[‘[x+(k/n)]
0

seklindedir [1,6,9].

Tablo 2.1.1. Baz1 x degerleri i¢in gamma fonksiyonunun degerleri [6].
r(=3/2) = (4/3)Vr ra =1
I(=1) = too r@3/2)=@1/21nr

r(-1/2) = —2v=m re)=1
r() = £ r(5/2) = 3/49)Vn
r(1/2) == r@) =2
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Tamm 2.2. (Beta Fonksiyonu)

p,q > 0 olmak iizere beta fonksiyonunun tanimi,

1

B(p,q) = f P11 - 0T Ldt

0

ile verilir. t =1 — x degisken doniisiimii ile beta fonksiyonu argiimanlarina gore simetrik

olup en belirgin 6zelligi,

Tl _

Bp.a) = rp+q)

B(q,p)

seklindedir [22].
Tamim 2.3. (Mittag-Leffler Fonksiyonlary)

a > 0 olmak tizere, E,(-) notasyonu ile gosterilen bir parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu,

Ea(2) = ;; [(ak + 1)

ile verilir. Ustel fonksiyonun bir genellestirmesi olan bu fonksiyon, 1903 yilinda Mittag-
Leffler tarafindan tanimlanmistir. Mittag-Leffler fonksiyonlari, kesirli mertebeden

diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde ortaya ¢ikar.

a>0 ve B>0 olmak iizere, E, () notasyonu ile gosterilen iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonu ise,

Bap(2) = ; T(ak + B)

ile verilir ve bu denklemde @ =1 ve f =1,2,..,m alinirsa, en genel haliyle,

1 , - zk
El,m(z) = Zm_l e” — ?
k=0
elde edilir.
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Bu fonksiyon, 1953 yilinda R. P. Agarwal ve Erdelyi tarafindan tanimlanmistir. o
ve [ parametrelerinin 6zel secimleri ile E,p fonksiyonu bilinen bazi fonksiyonlara

doniisiir. Ornegin;

= T+ 1) Lkl &

E,,(2) i zk 1i zk+1 e?—1
1,2 7Z) = _— ' = :
o 'k+2) z o (k+ 1)! z

i 72k 2, 42k
Ey1(2%) = Z — = Z =7 = cosh(z),
e rk +1) e (2k)!

E, . (2?) = i z?e i z2*1 sinh(z)
2220 = T2k +2)  L@k+1D! .z
k=0 k=0

Eqyq1(2) = kzzom = Eq(2)

seklindedir [1,6].

N I S S A

- = Vi

Y/
= 0 - h/ ______________ i

~— / .

’/

T T e I -
_2_ ............................................................................................... —
_3_ ............................................................................................... -
_4_ ............................................................................................... -

_5 1 1 1 1 1
-50 -40 =30 =20 =10 0 10

x

Sekil 2.3.1. a, f = 1 i¢in Mittag-Leffler fonksiyonu
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Tanim 2.4. (Hata Fonksiyonu)
Gauss hata fonksiyonu olarak da adlandirilan Hata fonksiyonu,

2

S

( X2
| f edt, x>0
erf(x) =4 o

L

I
2

f e t’dt, x<0
X

L

seklinde hesaplanir [8].
Tanim 2.5. (Laplace Déniisiimii)

Lineer diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan yontemlerden birisi integral

dontigiimiidiir. Bir integral doniisiim,

B
F(s) = jK(s, t)f(t)dt (2.5)

a

seklindedir. (2.5) yardimiyla, verilen bir f(t) fonksiyonu diger bir F(s) fonksiyonuna
doniistirilir. F(s) fonksiyonuna f£(t) nin integral doniisimii ve K(s,t) ye de integral
dontigiimiin ¢ekirdegi denir. Bu doniisiimiin K (s, t) ¢ekirdegi degistikce, doniisiim farkl

adlar alir. f fonksiyonu, t > 0 reel degiskenli ve kompleks degerli bir fonksiyon olmak

tizere, K(s,t) = eS¢ secilirse,
B P
LF©) = F) = Jim [ f@etde = [ et @de, 0 <a<p)
a-0 a 0

seklinde tanimlanan f(t) nin Laplace dontisiimii elde edilir. Burada s bir kopmleks
degiskendir [23].

Tanim 2.6. (Ters Laplace Déniisiimii)

t > 0 olmak iizere F(s), f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii olsun. F(s) nin

ters Laplace doniisiimii £~ notasyonu ile gosterilir.
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Ters Laplace Doniisiimii,

c+ioco

f@) = L7HF(s);t} = f eStF(s)ds, (c =Re(s) > cp) (2.6)

c—ioco
ile tanimlanir. Burada cy, (2.6)’nin yakinsak oldugu bdlgenin sag yarisinda yer alir [24].

Laplace Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri:

I.) Lineerlik: c; ve c, keyfi sabitler, f; ve f, de Laplace doniisiimii mevcut iki
fonksiyon ise; L{c,f; + cofo} = ci L{f1} + . L{f>} dir.

i) L{f(t)} = F(s) ise;
L{e*f(t)} =F(s—a)

cirat) = £ (3)

n

d
LD O3 = 75 Fs)

0, 0<t<a

G() = { ; (LG} = e™F(s))
f(t—a), t>a

dir [13].

iii.) Konvoliisyon Ozelligi: t > 0 olmak iizere f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin,

£ *g(0) = j f(t—1) g(dr = f F@) gt - Dde
0 0

seklinde tanimlanan * g¢arpimlarmin Laplace doniisiimii,

L{f(©) * g(t); s} = F(s)G(s)

dir. Burada F(s) ve G(s) sirasiyla, f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin Laplace dontisiimleridir.
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iv.) n € N olmak tizere, f(t) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevinin Laplace

doniistimii,

n-1

L (©is) = s"F(s) = ) s FnD (0)

k=0

seklindedir [24].
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2.1. Kesirli Diferintegral Tanimlari

Tamm 2.1.1. (Griinwald-Letnikov Tanimu)

v>0 bir reel sayi, her sonlu [a,t] arahginda f fonksiyonu siirekli,
integrallenebilir ve m € Z, m < v <m + 1 olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun v-kath

Griinwald - Letnikov kesirli integrali;

m

—v — f(k)(a)(t_a)v+k 1 ' v+m g (m+1
aDe f“)—kZO T+ k+1) +F(v+k+1)_l;(t_T) (@

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun v. mertebeden Griinwald - Letnikov kesirli tiirevi

ise;
P N A (Ol Gt I PR
oDEf (1) _’; I(—v+k+1) +r(—v+m+1)L(t_T) (@
seklindedir [1].

Tamm 2.1.2. (Riemann-Liouville Tanimi)

v>0 bir reel sayi, her sonlu [a,t] arahiginda f fonksiyonu siirekli,
integrallenebilir ve k € Z*, k — 1 <v < k olsun. f fonksiyonunun v-katli Riemann -

Liouville kesirli integrali;

1 t
DV f() = mj (t—1)""f(v)dr

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun v. mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi
ise;

k

O —_— | (- 0@t
e SN T Tk —vydik )

seklindedir [1].
Tanim 2.1.3 (Caputo Kesirli Tiirevi)

Kesirli diferensiyel tekniginde, baslangi¢c kosullarini fiziksel durumlara en uygun

sekilde veren Caputo olmustur.
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v > 0 bir reel say1, her sonlu [a, t] araliginda f fonksiyonu siirekli, integrallenebilir

ven € Z*,n — 1 < v < n olsun. Caputo kesirli tiirevi;

. B 1 g f™(1)dr
01O = =y |

ile verilir [1].
Tamm 2.1.4. (Weyl Kesirli Hesap Tanimi)

v € R* ve t > 0 olmak iizere, Weyl kesirli integrali,

1 (o]
WrIf(®)] = mf -t f(r)dr

seklindedir. Her yerde integrallenebilen fonksiyonlarin bir smifi A ve f €A olmak

tizere, f(t) fonksiyonunun Weyl kesirli tiirevi ise,

WrIf (O] =

GO
F(—v)!(r_ )V f(n)dr, (v<0)

bigiminde tanimlanir. Burada, n > v > 0 olacak sekilde n pozitif tamsayisi igin,

dn
wrlf (O] = 7 W IF (O

dir [8,25].
Tamm 2.1.5. (Marchaud Kesirli Tiirevi)

1927°de Marchaud, mertebesi v olan kesirli tiirev tanimini,

I™Vf(x) = ﬁoj u ™V (x —wdu, (v>0) (2.7)

-v—1

esitligi ile vermistir. Ancak, orijinde u in tekilliginden dolay1 (2.7)’deki integral

wraksaktir.
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Boylece Marchaud,

Jim 7= Ef‘“f(x—w FOOldu, (0<v<1)

limitinden ve T'(1 —v) = —vI'(—v) oOzelliginden faydalanarak,

elio+ e )f V' (x —u)du = _ IV (%) (2.8)

esitligini elde etmistir. £, f nin en yiiksek mertebesi olmak iizere, v > 1 durumunda

(2.8)’i genisletmek i¢in,

MLFGo) = i(—l)f (7) re = jw

j=0

toplamindan faydalanarak,

f
DVf(x) = C fA“{fv)du, O<v<?d)

seklindeki mertebesi v olan kesirli tiirev tanimini vermistir. Burada,

F(1—e W)
Cv,e=J(—)du

u1+v

olmak iizere,

( i
F(_V)z(_l)j (f)]v (0 <v<¢¢EeRNN)
j=1
Cv,{’ = 9
‘
(=1)v*t j o | )
! ;(—1) (j)] logj, (v=12,..,£-1)

elde edilir [4].
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Tamim 2.1.6 (Riesz Kesirli Integrali)

v>0,k€eZ ve v+#2k+1 olmak iizere, v mertebeli Riesz kesirli integrali

(Riesz potansiyeli),

BfQ)+1Yf(x) 1 o)
2cos(vi/2)  2T(v)cos(vm/2) ) lx—y[*™Y

I'f(x) = dy

ile verilir.v > 0,k € Z ve v # 2k olmak tlizere genellestirilmis Riesz potansiyeli ise,

) IIf(x) —IYf (x) 1 sgn(x — y)f (y)
I"f(x) = . = : = —dy
2sin(vm/2) 2I'(v) sin(vm/2) |x — y|1-Vv
seklindedir [5].
Tamim 2.1.7 (Miller-Ross Ardisik Kesirli Tiirevi)
Bir f(t) fonksiyonunun tamsay1 mertebeden ardisik tiirevi,
d*f(t) dd d
dtn —aaaf(t), (nE N)
n
bigimindedir. Benzer sekilde, 0 < v < 1 olmak {izere ardigik kesirli tiirev,
D™f(8) = DYDY .. D" f(£) 29)

n

ile ifade edilir. Miller ve Ross, (2.9)’u daha genel bir ifadeyle,
DVf(t) = DV1DY2 ..DVnf(t),  (Vv=vy+Vy+-+vy)

seklinde tanimlamis ve bunu ardisik kesirli tiirev olarak adlandirmiglardir. Ayni1 zamanda
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri asagidaki gibi ardisik tiirevlerin &zel

halleridir. Riemann-Liouville kesirli tiirevi:

dd d e
aDg/f(t)=Ea...% aDt(n V), (n—1<v<n)

formunda yazilabilir.
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Caputo kesirli tiirevi ise:

d d

d
—— - <
dtdt dtf(t)' (n-1<vsn)

SDYf(D) = D7 "
seklindedir. Burada her iki tiirevin mertebesi v olmasina ragmen, d/dt ve oD ™™
tirev operatorlerinin farkli siralaniglart bu iki tiirevin 6zelliklerinin farkli oldugunu

gosterir.

Omegin; v <0 ve u <0 olmast durumunda ya da buna denk olarak Riemann-

Liouville ve Griinwald-Letnikov kesirli integralleri i¢in,
DYD#f(t) = DEDYf(t) = DV*Hf (1)

ozelligi gegerlidir. Ancak bu o6zellik v,u > 0 olmasi durumunda ya da buna denk bir
ifadeyle kesirli tiirev durumunda gegerli degildir. Gergekte bu 6zellik Riemann-Liouville

ve Caputo tiirevleri arasindaki fark: gosterir.

Ardisik kesirli tiirevler baz1 fizik ve uygulamali matematik problemlerinin formiile
edilmesinde dogal olarak ortaya ¢ikar. Boylece, fiziksel siirecleri veya objeleri modelleyen
diferensiyel denklemler, kesirli tiirevle ifade edilen bir durumun yine kesirli tiirevle ifade

edilen bir bagska durum iginde isleme alinmasinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikar.

Eger her bir durumu ifade eden diferensiyel denklem kesirli tiirev iceriyorsa, bu
durumlarin ardigik siralanmasi ile elde edilen diferensiyel denklem ardisik kesirli tiirevler

igerir [1].
Tamm 2.1.8. (Cauchy Integral Formiilii Yardumi ile Diferintegral Tanim)

A - dizlemi

C

N

4

Sekil 2.1.8.1. Cauchy integral formiiliiniin C yolu [6].
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C™; —oo dan baglayip saatin donme yoOniine ters olarak bir kez 2z noktasim
cevreleyip tekrar —oo noktasina donen, z ve —oo + ilm(z) noktalarini birlestiren kesit
boyunca uzanan bir yol ve C*; co dan baslayip saatin donme yoniine ters olarak bir kez z
noktasini gevreleyip tekrar oo noktasina dénen, z ve oo + ilm(z) noktalarini birlestiren
kesit boyunca uzanan bir yol ve € = {C~,C*} olmak iizere, eger f(z) fonksiyonu, bu C

yolunun i¢inde ve tlizerinde analitik (regiiler) ise,

(v +1 d
L = (f@), = (1;; )f (tf_(t;)fﬂ, W#-1,-2,..)
Cc

ve
fon(2) = lim f,(2), (n€ZY),

dir. Burada t # z olup,

C™ igin —w<arg(t—2z)<mn
ve

C* igin 0 <arg(t—2z) <2m
dir. Boylece,

Ify(2)] <o (v eER) (2.10)

olmak iizere; f,(z) ye, v >0 igin f(z) nin mertebesi v olan kesirli tiirevi ve v < 0

icin de f(z) nin mertebesi v olan kesirli integrali denir [26,27].

Z - dizlemi

R —=m

.hv.i.?.a. SO A "'i
\ X

Sekil 2.1.8.2. Diferintegral formiiliindeki C yolu [6].
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Tamm 2.1.9. (Riemann Formiilii)

v >0, u> —1 olacak sekilde birer reel say;, n € Z* ve n—1 < v < n olsun.

f(t) = (t — a)* fonksiyonunun D¢ f(t) seklindeki kesirli tiirevi;

1+ p)

aDf ((t —a)¥) = YY)

(t—a)tv (2.11)

formiilii ile hesaplanabilir [1].
Tamm 2.1.10. (Kesirli Tiirevlerin Laplace Doniisiimleri)

v > 0 bir reel sayl, n € Z*, m € Z ve her sonlu [0,t] arahiginda f fonksiyonu
stirekli ve integrallenebilir olsun. n — 1 < v < n olmak iizere, Riemann-Liouville kesirli

tiirevinin Laplace donsiim{;

n-1

L{oDYF (05} = sF(s) = ) s [ DY),

k=0
seklindedir. n — 1 < v < n olmak iizere, Caputo kesirli tiirevinin Laplace donslimii;

n-1

LEDYF(©):5) = $VF(s) = ) 5”1 £(0)

k=0

ile verilir, m <v <m+ 1 olmak tizere, Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin Laplace

donslimii ise;

m t—v+k tm-v "
£ DFF(1);5) = ;f “oL {F(—v Tt D) S} 13 v MARRIO

— Z f(k) (O) Sv—k—l + gv—m-1 (Sm+1F(S) _ Z f(k) (O) Sm—k)
k=0 k=0

=sYF(s)

seklindedir. Miller-Ross ardisik kesirli tiirevi igin,

m

am=2vj, 0<v; <1, G=12,..,m)

j=1
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olmak tizere,
Om — Vm Vm-1 V1
D™ = (D™ D™ . D}
ng—1 — Dvm—l Dvm_1 DV1
oDy = D, aD; e al

notasyonlar1 tanimlansin. Boylece, ardisik tiirevin Laplace doniisiimii,

L{ thamf(t)} S} = smF(s) — z §om=om=k [ ODfm_k_lf(t)]ho
= (2.12)

an'm—k—l = aD;/m_k_1 aD;/m_k_l aDgllr (k = 0'1' ey M — 1)

ile verilir [1].
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2.2. Varlik ve Teklik Teoremleri

Bu béliimde, kesirli diferensiyel denklemler i¢in baslangic - deger problemlerinin
¢Ozlimlerinin varlig ve tekligi incelenmistir. Burada, denklemlerin tiim sonuclar1 Miller -
Ross ardisik kesirli tiirevi cinsinden verilmistir. Bunun nedeni ise, elde edilen sonuglarin
Miller - Ross ardisik kesirli tiirevlerinin 6zel durumlart olan Riemann - Liouville,

Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirevlerine direkt olarak uygulanabilmesidir.

Ik olarak, degisken katsayili lineer kesirli diferensiyel denklemler incelenip, bir
terimli ve n-terimli diferensiyel denklemler igin varlik ve teklik teoremi ispatlanmistir.
Daha sonra, genel formda kesirli diferensiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremi

incelenmistir [1].

2.2.1. Lineer Kesirli Diferensiyel Denklemler
Bu boliimde, ardigik tiirevli lineer kesirli diferensiyel denklemler i¢in baslangic -

deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi incelenmistir.

DY + D (0 oD YO +pa(OYO) = F(B), O<t<T<e) (213
j=1
[ D7 y@],_, =be (k=12,..,1) (2.14)

baslangic - deger problemi ele alinsin. Burada,
oDJF = o D* DIFT .. D
DI = D DR L DI

k

o = Zvj, (k=12,..n); 0< v<1l (=12,.n)
j=1

bigimindedir. f(t) € L,(0,T) yani,

j F(0)] dt < oo
0

seklindedir. Kolaylik agisindan, t > T i¢in f(t) = 0 oldugu kabul edilsin.

Ik olarak, p,(t) =0, (k=1,2,..n) durumu ele alnsin [1].
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Teorem 2.2.1. Eger, f(t) € L,;(0,T) ise,

oDy () = £(D) (2.15)

denklemi (2.14) baslangic kosullarini saglayan bir tek y(t) € L,(0,T) ¢06ziimiine sahiptir.

Ispat. (2.12) ardisik kesirli tiirevin Laplace doniisiim formiilii (2.15)’e uygulanirsa;

n—1

snY(s) — Z §9n~%n-k [ (,Df""‘_ly(t)]t=0 = F(s)
k=0

olur. Burada Y(s) ve F(s), sirasiyla y(t) ve f(t) nin Laplace doniisiimleridir. Ayrica
(2.14) baslangi¢ kosullari kullanilarak,

n-—1
Y(s) =s7F(s) + z b,_;s ok
k=0

yazilabilir. Ters Laplace dontisiimiiyle,

1
['(on)

t n-—1 bn_k )
y(@) = L(t—T)"lf(T)dT+kz=0mt n—te—1

veya i = n — k alinmasiyla,

1 ‘ -1 N bi oi—1
ey fo (t — 7)°n f(r)dr-l—;F =t (2.16)

y(t) =

elde edilir. k=1,2,..,n ve i=1,2,..,n olmak lizere, (2.11) Riemann formiiliiniin

uygulanmasi ve

1
=0, =012, ..
F—m) (m )
durumunun dikkate alinmastyla,
LN (%0 T (0, — ay), (k<)
D]k ={ Lotk 2.17
o~ <F(ai)) 0, (k =1) (217)

toi-1 t%T(1+ 0, —0y), (k<i)
(F(Ui))

= 1, (k =) (2.18)
0, (k>1)

ODt
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elde edilir. (2.16)’dan y(t) € L,(0,T) dir. (2.17) ve (2.18) kullanilarak; (2.14) baslangi¢
kosullar1 ve (2.15)’de (2.16) ile tanimlanan y(t) fonksiyonunun yerine yazilmasi, y(t)

nin bu sartlar1 sagladigini gosterir. Buradan ¢oziimiin var oldugu sdylenebilir.

Laplace doniisiimiiniin  6zelliginden ve kesirli diferintegralin lineerliginden
¢ozlimiin tekliginin var oldugu sdylenebilir. Gergekten de, y,(t) ve y,(t) gibi iki tane
¢oziimiin varh@ distnilirse, z(t) = y;(t) —y,(t)  fonksiyonu oD mz(t) = 0
denklemini saglamahidir. Bu takdirde z(t) nin Laplace doniisimii Z(s) = 0 dir. Bu
sebeple, z(t) = 0 olup hemen hemen her aralikta L, (0, T") deki ¢dztiim tektir.

Simdi, (2.13)-(2.14) probleminin ¢éziimiiniin varligi ve tekliginin ispati verilsin [1].

Teorem 2.2.2. Eger, f(t) € L;(0,T) ve p;j(t) (j=12,..,n),[0,T] araliginda siirekli
fonksiyonlar ise bu takdirde (2.13)-(2.14) baslangi¢ - deger problemi y(t) € L1(0,T)

seklinde tek bir ¢6ziime sahiptir.

Ispat. (2.13)-(2.14) problemi y(t) ¢oziimiine sahip ve

oDy () = P(2) (2.19)

olsun. Teorem 2.2.1 kullanilarak,

y(t) =

1 t . L, o1
ey fo (t — 7)°n ¢(t)dt+;bim (2.20)

yazilabilir. (2.20), (2.13)’de yerine yazilirsa,

n—-1

DEY®) + D B i() DIV + palDY(®) = £

k=1

denklemi ve (2.17) kullanilarak da ¢(t) fonksiyonu igin,

$(0) + f K(t, Dp@)dt = g(t) (2.21)
0

ikinci cins Volterra integral denklemi elde edilir.

39



Burada,

n-—1

K(t,7) = Pn(t)( ;( ))" +Z Pn-k () (tF_(ch)—n;fk)_ '

—op—1
l) an () Z S r<al—ak)

seklindedir. p;(t) (j = 1,2, ...,n) fonksiyonlari, [0, T] araliginda siirekli olduklarindan ve

g(t) = f(t) = pn

0<t<T, 0<t<T kosullan1 altinda K*(t, ) siirekli olmak tizere, K(t,7) c¢ekirdek

fonksiyonu,
(2.22)

singiiler formda yazilabilir ve
a = min{an: On = On-1,0n — Op—2; ++, Opn — o1} = min{an,vn}
formundadir. Benzer sekilde, g*(t), [0,T] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak tizere,

o0 =29

seklinde yazilabilir.
B = min{oy, ...,0,; 0, — 04, ..., 0y — 04} O3 — O, e, Oy — O3} oo} Oy — Op_1}
= min{ay, ..., Op; Vo, ..., Vp }
= min{vy, vy, ..., Vp}, O0<ac<1, 0<p<1
bi¢imindedir.
(2.22)’deki singiiler ¢ekirdek ile verilen (2.21) ve g(t) € L,(0,T) fonksiyonunun
sag tarafi, ¢(t) € L1(0,T) seklinde tek bir ¢oziime sahiptir. Bu takdirde, Teorem 2.2.1°e

gore (2.19)’un tek ¢oziimii y(t) € L,;(0,T) olup, aynt zamanda (2.14) ¢6ziimii, (2.20)

kullanilarak elde edilebilir. Boylece Teorem 2.2.2’nin ispati tamamlanir.

Bir ¢cok uygulamali problemlerde, y(t) fonksiyonunda sifir baslangic kosullar

ve bunun tamsay1 mertebeden tiirevleri kullanilir. Bunun {i¢ temel sebebi vardir.
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e y(t) fonksiyonunun baslangic zamaninda gosterdigi davranmisin fiziksel olarak
yorumlanabilmesi,

e (2.14) baslangi¢ kosullarinin niimerik yaklasimlarla hesaplanmasinin zorlugu,

e y(t) ¢oziimi i¢in tanimlanan sifir baslangic kosullar1 ve tamsayr mertebeden
tirevli baslangi¢ kosullari, Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov, Caputo ve
Miller - Ross kesirli tiirevlerinin uyumunu saglar. Bu uyum ise problemin formiile

edilmesinin ve ¢ézlimiiniin yanlis yorumlanmasini dnler.
m—1 < g, < m olmak iizere,
y?d0) =0, (j=01,..,m—1)

olsun. Bu durumda, Riemann - Liouville kesirli tiirevleri i¢in birlesme kurali kullanilarak,
ayni g, mertebeli Riemann - Liouville kesirli tiirevleri tarafindan (2.13)’deki tiim ardisik

kesirli tlirevler yer degistirebilir. Boylece,

n—1
DIV + ) py(6) D] Y(O) + pa®Y(O) = f© (223)
j=1

elde edilir [1].

Teorem 2.2.3. f(t) vep;(t) (j=12,..,n) fonksiyonlart [0,T] araliginda siirekli ise,
bu takdirde,

m—-—1<o,<m, 0,>0,1>0,>">0,>0,>0

olmak tizere (2.23) problemi, [0,T] araliginda siirekli olan tek bir y(t) ¢oziimiine
sahiptir [1].
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2.2.2. Genel Formda Kesirli Diferensiyel Denklem

Uygulamalarda lineer kesirli diferensiyel denklemlerin yani1 sira lineer olmayan
diferensiyel denklemler de goriilmektedir. Bundan dolayr bu béliimde, Miller - Ross
ardisik kesirli tiirevleri cinsinden kesirli diferensiyel denklemlerin genel formu igin
baslangi¢ - deger problemlerinin ¢ozlimlerinin varlik ve tekligi incelenmistir. Miller -
Ross, Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirevleri birbiriyle
iliskili oldugundan, asagida verilen sonuglar kesirli diferensiyelin tiim bu doniisiimleri igin

kullanilabilir.

Ok — Vk Vk-1 V1
DI¥ = DJ¥ DI DY,

or—1 _ Vr—1 Vi-1 Vi
DIV = DV DY L DY,

k
O = ZVJ-, (k=12,.n);0<v; <1, (=12,..n)
j=1
olmak tizere,
oDy (8) = f(t,y) (2.24)
[ D7 y®],_y = ber (k=1,..,m) (2.25)

baslangig-deger problemi ele alinsin. f(t,y) fonksiyonu, (t,y) diizleminin G ¢evresinde

tanimli olsun. h ve K sabitler olmak iizere,

0<t<h, <K

(1=ony(6) - Zb = )

esitsizligini saglayan (t,y) € G noktalar kiimesi i¢in, R(h, k) C G bdlgesi tanimlansin [1].

Teorem 2.2.4. f(t,y), G gevresinde tanimli, reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun ve
her (t,y) € G igin, |f(t,y)| <M < oo olmak iizere, y ye gore |f(t,y1) — f(t,y2)| <
Aly, — y,| Lipschitz sartin1 saglasin. Ayrica,

Mhan—01+1
>
I'(1+o0y,)

olsun.
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Bu durumda, (2.24)-(2.25) probleminin R(h, K) bolgesinde siirekli bir y(t)

¢Ozlimii var ve tektir.

Ispat. (2.16) ¢oziimii kullanilarak,

\ bi gi—1 1 ‘ op—1
y(t)=;@tl e f (t = D" L f (1, (D)) dr (2.26)

elde edilir. Eger y(t), (2.24)-(2.25) denklemini saglarsa, ayn1 zamanda (2.26)’y1 da saglar.
Diger yandan, eger y(t), (2.26)’nin bir ¢dziimii ise, (2.17) formiilii ve D™ ardisik
kesirli tiirev operatorii (2.26)ya uygulanirsa, y(t) icin (2.24) kesirli diferensiyel denklemi
elde edilir. Aym1 zamanda (2.18)’in kullanilmasiyla, y(t) (2.26)’y1 saglarsa, (2.25)
kosullarin1 da saglar. Bu nedenle (2.26) denklemi, (2.24)-(2.25) baslangig-deger

problemine esdeger olmaktadir.

Simdi, y,(t), y,(t), y(t), ... fonksiyonlar dizisi,

- b S
Mﬁﬂ==2§r(m)tl (2.27)

= b 1 [t
ym(t) = ;mt"i‘l + F(O-n)Jo (t =D (1, Yy (D)dr,(m =1,2,...) (2.28)

bagmtilariyla tanimlansin.  lim y,,(t) limitinin varligi ve (2.26)’nin  y(t) ¢Oziimiinii
m—oo

sagladig gosterilecektir.

Ik olarak, 0 <t <h olmak iizere, her m igin y,,(t) € R(h,K) tiimevarim

metoduyla gosterilsin. Ek olarak,

tl o1 t Z tdl ”
ym( ) i l-!(o_l

tl_dl t

F(Un) 0

(t =D f (T, ym-1 (D)) dT

MtC’n—G1+1 thrn—crl+1

Sru+mgsru+%)SK (2.29)

seklindedir.
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Ayni nedenden dolay1 y;(t) i¢in de,

han—01+1

<K
F(l +0,) —

oy (6) - Zb o<

esitsizligi elde edilir. Ayrica tiimevarim metoduyla her m i¢in,

Am—ltmon

|ym () — Ym-1(@®)| < T +moy)

oldugu gosterilebilir ve bu esitsizlik kullanilarak m = 1 igin,

On

M
720 =00 < ey ©<t=h) (2.30)

olur.

Am—zt(m—l)an

1+ (m-1ay,)’

|ym—1(t) = ym—2(®)] < (0<t<h) (2.31)

olsun. Boylece (2.11), (2.28) ve (2.31) kullanilarak,

A t
5 (®) = Y1 O] S o | €= 0 yos D) = yma N

MA™— 1
=T+ (m - Dow) [(ow)

f (t _ T)an—l.[(m l)and.[

3 MAm—l
T T(1+ (m—1oay)

OD—Un t(m—l)an

B MA™1 I'(1+ (m— 1)g,)tM-Donton
T+ (@m-10,) T+ m-1o,+0a,)

MAm—ltman
- I'(1 + moy,)

bulunur.

' = 1im (m(® = 0(®) = ) (3©) =31®) (2.32)

I

-
1]
[N

serisi ele alinsin.
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(2.30)’a gore, 0 < t < h i¢in (2.32) serisinin terimlerinin gercek degeri,

2 MAj—lhjon

= F(1+jo,)

(Ean 1(AR%) — 1)

seklindeki seriye denk olan yakinsak niimerik serilerin terimlerinden daha kiigiiktiir. (2.32)
serisinin her bir (yj(t) — yj_l(t)) terimi, 0 <t < h igin t nin siirekli bir fonksiyonudur.

Boylece, (2.32) serilerinin toplami y*(t), 0 < t < h igin siirekli bir fonksiyon olup,
y(©) = lim y,(¢) =y,(6) +y7(6), (0<t<h)

fonksiyonu da siireklidir. y,,(t) dizisinin diizgiin yakinsak olmast, (2.28)’de m — oo iken
limit alinmasimi saglar. Bu ise, (2.27) ve (2.28) tarafindan tanimlanan y(t) limit

fonksiyonunun (2.26)’nin ¢oztiimii oldugunu gosterir.

Son olarak, ¢6ziimiin tekligini gostermek i¢in, (2.26)’nin bir baska ¢oziimi

0 <t < h araliginda siirekli olan y(t) olsun. z(t) = 0 olmak {izere, (2.26)’dan z(t) =
y(t) — y(t) fonksiyonu,

z(t) =

Mo n)j (t — 1) 1f(7,2z(7))dr

denklemini saglar. Boylece 0 <t < h i¢in, z(t) siirekli olur. B sabit olmak iizere,

0<t<h igin |z(t)| < B ve z(t) ile,

POl s ostsh
OIS taiey O05ts
elde edilir. Verilen esitsizlik j kez tekrarlanirsa,
A/Btion
lz(t)] < , (=12,..) (2.33)

bulunur. Esitsizligin saginda (yani B ye kadar olan tarafta) serinin genel fonksiyonunun

E, 1(Aty) Mittag-Leffler fonksiyonu oldugu goriiliir.
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Bu yiizden her t igin,

Ajtjo'n
=0
(o)

lim
]—)CXJ

elde edilir. (2.33)’iin j = oo iken limiti alinirsa, z(t) = 0 oldugu sonucuna varilir ve
0<t<h icin J(t)=y() oldugunu gosterir. Boylece Teorem 2.2.4’iin ispati

tamamlanir [1].
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2.3. Kesirli Diferintegrallerin Genel Ozellikleri

1) Homojenlik
C herhangi bir sabit olmak iizere,

v _ . df

dix—a)” d(x—a)

seklindedir [6].
ii) Olcek Degisikligi

Deformasyonlar1 kontrol altinda tutmak amaciyla diizlem koordinatlar (x,y), ol¢ek

faktorii (kiigiiltme) olarak adlandirilan bir katsayi ile (0.9996) carpilirlar.

Bir fonksiyonun alt limit a« ya gore oOlgek degisikligi; x - f(x —a) + «
seklindedir. Buradaki f olgek faktorii olup sabittir. Eger alt limit sifir ise, x = Sx olur. Alt

limitin sifirdan farkli oldugu durumlarda 6l¢ek degisikliginin diferintegrale etkisi,

fEx-—a)ta) . dfBEE-a)+a)
[d(B(x — )]” [d(x — a)]”

seklinde verilir. « = 0 oldugu durumlardaki dl¢ek degisikligi,

IED _ o, 4 6)
[d(BOT” [dx]”

olarak verilir [6].
iii) Bir Serinin Diferintegrali

Diferintegral operatdriiniin dogrusallik 6zelliginden, biitiin v degerleri igin diizgiin

yakinsak bir serinin diferintegrali,

d(x —a)¥ Zf] Z d(:v—f]a)"

seklinde alinir ki bu seri de diizgiin yakinsak olur [6].
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iv) Birlesme Ozelligi
DYD* = DKDY,  DYD*=D"**, D'f=g-f=D"g

seklindeki iglemler belirli durumlarda gegerlidir. v ve u pozitif tamsayilar olmak iizere

v —u < 0 oldugu zaman,

aDg/[ aDt_“f(t)] = aD;/_H

durumu gecerlidir. Fakat once tiirevin sonra da integralin alindig1 durumlarda ise,

p-1 Nk
DD o] = Dy - Y L poen )

k=u—-v
esitligi gecerlidir.

Diferintegrallerin diger bazi ozellikleri:
(e’lz)v =e¥” (1+0;veER;z€ Q) (2.34)
(e"lz)v =e e (£ 0;vER;z€C) (2.35)

. T(v—=21) r'v—21)

A — p-imv A-v ERz€EC 2.36
(Z )V e F(—A) VA ) <V A (CJ F(_A) < ( )

seklindedir. Burada, A degeri sabittir [6,8,28].
Lemma 2.3.1. (Lineerlik)

f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri

mevcutsa, bu durumda;

(hif (2) + hog(2)), = h1 f(2) + ha gy (2) (2.37)
bi¢imindedir. Burada, v € R, z € C ve hy, h, sabitlerdir [1].
Lemma 2.3.2. (Indis Kurali)

f(2z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger (f,), ve (f”)v

turevleri mevcutsa, bu durumda;
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(@), = frsu@ = (fu@), (2:38)

Fr(v+u+1)

sekhndedlr. Burada, v, U € R;z € C ve m

| < oo dur[a].

Lemma 2.3.3. (Genellestirilmis Leibniz Kuralt)

f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tlirevleri

mevcutsa, bu durumda;

- T'(v+1
(F0-900), = Y e e fy (2 (239
m=0

seklinde tanimlanir. f, = d*f/dz* = f,(2); fo = f = f(2); 90 = g = g(z) = z" olmak
tizere, (2.39) yardimiyla,

n

N (feD9@) = Fzu = D () fduem@m

m=0

rv+1)

B ~ Tv+1—-m)I(m+1) (fi)v=—m (@) m (2.40)

N-kesirli hesap operatorii tammlamir. Burada, veER; z€ C; k,neZ*u{0} ve

r(v+1)
rv+1-m)r(m+1)

| < oo dur [1].
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2.4. Kesirli Diferintegraller I¢in Bazi Teoremler
Teorem 2.4.1. z nin dereceleri p ve g olmak iizere, P(z;p) ve Q(z;q) polinomlari

sirasiyla,

P D
P(z;p) = Z azP % = a, H(z — Zj), (ap #0; p EN)

k=0 j=1

ve

q
Q) = ) bzt™*, (b #0; g EN)
k=0

seklinde tanimlansin. Ayrica, verilen ¥ fonksiyonu i¢in Y_,, # 0 olsun. Boylece,

i ) Pe(zp) +Z e @o

k=1

P(z;p)fu(2) + fu-1(2)

+ (;) q'bofu-q-1(2) =Y(2), (WveERDpqeN) (241)

seklindeki homojen olmayan lineer adi kesirli diferintegral denklem,

) = K;—é_;(zp))emz;p,m)_l e—%(z:p,q)l , (zeC\{z,...2,)) (2.42)

v—u+1

formunda 6zel bir ¢oziime sahiptir. Burada,

H(z;p,q) = gg: Z; dé, (Z e C\ {Zl, ...,Zp}) (2.43)
bicimindedir. Ayrica,
P
PEf@ + Y (1) P +Z )G q)]fu ()
k=1

,
+(0)atbofugs@ =0, (wvERPGEN

seklindeki homojen lineer adi kesirli diferintegral denklem,
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f(z) = K(e —H(z;p,q))

v—u+1

formundaki ¢oziimlere sahiptir. Burada, K keyfi bir sabit ve H(z;p,q) ise (2.43)’de

tanimlandig gibidir.
Ispat. (2.41)de,
f@)=W,(2), (veR) (2.44)
dontisiimiiniin kullanilmasi ve Lemma 2.3.2 ile Lemma 2.3.3’{in uygulanmasuyla,
[P(z;pIW.(2)] + [Q(z W,-1(2)] =Y (2)

olur. |Y_,(z)| < o oldugundan,

; r_,
wW,(2) + %Wﬂ_l(z) = P(Z'(zza))' (z eC\ {Zl, ...,zp})
elde edilir.
Ws (@) = w2, Wi(z) = (2.45)

dontisiimlerinden faydalanilirsa,

dw Qzq)  Y,@)
dz " Pzp) . Pzp)

(z € C\{zy, .., 2,}) (2.46)

olacak sekilde 1.mertebeden lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. H (z; p, q), (2.43)

ile verilen formda olmak tizere (2.46) nin,

w(z) = (ZE;—’(;)) e}[(zm'q)>_1 e H@Pd, (7€ C\{z, e Zp}) (2.47)

seklinde 6zel bir ¢6ziimii vardir.

Son olarak, (2.44), (2.45) ve (2.47) nin birlestirilmesiyle Teorem 2.4.1’in (2.42) ile
verilen 6zel ¢6ziimii elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Homojen denklemin ispati da

benzer sekilde gosterilebilir [29].
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Teorem 2.4.1°de,
u=2, p=q=1, ay=h+0, a;=0, by=s+0 ve b=t (2.48)
alinirsa,
P(z;1) = hz, Pi(z;1)=h
ve
Q(z;1) =sz+t, Q.(z;1) =s

olur. Boylece (2.43)’den,

H(z;1,1) =

Q(S( 1) dé = fSS("i' ln[(hz)t/hesz/h]

P&
esitligi elde edilir [30].

Teorem 2.4.2. Eger, Y fonksiyonu, |Y,(z)| < o,v €R ve Y_, # 0 ile verilmisse,

2

hz%+(sz+vh+t)%+vsf(z)=Y(z), (h+0,vER)

seklindeki homojen olmayan lineer adi diferensiyel denklemi,

f(Z) — [(Y-_v(Z)(hz)(t—h)/hesz/h)_l(hz)—t/he—sz/h]( .

formunda 6zel bir ¢6ziime sahiptir. Ayrica, K keyfi bir sabit olmak iizere,

2

d
hz—f+(sz+vh+t)—f+vsf(z)=0, (h+0,veER)
dz? dz

seklindeki homojen lineer adi diferensiyel denklemi,
f(2) = K[(hz)"/hes2/M]

formunda ¢6ziimlere sahiptir [30].
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Bessel diferensiyel denkleminin bir sinifi olarak,

d2
Az? d—f+(B +C)—f+(Dz 2+ Ez+ F)f(2) =Y(2) (2.49)

formundaki ikinci mertebeden homojen olmayan lineer adi diferensiyel denklemi ele

alinsin. Burada, A # 0,B,C,D # 0,E ve F parametreleri 6zel olarak,
A=B=D=1 C=E=0 ve F=-v?

seklinde segilsin. (2.49) homojen olmayan non-Fuchsian diferensiyel denkleminin 6zel

¢Ozlimlerini bulmak i¢in Teorem 2.4.1 uygulanir. Bunun igin,

f(2) = zPe*P(2) (2.50)
dontisiimii yapilir. Boylece,
d
d_]zc = zP 1M [ f +(p+ /12)1/1(2)] (2.51)

ve

2 d2
% — zP~2 Az{ p f +2(p +A2)z— w +[A*2% + 2p2Az + p(p — 1)]4)(2)} (2.52)

elde edilir [31].

Son olarak, (2.50), (2.51) ve (2.52)’nin (2.49)’da yerlerine yazilmasi ile Teorem
2.4.1’in asagidaki uygulamasi elde edilir.

Teorem 2.4.3. Eger verilen Y fonksiyonu, |¥,(z2)[ <o (veR) ve Y_,#0

kisitlamalarini sagliyorsa,

Az d—f+Bzd—f+(Dz +Ez+F)f(z)=Y(z), (A+0,D+#0)

homojen olmayan lineer adi diferensiyel denklemin,

f(2) = 2P oMz [(A—lz—v—1+(2Ap+B)/A (Z—p—le—/lzy-(z))) ]

-vl_4

[27-Gap+B)/Ag=222] (A #0;D # 0;z € C\{0})

(v-1)’
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formunda 6zel bir ¢6ziimii vardir. Burada,

A—B +./(A—B)2 —4AF _ (2Ap+B)A+E

TS

p= 24 > 4 24
seklindedir. Benzer olarak,
d’f df
Az d—-i—Bzd—-i- (Dz?+Ez+ F)f(z) =0

homojen lineer adi diferensiyel denklemin,

— p v—(2Ap+B)/A ,—-22z
f(z) = KzPe* [ e ](v—l)'

(A+#0;D # 0;z € C\{0})

(2.53)

formunda ¢6ziimleri vardir. Burada K keyfi sabit, p, A ve v ise (2.53)’de verildigi gibidir

[31].
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2.5. Hipergeometrik Fonksiyonlar ve Gauss Diferensiyel Denklemi

Singtiler katsayil1 diferensiyel denklemlerin, uygun tanim, teorem veya dontigiimler
kullanilarak, kesirli analiz yardimiyla agik ¢oziimleri elde edilebilir. Bu kesirli ¢éztimler de
uygun kosullarda hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Bundan dolay1 bu
kisimda, ¢ozlimlerin hipergeometrik formlart igin gerekli tanimlar ve o&zellikler ele

alimustir.
Tanmm 2.5.1. (Polchammer Sembolii)
z € Cve k € Z* U {0} igin,

(z+k-—1)!
(z—-1)!

2)o=1 @yr=2zz+1)(z+2)..z+k—-1)=
seklinde tanimlanan (z), matematiksel ifadesine polchammer sembolii denir. Ornegin,
(D =123..k=kl, (4);=456=120
yazilabilir.

z = —m negatif bir tamsay1 oldugunda polchammer semboli,

_((=m)g, m=k
(@k_{ 0. m<k

ile tanimlanir. Ornegin,

(=5)3 = (=5).(-4).(=3) =—60, (=3),=0

dir.
Gamma fonksiyonunun T'(z+ 1) = z['(z) (Rez > 0) ozelligi, Rez <0 vyan
diizleminde,
I'(k + 2) I'(k + 2)
[(Z)=—— (2)y=—— 2.54
( ) (Z)k ( )k F(Z) ( )

seklinde genisletilebilir.
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Tamm 2.5.2. (Gauss Denklemi)

Ikinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklemler bir cok singiiler

noktalara sahip olabilirler. Ozel olarak singiiler noktalar1 (0,1, %) olan denklem,

2

Z(1—Z)27}2]+[y—(1+a+,8)z]%—aﬁy=0 (2.55)

formunda verilebilir. Bu denkleme, hipergeometrik denklem (Gauss diferensiyel denklemi)
ve ¢oziimlerine de hipergeometrik fonksiyonlar denir. Burada, z kompleks degisken,

a,B,y lar z den bagimsiz kompleks veya reel deger alabilen sabitler ve denklemin

parametreleridir. (2.55)’in |z| < 1 bolgesinde tek bir ¢oziimii y; = ,F;(a, B;y; z) dir.

. +ﬁ N ala+ 1B + 1)i ala+ D)(a+2)BB+ 1B+ Z)Z
Y yor+1) 2! Y+ Dy +2) 3!

serisi ile Gauss denkleminin dogrulugu gosterilebilir. Gauss denklemine alternatif bir form

olarak,

(d ) °°(a>k(ﬁ>k(k+a)zk

w4

esitligiyle uygun bir ¢6ziim elde edilir. Bundan dolayz,

(z% + a) (z— + ﬁ) Z (“)ZTE%{ZRH k

yazilabilir. Benzer sekilde,

d( d S (@B
Gz r=1)r- 2000

dir.
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Boylece,

) ()k(ﬁ)k Sk — Z(“)kﬂ(ﬁ)kﬂ k

d d
—(z—+y -1
gty —1)r= e Kk

elde edilir. 0 ve 1 singiiler noktalar olmak tizere, Gauss denklemi,

d2y+ Y 1+a+p 1dy af
dz? 1z(1-2z) z(1-2) |z Z(l—Z)y

=0

formunda tekrar diizenlenebilir. Ayrica, A= z(d/dz) operatorii yardimiyla,
AA+y—Dy=z(A+a)(A+ By

yazilabilir.

Tamim 2.5.3. (Gauss Hipergeometrik Seri)

a, 5 reel ya da kompleks sabitler, y sifirdan farkli negatif olmayan bir sabit olmak

lizere,

af ala+1)BB + 1)2
T S V]

seklinde ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik seri ya da hipergeometrik seri denir.

Ayrica,

(a)k(ﬁ)kz

oFila, By 2) = (V)k T

(2.56)
k=0

ile tammlanabilir. Burada, (@) ifadesi Polchammer sembolii ve ;F; icin, i indisi paydaki,

j indisi ise paydadaki Polchammer sembol sayisidir. Hipergeometrik serinin

genellestirilmis hali ise,

> ()i (a)k "'(ap)ka
Filaq, ay, ..., ap; B, B2y oy By = —
(a a ap :B :B :Bq Z) kzzo (ﬁl)k(ﬁz)k (ﬁq)k k'

dir. Hipergeometrik seri |z| <1 igin yakinsak, |z| > 1 igin iraksak, |z| =1 igin ise
y > a+ f oldugunda mutlak yakinsak ve z= -1 i¢cin y >a+ f —1 oldugunda
yakinsaktir [32].
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3. RADYAL SCHRODINGER DENKLEMI
Erwin Schrodinger (1887-1961), dalga 6zelligine sahip elektronlarin, hareketlerini
kontrol eden bir dalga denklemine sahip olacagini ileri stirmiistiir. Bu dalgalarin sagladigi

dalga denklemini yazarak, hidrojen atomunun enerji diizeylerini hesaplamistir.

Kuantum fiziginin anlagilmasi ile birlikte Schrodinger mekanigi kullanilarak
atomlarin ve molekiillerin fiziksel 0Ozellikleri daha iyi aciklanabilmistir. Kuantum
mekaniginde iki potansiyelin kesin ¢dziimii vardir. Bunlardan birisi harmonik osilator
V = kx?/2 potansiyeli, digeri ise V = —e?/r Coulomb potansiyelidir. Coulomb

potansiyeli kartezyen koordinat sisteminde,

V(x,,2) L 2 v (3.)

X,y,Z) = — = — = r .
(4meg)/x2% + y? + z2 dmeor

seklinde yazilir.

Coulomb potansiyeli zamandan bagimsiz oldugu i¢in, hidrojen atomunun
Schrédinger dalga denklemi, degiskenlerine ayrilarak ¢oziilebilmektedir. Ilk olarak agilara
ve yarigapa bagli kisimlar degiskenlerine ayrilir ve agilara bagl kisim kiiresel harmonikler,
yarigapa baglh kisim ise radyal denklem olarak adlandirilir. Kiiresel harmonikleri olusturan
fonksiyon, hidrojen atomunda elektronun sabit yaricapl kiire yiizeyi iizerindeki harmonik
hareketini temsil eder. Kiiresel harmoniklerin ¢6ziimleri bulunurken, Schrédinger
denklemi, degisken degistirme islemleri yapilarak Legendre diferensiyel denklemine
doniistiiriilip bu denklemin ¢ozlimleri olan Legendre polinomlart bulunur. Schrodinger
denkleminin yari¢apa bagh kisminin ¢éziimleri de asimtotik limitlerde veya ara bolge igin
uygun bir fonksiyon belirlenerek ¢oziilmektedir. Ara bolge i¢cin Schrodinger denklemi, bazi
degisken degisiklikleri yapilarak, Laguerre diferensiyel denklemine doniistiiriiliir ve bu

denklemin ¢oziimleri olan Laguerre polinomlart bulunur [33-37].

Bu béliimde, radyal Schrédinger denkleminin elde edilisine yer verilmistir. Sonraki
bolimlerde ise, kesirli diferintegraller yardimiyla radyal denklemlerin kesirli ¢oziimleri

bulunmus ve bu ¢6ziimlerin hipergeometrik formlar1 elde edilmistir.



Kiitlesi m ve momentumu p = mv olan parcacik, bir potansiyel igerisinde degilse

(serbestse) toplam enerji,

(3.2)

~2
P
2m
olacak sekilde kinetik enerjiden ibarettir. Sabit bir V potansiyeli i¢inde hareket eden
parcacigin toplam enerjisi ise,

~2

E=L +v (3.3)
2m

seklindedir. p2 ve E nin operator ifadeleri sirasiyla,

9
p* - —h°V:, E - ih4

Jat
bigiminde tanimlanmak iizere (3.3) denklemi,
0 h?
h—=——V2 4V 3.4
ST 2m * (34

seklinde yazilarak, toplam enerji denklemi operator formunda elde edilir. Schrodinger

denklemi, bir ¥ dalga fonksiyonuna (3.4)’tin uygulanmasuyla,

e v
—%V +V W:lhﬁ (35)
biciminde tanimlanir. Buradaki V?,

K K K

d0x? + dy? + 0z?

Vi=
seklinde tanimlanan bir operatordiir. (3.5) Schrodinger denklemi, Hamiltonyen dalga
operatOriiniin kullanilmasiyla,

HY = EY
formunda da yazilabilir.
Kiiresel koordinat sisteminde,
x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosf, [r=(x%+y?+2z%)Y?
seklindedir.
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Elektronun Coulomb potansiyeli altindaki Schrodinger denklemi,

2m 2

V2Y(r,0,¢) + — |E +

h? 4me,r

ltp(r, 9,¢) =0 (3.6)

ile ifade edilir. Schrodinger denklemini kiiresel koordinatlarda yazabilmek igin, kismi

tirevleri (r, 8, ¢) cinsinden yazmak gerekir.

oF Wor Va8 ¥ agp

Ox ~ orox 980x 99 9x 3.7)

kismi tiirevini hesaplayabilmek i¢in,

r2=x%2+y%+2z2% [rdr=xdx + ydy + zdz],

(zx)dx + (zy)dy + (2% — rz)dzl
r3 ’

cos @ =§, l—sin9d9=—

cos?¢ x?

tan ¢ =7

1 dy — yd
,[ d xay yx]
x

bagntilarinin kullanilmasi ve dy = dz = 0 alinmasiyla,

or p 00 cosfcos¢p O0¢p  sing
ox oM cos P, ax r ' 9x  rsin6

bulunur. Bu tiirevlerin (3.7)’de yerine yazilmasiyla,

o p 6‘}’+c050cos¢6‘1' sing 0¥
- s COS¢6T r d0 rsinfdg

0x

elde edilir. Benzer islemlerle, devam edilirse, 0%¥/9x?,9%¥/dy?,0°¥/0z? kismi
tirevleri de hesaplanabilir. Bdylece kiiresel koordinatlarda, hidrojen atomuna ait

elektronun Schrodinger dalga denklemi,

16(264’)+ 1 6(,96?’)
r2or r or r2sin0 00 s a0

1 0’y ZmE w— 38
+m<w>+ﬁ[ —V(T')] =0 (3.8)

seklinde ifade edilir.
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Burada,

V(r.0,6) = 6(26)+ 1 6( 96) 1 02 (3.9)
r0,¢ r2ar\" ar) T 7Zsing 06 n 90/ " r2sin20 \ a¢? '

denklemi V? operatériiniin kiiresel koordinatlardaki karsiligidur.
Coulomb potansiyeli zamandan bagimsiz oldugu i¢in (3.8) denklemi degiskenlerine
ayrilarak ¢oziilebilir. Elektronun bagil harekete ait dalga fonksiyonu,
Y(r,08,9p) =R(@)Y(O,d) (3.10)
radyal ve acisal iki carpandan olusacak sekilde yazilabilir. Bu ¢oziim, sistemdeki r

bagimliliginin (6, ¢) den yani, yonden bagimsiz oldugunu gostermektedir.

(3.10)’un (3.8)’de yerine yazilmasiyla,

19 ( ,0R()
_26_< - >Y(9 ¢)+ [E V(r)IR(T)Y (6, $)

_ 1 o 0Y(6 ¢) 1 [0%Y(6,9)
__[Tzsin9%<sme 00 >R() rsin29< 92 )R(r)l (3.11)

seklinde elektronun bagil hareketinin kiiresel koordinatlardaki diferensiyel denklemi elde

edilir. (3.11)’in r2/R(r)Y (8, ¢) ile carpilmasiyla,

1 d < ) dR(r)> N 2mr? F — V()]

RMdr\" “ar A2

_ 1 1 0 . aY (6, ¢) 1 62y(9’ )
T Y(6,¢9) sinH%(sme a0 >+ sin29< a2 >l (3.12)

bulunur. (3.12)’nin sag tarafi agisal bilesenleri, sol tarafi ise radyal bilesenleri igerir.

(3.12)’nin  (7,6,¢) bagimsiz degiskenlerinin  degisim smrlar1  iginde
dogrulanabilmesi, ancak denklemin bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir ve bu sabite

aywrma sabiti denir. Denklemin ayirma sabiti C olmak iizere radyal denklem,

L ¢ ( 2 dR(r)) W vl =c (3.13)

R(r) ar\" “dr h?
seklindedir. Agilara bagl kismin ¢oziimii Y (8, ¢) ile gosterilir ve kiiresel harmonik adini

alir. Radyal kismin ¢éziimiinden R(r) ile gosterilen radyal dalga fonksiyonu elde edilir.
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(3.13)’de € = I(I + 1) yazilip, denklem yeniden diizenlendiginde,

d [ dRy 2mr? 10+ D2
() + = IE—V(r)—%]R(r)zO (3.14)

seklindeki radyal Schrodinger denklemi elde edilir. m kiitleli bir par¢acigin 3-boyutlu bir
uzayda, V(r) = —Ze?/r potansiyelindeki hareketi i¢in (3.14) radyal Schrodinger

denklemi,

d’R 2dR lZmE 2mZe* I(l+1)

F-I_;E-i_ flz + flz " TZ lR(T‘) =0 (315)

formunda yazilir. Radyal denklemi boyutsuz hale getirmek i¢in, boyutsuz bir z degiskeni
ile,

z=ar (3.16)

doniisiimii ele alinsin. n enerji parametresi ve «a sirastyla,

et f_m ot 3.17
"TThNT2E 2 o E<0) (317

seklinde tanimlansin. Z = 1 alinmasiyla, (3.15), (3.16) ve (3.17)’den,

_ Ze? m (a)z _ —2mE

dz? +EE 4 R2qz R(z) =0 (3.18)

formundaki radyal denklem elde edilir [19,20,38].

d’R 2dR l1 2me? l(l+1)l
ZZ
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4. RADYAL SCHRODINGER DENKLEMININ KESIRLI

DIFERINTEGRAL YARDIMIYLA ACIK COZUMLERI

(). Bu boliimde, (3.18) radyal Schrodinger denklemi i¢in uygun doniisiimler
yapilarak acik c¢ozlimleri asagidaki teorem ile verilmistir. Boliim sonunda ise, bu

¢oztimlerin hipergeometrik gosterimleri elde edilmistir.

Teorem 4.1. (3.18) ile verilen radyal denklem,

R(Z) — KZV—[()l+n/ZA)+1/2]e/12[Z—v+(n/l)e—zlz](v_1)’ (V ER;z€ C\{O}) (4.1)

formundaki kesirli ¢oztime sahiptir (K keyfi sabit).

Ispat. (3.18) denklemine R = g/z déniisiimii uygulamirsa (g = g(2)),

drR _ldg g (4.2)
dz zdz z2
ve
d?’R 1dg 1d? 1dg 2
anr__ 49,249 49, 49 (4.3)
dz? z%2dz zdz? z%dz z3
olmak tlizere,
2dg 1d?g 2g 2dg 2g 1 2me? I(l+1) 9_o
z2dz  zdz? z3 z%2dz Z3 4 h2az z2 z
d?g 1 2me? I(1+1)
— — — = 4.4
dzz+[ 4  hlaz 72 lg 0 (4.4)
elde edilir. g(2) = z/2f(z) doniisiimii kullamlarak,
dg ., [df 1
g _ /2|2, =
dz z [dz + sz]
ve
d2g 2f 1df 1
= z1/2 +-———f (4.5)

dz? dz? ' zdz 4z2

bulunur.



(4.5)’in (4.4)’de yerine yazilmasi ve denklemin her iki yaninin z2 ile ¢arpilmasiyla,

d’f  df z?  2me?
2 71 —_— —
d dzz+zdz+ 4 + h2a

z—%—KHﬂ)f=0

elde edilir. Burada,

olmak tizere denklem,

2f df ZZ k2
2" 7 - - [ — =
d2+Zdz+ 4+nz 4lf 0
formuna doniisiir. Teorem 2.4.3’{in hipotezinden,
1 k?
A=B=1, D=--, E=n, F:_Z

olur. (2.53)’den,

Qp+1)A+n
V= \

LI
p=xy ATER 22

[p=v—(12-;n), v—(2p+1)=—v+%]

yazilabilir. Boylece, (4.7) homojen adi lineer diferensiyel denklemin,

f(Z) — KZV—(/1+n/2/1)e/12[Z—v+(n/l)e—2)tz] (V ER;z€ (C\{O})

(v-1)’
formunda ¢oziimleri vardir. Burada, K keyfi sabittir. Tersine islemlerle,

R(Z) — KZV—[(/1+n/ZA)+1/2]eAZ [Z—v+(n//1)e—zlz]
v-1)

¢Oziimi bulunur.
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(11). a-boyutlu uzayda,

2
1?¢(r,0) = [— si:“‘z ;—9<sin“_1 ;—H)l Y(r,0)=Il(l+a—-2)¥(,0) (4.11)

olmak tizere, § = 3 i¢in 1/4me, degerine sahip ks sabiti,

()

ks = )
87 2m8/2(§ = 2)e,

(6>2)

bagintisiyla verilsin. Buradan, Z = 1 igin V(r) nin (3.1)’deki tanimi1 da kullanilarak kesirli

Schrodinger denklemi,

Rt 9 a 2 ks
B T G —e? = 412
[ 2mre1or (r 07‘) T omrz € T‘S‘Zl v(r,6) = E¥(r,0) (4.12)
seklinde verilir[(1<a <3),(0<r <o) ve (0 <0 <m].

(4.12)’nin, Y¥(r,0) = R(r)Y(6) seklindeki ¢oziimleri incelenirse, kesirli

Schrédinger denkleminin radyal ve agisal formlar sirasiyla,

. a—1_ 2m , ks I(l—a—-2)
R'(r) + ——R'(r) + ?(E+e rH)— ———|r() =0 (4.13)
ve
Y'@)+ (a@a—2)cot8Y' @)+ 1(l—a—-2)Y(H) =0 (4.14)
olarak bulunur. H; normallestirme faktorti,
/2
Ul+a/2-1 1"
I(a/2-1) l23‘“nF(l+a—2) : (a # 2)
Hy(a) =
L 1 1 _ B
W (l * O) veya W, (l = 0), (0.’ - 2)

seklinde olup (4.14)’iin,
Y,(8) = Hy(a@)C/* (cosB), (1=012,..,n—1)

Gegenbauer polinomlari cinsinden ¢éziimleri vardir.
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k? = —2mE/h? olmak iizere, (4.13) radyal denklemine,
R(r) =rle ™ f(r)

doniistimii uygulanir. Burada,

mezk(g
z=2kr, b= e
alinirsa,
, _ df dz B ,
f1) =22 = 2kf'(2), (4.15)
s d(2kf") dz o
f'(r) = T dr 4k*f"(z), (4.16)
R'(r)=rle ™ [lr 1 f(r) — kf(r) + f' (] (4.17)
ve

R"(r) =rle ™ [f"(r)
+2(Ir Y =K f'(r)+ (1Pr™2 = Ir 2 = 2klr Y+ k?)f(r)] (4.18)

tirevleri bulunur. Bu tiirev degerleri (4.13)’de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
b 20+ a—-1
" ’ -6 —
zf'"(2)+[QRl+a—-1)—z]f'(2) + [—23‘5k4‘5 z3 —— f(z)y=0 (419
olur. Burada,
b 4.20
T=Zl+a—1, U=W ( )
olmak tizere (4.19) denklemi,
d*f df a5 T
= —_ L -5 _ _ = 4.21
z23 + (t—2) P + (az 2) f(z)=0 (4.21)

formuna doniistir [2,39].
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Burada, farkli 6 degerlerine karsilik gelen diferensiyel denklemlerin, kesirli

diferintegraller yardimiyla agik ¢oziimleri elde edilebilir.

Teorem 4.2. v € R, z € C\{0} ve K keyfi bir sabit olmak {izere, (4.21) denkleminin,

f(Z) — KZV—(T/Z)e[)H(l/Z)]Z [Z—ve—z)lz]

@ =k +a)ez](z_g_l)'

— v—(t/2) ,[A+(1/2)]z[ ,—v -2z
f(z) =Kz e [Z e ](v_l)

formunda kesirli ¢6ziimleri vardir.

Ispat. 1.Durum. (4.21)’de § = 2 almnirsa,

d2
zd—f+(r—z)—f+( Z—%)f(z)=0

bulunur. (4.22) denklemine,
f(2) = e?2z7"?u(2)

dontisiimii uygulanirsa,

d
z/2 -7/2 z/2 (-1/2)-1 z/2 -t/2
[2 +e ( ) )Z ]u +e

du

ﬂ — ez/ZZ(—T/Z)—l [ d 4= (Z _ T)u]

dz

ve

2
ﬂ = e2/2,(-7/2)-2 {Zz

d?u [Z—‘L'— 2
dz?

dz? + 2

(v-1)’

(6 =2)
(6 =3)
(6=4)

1 du
+1+§(Z—T)]Z—

(4.22)

(4.23)

(4.24)

—7)2 —
+I(z 7) 42(z T)‘l‘%lu};

d*f o d?u du 1
@zez/zz( ©/2) 2{22@+Z(Z—T)E+Z

tirevleri bulunur.
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(4.23)-(4.25) degerleri (4.22)’de yerlerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa,

d?u du 1
- - 4 T, — 2,-1 -1
Zd22+(Z T)dZ+4[z 2t +t°z7  + 2tz u

_ -1
+(t—2) [Z—LZL -z )u(z)l oz — —)u =0,

d? 27 — 72 1
2 u+[T4T +<0__>Zzlu20 (426)

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.26) denklemine,

u(z) = z12w(z2) (4.27)
dontigiimii uygulanirsa,
du 2z 1/2 dw dw 1
o 1227 _ 12|22
dz 2 wtz dz z dz + ]
ve
d*u 1/2[ + P[dPw 1 1w
dz? W dz? ZZZW 2z dz |
2 2
d_u — ,1/2 d’w ld_w _ (4.28)
dz? dz?  zdz 4z2
olmak tizere,
d*w N dw 1 2T — 12 N ( ) 0
dz? dz 4 4 w g Zw=
2
d*w dw Vo —1 T —1\?
2 2| (=, -( ) w=0 (4.29)
dz? dz 2 2

denklemi elde edilir.
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(4.29) denklemi ile Teorem 2.4.3 karsilastirilirsa,

A=B=1 p=2"1 _p_o F= (T_l)z
- - ) - 4 ) - - ) - 2

olur. Boylece, (4.29) homojen lineer adi diferensiyel denklemi,

w(z) = KzV~1/2e4(z7Ve~242) (v € R;z € C\{0}) (4.30)

(v-1)

formundaki ¢6ziime sahiptir. Burada K keyfi bir sabit olup,

(-1 1 Vdo —1 _2p+1

p== , = +i , v ,
2 2 2 (4.31)

(p=v—-1/2, v—-2p—-1=-v)

seklindedir. Tersine islemlerle,

_ v—(t/2) ,[A+(1/2)]z[.,-Vv -2z
f(z) =Kz e [z e ](v—l)

¢oziimi bulunur [2].

2.Durum. (4.21)’de § = 3 alinirsa,

d? d
zd—Z]2c+(T—z)d—]Zc+(a—%)f(z)=0 (4.32)

bulunur. (4.32) denklemine,

f(z) = e?/2277/29(2) (4.33)
doniisiimii uygulanirsa,
% = e#/27(-1/2)-1 [zj—j + % (z— 1)19] (4.34)
ve
dz_f — p2/2,(-1/2)-2 Zdz_ﬁ — d_ﬁ 1 — 7)2
2=z {z 17 +2z(z—1) ' + 4[(Z ) + 21]19} (4.35)
olmak tizere (4.32),
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d?9
dz?

formuna dontisiir. Teorem 2.4.2°de,

olarak alinirsa, (4.32) homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. Burada K keyfi

bir sabit olmak fiizere,
f(2)=K [z_(%m)ez]
ve

9(z) = Kz/2e2/2 [z_(%”)ez]
coziimleri elde edilir [30].

3.Durum. (4.21)’de § = 4 alinirsa,

d*f df 0 t
Zﬁ+(T_Z)E+(;_E)f(Z)=O

bulunur. (4.38) denklemine,

f(2) = e*/?27"?n(2)

doniistimii uygulanirsa,

af dn 1

— = /2,(-1/2)-1 —_ —

dz ez [Z dz + 2 (z T)n]

ve
dzf — ,z/2,,(-1/2)-2 2 d2n dT] 1 2 2
E—e Z Z @‘FZ(Z—T)E-FZ[(Z—T) + T]T]

olmak tizere,
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d?n

d 1
z—+ (z— T)—n+—[z —2t+1%2z7 4+ 21z7 1

dz? dz 4
1—1z"Yn(z
+(T_Z) ( )n( )l ———n= ,
L 2 0 (48.42)
z@+[a—r+ T—2z%n= :
denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.42) denklemine tekrar,
n(z) = z'/?w(z) (4.43)
dontisiimii uygulanirsa,
dn 1 aw 1
L2,
dz z dz * 2z W]
ve
d*n d2 ldw 1
—_—= _—— 4.44
dz? z! dz? + zdz 4z? Wl (4.44)
olmak tlizere,
, d?w N 2-21+1—40 _ o
z? 17 z 2 w=0,
2
d’w  dw 72 [J(@—=1)2—40
2 — _(Z =
iy +z e (2) + ( > w=0 (4.45)
denklemi bulunur. Teorem 2.4.3’e gore,
A=B=1 D=—2, C=F=0, F= (T_1>2
- - ) - 4 ) - - ] =0 2
oldugundan, (4.45) homojen lineer adi diferensiyel denklemi,
w(z) = Kz"_l/ze)lz(z_ve_z’lz)v_l, (v € R; z € C\{0}) (4.46)

formundaki ¢6ziime sahiptir.
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Burada K keyfi bir sabit ve

7 —1\2 1 2p+1
p:i ( ) — 0, A:i_l V= )
2 2 2 (4.47)

(p=v—-1/2, v—-[2v—-1/2)+1] =—-v)

seklindedir. Tersine islemlerle,

— v—(t/2) ,[A+(1/2)]z[ -V ,—2Az
f(z2) =Kz e [z7Ve ](v_l)

¢oziimi bulunur [2].

Elde edilen bu kesirli ¢dziimlerin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden gdsterimi

de asagidaki teoremler yardimiyla verilmistir.

Teorem 4.3. ,F, Gauss hipergeometrik fonksiyon olmak iizere, |[z“’+(n/l)]m| <

(mez*u{0}),z#0,1%0ve|—-—| < 1icin, (2.39) yardimuyla (4.10) goziimil,

1
f(z) = zl7A+(/2D]l -2z [1 -v,1-m—-v+n/1); 35 (4.48)

formunda yazilir.

Ispat. (4.10) ¢oziimiine (2.39) Leibniz formiilii uygulanirsa,

I'(v)
m)'(m+ 1)

_ v—(A+n/21) , Az 21z —-v+(n/A)
f(z) =Kz e Z T = (e )v_l_m(z )m (4.49)
m=0

bulunur. (2.35) ve (2.36) 6zelliklerinden faydalanarak sirasiyla,

(e—zlz)v_l_m — e—in(v—l—m) (Zl)v—l—me—zlz’ (4_50)

Im+v—(n/1)]
Iv = (/)]

(Z—v+(n//1))m — e—in’m —v+(n/l)—m;

(4.51)

(m eER;z€eC( ‘F[m+v— (n//l)]‘ < oo)

I'lv — (/)]
elde edilir.
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(4.50) ve (4.51), (4.49)’da yerlerine yazilirsa,
f(2) = KZ[-/H(n/z/me-zz(me-m)v—l

F'v) Tm+v—(mn/1)]
% = 'v—m) T[v—(mn/1)]

(242)~™ (4.52)

F'(m+1)

bulunur. (2.3) ve (2.4) ile tamimli Gamma fonksiyonunun temel G&zelliklerinden

faydalanarak (4.52) ¢6ziimii,

f(2) = KZ[-/H(n/z/me-zz(me-m)v—l

co

Tm+1-v)Tm+1-(m+v—-(n/D)]; 1\"1
2T Ty o] ) w4

m!

seklinde yazilir. (2.54)’de tanimlanan,

'(m+v)
V= rv)

Polchammer sembolii (4.53)’de kullanlirsa,

f(2) = Kz["”(”/”)]e‘”(Z/Ie‘i”)v_l

x i A=)l =m—v+ 0/l (— i)m L s
m=0

21z) m!

olarak yazilir. Hipergeometrik fonksiyon ve

1 -
E = (2/16_”7:)1} !
esitliginin kabuliiyle,
1
f(z) = 274+ /2D]g-2z [1 —v,1-m—-v+(n/1); ~55 (4.55)

olur ve boylece (3.18) radyal denklemin ¢6ziimii de,
1
R(z) = 2"+ (/20172122 ) [1 —v,1—-m—v+ (n/1); 55
z

formunda yazilir.
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Teorem 4.4. ,F, Gauss hipergeometrik fonksiyon olmak tizere, |(z7),,| < c0o (m € Z* U

{0}, z # 0,2 # 0 ve |~ | < 1 icin, (2.39) yardimuyla (4.30) ve (4.46) coziimleri

1
w(z) =z V2e % JFy v, 1 —v; ~ > (4.56)

formunda yazilirlar.

Ispat. (4.30) ve (4.46) ¢oziimlerine (2.39) Leibniz formiilii uygulanirsa,

iz § ) ) (g
v Sl mz=o F(v-m)'(m+ 1) (7)o@ (457)

bulunur. (2.35) ve (2.36) 6zelliklerinden faydalanarak sirasiyla,

(e‘”z)v_l_m = e in(v-1-m)(yv-1-mp-24z (4.58)
Z )y = e‘inm%z”’_m, (m ER;zEC; % < 00> (4.59)
elde edilir. (4.58) ve (4.59), (4.57)’de yerlerine yazilirsa,
o e e T +v) .
w(z) = Kz~Y2e=2(-2)e'") mzom@lz) mm (4.60)

olur. (2.3) ve (2.4) ile tanimli Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden faydalanarak

(4.60) ¢Ozlimi,
o A Tm+wWIm+1-v); 1\"1
=K -1/2 —2)e"im v-1 —lzz (_ ) _ ]
w(z) = Kz71/5(=22e7%)" e .~ TN -v) 22z) m 46D
m=
sekline doniisiir. (2.54) 6zelligi kullanilirsa (4.61)’den,
-1/2 —im\V™1_ -2z N 1\™1
w(z) = Kz 2(=20e7m) e 3 () (1= )y (‘E) o (4.62)
m=0
elde edilir. Hipergeometrik fonksiyon ve
1 v—
E = (—Z)le_l”)v !

esitliginin kabuliiyle,
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1
w(z) = z~V2e% JF, [v, 1—v; T (4.63)

bulunur. Boylece (4.21)’in ¢6ziimii de,

1
f(Z) = Z_T/Ze[((l/Z)_/l)Z] ZFO I:‘V’ 1-— V; _2_/1Z , (6 — 2’6 — 4)

formunda yazilir.

Teorem 4.5. ,F, Gauss hipergeometrik fonksiyon olmak iizere, |[z_(5+a)] |< 00
m

(mezZ+*uf0}),z+0,1%0ve |§| < 1 icin, (2.39) yardimyla (4.37) ¢oziimi,

(3-0)g2/2 L.
9(z) = Kz\27%)e?/2 ,F, [1 ) + o; E] (4.64)
formunda yazilir.

Ispat. (4.37) ¢oziimiine (2.39) Leibniz formiilii uygulanirsa,

/2 ,-2z/2 N F(V) z ~(z+o
v e mzor(v e IR ol IS

bulunur. (2.34) ve (2.36) 6zelliklerinden faydalanarak sirasiyla,

€z oy =€ (4.66)
T
[Z—(%+a)] — p—inm r (m :_ 2 + 0-) Z—(%+o)—m;
m r (7 + O')
(4.67)
T
'(m+5+o0
meR;zeC( ( _L_Z )<00
r (7 + O')
elde edilir. (4.66) ve (4.67), (4.65)’de yerlerine yazilirsa,
T
I(z) = KZT/Ze_Z/ZZ_(%-"a)eZ rv r (m :_ 2 + O-) —imtm ., —-m 1
P rv—-m) r (7 + 0) F'(m+1)

ve (ei™) " = (cosm 4 isinm) ™™ = (—1)™™ esitligi kullanilarak,
g
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r(v) F(%+a+m) 1

Tv—m) r (% N G) Tm + 1) (=2)™™ (4.68)

9(z) = Kz(%_o)ez/z

m=0
olur. (2.3) ve (2.4) ile tanimli Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerinden faydalanarak

(4.68) ¢Ozilimii,

o

9(2) :KZ(%—J)BZ/ZZ Im+1-v) F(l—%—o') (_1>mi’

_ T I
£ r1-v) F(l—i—a—m) z) m!
oo T
T_ rm+1-v)I{(m+5+0),1\™ 1
9(2) = Kz(7%)e?/2 Z (F(l — )1 ( 2 )(—) — (4.69)
£ v T (7 + 0) z) m!
sekline doniisiir. (2.54) 6zelligi kullanilirsa (4.69)’dan,
c c T 1\ 1
— 5=0),z/2 _ _ _ —
I(z) = KZ(Z )e Z aA-v), (2 + a)m <Z> — (4.70)
m=0
elde edilir. Buradan,
(z70)e2/2 LU
9(z) = Kz\27%)e?/2 ,F, [1 ) + o3 E] (4.71)

ve boylece (4.21)’in ¢dziimii de,
T 1
f(z) =Kz %e* ,F, [1 - v,§+ O';E], (6 =3)

formunda yazilir.
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5. N-KESIRLI HESAP OPERATORUNUN SINGULER KATSAYILI

DIFERENSIYEL DENKLEMLERE UYGULANMASI

Bu boliimde, uygun doniisimler yardimiyla elde edilen (4.7), (4.22), (4.32) ve
(4.38)’de tamiml1 singiiler katsayili diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri, N-kesirli hesap

operatorli uygulanarak elde edilmistir.

Teorem5.1. f € {f:0 #| f,| < oo;u € R} olsun. (4.7)’de verilen,

2 k2

z%f, +Zf1+<—%+nz—z>f=0, (z+0) (5.1)

singiiler katsayili homojen diferensiyel denklem,

fO = Azk/2¢7/2 [Z(_H;n_l

e_z](k+%?—1)’

-k-2n-1
R
2

FUD = c7k/202/2 Z(k+22n_1)e‘z
(—k+2n—1y
2

f(IV) — DZ—k/Ze—z/Z Z(k_zzn_l)ez
(—k—2n—1)
2

formundaki 6zel ¢oziimlere sahiptir. Burada, f, =d”f/dz" (n=0,12,..); z€C;
fo=f = f(2); A, B,C,D sabitler, k ve n sabitleri ise (4.6)’da tanimlandig1 gibidir.

Ispat. g = g(z) olmak iizere,

f=2z"g, (z#0) (5.2)
olsun. Boylece,
fi=vz" g+ zg, (5.3)
ve
fo=v(v—1z""2%g + 2vz""1g, + zVg, (5.4)

olur.



(5.2)-(5.4), (5.1)’de yerlerine yazilirsa,

Z2 k2
z¥ {zz[v(v —1)z72g+2vz7 gy + 9] + z[vz 7 g + g1l + (—— +nz ——

4

VA

4

g

2 k2
[v(v — 1)g + 2vzg, +z°g,] + [vg + zg:] + <—— +nz — —) g=0,

4 4

z k?
z 1 {Zzgz + Qv+ 1)zg, + I(n ——)Z +v:i-——|g= 0},

4 4
z 5 k? 1
zg, + Qv+ 1)g, + n—Z+ vi- )z g=20
elde edilir. v,
kZ
A O
"
olacak sekilde segilsin. Boylece,
Ve

olur.

1. Durum. v = k/2 olsun. Bu deger, (5.2) ve (5.5)’de yerine yazilirsa,

f=2"g
ve

z
elde edilir. Simdi de, h = h(z) olmak {izere,

g=e*h, (z+0)

dontisiimii (5.9) denklemine uygulanirsa,

2(e*h), + (L +K)(e?h), +(n—7) (¥h) = 0

olur.
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(5.11)’deki gerekli tiirevler hesaplanirsa,

(e*h), = e (Ah + hy) (5.12)

ve
(e*h ), = e*(A%h+ 24hy + hy) (5.13)

olarak elde edilir. (5.12) ve (5.13) tiirevleri yerlerine yazilirsa,

1
zh, + Az + 1+ k)h, + [z ()LZ — Z) +A(1+ k) + n] h=0 (5.14)

bulunur. 4 degeri,

2 __ — 5.15
==0 (5.15)
olacak sekilde segilirse,
1
A=+— (5.16)
2
olur.
(1-1). A = 1/2 olsun. Boylece, (5.10) ve (5.14) sirasiyla,
g =e??h (5.17)
ve
1+k
zh2+(z+1+k)h1+(T+n)h=O (5.18)

seklinde yazilirlar. (5.18)’in her iki yanina (2.40) ile tanimli N# operatorii uygulanirsa,

1+k
(2ho)u + () + (L Dy + (= 1) by = 0 (5.19)
elde edilir. (2.40) bagintisindan,

1

F(u+1)
(hp2), = (h) yeie (D = zhypy, + uhyy (5.20)
25 LiT(u+1-kr(k+1) 2uk Sk 2t "
ve
N C(u+ 1)
(h1z)u = (h1)u—k(z)k = zhyyy + phy (5.21)

LTu+1- M+ 1D
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bulunur. Bunlar, (5.19)’da yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1+k
Zh2+u+[,u+z+1+k]h1+#+<u+T+n>hﬂ=0

elde edilir.
. 1+k ) e
u degeri, u+ — tn= 0 olacak sekilde segilirse,

—-k-2n-1

M = 2

bulunur. (5.22)’de, her terim z~? ile ¢arpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,

[h(w)] + [(%) z 1+ 1] h(w) =0

elde edilir.

h(—k—2n+1) =u= u(z), h(z) = u(k+2n—1)]

2 2

olsun. Bu esitlik, (5.24)’de yerine yazilirsa,

k—2n+1
RN [LALIEES P

bi¢ciminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde

(5.26)’nin ¢ozlimii,

u= Ae_f[(k_22n+1)z_1+1]dZ, [u = Az(_k+§n_1)e_z]

seklindedir. f @ i¢in tersine islemlerle,

=2 [z(_k+§n_1)e‘z]

(k+22n—1)

bulunur. Buradan,

—k —
O = aghrzger [

g e

formunda bir 6zel ¢oziim elde edilir.

80

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

edilir.



1-ii). A = —1/2 olsun. (1-i)’de yapilanlara benzer islemler ile,

—k+2n-1

ve

h(—k+§n+1) =w= W(Z): [h(Z) = W(k—zzn—l)]

bulunur. Buradan,

k+2n+1
W1+[<—2 )Z_l—l]WZO

seklinde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. Bu

denklemin ¢oziimii,

—k—2n—1)ez

W=BZ( 2

bicimindedir. £ i¢in tersine islemlerle,

= p [

(=5

olur ve

FUD — pk/2p-2/2 [Z(_k_én_l)ez]

(=7
formunda bir 6zel ¢oziim elde edilir.
2. Durum. v = —k/2 olsun. Bu deger, (5.2) ve (5.5) esitliklerinde yerine yazilirsa,
f=2z"2g
ve
z
zg, + (1 —k)g, + (n_Z)g =0

elde edilir. Bu denkleme, 1. Durumda oldugu gibi (5.10) doniisiimii uygulanir ve gerekli

islemler yapilirsa,
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N
Il
[+
N[ =

elde edilir.
(2-1). 1 = 1/2 olsun. (1-i)’de yapilanlara benzer islemler ile,

_k—-2n-1
H=73

ve
h(k—22n+1) =9 =9(2), [h(Z) = 19(—k+§n—1)]

bulunur. Buradan,

—k—-2n+1
o+ (T2 g =

bi¢ciminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. Bu

denklemin ¢oziimii,

k+2n-1

9=cz2 ez

seklindedir. MV icin tersine islemlerle,

- [Z(k+22n—1)e_z]

(—k+§n—1)

olur ve

k+2n-1
f(III) — CZ—k/ZeZ/Z [Z( + 271 )e_Z:I(M)
2

formunda bir 6zel ¢oziim elde edilir.
2-ii). A = —1/2 olsun. (1-ii)’de yapilanlara benzer islemler ile,

_k+2n—1
="

ve
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h(k+22n+1) =n=n(2), [h(Z) = U(—k—gn—l)]

bulunur. Buradan,

—k+2n+1\ _,
"1+[( 2 >Z _1]":0

seklinde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. Bu

denklemin ¢oziimii,

n= Dz(k_zzn_l)ez

bicimindedir. £V i¢in tersine islemlerle,

=0 [

(—k—gn—l)

olur ve

k—2n-1
FO) = pzkizea/2 |2 )ez](w)
2

formunda bir 6zel ¢oziim elde edilir.

Teorem5.2. f € {f:0 #| f,| < o0;u € R} olsun. (4.22)’de verilen,

2f, + (0= 2fy + (02 —%)f ~0 (5.27)

singiiler katsayil1 homojen diferensiyel denklem,

FO = A1 o(1-VI=20)z/2 _Z(ng)e\h—zwz]

f(II) _ BT (1+V1=40)z/2 _Z(ng)e—\h—wz]
T
- (-2)

formundaki 6zel ¢oziimlere sahiptir. Burada, f, =d"f/dz" (n=0,12,..); z€C;

fo=f = f(2); A, B sabitler, o ve T sabitleri ise, § = 2 i¢in (4.20)’de tanimlandig1 gibidir.
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Ispat. Teorem 5.1’e benzer islemlerle; g = g(z) icin (5.2)-(5.4), (5.27)’de yerlerine

yazilirsa,
f=2zg, (z+0)
T
zgz+(2v+r—z)g1+[v(v+r—1)z‘1—v+az—§]g =0

elde edilir. v deger,

viv+t—1)=0

olacak sekilde secilsin. Bdylece,

v=0 veya v=1-1

olur.
1.Durum. v = 0 oldugunda, (5.28)’den (5.27) elde edilir.
2.Durum. v = 1 — 7 olsun. Bu deger, (5.28)’de yerine yazilirsa,
f=2""g
ve

T
zg2+(2—r—z)g1+(az+z—1)g=O

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

elde edilir. (5.10) doniisiimii (5.32) denklemine uygulanir ve gerekli islemler yapilirsa,

th+[(2&—1)z+(2—r)]h1+[z(/lz—/1+a)+/1(2—r)+%—1]h=0

bulunur. A degeri,

A—A+0=0
olacak sekilde secilirse,
JERE: Vi—4o
B 2

elde edilir.
(2-)). 1 = (1 —V1- 40)/2 olsun. Boylece,
g= e(l—\/l—él—a)z/zh

alinirsa (5.33) denklemi,
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(5.35)



T
zhy + [-VI =40z + (2 —D]hy + [\/1 s (E - 1)] h=0 (5.36)
seklinde yazilir. (5.36) nin her iki yanina (2.40) ile taniml1 N# operatorii uygulanirsa,
Zhyy + [ = VT =40z + (2 = D)]hyy, + VI — 40 (- u+—— 1)h, =0 (537)

elde edilir. u degeri, (—,u + % — 1) = 0 olacak sekilde segilirse,

T 2-1)
- _1=_ 5.38
u > 1 2 ( )
bulunur. (5.37)’de, her terim z~ 1 ile carpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,
(2
1 4o h( ) =0 (5.39)
2
elde edilir.
h(z) =Uu-= u(Z), [h(Z) = u(_z)] (5.40)
2 2
olsun. Bu esitlik, (5.39)’da yerine yazilirsa,
2—1
u, + ( > )Z_l—v1—4alu=0 (5.41)

seklinde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. (5.41)’in

¢Ozlimii,

(z-2)
u==A4z 2 e

1-40z

dir. £ i¢in tersine islemlerle,

h A [Z(TZZ e\/l 40‘2]
T

olur ve

o _ 1-17,(1-V1-40)z/2 (T 2) 1-40z
v =Az el ) e

(-2)

seklinde bir 6zel ¢oziim elde edilir.
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(2-ii). A = (1 +V1 - 40)/2 olsun. Benzer islemler ile,

ve
h(%) =w=w(2), [h(z) = W(_%)]

bulunur. Buradan,

W1+l(2;T)Z"1+V1—4alw=O

bi¢iminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. Bu

denklemin ¢oziimii,

w = BZ(TEZ)G—\/l—ALO'Z

dir. £ icin tersine islemlerle,

h=B [Z(TEZ)e‘Vl““"Z]

(-2)
olur ve

f(II) _ BZl—‘ce(1+\/1—4U)z/2 [Z@e—\h—wz]

(-2)
seklinde bir 6zel ¢6ziim elde edilir.

Teorem5.3. f € {f:0 #| f,| < oo;u € R} olsun. (4.32)’de verilen,

zfo + (t—2)f; + (a - %)f(z) =0 (5.42)

singiiler katsayil1 homojen diferensiyel denklem,

fO=4 [z(_a_%)ez]
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fI0 = pzt-* [z(%_"_l)ez]
formundaki 6zel ¢Oziimlere sahiptir. Burada, f, =d"f/dz" (n=0,12,..); z€C;
fo =f = f(2); A, B sabitler, ¢ ve t sabitleri ise, § = 3 i¢in (4.20)’de tanimlandig1 gibidir.

Ispat. 1.Durum. (5.42)’nin her iki yanma (2.40) ile tammli N* operatorii dogrudan

uygulanirsa,

Zfpyp + (,u+r—z)f1+ﬂ+(—u+a—%)f# =0 (5.43)

olur. u degeri, —u + o — % = 0 olacak sekilde secilirse,

—_C 5.44
p=0-5 (5.44)

bulunur. (5.43)’de, her terim z ™1 ile garpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,

Fogen)], #1427 =10 g =0 (5.45)

elde edilir.

QW;Q=“=M@,[ﬂ@=ueﬁ%J (5.46)

olsun. Bu esitlik, (5.45)’de yerine yazilirsa,

u; + [(0 + %) z7 1 — 1] u=0 (5.47)

bigiminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir.

(5.47)’nin ¢ozlimii,
u= AZ(_G_%)BZ
olur ve

fO=4 [z(_a_%)ez]

(-o+5-1)

seklinde bir 6zel ¢6ziim elde edilir.
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2.Durum. Teorem 5.1°e benzer islemlerle, (5.2)-(5.4), (5.42)’de yerlerine yazilirsa,

f=z"g (z+#0)
T
zgz+(2v+r—z)g1+[v(v+r—1)z‘1—v+a—§]g=O

elde edilir. v,

viv+t—1)=0

olacak sekilde secilsin. Bdylece,

v=0 veya v=1-1

olur.
(2-1). v = 0 oldugunda, (5.48)’den (5.42) elde edilir.
2-i). v = 1 — 7 olsun. Bu deger, (5.48)’de yerine yazilirsa,
f=2"g
ve

T
zgz+(2—r—z)gl+(0+§—1)g=0

elde edilir. (5.52)’nin her iki yanina (2.40) ile tanimli N* operatorii uygulanirsa,

T
zgzw+(u—r—z+2)g1+ﬂ+(—u+0+§—1)gu=0

olur. u degeri, —u+ o + % — 1 = 0 olacak sekilde segilirse,

—o4+=—1

bulunur. (5.53)’de, her terim z~* ile carpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,
elde edilir.

olsun.
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(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)



Bu esitlik, (5.55)’de yerine yazilirsa,

W1+[(O'—£+ 1)2_1—1]W=0 (5.57)

seklinde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir. (5.57)’nin

¢Ozlimii,
w = Bz(%_a_l)ez
dir. £ i¢in tersine islemlerle,
g=B [z(%_a_l)ez]
olur ve

faU = pz1-7 [Z(%_U_l)ez]

seklinde bir 6zel ¢oziim elde edilir.
Teorem5.4. f € {f:0 #| f,| < oo;u € R} olsun. (4.38)’de verilen,

d*f df 0 t
- — =4+ (=== = 5.58
deZ+(T Z)dZ+(Z 2)f(z) 0 (5.58)
singiiler katsayili homojen diferensiyel denklem,

-1—/(t—-1)2-40
FO = AZ[(l—‘L’)+1/(T—1)2—4O‘]/2 Z<—z ) o7

)

<—1+\/(T—1)2—4a)
2

SN =
e _ pla—o-femmmaae | ()

<—1—\/(T—1)2—40>
2

formundaki 6zel ¢oziimlere sahiptir. Burada, f, = d”f/dz" (n=0,12,..); z€C;
fo =f = f(2); A, B sabitler, o ve t sabitleri ise, § = 4 i¢in (4.20)’de tanimlandig1 gibidir.
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Ispat. Teorem 5.1°e benzer islemlerle, (5.2)-(5.4), (5.58)’de yerlerine yazilirsa,
T
zg, + Qv+t —2)g, + [(172 +v(r—-1)+0)z71 - (v + E)] g=0 (5.59)
elde edilir. v,

v2+v(t—1)+0=0 (5.60)

olacak sekilde segilsin. Boylece,

vz(l—r)i (t—1)?2?—-40 (5.61)

olur.

1.Durum. v = [(1 -7+ (t—1)% - 40]/2 olsun. Boylece,

f= Z[(1—r)+,/(r—1)2—4a]/zg

zg2+(1+\/(T—1)2—4a—z)gl—<1+\/(r_21)2_40)g=0 (5.62)

elde edilir. (5.62)’nin her iki yanina (2.40) ile tanimli N* operatorii uygulanirsa,

ZGz4p t (u+ 14++/(r—1)? —4a—z)gl+u

+<_H_1+\/(T—1)2—40

> )gu =0 (5.63)

14/ (7-1)2-40

> = 0 olacak sekilde secilirse,

olur. u degeri, —u —

—1—-J(—-1)?2—-40¢ (5.64)

2
bulunur. (5.63)’de, her terim z ™1 ile garpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,

‘Ll:

2

<1+\/(T—1)2—4a) _
z7 - —1

9(1— (T—1)2—40> +
1

2

g(l— (1—1)2—40) =0 (5.69)

2

elde edilir.
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g<1_ (7_1)2_4(,) =u=u(2), |g(2)= u<_1+ m) (5.66)

2 2

olsun. Bu esitlik, (5.65)’de yerine yazilirsa,

+ (1 @ = D" - 40) 77t — 1] u=0 (5.67)

Uy

bigiminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir.

(5.67)’nin ¢ozliimii,

(—1—\/(1—1)2—40>
u=A4z 2 e’

olur ve

—1-/(t—1)2-40
FO = AZ[(1—1)+1/(T—1)2—40' /2 Z( 2 >ez

(—1+\/(1’—1)2—4a>

2

seklinde bir 6zel ¢oziim elde edilir.

2.Durum. v = [(1 —7)—4/(t—1)? - 40]/2 olsun. Boylece,

f= Z[(l—r)—«/(r—l)z—zw]/zg

2

Zgz+(1—\/(T—1)2—4O'—Z)g1—(1_\/(‘[_1)2_40-)g=0 (5.68)

elde edilir. (5.68)’in her iki yanina (2.40) ile tanimli N# operatdrii uygulanirsa,

Zgz+#+(u+1—\/(1—1)2—40—2)91+u

+<_H_1—\/(r—1)2—4a

> )gu =0 (5.69)

1-/(t—-1)%2-40

> = 0 olacak sekilde secilirse,

olur. u degeri, —u —

_ —1+.(t—1)%2—40 (5.70)
2
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bulunur. (5.69)’da, her terim z~* ile carpilir ve u niin degeri yerine yazilirsa,

1-J(@-12—-40) _,
g<1+w/ (121)240% + [( 2 )Z -1 g<1+\/ (1—1)2—40) =0 (5'71)
1

2

elde edilir.
9<1+¢<r—1>—2—40> =w=w(z), [g(2)= W<—1—J<r—1)—2—40> (5.72)
2 2
olsun. Bu esitlik, (5.71)’de yerine yazilirsa,
1-(t—1)2—-40
wy + ( v 5 ) )2_1—1]W=0 (5.73)

bi¢iminde birinci mertebeden homojen lineer adi diferensiyel denklem elde edilir.

(5.73)’lin ¢ozlimii,

(—1+\/(T—1)2—4a>
w = Bz 2 e’

olur ve

—1+y/(t-1)2-40
Fan — Bl A-0—/G=1?=10]/2 Z<—z )ez

—-1—/(t-1)%2—40
2

seklinde bir 6zel ¢6ziim elde edilir.
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6. SONUC
Kesirli diferintegrallerin uygulamalari, fen ve miihendislige ait bir¢ok alanda
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu sebeple ikinci bolimde, kesirli diferintegrallerin  temel

ozelliklerine yer verilmistir.

Uciincii boliimde, tezin asil uygulama alanimi olusturan radyal Schrodinger

denkleminin elde edilisi verilmistir.

Tez c¢alismasinin ilk orijinal kismini olusturan dordiinci boliimde, radyal
Schrédinger denkleminin kesirli ¢oziimleri ve bu ¢éziimlerin hipergeometrik fonksiyonlar
cinsinden gosterimleri elde edilmistir. Radyal denklemler, uygun déntisiimler yardimiyla
kesirli diferintegral teoremlerinin uygulanabilecegi forma getirilmis ve bdylece
denklemlerin agik ¢oziimleri kesirli olarak ifade edilmistir. Ayrica kesirli ¢oziimler,
hipergeometrik fonksiyonlarin ve kesirli diferintegrallerin 6zellikleri kullanilarak
hipergeometrik formda yazilmistir. Boylece, ¢oziimlerin farkli formlarda yazilabilecegi

sonucuna varilmistir.

Ikinci orijinal kisim olan besinci béliimde, radyal denklemi ¢dzmek igin N-kesirli
hesap operatorii kullanilmistir. Oncelikle, dordiincii boliimdeki radyal denklemler, N-
kesirli hesap operatoriiniin uygulanabilecegi forma getirilmistir. Bunun ig¢in ¢esitli
varsayimlar ve doniisiimlerden yararlanilmistir. Radyal denklemlerin genel ¢oziimleri,
dordiincti boliimde ilgili teoremler yardimiyla bulunurken, besinci boliimde ise ayni
denklemlerin 6zel ¢oziimleri, N-kesirli hesap operatorii ile dogrudan olarak elde edilmistir.
Boylece, ayni tiirden denklemlerin genel veya 6zel ¢oziimlerinin, kesirli diferintegrallerin
farkli ozellikleri, teoremleri ya da yontemleri aracilifiyla bulunabilecegi sonucuna

varilmistir.

Bu c¢alismada, radyal Schrodinger denklemlerine Kesirli diferintegraller
uygulanarak denklemlerin agik ¢oziimlerine ulagildi. Farkli tiirden diferensiyel
denklemlere de ayni yontemler uygulanabilir veya baska yontemler de gelistirilebilir. Bu
denklemlerin uygulama alanlar1 da g6z Oniine alindiginda, ¢cok Onemli sonuglar elde

edilebilir.



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]
[11]

[12]

[13]

KAYNAKLAR
Podlubny, 1., 1999, Fractional Differential Equations, Mathematics in Science and

Enginering, Vol. 198, Academic Press, NewYork, London, Tokyo and Toronto.

Yilmazer, R., Ozturk, O., 2013, Explicit Solutions of Singular Differential
Equation by means of Fractional Calculus Operators, Hindawi Publishing
Corporation, Abstract and Applied Analysis, Article ID 715258, 6 pages, Vol.
2013.

Kiris, M. E., 2007, Kesirli Tiirevlere Sahip Diferensiyel Denklemler ve Pantograf
Denklemlerin Diferensiyel Doniisiim Yontemi ile Coziimlerinin Incelenmesi,
Doktora Tezi, Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Konya.

Butzer P.L., Westphal U., 2000, An Introduction to Fractional Calculus, World
Scientific Publ. Co., Singapore.

Hilfer R., 2008, Threefold Introduction to Fractional Derivatives, Wiley-VCH,

Germany.

Baym, S., 2006, Mathematical Methods in Science and Engineering, Wiley
Interscience, New Jersey.

Carpinteri, A., Mainardi, F. (Editors), 1997, Fractals and Fractional Calculus in
Continuum Mechanics, Springer Verlag, Wien and New York.

Miller, K. S., Ross, B., 1993, An Introduction to the Fractional Calculus and
Fractional Differential Equation, Wiley Interscience, New York.

Oldham, K. B., Spainer, J., 1974, The Fractional Calculus, Academic Press, New
York.
Baskan, T., 2010, Kompleks Fonksiyonlar Teorisi, Dora Yayinlari, Bursa.

Sezer, M., Dascioglu, A., 2012, Diferansiyel Denklemler 1, Dora Yayinlari, Bursa.

Aksoy, Y., 1998, Integral Denklemler, Yildiz Teknik Universitesi Basim-Yayin
Merkezi, Istanbul.

Caghyan, M., Celik, N., Dogan, S., 2012, Adi Diferensiyel Denklemler, Dora

Yayinlari, Bursa.

%94



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

Pala, Y., 2006, Modern Uygulamali Diferensiyel Denklemler, Nobel Yaywncilik,
Ankara.

Soykan, Y., 2012, Fonksiyonel Analiz, Nobel Yaymncilik, Ankara.

Hacisalihoglu, H. H., 2005, 2 ve 3 Boyutlu Uzaylarda Analitik Geometri,
Hacisalihoglu Yaywncilik, Ankara.

Aydin, M., Kuryel, B., Giindiiz, G., Oturang, G., 2009, Diferansiyel Denklemler

ve Uygulamalari, Baris Yayinlari, Izmir.

Orchin, M., Macomber, R. S., Pinhas, A., Wilson, R. M., 2005, Atomic Orbital
Theory, John Wiley & Sons, Inc., New York.

Karaoglu, B., 1997, Kuantum Mekanigine Giris, Bilgi Tek Yayincilik, Istanbul.

Aygiin, E., Zengin, M., 1992, Kuantum Fizigi-Atom ve Molekiil Fizigi, Ankara

Universitesi Y ayinlart, Ankara.
Balci, M., 2011, Matematik Analiz-2, Balci Yayinlart, Ankara.

Giingor, F., 1995, Diferansiyel Denklemler, Beta Basim Yayim Dagitim A.S.,
Istanbul.

Cesur, Y., 2011, Diferansiyel Denklemler ve Mathematica, Istanbul.

Distefano, J. J., Stubberud, A. R., Williams, I. J., 1995, Schaum’s Outline of
Theory and Problems of Feedback and Control Systems, McGraw-Hill Pub., New
York.

Raina R. K., 1986, The Weyl Fractional Operator of a System of Polynomials,
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, Vol. 76, Italy.

Nishimoto, K., 1984, 1987, 1989, 1991 and 1996, Fractional Calculus, Vols. I, 11,
I11, IV and V, Descartes Press, Koriyama.

Ortigueira, M. D., 2011, Fractional Calculus for Scientists and Engineers,

Springer Dordrecht Heidelberg London New York.

95


http://media.wiley.com/product_data/excerpt/81/04716802/0471680281.pdf
http://media.wiley.com/product_data/excerpt/81/04716802/0471680281.pdf

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]
[33]

[34]

[35]

[36]
[37]

[38]

[39]

Kilbas, A. A., Srivastava, H. M., Trujillo, J. J., 2006, Theory and Applications of
Fractional Differential Equations, North-Holland Mathematical Studies, Vol. 204,

Elsevier (North-Holland) Science Publishers, Amsterdam, London and New York.

Tu, S-T., Chan, D-K., Srivastava, H. M., 2001, Some Families of Ordinary and
Partial Fractional Differintegral Equations, Integral Trans. And Special Funct., Vol.
11, No:3, 291-302.

Yilmazer, R., Bas, E., 2012, Explicit Solutions of Fractional Schrodinger Equation
via Fractional Calculus Operators, Int. J. Open Problems Compt. Math., Vol. 5,
No:2.

Lin, S. D., Ling, W. C., Nishimoto, K., Srivastava, H. M., 2005, A simple
Fractional-Calculus Approach to the Solutions of the Bessel Differential Equation
of General Order and Some of its Applications, Comput. Math. Appl. 49, 1487-
1498.

Slater, L. J., 1966, Generalized Hipergeometric Functions, Cambridge.

Cowan, R. D., 1981, The Theory of Atomic Structure and Spectra, University of
California Press, Berkeley and Los Angeles, California.

Bransden, B. H., Joachain, C. J., 1989, Introduction to Quantum Mechanics,
Longman Group UK Limited and John Wiley & Sons, Inc., New York.

Gros, F., 1993, Relativistic Quantum Mechanics and Field Theory, John Wiley &
Sons, Inc., New York.

Mandl, F., 1992, Quantum Mechanics, John Wiley & Sons, Inc., New York.
Modinos, A., 1996, Quantum Theory of Matter: A Novel Introduction, John Wiley
& Sons, Inc., New York.

Mills, R. L., 2000, The Hydrogen Atom Reuvisited, International Journal of
Hydrogen Energy, Vol. 25, Issue 12, 1171-1183.

Eid, R., Muslih, S. I, Baleanu, D., Rabei, E., 2009, On Fractional Schrodinger
Equation in a-dimensional Fractional Space, Nonlinear Analysis: RWA, 10, 1299-
1304.

96



OZGECMIS

1986 yilinda Gaziantep’in Islahiye ilgesinde dogmusum. Ik, orta ve lise
ogrenimimi Islahiye’de tamamladim. 2005 yilinda Celal Bayar Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandim. 2009 yilinda bu boliimden mezun oldum. Ayni
yil Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda tezli yiiksek
lisansa basladim. 2010 yili Eyliil ayinda Bitlis Eren Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii Arastirma Gorevliligi kadrosunu kazandim. 2011 yilinda Firat
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda doktoraya basladim.
2012 yili Ocak aymda gorevlendirme ile Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Arastirma Gorevliligi  kadrosuna atandim. Halen Firat Universitesi Fen Fakiiltesi
Matematik Boliimiinde Arastirma Gorevlisi olarak gorev yapmaktayim. Evli ve bir ¢ocuk

babastyim.

97



