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OZET

Bu tez ti¢ boliim olarak diizenlenmistir.

Ik boliimde; daha sonraki boéliimlerde kullanilacak olan bazi temel tamm ve

teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; Genellestirilmis KdV, Burgers’, mBBM, Boussinesq denklemleri
ve soliton kavramlar: anlatilmigtir.

!
Ucitincii boliimde; Genisletilmis { — | —acilim metodu anlatilmis ve bu metodla,

G

KdV, mKdV, Burgers’, mBBM ve Boussinesq denklemlerinin soliton ¢oziimleri elde

edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: KdV Denklemi, mKdV Denklemi, Burgers’ Denklemi,

!

mBBM Denklemi, Boussinesq Denklemi, Genigletilmis (%) —Acgilim Metodu.



SUMMARY

SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR PARTTIAL DIFFERENSIAL
EQUATIONS BY EXTENDED (%) —EXPANSION METHOD

This study is prepared as three chapters.

In the first chapter, some fundemental definitions and theorems, which will be

used in the later chapters, are given.

In the second chapter, Generalized KdV, Burgers’, mBBM and Boussinesq equa-
tions and the concept of soliton are explained.

/

In the third chapter, Extended (%) —Expansion Method is explained and soli-

ton solutions of KdV, mKdV, Burgers’, mBBM and Boussinesq equations are ob-

tained.

Key Words: KdV Equation, mKdV Equation, Burgers’ Equation, mBBM

!

G
Equation, Boussinesq Equation, Extended (E) —Expansion Method.
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1. BOLUM
1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1.1 Tanim

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini icinde bulunduran bir denkleme difer-
ansiyel denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir
fonksiyon ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis

bagintiya diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem

dy

f(xayaﬁ) :()7

veya genel olarak
dy d?y dy,
f(l', Y, %7 @7 L) %) - 07
seklinde yazilir. Burada y bagimlh degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek

degigkenin tiirevleri stz konusu oldugunda denklemler, adi diferansiyel denklemler

olarak adlandirilir [1].

1.1.2 Tanim

Icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degisken ile bagiml degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan den-
kleme kismi tiirevli denklem adi verilir [2].

z bagimli, x ve y bagimsiz degiskenler olmak tizere bir kismi tiirevli denklem
genel olarak

F(I‘,y, 2y R Zy7zxxazxyazyy,...> = 07

seklindedir.

1.1.3 Tanim
Bir diferansiyel denklemde ki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagina) den-

klemin mertebesi ve en yiiksek tiirevin derecesine denklemin derecesi denir [2].



Eger bir diferansiyel denklem, bagiml degigskene ve onun kismi tiirevlerine gore
birinci dereceden ve katsayilari sabit yada bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu
denkleme lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan
(non-lineer) denklem adini alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer

kismi tiirevli denklemlerin genel formlar: sirasiyla asagidaki gibidir:
P(z,y) 2+ Q (x,y) 2y + R (z,y) 2 = S (z,y),

A(2,Y) 22+ B (2,Y) 22y +C (,y) 2yy+D (x,y) 2.+ E (x,y) 2y +F (x,y) 2 = G (2,9) .

1.1.1 Ornek

T2y — Yzy = SIN T,

denklemi birinci mertebeden, birinci dereceden, lineer bir denklemdir.

1.1.2 Ornek

Pu\®, Pu_Ou
Ox? oy?2 0z ’

denklemi ikinci mertebeden, ikinci dereceden, lineer olmayan bir denklemdir.

1.1.4 Tanim
Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi

tiirevlere gore lineer ise bu denkleme yari-lineer (kuasi-lineer) denklem adi verilir

[2].
Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari-

lineer denklemlerin genel sekilleri sirasiyla agagidaki gibidir:
P(z,y,2) 2 + Q(2,y,2) 2y = R(3,y,2),

A(x,y, 2, 22, 2y) ZoatB (T, Y, 2, 22, 2y) Zay+C (2,9, 2, 24, 2y) 2y +D (2,9, 2, 24, 2y) = 0.

1.1.3 Ornek
a) 2y Zpy + T22, =siny
b) zy + 22 (22 + z) — 6w2®siny =0

C) 2yzus — 303224 + 22, — 23yz =0



denklemlerinin tiimii yari-lineer denklemlerdir.

1.1.5 Tanim
Bir f fonksiyonu A kiimesinde tamimlansimn. Kabul edelim ki f ve f ’in k.
mertebeye kadar olan tiim kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna

C* — sinafindandwr denir.

1.1.6 Tanim

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamak-
tan tirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: ise bu den-
kleme hemen-hemen lineerdir denir [2].

Iki bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen

lineer bir denklemin genel sekli
A(2,Y) 2ex + B (x,Y) 22y + C (2,Yy) 2yy + D (2,9, 2, 22, 2y) = 0,
formundadir. Burada A, B,C' € C?[D] dir. Diger yandan
A(x,y) = [B(z,y)]" — 4A (2, y) C (2,y)

fonksiyonunu tanimlayalim.
1) A (z,y) > 0 esitsizliginin saglandigi noktalarda hiperbolik;
2) A (z,y) = 0 esitliginin saglandigi noktalarda parabolik;
3) A (z,y) < 0 esitsizliginin saglandigl noktalarda eliptik tiptendir denir.

1.1.4 Ornek
a) S + 12 +uP () =t +1
b) 3zu,, + 4ryu,, + Srzu,, + 22Ugy — 4uy, + wlu, — uy + rye® =0

denklemleri hemen-hemen lineerdir.

1.1.5 Ornek
(x2 — 1) 2y T 2Y2py — Zyy + 25 + 2y =0

denkleminin tipini belirtiniz.

Coziim:

A(z,y) =21, B(z,y) =2y, C(r,y)=-1

3



oldugundan A (z,y) fonksiyonu
A(z,y) = B> —4AC =4y —4 (2 = 1) (-1) =4 (2> + ¢°) — 4

seklinde elde edilir. Buna gore verilen denklem
Dy = {(z,y) : 2> + y* > 1, x,yeR} bolgesinde hiperbolik;
Dy = {(z,y) : 2* + y*> = 1, x,yeR} ¢emberi tizerinde parabolik;
D3 ={(x,y) : 2* + y* < 1, x,yeR} agik diskinde eliptik tiptendir.

1.1.6 Ornek
x2zmc + TYZay + Zyy + a2, + Yzy +2=0

denkleminin tipini belirleyiniz.

Coziim:
A(z,y) = B> — 4AC = 2*(y* — 4)
olup
y = +2 dogrularn tizerinde parabolik;
—2 < y < 2 geridi i¢inde eliptik;
y < —2 bolgesi ile y > 2 bolgesinde hiperbolik tiptendir.

1.1.7 Tamim

X veY keyfi elemanlar (fonksiyonlar, vektorler vs...) ciimlesi olmak iizere X uza-

yinin herbir elemanina Y uzayinin bir elemanini karsilik getiren doniisiime operator

denir.

1.1.8 Tanim

Matematik-Fizigin klasik operatorlerinden biri olan V Laplace operatorii

0> 02 02 02 02 o2
Vo2 Yoz o Vo2 T a2 T o

seklinde tamimlanir ve bunlara sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace
operatorii denir.

Hiperbolik tipten bir denklem olan

2
aa—g — VU =0,



seklindeki bir denkleme de V' min 1,2,3-boyutlu olmasi durumuna gore sirasiyla
1,2,3-boyutlu dalga denklemi denir.

Bu denklemde ¢ pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi s6ylenmedikce, ¢ zaman
degigkenini gostermektedir. Ayrica VU, t ye gore tiirev igermemektedir. Buna gore

1,2,3-boyutlu dalga denklemleri sirasiyla
Uy — C2Um: = 07

Ui — CZ(Um + Uyy) =0,
Utt - 02(Uxaz + Uyy + Uzz) = 07

formundadir. Bu tip denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve
quantum teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.

Dalga denkleminin ¢oziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin
dalgasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme
dalgalarin ifade eder [2].

Matematiksel fizigin diger baz1 denklemlerini goyle verebiliriz [3];

a) Iki boyutlu Laplace denklemi

2 2
Viu = % + g—;; =0,
b) Helmholtz denklemi
V2u+ A =0,
c) Iki boyutlu Poisson denklemi
Pu  DPu

@Jra—yg:f(%y),

d) Biharmonik denklem
Viu =0,

e) Biharmonik dalga denklemi

1 0%u
c2 o2’

Viu = V2(V2u) =

f) Telegraf denklemi

Pu 0% du
W_C @"‘QBa—T‘f‘AU—O,



g) Schrodinger denklemi
Viu+alE -V (z,y,2)]u=0,
h) Klein-Gordon denklemi

Vu+ M =0.

1.1.1 Teorem

(Birinci mertebeden yar: lineer denklemler igin varlik ve teklik teo-
remi):

P(x,y,2),Q (z,y,2) ve R(x,y,z) fonksiyonlar1 (x¢,yo, z0) noktasim kapsayan
bir D C R? bolgesinde Clsmifindan olsunlar ve kabul edelim ki

dyo (to)
dt

dZL’O (to)
dt

P (0,0, 20) — Q (%0, Yo, 20) # 0,

olsun. O zaman (zg,yo) noktasmin bir U komsulugunda, U’'nun i¢inde yatan C
egrisinin her noktasinda z (xo (t) , yo (t)) = 20 (t) baglangi¢ sartin1 ve Pz, +Qz, = R

denklemini saglayan bir tek z = z (z,y) ¢oziimii vardir.
1.1.2 Teorem (Cauchy-Kowalewski teoremi):
Lz = A(2,y) 200+2B (2,Y) 20y +C (2, 9) 2y +D (,y) 2+ E (2,y) 2+ F (3,y) 2 = G (2, ),

denklemindeki katsayilar ve G fonksiyonu, xy—diizleminde, orjini kapsayan bir 2 C
R? bolgesinde analitik olsunlar. Q da C'(z,y) # 0 olsun. z—ekseninin ) tarafindan
kapsanan pargasinda tanimlanmig keyfi, analitik & (z) ve o () fonksiyonlar: verilsin.
O zaman (0, 0) noktasinin bir N komsgulugu vardir ve N de Lz = G denkleminin bir
tek analitik z = ¢ (z,y) coziimii vardir, Oyle ki N komsulugu tarafindan kapsanan

r—ekseni tizerinde ¢ (2,0) = h (z) , ¢, (7,0) = o (x) saglanr.



2. BOLUM
2.1 GENELLESTIRILMIiS KdV DENKLEMI

KdV denklemi olarak bilinen denklem, 1885 yilinda D.J.Korteweg ve G.de Vries
[4] adindaki iki bilim adamu tarafindan sig sulardaki dalga yayilmimin gézlenmesiyle
olusturulmustur. Bu denklem gecen yiizyildan beri bilinmesine ragmen fiziksel 6zel-
likleri tam olarak elde edilememigtir. KdV denklemi 1844’de John Scott Russell
tarafindan gozlemlenmis tek dalgalar (solitary wave) i¢in en basit ve faydali mod-
ellerden biridir. Martin Kruskal ve Norman Zabusky [5] adindaki iki bilim adamu,
dalga hareketine benzer tekrarlamalar1 KdV denklemi ile olusmus bir sistemle go-
zlemlemiglerdir. Bu tek dalganin énemli 6zelliklerinden biri de birbirleriyle carpis-
malar1 ve bu carpisma hareketi sonunda sekil ve bigimlerini korumalaridir. Bu da tek
dalgalar i¢in KdV denkleminin elastik oldugunu gosterir. Dalganin dogal yapisin-
dan dolay1, Zabusky ve Kruskal bu tek dalga’y1 “soliton” olarak adlandirmiglardir.
Ayrica Zabusky ve Kruskal [5], peryodik simir sartlariyla KdV denkleminin sayisal
¢oziimiinii gozlemlemiglerdir. Soliton kavrami ilk olarak Fermi, Pasta, Ulam [6] sis-
temindeki modelle anlatilmigtar.

Lineer olmayan dalga yapist hakkindaki bilgiler, modern matematiksel fizigin
gelismesin-de 6nemli kavramlardan biri olan soliton taniminin kullamildig: fizik ve
matematik arasindaki ortak caligmalarla elde edilir. KdV denkleminin ¢oziimiinde
solitonlar dagilma ozelligi gostermezler. Klasik KdV denklemi lineer olmayan bazi
fiziksel bolgelerde gozlemlenebilir. Baglangig olarak Karpman [7] ve Bisognano [8]
tarafindan lineer olmayan notr yiizeylerdeki dalga hareketi ve dairesel bir cemberdeki
siddetli 1ginlar i¢cin KdV denkleminden yararlanilarak teorik modeller geligtirilmistir.
Bu denklem; kati, sivi, gaz ve plazma; soguk bir yiizeydeki magnetik hidrodi-
namiklerde; lineer olmayan yaylarla birlestirilmis esit kiitleli bir boyutlu kafeslerdeki
boylamsal dalga yayilimlarinda; Fermi probleminde; soguk bir plazmadaki akustik
iyon dalgalarinda; tiipteki akigkanin yoniinde ve elastiki cubuklardaki boylamsal

dalgalarda ve bunlar gibi daha bir ¢ok fiziksel uygulamaya sahiptir.



Gegen 50 yil boyunca lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimlerinin yorum-
lar1 igin genis bir aragtirma sahasi olugturulmugtur. Lineer olmayan denklemler
icerisinde en iyi bilinenlerden biride KdV denklemidir. Bununla birlikte matematik
ve fizigin gesitli dallarinda lineer olmayan KdV denklemi kullanilmaktadir.

Genellegtirilmis Korteweg-de Vries denklemi (GKdV)
Ut + 6unua: + Ugzy = 07

seklinde verilebilir. Buradaki ikinci ™ u, ve ti¢tincii u,,, terimleri sirasiyla iletim ve
dagilma terimlerini gosterir. GKdV denkleminin solitonlar1 lineer olmayan iletim ve
dagilma terimleri arasindaki iligkiyle olusur. Dagilma etkisi dalgaformunun hizim
olugtururken lineer olmayan iletim etkisi de dalga formunun seklini olusturur. Bu iki
terimin kargihkl etkilegsimlerinden sabit bir dalgaformu olugur (solitary wave). Her
bir soliton karsilikli etkilegimlerine ragmen degigmez. Solitonlarin yapisi sistemin
parametrelerinin zamana bagh oldugunu garanti eder ve boylece solitonlarin stabil
(kararli) oldugu goriiliir. GKdV denkleminin en énemli durumlarindan biri modi-
fiye edilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denklemidir. Bu denklem n = 2 i¢in GKdV
denkleminin tiiretilmesiyle olusur ve bu

denklem elektrodinamikler de, ince tabakalardaki elektromagnetik dalgalarda, yogun-
luk katmanlarinin i¢ kisimlarinda, elastik araclarda ve trafik akiglar1 gibi bircok

fiziksel uygulama alanina sahiptir.
2.2 SOLITON VE SOLITON ETKILESIMININ TARIHCESI

1834’de John Scott Russell tek dalga (solitary wave)’y1, Edinburg-Glasgow kanalinda,
seklini degistirmeyen uzun bir su dalgasi olarak gozlemlemistir. Bu dalgay1 “biiyiik
dalga kaymas1” olarak adlandirmis ve gozlemlerini 1844’de “Dalgalar iizerine rapor
(Report on Wave)” makalesinde agiklamigtir. Bu makalede, tek dalganin periyo-
dik bir dalga olmayip seklini degistirmeyen, tiimsek seklinde, simetrik izole edilmis
sekilde yayilan bir dalga oldugunu aciklamistir. Bunu takiben, benzer dalgalarin
iiretilmesiyle daha yogun caligmalar yapilmistir. Bu deneysel bilgilere dayali olarak
Russell, tek dalganin v hizi ve sonlu bir & derinligindeki sivinin serbest yiizey tiz-

erindeki maksimum genligi arasinda
u? = g(h+ a) (2.1)

8



formunda 6nemli bir bagint1 bulmustur. Burada ¢ yercekimi ivmesidir. Su dal-
galariyla ilgili, Airy ve Stokes’in teorilerine zit olan bu goriigler, yani Russell’in tek
dalga hakkindaki yorumu, tek dalganin varligi ve bu dalganin bir sivi ortaminda
seklini degistirmeden yayilmasiyla ilgili diisiincesiyle birlikte pek cok problem or-
taya ¢ikmistir. 1870’lere kadar bu fikirler pek kabul gérmemesine ragmen, yalniz
1871’de Boussinesq [9] ve 1876’da Rayleigh [10] tarafindan benimsenmistir. Bu
bilim adamlar1 da yapiskan olmayan ve sikigtirilamayan sivilarin hareket denklemini
(2.1) formunda belirtmiglerdir. Gergekten de onlar tek dalga profilini Sekil 1’deki,
herhangi bir a>0 i¢in z = n (z,1),

B3 = 3a/ {4h* (h + a)} olmak tizere;

n(z,t) = asech®{B (v —ut)} (2.2)

¢ozlimiinii bulmuslardir.

Sekil 1.1 Tek dalga

Bu yazarlar sadece a < h olmak {izere gecerli olan sec h? ¢oziimiinii bulmalarina
ragmen, (2.2)’yi ¢oziim kabul eden herhangi bir diferansiyel denklem bulamamuglardir.

Bununla birlikte Boussinesq, ¢ = v/gh s1g su dalgalarinin hizi olmak tiizere boylesi

3 (n? 1
ntt:cg |:77a:a: + 5 (F) + ghQUxxx]

seklinde lineer olmayan yayilma denklemini ortaya koymustur. Bu denklem Boussi-

uzun dalgalar i¢in;

nesq [9] denklemi olarak bilinir ve bunun ¢oziimii;

3a

n (z,t) = asech? {(lﬁ)w (z+ ut)}

9



seklindedir. Bu ¢6ziim ise hem pozitif hem de negatif yonde hareket eden dalgay:
gosterir.

Bu calisgmadan 60 yil sonra,1885’de D.J.Korteweg ve G.de. Vries [4] adindaki iki
Hollandali bilim adami, Scott tarafindan yapilan gézlemlerin bir agiklamasini veren
mate
matiksel bir model ortaya koyarak, p yogunluklu bir su yiizeyi {izerinde tek yondeki

dalgalarin yayilis1 icin

c 3 1
nt:E €+ 577 Ny + 5‘77735”

denklemini elde etmislerdir. Bu denklem KdV denklemi olarak bilinir.

1955’de Fermi Pasta ve Ulam’in [6], Los Alamos bilim laboratuvarindaki lineer
olmayan kiitle-yay sistemlerinin sayisal modelleri tizerine raporlariyla, KdV den-
kleminin tek dalgasiyla ilgili teori ve uygulamada ki gelismeler devam etmigtir.
1914’de Debye iddia etti ki; “Harmonik olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi, yay-
lardaki lineer olmayan kuvvetler yiiziindendir.” Bu goriis Fermi, Pasta ve Ulam™
diizgiin baglangic durumunun sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biitiin
sekiller arasinda enerjnin ayni oranda dagildigina inandirmigtir. Fakat onlarin ¢alis-
malar1 gekiller arasinda enerjinin ayni oranda dagimadigini gostermistir. Biitiin
enerji baslangicta en diisiik seviyede olmasina ragmen, degisik diisiik mertebeden
sekiller arasinda ileri ve geri hareketinden sonra yine en diigiik seviyesine geri doner.
Bu gergek Fermi, Pasta ve Ulam’in (FPU) tekrarlanan olay1 olarak bilinir.

(FPU)’nun dikkate deger bu aragtirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky’nin
[5], tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak icin lineer olmayan kiitle-yay sisteminin
siirekli bir modelini gelistirmelerine neden olmustur. Kruskal ve Zabusky Boliim 2.1
de bahsedildigi gibi bu tek dalgalar: solitonlar olarak adlandirmiglardir.

Daha sonra, Gardner ve digerleri [11] ve Hirota [12]—[13] herhangi bir pozitif n
tamsayisi icin n—soliton arasindaki ekilesimi agiklayan KAV denkleminin analitik
¢oziimlerini ortaya koymuslardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmasi ve etkilesim-
leri Zabusky ve Galvin [14], Hammack ve Segur [15], Weidman ve Maxworty [16]
tarafindan bagarili bir sekilde gosterilmistir. Dolayisiyla bunlarin bu buluslar: son

30 y1l boyunca yaygm, teorik, deneysel ve islemsel calismalara yol agmistir. Simdi
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benzer ozelliklere sahip pek cok lineer olmayan model denklemleri bulunmus olup
uygulamali matematikte ve fizikte gesitli branglara ayrilmistir. Bu tiir denklemlerin
soliton ¢oziimlerini bulmak icin pek ¢ok metod gelistirilmistir [17]—[18]. Son olarak
agagidaki ifadeleri vermemiz uygun olacaktir. Soliton kavraminin kesin tanimini
vermek kolay degildir, bununla birlikte lineer olmayan kismi diferansiyel denklem
veya sistemlerin herhangi bir ¢oziimiiyle iligkilendirilebilir. KdV
denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii varsa solitonlar olarak
adlandirilir. Bagka bir ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliy-
orsa bir tek dalgadir. Ayrica KdV denkleminden bagka denklemler igin tek dalga
goziimii sec h? fonksiyonu olmayabilir, fakat sec h veya tan~! (¢%®) olabilir. Gergek-
ten de bazi lineer olmayan denklemler tek dalga ¢oziimiine sahip olup solitonlara
sahip olmazken, KdV denklemi gibi denklemler solitonlar olan tek dalgalara sahip-
tirler. Gergekten soliton kavrami matematiksel fizikte yeni bir paradizm olarak sekil
almustir. Son zamanlarda soliton kavram cok yaygin olarak kullanilmistir. Ornegin;
lineer olmayan Schrodinger
denklemi (NLS) [19]: plazma dalgalarini, lineer olmayan optik dalgalarimi temsil
eder ve NLS denklemi sarmal (envelope) solitonlara sahiptir. NLS denkleminin
solitonlar1 genlige bagh degildir. Fiziksel olarak, tnceki ¢aligmalarda bu tiir soliton-
lara diigiik frekansh solitonlar denirdi daha sonra Makhankov yaptigi caligmalarda
bu solitonlarin yiiksek frekansh solitonlar oldugunu soylemistir [20]—[22]. Bir bagka
onemli model denklemi de Sine-Gordon (SG) denklemidir. Bu denklemde elementer
parcaciklarin birlestirilmesi teorisindeki lineer olmayan dalga hareketini, manyetik
akintiy1 ve kristallerdeki bozuklugu tamimlamak icin kullanilir. SG denklemi ise
soliton, antisoliton (veya kinks, antikinks) ve ayni eksene gore simetrik solitonlara
(breather solitonlara) sahiptir. Ayrica bu solitonlarin hizi dalganin genligine bagh
degildir.

2.3 BURGERS’ DENKLEMI

Burgers’ denklemi olarak bilinen

ou ou 02U

o PV T
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bir boyutlu non-lineer parabolik kismi diferansiyel denklem ilk olarak 1915’de Bate-
man’in makalesinde goriilmiistiir [23]. Denklemin bilim diinyasinda popiiler olmasi
1939-1965 yillar1 arasinda denkleme ismini veren Burgers’in turbulans teorisi tizerine
yaptig1 calismalar sayesinde olmustur [24]-[25]. Burgers turbulansin degisik yonlerini
inceleyerek, bir boyutlu turbulans ve sok dalgalari i¢cin denklemi model olarak kullan-
may1 énermigtir [26]. Daha sonraki yillarda denklem bir ¢ok alanda model problem
olarak kullanilmigtir. Lagerstrom vd. [27] denklemin kiigiik bir parametreyle “c”
carpilmig yiiksek mertebeden tiirevleri icermesinden dolayi denklemin Navier-Stokes
denklemlerine benzedigini vurgulamugtir. Cole [28] denklemin ¢ok dalga teorisi ve
turbulans teorisi ile iligkisini vermigtir. Denklemin sonlu genlikli enine hidromag-
netik dalgalarla olan iligkisi Goldberg [29], izotropik katilardaki elastik dalgalarla
iligkisi Pospelov [30], termoviskos sivilarda sonlu genlikli dalgalarla iligkisi Black-
stock [31], Keck ve Bayer [32], Mendousse [33], Soluyan ve Khokhlov [34] ve sayilar
teorisi ile olan iligkisi ise Van der Pol [35] tarafindan verilmigtir.

Bir ¢ok aragtirmaci problemin ¢oziimii icin degisik yollar énermistir. Denklemin
ana
litik goziimleri ile ilgili olduk¢a kapsamh bir ¢aligma Benton ve Platzman [36] tarafin-
dan yapilmigtir. Burgers denkleminin en ilging ¢oziimlerinden biri Fay [37] tarafin-
dan ve
rilmigtir. Bu ¢oziim Fubini-Ghiron [38]" un ¢alismasi ile akustik literatiirde Fubini
¢oziimii olarak bilinmektedir. Fay’in bu ¢oziimii daha sonra probleme bir baglangig
sart1 eklenerek Cole [28] tarafindan tekrar ele alinarak gelistirilmigtir. Bu baglangig
sartiyla birlikte goz oniine alinan denklemin tam ¢oziimii Benton tarafindan ver-
ilmistir [39]-[40]. Blackstock [41] Burgers denkleminin Fay tarafindan verilen ¢oziimii
ile bir boyutlu pistonun siniizoidal hareketiyle meydana gelen ses alani arasindaki il-
igkiyi ortaya koymustur. Yaklagik olarak ayni zamanda fakat birbirlerinden bagimsiz

olarak Hopf [42] ve Burgers [43] denklemin ¢oziimii i¢in
U=t"125(z), z = (4et) 2,

benzerlik doniigiimiinii kullanmiglardir. Bu benzerlik doniigiimii altinda Burgers

denkle
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minin Riccati denklemine doniistiigii Rodin [44] tarafindan gosterilmistir. Bu doniigiimiin

yanisira bir ¢ok calismada Hopf-Cole doniistimii olarak bilinen

Ox
U=—-2¢s—
9

doniisiimii ile problemin ¢oziimii aranmigtir. Bu doniisiim, Burgers’ denklemi ile 1s1
denklemi arasindaki yakin iligkiyi gostermektedir. Bu doniisiim altinda Burgers’ den-
klemi lineer 1s1 denklemine déniismektedir. Hopf-Cole doniisiimii ilk olarak Lager-
strom vd.[27] ’a ait bir teknik raporda goriilmiis ve daha sonra Cole [28] tarafindan
yaymlanmigtir. Ayrica, Hopf-Cole doniisiimiiniin hidrodinamik uygulamalar1 Ames
[45] , Chu [46] , Shvets ve Meleshko [47] tarafindan tartigilmigtir.

Bir cok fiziksel olayin matematiksel modeli olarak kargimiza c¢ikan Burgers den-
klemi matematiksel agidan da ilging 6zellikler tagimaktadir. Burgers denklemi £'un
¢ok kiiciik olmasi durumunda parabolik yapisin yitirerek hiperbolik bir yap1 kazanir.
Bu sebepten dolay: bir ¢cok arastirmaci, ézellikle e'un kiiciik degerleri i¢in denklemin
matematiksel yapisim1 koruyacak c¢oziimler iiretmeye caligmig ve cesitli niimerik
teknikler 6nermistir. Ornegin Miller [48] predictor-corrector metodunu, Varoglu vd.
[49] agirlikh rezidii metodunu, Caldwell vd. [50], Arminjon vd. [51], Ozig vd [52]
sonlu eleman yontemini, Evans vd [53] group explicit metodunu, Mittal vd. [54]
Galerkin metodunu, Kutluay vd. [55], Bahadir [56] sonlu fark yontemlerini, Ozis
vd. [57] direkt varyasyonel metodunu, Wei vd. [58] conjugate filter yaklagimim

kullanarak c¢esitli € degerleri i¢in problemin niimerik ¢oziimlerini elde etmislerdir.
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2.4 mBBM DENKLEMIi
Benjamin-Bona-Mahony (BBM) olarak bilinen
Up + Uy + U Uy + Uggy = 0,

denklemi fiziksel uygulamalarda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu denklem lineer olmayan
bir dagilim sisteminde uzun dalga modelidir. BBM denkleminin ¢oziimii baz bili-
nen teoriler tarafindan aciklanamayan soliton benzeri davranmglar1 sergilemektedir
[59]. Ayrica BBM denklemi bir kanaldaki suyun yiizeyinde uzun dalga genliginin
tek yonlii yayilimini tanimlamaktadir. Bu yoniiyle KAV denklemine alternatif ol-
masi soz konusudur. BBM

denklemi sivilardaki yiizey dalga analizinde, soguk plazmalardaki hidromanyetik dal-
galarda, sikigtirilabilir akiskanlardaki akustik cekimlerde ve anharmonik kristallerdeki
akustik dalgalarda kullanilmaktadir. n=2 oldugunda BBM denklemi modifiye edilmis
Bona-Benjamin-Mahony (mBBM) denklemi adin1 almaktadir.

Yusufoglu ve Bekir [60] mBBM denkleminin ¢oziimlerini elde etmek igin tanh ve
sin-cosin metodunu kullanmiglardir. Yusufoglu [61] exp-fonksiyon metodu yardimiyla
mBBM denkleminin ¢oziimlerini elde etmistir. Layeni ve Akinola [62] hiperbolik
yardimci fonksiyon metodunu kullanarak mBBM denkleminin bazi yeni ¢oziimlerini
ortaya koymugtur. Omrani [63] mBBM denklemi i¢gin tamamen farkl Galerkin

yaklagimlarini kullanmig ve metodun yakinsakligini géstermistir.
2.5 BOUSSINESQ DENKLEMI

Klasik Boussinesq denklemi ilk olarak Boussinesq tarafindan formiile edilmistir.
Yalnizca zayif dagilim ve zayif nonlineerligi gosteren bu denklemler oldukga sig su-
larda kullanilmaktadir. Son yirmi yilda Boussinesq-tipi denklemlerin birgok yeni
formu geligtirilmigtir. Witting [64] bir tek yatay boyut igin kullanilan bir Boussi-
nesq denklem takimini sunmustur. Madsen ve Sorensen [65] momentum denklem-
lerinde yararlanilan derinlik-entegre hizlarinda kullanilan batimetri i¢in geligtirilmis
yeni bir Boussinesq denklem takimi olugturmuslardir. Nwogu [66] keyfi bir derin-
likteki yatay hizin bagimsiz bir degisken olarak kullanilmas: igin geligtirilmis bir

Boussinesq modeli elde etmistir. Beji ve Nadaoka [67] momentum denklemlerine bir
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dagilma terimi ekleyerek ve gikararak yeni bir Boussinesq denklem takimi ortaya
koymuslardir. Zou [68] yapay bir hiz ve hafif egim varsayiu ile yiiksek dereceden
Boussinesq denklemlerini olusturmustur. Her model bi¢cim ve dagilim terimlerinin
diizenlenmesi agisindan farklidir. Ancak hepsinde lineer dalgalarin tam dagilim il-
igkisi ikinci dereceden Pade’ yaklagimina gotiirmektedir. Gelistirilmis nonlineerlik
ile daha iyi dagilhim iligkisi bulunduran yiiksek mertebeden bagka Boussinesq den-
klemleri de vardir. Bu Boussinesq denklemleri arasinda tipik ve digerlerine nazaran
basit bir metod Beji ve Nadaoka [67] tarafindan tiiretilmig Boussinesq modeliyle
ortaya konulmustur. Ancak denklemler klasik Boussinesq denklemleri olarak aymn
zay1f nonlineerlige sahiptirler. Boussinesq-tipi denklemlerin nonlineerlik tzellikler-
ine nazaran lineer dagilim ve lineer siglagsma oOzelliklerinin geligtirilmesi ise daha
kolaydr.

Abdou [69] genisletilmig tanh metodunu, Wang [70] genisletilmis rasyonel agilim
metodunu kullanarak Boussinesq denkleminin kesin ¢oziimlerini, In¢ [71] de den-

klemin Jacobi eliptic fonksiyon ¢oziimlerini elde etmistir.
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3. BOLUM

!/

3.1 GENISLETILMIS (E)-AQILIM METODU

Bu boliimde lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin soliton ¢oziim-
!/

lerini bulmak icin genisletilmis el —acilhim metodunu kullanacagiz. Bu metod
ilk olarak Wang et al [72] tarafindan ortaya koyulmus, Bekir [73], Zhang vd. [74],
Aslan ve Ozig [75] tarafindan cesitli denklemlerin soliton ¢oziimlerini bulmak icin
kullanilmigtir. Farzedelim ki lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem

iki bagimsiz x ve t degiskeni ile su sekilde verilsin.
P (U gy Uiy Uy, Uty Uy --) = 0, (3.1)
Burada w = w(x,t) bilinmeyen bir fonksiyon, P, v = u(x,t) de ve onun gesitli

kismi tiirevlerinde yiiksek mertebeden tiirevler ve lineer olmayan terimler iceren bir
!/

polinomdur. vel —acilim metodunun temel adimlar agagidaki gibidir.
Adim 1 : z ve t bagimsiz degigkenler, u bagimh degisken olmak iizere (3.1)
denklemine
doniigtimiinii uygulanirsa,
P (u, —ou/, o, 0", —vu W) = 0. (3.3)

adi diferansiyel denklemi elde edilir.
!

Adim 2 : (3.3) adi diferansiyel denkleminin ¢oziimii (5) —acilim metodu ile

polinom olarak su sekilde ifade edilebilir:

u(@) =2 alz), (3.4)

!

G
(3.3) adi diferansiyel denkleminin genigletilmis (5) —agihim metodu ile ¢oziimii
ise polinom tiirtinden

w© =0+ Sal Sy +n(), (35

1=



formundadir. Burada G = G(§) olmak iizere
G"+ NG + puG =0, (3.6)

ikinci dereceden lineer bir adi diferansiyel denklemdir. Burada A ve p keyfi sabitlerdir.

(3.5) denklemindeki m pozitif tamsayisi (3.3) adi diferansiyel denkleminde goriilen
en yiiksek mertebeden tiirev ile lineer olmayan terim arasindaki homojen denge
bagintisindan bulunur.

Adim 3 : (3.5) bagntisi, (3.3) denkleminde yerine yazilir ve (3.6) ikinci derece-
den lineer adi diferansiyel denklemi kullanilarak 5, 'nin kuvvetlerine gore ayrilirsa
(3.3) denkleminin sol tarafi bir bagka polinoma doniigiir. Bu polinomun her bir kat-
sayisini sifira egitleyerek ag, a;, b;, ¢, v, A ve p igin cebirsel denklem sistemi bulunur.

Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiiyle ag, a;, b;, ¢, v, A ve i sabitleri elde edilir.
Elde edilen sabitler (3.5) denkleminde yerlerine yazilir ve (3.6) ikinci dereceden lineer
adi diferansiyel denkleminin ¢oziimleri kullanilirsa (3.1) lineer olmayan kismi tiirevli
denklemin soliton ¢oziimleri elde edilmis olur. (3.6) denkleminin genel ¢oziimii ise
asagidaki gibidir.

G"+ NG+ uG =0,

denklemini gozoniine alalim. Bu denklemin karakteristik denklemi
o(k) =k + Mk +p =0,
seklindedir. Bu karakteristik denklemin kokleri ise

A=)\ —4y,

A=V = b A+ VA —dp
- 92 y 2 — 92 ’

ki

formundadir. A = \? —4u > 0 ise
G (€) = 1M 4 cpef2t,
genel ¢oziimii bulunur. Genel ¢oziimde & ’ye gore her iki tarafin tiirevi alinirsa

G’ (f) = klclek1£ + k’gCg@kzg,
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elde edilir. Buradan
G' (&)  kicie"® 4 kocpe™t
G (&) e 4 cyehat

G'(§) S ;274” M |, IV T ;274”@%5
G (&) creks 4 coekas :

\V A2— T g
G (f) _Clgeklg - Cl%eklg — 02%€k2£ + C2%@k2f

G(€) _ —4laach + cac] + L [rch 4 cpe]
G(f) B Clek‘lg +62€k2£ )
—_ k1& kot
F1g k2§ VA2 —1e7 + e o
G'(§) (1M + o2t + l 2 C1EFIE 1 cpehat 5
G(g) B Cleklf +026k2§ ,
G = X — 4y [ =it 4 cpehat A
GO _ VN —du I I
¢e 2 oo o/ | 2
1€ ’ + coe 2 3
G' (&) . 2 — 4pn
G (&) 2

o ) o o

== B PPy
A
2

)

G’ (€) X — 44 | (—¢1 + ¢2) cosh @f + (¢1 + ¢2) sinh #f
G (&) 2 (—c1 + ¢2) sinh 7“2274“5 + (€1 + ¢2) cosh #f ’

bulunur. Bu son ifadede

—c1+c=A, c1+c =B,

18



alinirsa

¢ © M{Acoshvi"‘"&%sinhvi%] A
27

G (&) 2 Asinh —\W§+Bcosh \//\2274“5
elde edilir.

Benzer sekilde \* — 4y < 0 ise

2?

G () m{mm@&jgmﬁgl \
GeE 2 _

A cos —VLL‘;_VQ’ 4+ Bsin XY+t~ 4’;_’\25

ve A2 — 45 = 0 durumunda ise

GO A
G() AE+B 2

bulunur.
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/

. . . G
3.2 GENISLETILMIS (E)-AQILIM METODUNUN KdV

DENKLEMINE UYGULANMASI
Up + QUUE — Ugyy = 0 (3.7)
formundaki KdV denklemini gz 6niine alahm. (3.7) denklemine
u(€) =u(x,t), &=uz—nut, (3.8)
doniigiimiinii uygulanirsa, u = u () igin
—ou' + aun’ +u" =0

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi ¢’e gore integre
edilirse;

c—ou+ %u2 —u" =0, (3.9)

bulunur. Burada ¢ bir integrasyon sabitidir.
(3.9) denkleminde lineer olmayan u? terimi ile en yiiksek mertebeden tiirev olan

u” terimi arasindaki dengeleme terimi

diu, diu\”®
D |G = e v (G) | =mprsino)
esitlikleri kullanilarak;

m-+2=2m=m =2,

bulunur. Boylece (3.7) KAV denkleminin ¢oziimii

v -aran (E) ran(E) o0 (S) n(E)" o

formunda aranmir. (3.10) denkleminden u? (¢) ve u” (¢) ifadeleri bulunup (3.9) den-

!
kleminde yerine yazilir ve | — | ’nin kuvvetlerine gore ayirilirsa, (3.9) denkleminin

G

sol tarafi bagka bir polinoma doniisiir. Bu polinomlarin katsayilar: sifira egitlenerek

ag, a;, b, c,v, A ve u sabitleri icin asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir.

CANES|
(E) . abgoé —|— 6b2,u2 = 0,

G/

-3
<5) . bleOé + 1062/\,& + 261#2 = O,
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G\ ? 1
(5> . —b2U + 5[)?@ + CL()bQCV + 4b2/\2 + 8b2[,b + 3b1)\/i = 0,

a7t
(E) : —b1v 4 agbyar + 6by\ + b A2 + 2+ a A =0,

N0
1
(6) : 2by + ¢ — agv + 5@304 + a1bra 4 agbocr + b\ + a1 A + 2a91% = 0,

a\'
(E) C—ayv + agara + ashia + a N + 2a1 1 4 6ag A\ = 0,

G\’ 1
(E) D —aeU + 5@%0[ + agasar + +3a1 X + +4ag)\? + Sagp =0,

a\*
(6) : 2a1 4+ arasa + 10as A = 0,

G\ 1
(5) : 6ag + §aga =0,

Bu cebirsel denklemlerin coziilmesiyle iki farkli durum elde edilir ve asagidaki

soliton coziimleri bulunur.

Durum 1:
12\ 12
« 7é 07 ay = _7, a9 = —E’ bl :07 bg :O, U:OéoOé+)\2+8/L, (311)
1
c =3 (aga + 2ap\? 4 16aop — 2a3 A\t — 4a2,u2) ,

burada A, 1 ve ag keyfi sabitlerdir.
(3.11) ifadeleri (3.10) denkleminde yerine yazilirsa;

u (&) =ao — % (%) - % <%)2 (3.12)

elde edilir. Burada £ = = — (apar + A* + 8y ¢ dir. (3.12) denklemi (3.9) denkleminin
bir ¢oztimiidiir.
(3.6) denkleminin genel ¢oziimiinii (3.12) denkleminde yerine koyarsak (3.7) KdV

denkleminin soliton ¢oziimleri su gekilde olur.

A —4p > 0 ise;
G’ el 2 el -1 el -2
u (f) = Qo + aq <6) + (05} <6) + bl <6) + bg (5> s
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bagintisindan
—(A% — B)(apax + 6(N* —2u)) + (A2 + B?)(apa + 1241).
{ cosh[(z — vt)\/AZ — 4] + 2AB(apa + 124) sinh[(z — vt) /A% — 4y] }
20(B cosh[3(z — vt)/A* — 4p]) + Asinh[(z — vt) /AT — 4p))? 7
A cosh [ VA2 =4y (z — vt)| + Bsinh [% N — 4y (z — ’Ulf)i|

)
Asmh[ A2 x—vt]+Bcosh [%\/)\2—4u(x—vt)}7

olarak alinirsa;

u(§) =

b=

1
u(€) = a(aooz + 302 — 3p2 A\ + 12p%p), (3.13)

elde edilir.

Sekil 3.1 (3.13) ¢oziimiinde g = 5, a =2, v =2, A =4, u=—-1,A=—-2,B=3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.13) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alirsak;

apa + 3M% — 3(A\? — 4y) tanh [% VA —dp(x — Ut)] i
u($) = , (3.14)

«
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apa + 3\% — 3(A\* — 4u) coth [% N —dp (2 — vt)] i
u(§) = : (3.15)

«

soliton coziimleri bulunur.

Sekil 3.2 (3.14) ¢oziimiinde ap = 4,0 =3, v = -2 =2, u=—1,t =01 ve t = 0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.3 (3.15) ¢oziimiinde g =3, =1,v =1, =2, u=—-2t=0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p < 0 alinirsa;

(A% + B?)(apar + 6(\° — 2u)) + (A% — B?)(apa + 12p)

cos[(z — vt)\/4u — N + 2AB(aper + 12p) sin[(z — vt)/4p — A7)

u () = 2a(A cos[L(z — vt) /A — N7]) + Bsin[3(z — ut)/Ap — N2 ;
vey. ) ~ Asin [%m(x—vt)} + Bcos [%m(x—vt)}
q Lcos [%\/m(x_vt)}jLBsin [%\/m(x—vt)] ;
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olmak tizere

w(é) = é(a0a+3 (14 )N — 4¢°w)) , (3.16)

elde edilir.

Sekil 3.4 (3.16) ¢oziimiinde g = -3, a =2,v =1,A=3,u=5A=—-2,B= -3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.16) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alirsak;

72

w(f) = é(aoa 4302 4 3(0% — 4p1) cot _%mﬂ N (z—ut)] ), (3.17)

u(§)

1 [1
(aper + 3X* 4+ 3(\* — 4p) tan 5\/4,u — A (z—ot)| ), (3.18)

(0%

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.5 (3.17) ¢oziimiinde g = —1l,a =10 = -2 A=2u=2t=02vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.6 (3.18) ¢oziimiinde g =3, a =1, v =1,A=2,u=2,t=0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p = 0 ise;

4 A%
(B+A(x—ut

w(€) = ap + % (— T - A2) , (3.19)

rasyonel ¢oziimii bulunur.
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Sekil 3.7 (3.19) ¢oziimiinde ap = 2,0 = —3,v =2, A=3,u=5A=—-2 B =4

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Durum 2:
12X\ 12442
a = o,a2:0,aﬂ¢o,b1:—7“, by = — =2 b 0, (3.20)
1 1
v o= b—()é()bl(l + 662/\ + bl/\2 + 261[% C = 5 (—4b2 + 2(1,011 — aga — 2b1>\) s
1

burada A, i ve ag keyfi sabitlerdir.
(3.20) ifadelerini (3.10) denkleminde yerine yazarsak;

N\ —1 2 N —2
u () = ap — 2 (%) _ L (%) , (3.21)

a a
bulunur. (3.21) denklemi (3.9) denkleminin bir ¢oztimiidiir.
(3.6) denkleminin genel ¢oziimiinii (3.21) denkleminde yerine koyarsak (3.7) KdV

denkleminin soliton ¢oziimleri su sekilde elde edilir.

A —4p > 0 ise;

’ I\ 2 N\ —1 N —2
u(f):ag+a1 <%)—I—a2 <%) +b1 <%) ‘f‘bg (%) s
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bagintisindan

24 21

u(§) = ao+ ol
N {( Acosh[ VA :c—vt)] )}
—
+ B sinh [%\/ Ap (x — Ut)}

B cosh [% N — 4y (o — vt)} + Asinh [5 N —dp (o — vt)}

A —

A

VA2 —4p (Acosh [%M(m - Ut)] + Bsinh [% VAT —dp (- Ut)])

A+
B cosh [% N — 4y (o — ’Ut)} + Asinh [% N — 4y (z — vt)]
veya
24 ()\2 — PAV A —4p — 2,u> I
u () = a0+ 7 (3.22)

a(A_pmf

elde edilir.
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Sekil 3.8 (3.22) ¢oziimiinde a9 = 5, a =2,v =2, A =4, u=—-1,A=—-2,B=3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.22) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

244 ()\2 — 21— M/ A — 4ptanh [%\/ N — 4y (x — vt)D

u(€) =aop+ 2 ) (3.23)
og()\—\/)\Q—Zl,utanh [% )\2—4u(x—vt)})
244 ()\2 — 211 — A/ A% — 4 coth [%\/)\2 —4p (v — ’Ut)D
u(€) = ap+ , o (3.24)

a <)\— \/)\2 — 4y coth [%M(z—vt}]>2

soliton c¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.9 (3.23) ¢oziimiinde g = —1l,a =10 =-2A=2 u=2t=0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.10 (3.24) ¢oziimiinde ap = 3,0 =3, v = -2, A =2, u = —1,t =0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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A —4p < 0 ise;

u(e) = 2t

B A

— B cos [%\/m(x—vt)} - :
N Vi {( Asinh [3y/B— X (@ — of)| )}
Acos [%\Mm — N (z— vt)} + Bsin [%\/ém — N (z— m‘)}
24
. Vap — A2 <—BCOS [%\/4,u—)\2 (x—vt)] + Asin [%\/4M—A2 (x—vt)])
A cos [%\/m(x — vt)] + Bsin [%\/4,u — 2 (z — vt)]

veya

24p <)\2 — 21 — g \\/4p — )\2>

2
Oz<)\—q 4M—A2>

u(§) =ag + , (3.25)

elde edilir.
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Sekil 3.11 (3.25) ¢oziimiinde a9 = —l,a =4, v =1,A=3,u=5,A=3,B = -2

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.25) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

2441 <)\2 — 21— M/4u — N cot [%\/4}1 — 2\ (z— m)])

u (5) = Qg 2 ) (326)
’ a(A—\/4M—)\2cot [%\/4u—>\2(x—vt)}>
244 ()\2—2u+)\ 44 — N tan [%\/Zm—)\z (x—vt)D
u(§) =ao + . (3.27)

a ()x—}— 41 — N\ tan [%\/4u— A (m—vt)D2

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.12 (3.26) ¢oziimiinde ag = l,a =1, v =-2A=2 =2t =01vet =05

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.13 (3.27) ¢oziimiinde ap = —3,a = 1,0 = -2, A =2, u=2,t = 0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2—4p =0 ise;

12( - A\ PR
B+A(x—vt) 2 ks
)

w(€) = ag + (3.28)

a(B—I—AI(élx—vt) N

o>

rasyonel ¢oziimii elde edilir.
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Sekil 3.14 (3.28) ¢oziimiinde g = —l,a =4, v =1,A=2,u=1,A=3,B = -2

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Yukaridaki ¢oziimlerden (3.13), (3.16), (3.19) ve (3.22), (3.25), (3.28) ¢oziimleri
KdV denklemi igin yeni ¢oziimler olup ; (3.14), (3.15), (3.17), (3.18) ve (3.23),
(3.24), (3.26) , (3.27) soliton ¢oziimleri ise sabitlerin uygun segilerek Tanh-coth, Sine-
cosine, Hirota’nin bilineer metodu gibi yontemlerin KdV denklemine uygulanmasiyla
elde edilen yani literatiirde var olan ¢oziimlere kargilik gelir [76].

/

. . . G
3.3 GENISLETILMIS (E)-AQILIM METODUNUN mKdV

DENKLEMINE UYGULANMASI
U + Pty + Ugpy = 0 (3.29)

formundaki mKdV denklemini gozoniine alahm. (3.29) denklemine ¢ = x — vt

doniistimiinii uygulanir ve &’ ye gore bir kez integre edilirse,
& 3 "
c—vu+§u +u" =0, (3.30)
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elde edilir. (3.30) denklemindeki lineer olmayan u? terimi ile en yiiksek mertebeden

u” tiirevini ihtiva eden terim arasindaki dengelenmeden

m+2=3m=m=1,

!/

G
olur. Boylece (3.29) denkleminin genigletilmis (5)-a(;1hm metoduyla ¢oziimii

u(§) =ao+a <%> + b (%/) h (3.31)

formunda aranabilir. (3.31) denkleminden u? (£) ve u” (£) ifadeleri bulunup (3.30)
denkleminde yerine yazilir ve (é) 'nin kuvvetlerine gore ayrilirsa, (3.30) den-
kleminin sol tarafi bagka bir polinoma doniisiir. Bu polinomlarin katsayilari sifira
esitlenerek ag, ay, by, c, v, A ve u sabitleri igin agagidaki cebirsel denklem sistemi elde

edilir. \
N1
(%) : gb?;a +2b* =0,

G\
(E) : aob%Oé + 3()1)\/1] = O,

G\
(5> :—bv+ agbla + albfoz + b A2+ 20y =0,
/\ O
5 I C— agU + gaoOé + 2a0a1b1a + bl)\ + al)\u = O,

a\*'
(—) C—a1v + agala + a%bla +a N2+ 2a1p0 = 0,

G
N
(%) L agata + 3ap A = 0,

N 3
1
(%) 1 2aq + 5@%0& = O,

Bu cebirsel denklemlerin ¢oziilmesiyle sabitler su sekilde bulunur:

a # 0,<a0:——z\/7)\a0 \/_\/7>,a07é0 a = —— )\#0

(3.32)

2a
bl = )(\),ua

(2a1b1a — 24 4,u) ¢ = 4dag,

l\3|)—‘

(3.32) ifadeleri ve (3.6) denkleminin genel ¢oziimii, (3.31) denkleminde yerine

yazilirsa (3.29) mKdV denkleminin soliton ¢oziimleri agagidaki gibi olur.
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A2—4p > 0 ise;

4a
u(§) = ao+ o7
T A cosh [%\/)\2 —4p(r — vt)]
— 4y
+ B sinh [l N —dp (o — vt)}
A=A+
B cosh [% N — 4y (o — vt)} + Asinh [ N — 4y (o — vt)}
(3.33)
1 2 _ —
s A cosh [2 A —Adp(x ’Ut)i|
+ B sinh [% N — 4y (z — vt)}
3N A+
B cosh [% N —dp (o — vt)] + Asinh [% 2N — 4 (z — vt)}
- 2a00 ’
veya
31 (A= pvV/NT = 4n) Jaop
uw(€) =ao+ (3.34)

2apc N N — A/ — 4,u7

elde edilir.
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Sekil 3.15 (3.34) ¢oziimiinde ag = 3, a =2,v =2, A =4, u= -2, A=-2 B =3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.34) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B =0 alinirsa

o daop
& N k[ a0
(3.35)
33 (A~ VAT T tanh [V T — )]
+ 2ap0 7
u(©) = ao- A
(A= VR ot [BN (o - )]
(3.36)

3A ()\ — /AT = 4jcoth [%M(m - 'Ut)D

+ 2ap0

?

soliton coziimleri bulunur.

Sekil 3.16 (3.35) ¢oztimiinde ag = 5,a =3, v =-2X=2 pu=—1,t =0.1 ve

t = 0.9 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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Sekil 3.17 (3.36) ¢oziimiinde ag = 5, = 3,0 = =2, A =2, u = —1,t = 0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p < 0 ise;
4
u(§) = ao+ aolj -
VIR B cos [—\/4,u—)\ (x—vt)]
Asinh [%\/4 — (2 — vt)]
A -2+
A cos [%\/4,11 N (z — vt)] + Bsin [%\Mm N (z — vt)}
Y B cos [%\/ — 2\ (z— vt)] -
10—
Asin [%\/ Z(x—vt)]
3N A+
Acos[ N ] + Bsin [% 4,u—)\2(x—vt)]
B 2ap0
veya
_ 2
0 () = ag + DA 0V = N Adop (3.37)

2ap N N — g4 — A2

elde edilir.
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Sekil 3.18 (3.37) ¢oziimiinde ag = 3, =2,0 =3, A =1, pu=2,A=1,B=3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.37) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

o daop
© = (A= VA= Vot [1v/An = N (x - ot)] )
(3.38)
» (A + V=2 cot [§ /2= X (2 — vt )
3\ 7
u(€) = Ja— 5
! A<A+ 4 — N’ tan [%m(fﬁ_”“])
(3.39)

3\ (A + /4 — X tan [%m(x . vt)D

_|_
2ap0

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.19 (3.38) ¢oziimiinde ap = —1,a =1,v = -2, A =2, u=2,t =0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.20 (3.39) ¢oziimiinde ag = 3,a =1, v =-2A=2u=2t=01vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p = 0 alinirsa;

) 24 2ap0
B - \ 3.40
u(é) a0+2aga< BT Afe—o) >+A(m_%), o

formundaki rasyonel ¢oziim elde edilir.
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Sekil 3.21 (3.34) ¢oziimiinde ap = —1,a = -3,v=1,A=2,u=1,A=3, B= -2

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Yukaridaki ¢oziimlerden (3.34), (3.37) ve (3.40) ¢oziimleri mKdV denklemi i¢in
yeni ¢oziimler olup ; (3.35), (3.36), (3.38) ve (3.39) soliton ¢oziimleri ise sabitlerin
uygun secilerek Tanh-coth, Sine-cosine, Hirota'nin bilineer metodu gibi yontemlerin

mKdV denklemine uygulanmasiyla elde edilen yani literatiirde var olan ¢oziimlere

kargilik gelir [76].
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/

. . . G
3.2 GENISLETILMIS (E)-AQILIM METODUNUN BURGERS’

DENKLEMINE UYGULANMASI
Up + Uy — €Ugy = 0 (3.41)

formundaki Burgers’ denklemine ¢ = x — vt doniisiimii uygulanir ve £’ ye gore bir
kez integre edilirse,

1
c—ou+ §u2 —eu’ =0, (3.42)

elde edilir. (3.42) denklemindeki lineer olmayan u? terimi ile en yiiksek mertebeden

u' tiirevini ihtiva eden terim arasindaki dengelenmeden

m+1=2m=m=1,

!

G
bulunur. Boylece (3.41) Burgers’ denkleminin genisletilmis <E>—ag1hm metoduyla

u(§) =ao+ a (%) + b (%) h (3.43)

formunda aranabilir. (3.43) denkleminden u? (£) ve v’ (§) ifadeleri bulunup (3.42)
!

¢Ozumii

denkleminde yerine yazilir ve (E) 'nin kuvvetlerine gore acilirsa;

G\ 1
<5) : §bf — biepp =0,

N\ —1
(%) . —bl’U + b1a0 — b1€)\ = 0,

G/

0 2
(E) :c—a0v+%+a1b1—b16+ale/¢:0,

an\!
(5) D —a1v + apgaq + a1eA = 0,

G"\* 1
<5) :§af+ale:0,

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklemler Mathematica programi yardimi

ile coziiliirse asagidaki iki farkli durum olusur.
Durum 1:

ay =0, X#£0, by =2€u, v =a9— €\, c= (a%—?aoe)\+462,u),

N —
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burada A, 1 ve ag keyfi sabitlerdir.
Bu degerler (3.43) denkleminde yerine yazilirsa (3.41) Burgers’ denkleminin soli-

ton coziimleri
el (-1
u (&) = ap + 2€ep (E) : (3.44)
formunda aranir.

(3.6) denkleminin genel ¢oziimii (3.44) denkleminde yerine koyulursa denklemin

soliton coziimleri su sekilde elde edilir.
A2—4p > 0 ise;

u(é) = v+el+4dep.

1 B cosh [%\/)\2 —4p (x — vt)} + Asinh [%\/)\2 —4p (v — ’Ut)i|

3 VR (e [5V i  —)]  r [—a—]

Y

veya kisaca

Ap
u(f)zv—l—e()\—/\_p ) (3.45)

bulunur.
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Sekil 3.22 (3.45) ¢oziimiinde ag = 3,e = 5,0 = -2, A\ =4, u=—-2,A=2,B=-3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.45) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

w(@) =vte|A— A (3.46)

A — /A% — 4y tanh [%\/)\2 —4p(z — Ut)] ’

w(@) =vte|r— in (3.47)

A — /A? — 4y coth [%\/)\2 —4p(x — vt)} 7

soliton ¢oziimleri bulunur.

Sekil 3.23 (3.46) ¢oziimiinde ap = —1,e =3, v = -2 AX=2pu=—1,t =0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.24 (3.47) ¢oziimiinde ag = —1,e =3, v = -2, A =2, u= —1,t = 0.1 ve

t = 0.8 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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A2—4p < 0 soliton ¢dziimii,

u(€) =v+e [N+

A+

Acos [%\/m(x — vt)] + Bsin [%\/m(x - vt)}

veya

u(l) =v+e ()\— (3.48)

Ap
A—q\V4au — )\2>

seklinde yazlabilir.

Sekil 3.25 (3.48) ¢oziimiinde ap =3, e =1L, v =—-1, A =2 u=4,A=2 B=-3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi
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(3.48) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

u(l) =v+e

u(é)=v+e

¢oziimleri bulunur.

4p
A —
A — /4y — N cot [%\/4,u— A (m—vt)]
A du

A+ V4 — N tan [%\/4,u — M (z— vt)]

(3.49)

(3.50)

Sekil 3.26 (3.49) ¢oziimiinde ap =3, e = L,v =1, =2, u =2t =0.1vet =0.8

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.27 (3.50) ¢oziimiinde ag = —1l,e =1,v =1, =2, u=3,t =0.1 vet = 0.8

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p =0 ise;

u()=v+e| A+ 1

24

[

B+ A(x —t)

formundaki rasyonel ¢oziimii elde edilir.
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Sekil 3.28 (3.51) ¢oziimiinde e = 1,0 = —1,A =2, u =1, A =1, B = —2 alinmasiyla

elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Durum 2:

a1 = —2¢, by =0, v=ag+ €\, c=

1
2

burada A, i1 ve ag keyfi sabitlerdir.

(ag + 2age) + 4€°p)

Bu degerleri (3.43) denkleminde yerine yazarsak Burgers’ denkleminin ¢oziimii

u

(§) = ao — 2¢ (%,>,

(3.52)

formunda aranabilir. Boylece (3.41) Burgers’ denkleminin soliton ¢oziimleri agagi-

daki formdadur.

A —4p > 0 ise;

u(f) =v—er—e [—A+

St A cosh [% N — 4y (z —vt)| +
— 4p
Bsinh [% N —dp (2 — vt)]
B cosh [% N — 4y (z — Ut)} + Asinh [% N — 4y (z — vt)}
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veya kisaca

w(€) =v —pey/ N2 — 4p (3.53)

seklindedir.

Sekil 3.29 (3.53) coztimiinde ag = 1,e =5,0 = -2, A =4, p=—1,A=—2 B = —3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.53) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alimirsa;

u(€) = v — ey/A? — 4ptanh [%\/)\2—4/1(35—1%)] ; (3.54)
u (&) = v — ey/ A2 — 4y coth B\//\2—4,u(x—vt)} , (3.55)

soliton coziimleri bulunur.

47



Sekil 3.30 (3.54) ¢oziimiinde ap = —1l,e =1l,v =-2AX=2pu=—1,t=0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.31 (3.55) ¢oziimiinde ag = —1l,e =1, v = -2, A =2, u=—1,t = 0.1 ve

t = 0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p < 0 ise; soliton coziimii

u() = v—€el—e.
VA — X2 <B Ccos [%m(x — vt)} — Asinh [%m(x — vt)])
A cos [%\/m(x — vt)] + Bsin [%\/m(aﬁ - vt)}

u (&) = v — qen/dp — N (3.56)

A+

veya kisaca

seklinde elde edilir.
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Sekil 3.32 (3.56) ¢oziimiinde ag = 5,e = l,v=—-1, A =2 p=4A=2 B=1

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.56) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

w(€) =v —ey/4u — N cot E\Mm—/\Q (x—vt)} (3.57)
u(€) = v+ ey/4u — A\’ tan E\MM—)\Q (m—vt)] (3.58)

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.33 (3.57) ¢oziimiinde ag = —1l,e =1,v =1, =2, u=3,t =0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.34 (3.58) ¢oziimiinde ag = —1l,e =1,v =1, =2, u=3,t =0.1 ve t =0.9

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2—4p = 0 alinirsa;

Bv+ A(v(z — vt) — 2¢)
(&) = B+ A(x —vt)

(3.59)

formundaki rasyonel ¢oziim elde edilir.
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Sekil 3.35 (3.59) ¢oziimiinde € = 3,v = —1, A = 1, B = —2 alinmasiyla elde edilen

soliton ¢oziimiin {i¢ boyutlu resmi

Yukaridaki ¢oziimlerden (3.45), (3.48), (3.51) ve (3.53), (3.56), (3.59) ¢oziimleri
Burgers’ denklemi i¢in yeni ¢oziimler olup ; (3.46), (3.47), (3.49), (3.50) ve (3.54),
(3.55), (3.57), (3.58) soliton ¢oziimleri ise sabitlerin uygun segilerek Tanh-coth, Hopf
Cole doniigiim metodu gibi yontemlerin Burgers’ denklemine uygulanmasiyla elde

edilen yani literatiirde var olan ¢oziimlere karsilik gelir [76].

. . . G’
3.2 GENISLETILMIS (E)-AQILIM METODUNUN mBBM

DENKLEMINE UYGULANMASI
Uy + oty + Fuuy — Vg = 0, (3.60)

formundaki mBBM denklemine £ = x — vt déniigiimiinii uygulanir ve £’ ye gore bir
kez integre edilirse,

c—vu+au+ §u3 + vyu” =0, (3.61)

elde edilir. (3.61) denklemindeki lineer olmayan 3 terimi ile en yiiksek mertebeden

u” tiirevini ihtiva eden terim arasindaki dengelenmeden
m+2=3m=m=1,

bulunur.
I

Boylece (3.60) mBBM denkleminin genisletilmis (%) -acilim metoduyla ¢oziimii

u(§) =ao+a <%,) +bi (%) h , (3.62)

formunda aranabilir. (3.62) denkleminden u? (£) ve u” (£) ifadeleri bulunup (3.61)
!

denkleminde yerine yazilir ve | — |’nin kuvvetlerine gére ayrilirsa;

G
AN
(E) : gbi’ﬁ + 2bjoyp? =0,
G\
(5> s agh? B + 3byvyAp = 0,

ol



-1
) D =bv + b+ ajbh B+ a b2+ bivyA? + 2bjuyp = 0,

A/~
QR

1
D C— agv + ag + gagﬁ + 2aga1b1 6 + bivyA + aqvyAp = 0,

VR
QR
SN—

a\'
(5) t—av + a1+ agan B+ aibi B + a;vy A’ + 2a0yp = 0,
G\ >
<E) s agaifB + 3a vy = 0,
A\’ 1
(5) : gai’ﬁ + 2a,vy = 0,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemler Mathematica programi yardimi ile

coziiliirse agagidaki ti¢ farkli durum ortaya cikar.

Durum 1:
Av/3ay 3 (ayA + affyN)
o = 3 , a1 = ) y bl = O,
V=28 — YN + 4Byp a3 (=1 +yA% + 2yp)
1
v o= 3 (3a + 3a28 — apa1 SN — afﬁu) ,
1
¢ = 3 (2438 + apay A\’ + a§ YA + aray A’ — dagaryp — 4aifyp + 2a1ayAp)

burada A, i1 ve ag keyfi sabitlerdir.
Bu degerler (3.62) denkleminde yerine yazilirsa mBBM denkleminin ¢oziimii

_ A/3ary n 3 (ayA + a2fyA) (g) (3.63)
V=28 — B2+ 4fyu aoB (=1 + 9\ +29u) \ G ’

u(§)

formunda aranabilir.
(3.6) denkleminin genel ¢oziimii (3.63) denkleminde yerine koyulursa (3.60) mBBM

denkleminin soliton ¢oziimleri su sekilde elde edilir.
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A2—4p > 0 ise;
A/ 3ary

u (&)

\/_B (2 + v ()\2 — 4#))

- 3 (o + agfB) yA. _
)\2_4“<Acosh[ A2 — 4y (z — ot) +)
Bsinh [% — 4y (z — Ut)]
B cosh [% N — 4y (o — vt)} + Asinh [% N dp(z — vt)]

4+ —= 2aoﬁ(—1—|—7()\2+2u)) d

veya
(&) = AvEay _3lataf)n A= pV/A ] (3.64)
\/_5 (2 +7 ()\2 — 4u)) 2a0/3 (—1 + ()\2 + 2#)) :

elde edilir.

Sekil 3.36 (3.64) ¢oziimiinde
apg=-3,a=3,=2v=1Lv=1,A=3,u=>5 A= -2 B = —3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi
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(3.64) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

() = Av3ay (3.65)
VB 2+ (= 4p)
3(a+a2B)yA [)\ — /A% — 4y tanh [%\/)\2 —4p(x — vt)”

2a0 (—1 + v ()\2 + 2,u))

u(§) = Aoy (3.66)
VB (247 (2 - 4p))
3(a+adf)yA [)\ — /A% — 4pcoth [%\/)\2 — 4y (x — vt)”

2a0 (—1 + v ()\2 + 2,u))

seklindeki soliton coziimleri bulunur.

Sekil 3.37 (3.65) ¢oziimiinde
ap=3,v=-2A =2 u=—-1,a=3,7v=1,=2,t=0.1 ve t = 0.5 alimmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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Sekil 3.38 (3.66) ¢oziimiinde
ap=3,v=-2A=2,u=—-1L,a=-1,7v=1,=2,t=0.1 ve t = 0.5 alinmasiyla

elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p < 0 ise;
u(©) = S
VB 247 (2 - 4p))

3(a+adf)yA ]
— B cos [%\/m (x — vt)]
R ( —Asinh [%\/4/1—)\2 (x—vt)] )

A cos [%m(x - vt)} + Bsin [%m (x — vt)]

A+

T 208 (117 (% + 20)) '
veya
o Wire R -
o) 208 (T (V) |

elde edilir.
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Sekil 3.39 (3.67) ¢oziimiinde
apg=-3,a=3,=2,v=1v=1,A=3,u=>5A=—2 B = —3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢6ziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.67) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B =0 alinirsa;

u(§) = Aviay (3.68)
VB (247 (2 - 4p))
3(a+adf)yA [)\ — /4 — N cot [%\/4u — M (z— mf)”

2a08 (—1 + v ()\2 + 2,u))

u(§) = Aoy (3.69)
V=8 @ (0 = )
3(a+a3B)yA |:>\— 40 — A tan [%\/4}1—)3 (x—vt)”

2a0f3 (—1+ 7 (A +2p))

¢oziimleri bulunur.

Sekil 3.40 (3.68) ¢oziimiinde
ap=3v=-"2 A A=1Lpu=3,a=3,7y=1,8=2,t=0.1 ve t = 0.5 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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Sekil 3.41 (3.69) ¢oziimiinde ag =3, v =1, A =2, pu=2,a=1,v=2,6=1,t =0.1

ve t = 0.9 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p = 0 ise;
) A
o) W _3(a+a05)7(B+A(x_vt)—%)>\ 570
\/_5 (2—1-’)/()\2 —4M)) aof3 (—1 +”)/()\2—|—2,u))

formundaki rasyonel ¢oziim elde edilir.
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Sekil 3.42 (3.70) ¢oziimiinde
ap=1l,a=4,=2yv=5v=3A=2,u=1,A =2 B =3 alinmasiyla elde edilen

soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Durum 2:
I ia G =0 b — 3 (ayAu + aZByAp) Y —b23 — agbi B + 3au + 3aBu
’ VBT agB (-1 N+ 2yp) 3u ’
1
c = 3 (3aov — 3apa — agﬁ — 3blvv)\) ,

Bu degerler (3.62) denkleminde yerine yazilirsa (3.60) mBBM denkleminin ¢6ziim-
leri agagidaki sekilde bulunur.

A —4p > 0 ise;
we = -5
N 6 (v + agff) y A
’ a0 (147 (A2 +24)) ‘
s A cosh [% N — 4y (o — ’Ulf)i|
+ B sinh [%\/ N — 4y (x — Ut)}
—A+
B cosh [%\/)\2 —4p(x — vt)}
\ +Asinh [% N — 4y (z — Ut)} )
veya
w(e)= -2 6o+ a) v (3.71)
VB aoB (A= pV/A = ap) (=145 (X 4 210))
olur.
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Sekil 3.43 (3.71) ¢oziimiinde
ap=3,a=1,=2,vy=3,v=-2 A =4, u=—-2A=2 B = —3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢6ziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.71) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

_ e

(3.72)
6 (o + agB) yAu

aoB (=14~ ()\2 +2u)) ()\ — /A2 = 4y tanh [%M(z — Ut)D

__Wa
u() = NG
(3.73)
6 (a + agB) Y u

aoB (=14~ (A\* +2p)) (/\ — /A% — 4y coth [%\/)\2 —4p(x — UZ%)D

soliton c¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.44 (3.72) ¢vziimiinde
ap=3,v=-2A=2,u=—-1,a=3,v=1,=2,t=0.1 ve t = 0.5 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.45 (3.73) ¢oziimiinde
ap=3,v=-2A=2,u=—-1,a=3,v=1,=2,t=0.1 ve t = 0.5 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p < 0 ise;
u(€) __Wa 6 (a + agB) Y u
VB a0 (—1+7 (A2 +24))

— Bcos[ Vap — N (x vt)] -
hom X Asinh [% VA — X2 x—vt)}

A+

Acos[ m(ac—vt]+Bsm[% x—vt)]
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veya

u () = o 6 (a + agf8) yAu (3.74)

VBB (<149 (W 4+ 200)) (<A + a/A = 2?)

elde edilir.

Sekil 3.46 (3.74) ¢oziimiinde
apg=—-3,a=3,=2v=1Lv=1,A=3,u=>5A=—2 B = —3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.74) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

_ o
) = -3

(3.75)
6 (o + a3B) yAu

a0 (~1+7 (X +21)) (A = v/ = N cot [/ =2 (w — v1)] )
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(3.76)
6 (o + a3B) YA
aof (=147 ()\2 +2u)) ()\ + /4 — A tan [%\Mm — N (z— vt)D

¢oziimleri bulunur.

Sekil 3.47 (3.75) ¢oziimiinde
ap=3v=-2 A A=1Lpu=3,a=3,y=1,8=2,t=0.1 ve t = 0.5 alimmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.48 (3.76) ¢oziimiinde ag = 3,v =1, A =2, u=2,a=1,vy=2,4=1,t =0.1

ve t = (0.5 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p = 0 ise;
u(€) = —i\\//_g + < Slat agf) 1A (3.77)

i (gt 7) (147 0 a0

formundaki rasyonel ¢oziim elde edilir.
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Sekil 3.49 (3.77) ¢oziimiinde
ap=la=4,=2vy=5v=3A=2,u=1,A =2 B =3 alinmasiyla elde edilen

soliton ¢oziimiin {i¢ boyutlu resmi

Durum 3:

2a

apg # 0, a1 = TO, by = aip, v = (—2a0a + aja\ — 2a0afﬁu) ,

Wl =

(—aoalﬁ)\ + Qa%BM) , C=

Wl =

Bu degerler (3.62) denkleminde yerine yazilarak mBBM denkleminin soliton

¢oziimleri agagidaki gsekilde bulunur.

63



A2—4p > 0 ise;

u(€) = ao+ .
VA2 =4y (A cosh [% N —dp(z — Ut)} + Bsinh [% N —dp(z — vt)])
At B cosh [%\/m (z — Ut)] + Asinh [% VAT —dp (e — Utﬂ

sl oo }

% x—vt)} + Bsinh [%W(I—U?ﬁ)])
ag | =X+
B cosh [% (x — ’Ulf)} + Asinh [%m (x — vt)]

veya

A cosh [%m (x — vt)} + Bsinh [ N —dp (v — ’Ulf)i|

1
2
Asmh [%\/ N — 4y (x — vt)] + B cosh [%

A —4u(m—vt)}’

olmak {izere;

—2a1 A\t + agp (—p)\Z + AN — A+ 4pu)
u(é) = (3.78)
A <>\ /AT 4#)

elde edilir.
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Sekil 3.50 (3.78) ¢oziimiinde
ap=3,a=1,0=2,y=3,v=-2 =4, u=—-2,A=2 B = —3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢6ziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.78) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B =0 alimirsa;

u(€) = % A% — 4/1tanh B\/ N —dp (v — ’Ut)] (3.79)

2a1p

_)\ — /A% — 4y coth [%\/)\2 —4p(x — vt)}

u(€) = % A? — 441 coth B\/ N — 4y (z — vt)} (3.80)

2a1p

_)\ — /A% — 4y coth [%\/)\2 —4p(x — vt)}

¢oziimleri bulunur.

Sekil 3.51 (3.79) ¢oziimiinde
ap=3,a=Lv=-2 =2 p=—-1,a=3,7v=1,=2,t=01vet =05

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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Sekil 3.52 (3.80) ¢oziimiinde
ap=2,01 =Lv=-2 =2 p=—-1l,a=-1,y=1,=2,t=01vet=0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p < 0 ise;
u(©) = ao+t “an
L N2 (Bcos [ Vap =N (z — ’Ulf)i| — Asinh [l\/élu — M\ (z— 'Ut)D
A cos [ Vap — A (x — vt)] + Bsin [ Vap — N (x — vt)]
V= N2,
s (Bcos [% VAp — X (z — vt)| — Asinh [%\/4u—>\2 (x—vt)D
’ Acos [%m(x—vt)} + Bsin [%\/ém—)\z (x—vt)}
" )
. —2a1 M\t + aoq <q (A2 —4p) + M\/4p — )\2>
u(§) = (3.81)

A <)\—q\/m>

elde edilir.
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Sekil 3.53 (3.81) ¢oziimiinde
ap=3,a=3,=2,y=1Lv=1,A=2 =5 A= —2, B = —3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.81) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

u(é) = %(am/llu—)\?cot B\/@—A?(x—vt)b

(3.82)
B 2a1p
A — /4 — X2 cot [%\/4,u — 2\ (z— vt)] 7
w(© = =5 (aoy/tn = tan |3y o - un)])
(3.83)

2G1M

_)\~|— 440 — X tan [%\/ém—)\z (95—1}15)}7

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.54 (3.82) ¢oziimiinde
ap=1lLv=-2 =2 p=2,a=1,7v=2,=—1,t =0.1 ve t = 0.5 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.55 (3.83) ¢oziimiinde ag =3,v =1, A =2, p=2,a=1,v=2,4=1,t =0.1

ve t = 0.9 alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p = 0 alinirsa;

2Aa0 a1
W) = B Am—on " £ 3 (3.84)
B+A(z—ut) 2

formundaki rasyonel ¢oziim elde edilir.
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Sekil 3.56 (3.84) ¢oziimiinde
ap=1la=1La=43=2y=5v=3,A=2,u=1,A=2,B = 3 alinmasiyla elde

edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Yukaridaki ¢oziimlerden (3.64), (3.67), (3.70), (3.71), (3.74), (3.77) (3.78),
(3.81) ve (3.84) ¢oziimleri mBBM denklemi i¢in yeni ¢oztimler olup ; (3.65), (3.66) ,
(3.68), (3.69) - (3.72), (3.73), (3.75), (3.76) ve (3.79), (3.80), (3.82), (3.83) soliton
¢oziimleri ise sabitlerin uygun secilerek Tanh-coth, Sine-cosine, Hirota’nin bilineer
metodu gibi yontemlerin mBBM denklemine uygulanmasiyla elde edilen yani liter-

atiirde var olan coziimlere karsilik gelir.
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!/

3.5 GENISLETILMIS <%> -ACILIM METODUNUN BOUSSINESQ

DENKLEMINE UYGULANMASI
Up — Uy + (u2)m + Ugpzz = 0, (3.85)

formundaki Boussinesq denklemine £ = x — vt déniisiimii uygulanir ve £’ ye gore bir
kez integre edilirse,

c+v’u—u—u’+u’ =0, (3.86)
elde edilir. (3.86) denklemindeki lineer olmayan u? terimi ile en yiiksek mertebeden

u” tiirevini ihtiva eden terim arasindaki dengelenmeden

m-+2=2m=m =2,

!/

G
bulunur. Boylece (3.85) mBBM denkleminin genisletilmis (5)—aglhm metoduyla

¢Ozumii

u (&) =ap+ay (%) + ay (%)2 +b (%) B + by <%/) B : (3.87)

formunda aranabilir. (3.87) denkleminden u? (§) ve u” (£) ifadeleri bulunup (3.86)
!/

denkleminde yerine yazilir ve (5) 'nin kuvvetlerine gore ayrilirsa;

AN
(E) : by + 6byp® = 0,

o ?
(E) : 2b1by 4+ 10bo A pt + 2b1 2 = 0,

AN
(5) 2 02 — by + 2agby + byv? + 4byA* + 8bopt 4 3b1 A\ = 0,

N\ —1
(%) . —bl + 2aobl + 2@1172 + b1U2 + 6b2)\ + bl)\2 + 2b1u = O,

N\ 0
(E) i —ag + ag + 2a1by + 2by + 2asbs + ¢ + agv? + b\ + ai A+ 2a2u2 =0,

G\
(E) c—ay + 2apa; + 2asb; + a0 + a; ) + 2a1 4t + 6ag A = 0,
G\?
(5) : a% — ag + 2agas + agv® 4 3ai\ + das\? + 8agu = 0,

70



a\®
(—) : 2a1 + 2aqa9 4+ 10as\ = 0,

G
I\ 4
(%) : 6ag + a3 =0,

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Mathematica programi yardimu ile c¢oziiliirse

agagidaki iki farkli durum olusur.
Durum 1:
a1 =0, ay =0, u#0, by = —6\p, by = —64% v=1+/1—2a9—8u, c= a§+8a0u+12u2,

burada A, i1 ve ag keyfi sabitlerdir.

Bu degerler (3.87) denkleminde yerine yazilarak Boussiesq denkleminin ¢oziimii

u (&) = ag — 6\ (%) B — 647 (%) - (3.88)

formunda aranabilir. Boylece (3.85) Boussinesq denkleminin soliton ¢oziimleri su

sekilde elde edilir.
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A2—4p > 0 ise;

u(€) = ao+12pu.

B A
N — 4.
L (A cosh [% N — 4y (v — vt)] + Bsinh [% N — Ay (o — Ut)D
B cosh [% N — 4y (o — vt)] + Asinh [% N — 4y (z — vt)}

veya kisaca

12 ()\2 — p/\\/m — 2,u> 1
(A= pV/X =)

u (&) =ap+ (3.89)

seklinde yazilabilir.
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Sekil 3.57 (3.89) ¢oziimiinde ag = 5,v =2, A =4, u=—-1,A=-2,B=3

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.89) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alirsak;

124 ()\2 — 211 — M/ A\ — 4ptanh [%\//\2 — 4y (r — vt)])

u (&) = ag 5 (3.90)
' ()\— VA% — 4 tanh [%\/)\2—4u(x—vt)}>
124 ()\2 — 21— M/ A2 — 4 coth [%\/)\2 —4p (x — vt)D

(A~ VAT Gpcoth [1V/V gz —v)] )

soliton c¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.58 (3.90) ¢oziimiinde ag = 5,v = -2, A =2, u=—1,t =0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.59 (3.91) ¢oziimiinde ag = 3,v = -2, A =2, u=—1,t =0.1 vet = 0.9

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi
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A —4p < 0 ise;

u(€) = u(§)=ao+12u

A

Vi3 (Boos [} (o w0 — Avinh [1/a % o1))

A+

A cos [%m(x — vt)] + Bsin [%\/4u — M (2 — vt)]

veya kisaca

, (3.92)

olur.
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Sekil 3.60 (3.92) ¢oziimiinde ag = 5,0 =2, A =2, =5, A =1, B = 3 alimmasiyla

elde edilen soliton ¢ziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.92) ¢oziimiinde swrasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B =0 alinirsa

124 ()\2 —2u — M/ 4p — /\2) cot [ dp— N (x — )}

u(§) =aog+ <A Y [ T >2 (3.93)
12u ()\2 —2u+ AW) tan [%m (x — vt)]
u(§) =ao+ (3.94)

()\+ Ay — )\ztan[m(x—vt)b2

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.61 (3.93) ¢oziimiinde ag = 3,v = -2, A=2, 4 =2t =0.1vet =0.9

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.62 (3.94) ¢oziimiinde ag = 4,v = -2, A=2,u=2,t =0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A2 —4p = 0 icin,

6(_ AN +/\_2_M)M
B+A(x—vt) 2
A A2
(B+A(x—vt) _§>

seklindeki rasyonel ¢oziim elde edilir.

u(€) =ap+ (3.95)
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Sekil 3.63 (3.95) ¢oziimiinde ag = 4,v =2, A =2, u = 1, A = —2, B = 2 alimmasiyla

elde edilen soliton ¢ziimiin ii¢ boyutlu resmi

Durum 2:

ar = —6), as=—6, by =0, by =0, v:\/1—2a0—)\2—8u,
c = a2+ ao)\’ + Sapu + 627 + 1242,
Bu degerler (3.87) denkleminde yerine yazilirsa Boussinesq denkleminin ¢ziim-
leri agagidaki sekilde bulunur.
A2—4p > 0 ise;

— (A% = B?) (ao + 3)\* — 6p) + (A% + B?) (ap + 6p)
cosh [\/ N —dp (2 — vt)] + 2AB (ag + 6p) sinh [\/ 2N — 4y (z — vt)]

2 <B cosh [

AN — 4 (x—vt)] + Asinh [% A —4@(95—@25)})2

1
2

u(é)=ao+= (= (-14+p*) N +4p%n), (3.96)

elde edilir.
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Sekil 3.64 (3.96) ¢oziimiinde ag = 4,v =2, A =3, u = —1, A = 2, B = 3 alimmasiyla

elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.96) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa;

A2 2

u(€) =ag+ 37 — g (A* — 4p) tanh B\/v — 4y (2 — vt)} : (3.97)
2 2

u (&) =ap+ % — g (A? — 4p) coth B\/)\Q —4p (x — ’Ut)] : (3.98)

soliton coziimleri bulunur.
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Sekil 3.65 (3.97) ¢oziimiinde ag = 3,v = -2, A =2, u=—-2,t=0.1vet =0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.66 (3.98) ¢oziimiinde ag =4,v =1, A =2, u= -2t =0.1 vet = 0.8

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p < 0 ise;

(A% + B?) (ag + 3X* — 6) + (A? — B?) (ag + 6p)

cos [\/m (x — vt)] +2AB (ag + 6u) sin [\/m (x — vt)]

u(§) = 2
2 <Acos [%\/m(x — vt)] + Bsin [%\/m(aﬁ - vt)D
veya
u () =ao+ g (1+¢%) N +4¢°n) (3.99)

elde edilir.
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Sekil 3.67 (3.99) ¢oziimiinde ag = 2,v = 1, A =2, u =5, A = 4, B = 3 alinmasiyla

elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

(3.99) ¢oziimiinde sirasiyla, A =0, B # 0 ve A # 0, B = 0 alinirsa
3373

u(€) =ao+ - *t3 (A? — 4p) cot B\Mm — 2 (z - ’Ut)} : (3.100)

32

u(€) =ao+ - + g (A* — 4p) tan B\/ll,u — 2 (2 — vt)} , (3.101)

¢oziimleri bulunur.
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Sekil 3.68 (3.100) ¢oziimiinde ag = 4,v =1, A =2, u=2,t=0.1vet =05

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

Sekil 3.69 (3.101) ¢oziimiinde ag = 4,v = -2, A =2, u=2,t =0.1vet = 0.5

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin iki boyutlu resmi

A —4p = 0 ise;

u(§) = ag— + = (3.102)

elde edilir.
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Sekil 3.70 (3.102) ¢oziimiinde ag =4, v =2, A =2, u=1,A=—-2,B =2

alinmasiyla elde edilen soliton ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi

Yukaridaki ¢oziimlerden (3.89), (3.92), (3.95) ve (3.96), (3.99), (3.102) ¢oziim-
leri Boussinesq denklemi igin yeni ¢oziimler olup ; (3.90), (3.91), (3.93), (3.94) ve
(3.97), (3.98), (3.100) , (3.101) soliton ¢oziimleri ise sabitlerin uygun segilerek Tanh-
coth, Hirota metodu gibi yontemlerin Boussinesq denklemine uygulanmasiyla elde

edilen yani literatiirde var olan ¢oziimlere karsilik gelir [76].
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