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HAREKETLI SONLU ELEMANLAR YONTEMININ INCELENMESI

Mehmet CINAR

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Elektrik-Elektronik Miithendisligi Anabilim Dali
2005, Sayfa: 79

Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozlimiinde yaygin olarak kullanilan
yontemlerden birisi sonlu elemanlar yénfemidir. Sonlu elemanlar yontemi ile g:iizﬁlecek
diferansiyel denklem igin, sinirlara dikkat edilmek sartiyla ¢6ziim bdlgesi , ¢6ziim a1 olarak
adlandirilan alt béliimlere ayristirilir. Bu bolge iizerindeki kismi diferansiyel denklem
¢oziimiinde sonlu elemanlar y6ntemi ¢ofu zaman yeterlidir. Ancak zaman bagimli kismi
diferansiyel denklemlerde ve ¢oziim agmin bolgesel olarak degistii durumlarda , sonlu
elemanlar yontemi yerine hareketli sonlu elemanlar yéntemi kullanilmasi faydalidir. '

Bu tez ¢alismasinda, hareketli sonlu elemanlar yéntemi incelenmistir. Bu ydntem igin
gerekli olan koordinat doniistimiiniin nasil yapildig1, ¢6ziim a1 tizerindeki bolgesel degisikligin
nasil olacag1 ve bu degisikliklerde nemli bir etken olan monitor fonksiyonu segimi konulari
bir ve iki boyutlu durumda detaylandirilmistir. Uygulama olarak, C++ tabanli bir yazilim

gergeklestirilerek transformatoriin klasik ve hareketli sonlu elemanlar durumuna gore analizi

yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Coziim ag iiretimi, sonlu elemanlar y6ntemi, hareketli 1zgara teknikleri,

hareketli sonlu elemanlar yontemi.



ABSTRACT
Master Thesis

INVESTIGATION OF THE MOVING FINITE ELEMENTS METHOD

Mehmet CINAR

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Electrical and Electronics Engineering
2005, Page:79

The one of the commonly used methods for solution of partial differential equations is
the finite element method. While a differential equation is solved by means of finite element
method, the solution domain has to divide subregions called as mesh. The classical finite
element method is sufficient for instance solution of partial differential equations. But, when
time-dependent partial differential equations have existed and the mesh has changed through
time, instead of classical finite element method, moving finite element method is employed. The
use of moving finite element method provides to obtain a quick solution on the changing
regions of mesh.

In this thesis, moving finite element method is considered. For this purposé,
transformation of coordinate, selection of monitor function which is very important for local
modifications is detailed in one and high dimensions. As application, a software is realised
based on C++.

Key words: Mesh generation, moving finite element method, moving mesh methods.
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1.GIRIS

Mihendislikte ve fiziki bilimlerde daha birgok bilim dalinda ¢ok sayida problemi
¢bzebilmek icin 6nce bu problemleri matematiksel ifadelerle formiile etmek ve sonrada bunlarla
ilgili bazt smir gartlarini, baglangic sartlarimi kullanarak problemlerin ¢dziimlerini olugturan
fonksiyonlart bulup ortaya koymak gerekir. Bilinen bir problemi formiile eden bu matematiksel
ifadeler bazen aranan fonksiyonun en azindan birinci mertebeden veya daha yitksek mertebelerden
tiirevlerini igermektedir. Iste bu gesit bir matematiksel ifadeye diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel denklemler, ¢zellikle birinci ve ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemler, teorik ve pratik bakimlardan biiyfik 6nem tagimakta ve biitiin fen ve mithendislik bilimi
dallarinda ¢ok genis bir uygulama yeri bulmaktadir. Bu tez galigmasinda diferansiyel denklem
cesitlerinden olan kismi diferansiye! denklem tizerinde durulacaktir.

Bir diferansiyel denkiemde bagimsiz degisken sayisiun iki veya daha fazla olmasi ve bu
durumda denklemin herhangi mertebeden en az bir kismi tiirev igermesi durumunda bu denkleme
“Kismi Diferansiyel Denklemler” denir. Bu tiir denklemler bir ¢ok miihendislik dallarinda
kullanilmaktadir. Genel olarak bir kismi diferansiyel denklem x,y...ler bagimsiz degiskenler ve
u(x,y...) bagl degisken olmak tzere;

F(x,y,...u,ux,uy,un,uxy,u»,,...) =0 (1.1)

seklinde yazilir. Burada u,,u,,u,,,.... bilinmeyen fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore kismi
tiirevleridir ve bunlarin her biri;
_Ou ou o%u o%u

U, =—, U, =— , U, =—F, U, = poves 1.2
o T oy ax?’ ¥ oyox (12)

seklinde ifade edilir.

Bir kismi diferansiyel denklemin tlirevinin en yliksek mertebesine, diferansiyel denklemin
mertebesi denir. Bilinmeyen u fonksiyonu ve kismi tlirevleri birinci dereceden ise denklem
dogrusaldir. Genel olarak iki bagimstz degiskenli, ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklem
agagidaki gibi ifade edilir.



2 2 2'

A(x, ) >+ B(x,) ay+C(x y)ay +D(x,y )—+E(x,y)6y+F(x,y)u=G(x,y)(1-3)

Bilinmeyen u=u(%,y) fonksiyonunun ve kismi tiirevlerinin katsayilarinin sabit sayilar olmas: halinde

ise sabit katsayil1 diferansiyel denklem elde edilir. BSyle bir denklem,

2 2 2
a§‘+Ba“ +c‘3§‘+Da + B Fu=Gx,y) (1.4)
oz ooy ot ox oy

seklinde yazilir.

Ikinci mertebeden kismi tilrevler, diferansiyel denklemin simiflandinimasinda &nemli rol
oynar. B*> —4AC diskriminant degerinin isaretine gore, yukaridaki denklem hiperbolik, parabolik
ve eliptik tip olarak siniflandirilir. Buna gore yukaridaki diferansiyel denklemine

B? —4A4C>0ise hiperbolik,
B*—44C =0 ise parabolik
B? —4AC <0 ise eliptik
tip diferansiyel denklem denir.

Matematik ve fizigin en nemli denklemleri olan 1s1 ve dalga denklemleri de yukaridaki
sekilde simflandirilabilir.

x konum, ¢ zaman degiskeni olmak {izere bir boyutlu dalga denklemi,

62 0*u

——  hiperbolik ti
at ot P P
Bir boyutlu 1s1 denklemi,
du 0%u
—=a— arabolik ti
a e P P

x ve y konum degiskenleri olmak tizere u(x,y) fonksiyonu i¢in iki boyutlu Laplace denklemi,
? U, o*u

2 r”_ 1.5
axz P (L.5)
ve Poisson denklemi

0*u 0%u

57+ay— J&.y) (1.6)



eliptik tip denklemlerdir[1].

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiindeki en 6nemli konulardan biri ¢6zlim ag1 veya
1zgaramn uyarlamali {iretimidir. Iki boyutlu uzaysal durumda ¢6ziim ag: Uretimi ve adaptasyonu
i¢in yaygin olarak varyasyonel yaklasim kullanilir. Varyasyonel yaklagim matematiksel analizin bir
bSlomiidiir. Matematiksel ve fizikle ilgili problemlere ve birgok mithendislik problemlerinin

¢bziimiine uygulanmaktadir. Bu amagla 6rnek bir problem incelenecektir.

Bir diizlem tizerinde verilen iki noktayi birlestiren en kisa yolun bulunmasi problem:i:

Geometrik olarak problemin ¢6zlimiiniin iki noktayr birlestiren dogru pargasi oldugu
kolayca goriilmektedir. Bu bir varyasyonel problem olarak disiiniildiitinde,
xy diizleminde verilen iki nokta A(x,,y,) ve B(x,,y,) noktalar1 olmak tizere, y = y(x) bu iki
noktadan gegen bir egrinin denklemi ise:

yi=y(x) , ¥, =y(x;) (L.7)

sartlart saglanir ve AB yayinin uzunlugu;

x
[y(x)]= J 1+y"*dx integrali yardimiyla hesaplanir. y = y(x) fonksiyonunun segimine bagh

%
olan integral degeri /[ y(x)] sembolii ile gosterilmektedir.
A ve B noktalarindan gegen egrileri gosteren her y=y(x) fonksiyonuna kars1 bir / uzunlugu bulunur.
I[y(x)]’ e, y(x) degisken fonksiyonuna bagli bir fonksiyonel denir. Verilen 6rnek problemi, bir

varyasyonel problemi olarak;

yi=y(x) , y,=y(x,) sartlanm saglayan ve

X3
[y(x)]= Nl+ y'2dx fonksiyonelini minimum yapan y(x) fonksiyonunun bulunmas1 seklinde

B!
distindliirse; problemin cevabi ,verilen iki noktanin koordinatlarinin saglandigir y=mx+n seklinde
bir dogru denklemi elde edilir.
Bir veya daha fazla degiskene bagli fonksiyonlarin ekstremum degerlerinin bulunmasi
diferansiyel hesabin konusudur. Varyasyonel yaklasimda ise fonksiyonelleri ekstremum yapan
fonksiyonlar aranir. Bu varyasyonel yaklagimda ¢oziim ag1 Uiretimi i¢in gerekli olan koordinat

doniigimiinii elde edebilmek i¢in bir fonksiyonel kullamlir[2]. Bu formiilasyonu elde edebilmek



icin kullanicinin belirledigi monitor fonksiyon kullanilr. Ozellikle x, y degiskenli fiziksel ortam

Q, ve £,n degiskenli hesapsal ortam €, arasindaki koordinat doniistimiinii gergeklestiren

fonksiyonel minimize edilir. Fonksiyonel, minimizasyonun kismi diferansiyel denklem ¢&ziimii igin
gerekli olan parametreler yardimiyla uygun bir sekilde yapacak sekilde segilir. Fonksiyonelin nasil
formiile edildigine ve minimizasyon probleminin nasil ¢6ziildiigline bagli olarak farkli ¢6ztim aglan
tiretilir [3] .

Zaman bagiml kismi diferansiyel denklemierin adaptif teknikler kullantlarak ¢oziimiinde
ii¢ yontem kullanilir. Bu yéntemler agagidaki gibidir [4]:
h-diizgiinlestirme (refinement): Bolgesel 1zgara ¢ozUniiliirligtintt gelistirmek icin var olan ¢6ziim
agina ekstra diigtimler ekler.
p-diizglinlestirme (refinement): Coziimlerin dogruluguna bagh olarak sonlu elemanlar yaklasiminda
kullanilan her bir elemanin derecesini uygun bir sekilde segerek ¢6zlim elde edilir.
r-diizgiinlestirme (refinement): Hareketli ¢6ziim agr metotlan olarak da bilinir. Istenilen bolgede
yogunlasan ¢dziim ag1 noktalarimin ¢ozillen diferansiyel denkleme gbre yeniden yerlestirilmesini
saglar. Bunun i¢in 6nce varolan diiiim sayilarini kontrol eder, sonra da onlar: galisilan bolge
tizerinde ¢8zilme uygun olarak yeniden yerlestirir.

p-diizgiinlestirme metodu sonlu elemanlar toplulugu arasinda daha az popiiler olmustur.
Bunun temel sebepleri giivenilirlik, verim eksikligi ve ¢6ziim ag1 hareketini elde etmede genel bir
formiilasyonunun olmayigidir. r metodunun, h ve p metotlarina gore Ustlinlikleri vardir. r
metodunda ¢oziim a1 siirekli olarak degisir. Boylece kullandigimiz diferansiyel denkleme bir
zaman tireticisi eklemek kolaylagir. Programin veri yapisi kolay olur ve kolay bir gekilde
uygulamasi yapilir. Sonlu eleman yaklagimint kullanan kismi diferansiyel esitlik algoritmalarinin
yaminda , sonlu farklar tabanli hareketli ¢6ziim ag1 algoritma ¢aligmalan da literattirde mevcuttur[5].
Sonlu farklar metodu tabanli hareketli ¢6ziim a1 metotlar lineer olmayan hiperbolik problemlerde
kolayca uygulanmakta ve uygulamasi yapilabilmektedir. Ancak sonlu farklar yontemi Szellikle
egrisel sinirlara sahip bolgeler lizerinde ¢6ziim asamasinda ¢ofu zaman yetersiz kalkmakta ve
¢oziimiin dogruluk derecesi azalmaktadir. Bu tiir ortamlarda ¢aligiimas: gerektifi zaman sonlu
elemanlar yontemi daha dofru sonuglar verir. Ayrica, ¢0ziim ortaminin esnekliginin
saglanmasindan bagka sonlu farklar yerine sonlu elemanlar kullanilmasin avantajlan sbyle
stralanir [6]:
1.Sonlu elemanlar metoduyla birgok sonlu farklar hareketli ¢6ziim ag1 metotlarinda kullamlan
interpolasyon adimlarina gerek kalmaz. Boylece islemler daha hizli yapilabilmektedir.



2. Hareketli sonlu elemanlar metoduyla; bazi monitor fonksiyonu olarak da segilebilen hata tahmini
tabanli gostergeler mevcuttur. Bu gostergeler ¢6ziim af1 adaptasyonunun saglanmasina yardimci

olur.

Sekil 1.2. Coziim ag1 tizerinde diigiimlerin global yer degistirmesi

Sekil 1.1 ve 1.2 * den gbrilldigii gibi hareketli 1zgara liretme tekniginin amaci belli bir
bolgede kontrolld bir §ekilde yogunlagmanin saglanmasidir. Bu yogunluk islemi monitor
fonksiyonu olarak bilinen bir fonksiyon yardimiyla gergeklestirilir. Monitor fonksiyonu kullanicinin
belirledigi bir fonksiyondur. Bu fonksiyon yardimiyla ¢6zlim ag1 yogunlugu kontrol edilir. Bu
kontroliin basarili ve dogru sonuglar elde edebilmesi uygun monitor fonksiyonu se¢imiyle saglanr
[81.

1.1. Tezin Amaci

Bu tezin amaci hareketli sonlu eleman yonteminin matematiksel ve teorik yapisinin
incelenerek bir transformatoriin hareketli sonlu elemanlar kullanarak manyetik alan dagiliminin
incelenmesidir. Bilindigi gibi sonlu elemanlar analizi yapilirken ¢oziim bolgesi alt boliimlere
ayrigtirihr, Burada kullamilan elemanlar tiggen elemanlardir. Hareketli sonlu elemanlar ySntemi
kullamilirken ¢6ziim bolgesindeki degisimin fazla olacag yeri tespit etmek icin uygun monitor
fonksiyon segilir. Bu monitor fonksiyon sayesinde ¢6ziim ag1 lizerinde istenilen bdlgede daha fazla



eleman olugturulmas: saglanarak daha hizli bir gekilde ¢dztime gidilir. Bu amag dogrultusunda ilk
olarak transformatériin her bélgesi aym sayidaki elemanla blmelendirilerek sonlu elemanlar analizi
yapilacak; daha sonra manyetik alan degigiminin ¢ok oldugu demir bdlgede toplam eleman sayist
degismemek sartiyla uygun monitor fonksiyon yardimiyla daha fazla iiggen eleman kullanmip
hareketli sonlu eleman analizi yapilacaktir, Béylece elde edilen vektor potansiyel (A) ve manyetik
aki yogunlugu (B) degerleri karsilagtinlacaktir. Bunu elde edebilmek ic¢in uygun koordinat
déniigtimii yapilir ve uygun monitor fonksiyonu yardimiyla ¢6ztim aginda istenilen bélge daha fazla
elemanla bélmelendirilerek analiz islemi yapilacaktir.
1.2. Tezin I¢erigi
Ust kisimda belirtilen amaca gére tez igin yapilan diizenleme agagidaki gibidir:
Boliim 2: Kismi tiirevli diferansiyel denklemler

Bu boliimde kismi tiirevli diferansiyel denklem tamimlart ve ¢oziim yontemleri fazla
detaylandiriimadan anlatilmistir.
Boliim 3: Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu bdliimde yaygin olarak kullanilan sonlu elemanlar y6nteminin belli bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimiinde ortam sartlar gbz 6niine alinarak nasil ¢dzlilecedi verilmistir. Sonlu eleman
analiz i§in kullanilan fonksiyonellerin seg¢imleri ve uygulama adimlari detaylandirilmigtir. Bu
boliimde sonlu elemanlar yonteminin teorisinden bahsedilmistir .
Boliim 4: Hareketli Sonlu Elemanlar Yéntemi

Bu bélimde bir ve iki boyutlu durumda hareketli sonlu elemanlar y6ntemi {izerinde
durulmustur. Kullanilan kismi diferansiyel denklemin segimi ve bu denklemin ¢6ziimii i¢in gerekli
olan bazi parametrelerin secimi ve ¢Oziim ydntemi bir boyutlu duruma goére anlatilmistir ve
detaylandiriimistir. Ozellikle 1zgara (¢6ziim ag1) lizerinde ne gibi bir etkinin olmas1 gerektigi ve
diigiim noktalarinin hareket etmesi durumunda kismi diferansiyel denklemin zamana gére ¢dziim
asamalar1 belirtilmigtir. Calisilan kismi diferansiyel denklemin zamana gére degistii ve aym
zamanda 1zgaranin da monitor fonksiyonuna gére degistigi durumda denklemin nasil ¢oziilecegi
detaylandirlmugtir.
Bésliim 5: Sonlu Elemanlar Yénteminin Teorisi

Geligtirilen program yardimiyla bir trafonun bilinen sonlu elemanlar ve hareketli sonlu
elemanlar analizi yapilarak A vektor potansiyel ve B magnetik aki yogunluklart hesaplanmig ve eg
potansiyel egrileri ¢izdirilmistir. Her iki analiz sonucunda elde edilen A vekt6r potansiyel degerleri
kargilagtirilmigtir.
Bélim 6: Sonug

Elde edilen sonuglar degerlendirilecektir.



2. KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

2.1. Tanimlar

X, y.... bafimsiz degiskenleri, bu degiskenlerin bir z fonksiyonu ve bu fonksiyonun kismi
tirevleri arasindaki bagintiya kismi diferansiyel denklem veya kismi tiirevli denklem denir.
Boyle bir denklem sembolik olarak,

oz Oz 0"z .
F(x, ¥, ,u,z,gx-, ..... s P au’%)=0 2.1
seklinde g6sterilebilir.

Kismi tlirevli bir denklemin mertebesi, denklemde en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesidir. Kismi
tirevli bir denklemin ¢6zlimil, bu denklemi 6zdes olarak saglayan bir

2= f (%, Yyeres ) (2.2)

fonksiyonudur. z fonksiyonu x ve y gibi iki degiskenli bir fonksiyon ise, kismi tiirevli denklemin

biitlin ¢6zlimleri, agik olarak

z=f(x,y) (23)
veya kapali olarak

F(xy,2)=0 (2.4)
seklindedir.

Geometrik olarak bu denklemlerin gosterdigi yiizeylere, integral yiizeyleri denir.

n. mertebeden adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinde, » tane keyfi sabit bulunmaktadir. n.
mertebeden bir kismi tlirevli denklemin genel ¢oztimii de, 7 tane keyfi fonksiyon igerir.

Ornegin, z= f(x-y,y—-z) fonksiyonu, ne sekilde olursa olsun,



Oz
il Ny 2.
x (2.5)

kismi tlirevli denkleminin genel ¢6ziimiidiir.

Gergekten u =x-y, v=y-z kabul edilirse,
z= f(u,v) (2.6)

olur. Bu fonksiyon bir bilesik fonksiyon olup, tiirevleri hesaplanirsa

S _Fouw Sy _ o I 2.7)
Ox Oudx Ovox Ou Ov

o Fou ofow_ o o (2.8)
 oudy ovdy ou ov

elde edilir. Bunlar kismi tiirevli denklemde yerine konulursa

KCiA A A A A 2.9)
x oy Ou Ov Ou v

olarak z= f(x-y,y-z) in denklemi sagladif1 g6riilir.
Birinci mertebeden keyfi bir kismi tlirevli denklemin genel ¢6zlimtl, bir tane keyfi fonksiyon igerir.

2.2 Hiperbolik, Parabolik, Eliptik Denklemlerin Coziimii

2.2.1Hiperbolik Tip Denklemin Céziimii

2
aau;v=o« (2.10)

Hiperbolik denklemin her iki tarafinin v ye gére integrali alinirsa,

% - F) @2.11)



ve bu denklemin her iki tarafinin da u’ya gore integrali alinirsa
z= I Fu)du+G) (2.12)

2= Fu)+G() (2.13}
bulunur. O halde denkleminin ¢6ziimii

z=F(x+a y)+G(x+BYy) (2.14)
dir. F ve G keyfi fonksiyonlardir,

2.2.2 Parabolik Tip Denklemin C6ziimii

62
av_’j:o (2.15)

Parabolik denklemin her iki tarafinin v ye gbre iki defa integrali alinursa

%: F) | 2.16)

z=vF(u)+G(u)
bulunur. O halde (2.36) denkleminin ¢6ziimit

z=(x+BY)F(x+a y)+G(x+a y) olur. 2.17)
2.2.3 Eliptik Tip Denklemin Coziimii

Eliptik denklem



62 62

I 2209

ou?  ov?

olup bu denklem Laplace denklemi adini alir. Bu denklemi saglayan z(x,v) fonksiyonlarina

harmonik fonksiyonlar denir. Bu denklemin ¢6ziim{ i¢in iki yol kullanilir.

1.yol

u+iv=X ; u—-iv=Y

donustirmeleri yapilarak,

az Oz 0X Oz 0Y 0z Oz

ou OX Ou OY ou OX oY

8%z 9%z 6X+ 8%z aX+ 82z 6Y+622 8Y
u’ ox’ ou OXOY ou OYoX ou oy’ ou

9%z 8%z 8%z
= + +
ax* oxor py?

2%z _ {az o’z . 0%z

P i R
6X2 T axoy  ovox ar?

0%z 0%z 0%z
+ -—
ax? T oxoy ay?

olarak denklem

10

(2.18)

(2.19)

(2.20)

@2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



0%z 9%z

o’ ov?

veya

8%z _
axoY

seklini alir. Bu denklem ise hiperbolik tip olup , ¢dzuliirse

0%z _
axoY

z=F(X)+G()

ve Laplace denkleminin ¢6zimii olarak da

z=Flu+iv)+Gu-iv)

elde edilir.

2.yol

denkleminin ¢6zlimil z = f(u,v) seklindedir. X = X(u), ¥ =Y (v) olarak

z=XY = X)X (v)

seklinde bir ¢6zlim (degiskenlere ayirma kurali) aranacaktir.

_@ = Yi_d{
ou du
9%z d’x

& _
ov
ov? av?
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)



olup z= XY nin denklemi saglama sarti,

d*x _d*y

Y e +X—d—vz—=0 (2.34)

seklindedir. Denklemin her iki tarafi X ¥ ¢arpimina boltiniirse,

1
——=0 2.35
+ @39).

1dx 147 (2.36)

elde edilir. X = X(u) ve ¥ =Y(v) oldugundan son denklemin birinci tarafi v yi ve ikinci tarafi da u

yu icermemektedir. O halde birbirine esit olan bu iki ifade bir sabite esit olmak zorundadir. O halde
K? bir sabit olarak,

1d*x  , a*x

= =K?* veya -K?X =0 (2.37)

X du? Y du? :
14d% , atr

-———=K* veya —+K°Y=0 2.38
Y av? Y av? (238)

denklemleri elde edilir. Bunlardan ise

X = +eye™ (2.39)
Y =acos Kv+bsin Kv (2.40)
bulunur. O halde denklemin z ¢dziimi

z=XY=(cle1“‘ +cze'k")(acos Kv+bsin Kv) (241

12



dir. Bu ¢6ziimden

z=Pe™ sinKv , z=Re™sinkv

z=M e™ cosKv , z=Ne™ cosKv

(2.42)

Ozel ¢dziimleri de kolayca gikarilabilir [10].
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3. SONLU ELEMANLAR YONTEMI

Fiziksel ortam ile ¢alisan ¢ogu bilim adamlari iki 6nemli konu ile kars1 kargiya kalmaktadir.
Bunlar, fiziksel ortamin matematiksel formiilasyonu ve digeri de matematiksel modelin sayisal
analizidir. Fiziksel ortamin matematiksel modelinin ¢ikarilmasi ¢ofu zaman temel matematik, fizik
bilgisini gerektirir. Matematiksel formiilasyondaki ¢ogu ifadeler sistemle ilgili diferansiyel denklem
tipindedir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢6ztimi, ¢aligilan fiziksel sistemin herhangi bir andaki
davramgt hakkinda bilgi verir [11].

Cogu problemler i¢in ilgili denklemin tiiretilmesi zor degildir. Fakat bu denklemlerin tam
¢ozlimlerini elde etmek her zaman mumkiin degildir. Bu durumda tam ¢oziim bulmak yerine
yaklagim y6ntemleri kullamilarak, belirli bir hata ile ¢bziime gidilmeye galigilir. Bunlar arasinda
sonlu farklar ve varyasyonal y6ntemler (6rnegin Rayleigh-Ritz ve Galerkin y6ntemleri) literatiirde
en yaygin kullanilan ydntemlerdir. Diferansiyel denklemin sonlu farklar yaklagiminda, sonraki
tiirevler fark boltimleriyle temsil edilir. Béylece, verilen fiziksel ortamun sinir sartlari zorlanarak,
elde edilen cebirsel denklem ¢oziiliir ve sonug elde edilir. Varyasyonel yéntemlerde ise , denklem,
agirlikli integral sekline doniistliriilir ve daha sonra domen Uzerinde yaklasik ¢oztimiin dogrusal
birlesimli oldugu kabul edilir. Coztim igin segilecek katsayilarin segimi orijinal diferansiyel
denklemde ki katsayilarla uyusacak sekilde segilmelidir [12]. Varyasyonel yOntemler arasinda
yaygin kullanilan integral sekli ve agirlik fonksiyonu agisindan birbirinden farkli olan Rayleigh-
Ritz, en kiigiik kareler yontemi, Galerkin yontemi gibi yontemler mevcuttur. Bu yaklagimlar, keyfi
bir domen tizerinde ¢aligma yapilacagi zaman yaklagim fonksiyonu olusturulmasi agisindan bazi
dezavantajlara sahiptir[13].

Sonlu elemanlar ydntemi , yukarida belirtilen geleneksel varyasyonal yodntemlerin
dezavantajlarini azaltir .Y6ntem basit bir problem i¢in agagidaki adimlan kullanir:
1.Verilen bdlgenin sonlu eleman gézﬁm aginin olugturulmasi:

Bu adim sonlu eleman denklem formulasyonu bitirilene kadar bir gecikmeye sebep
olabilir. Siireklilik problemlerinde alan degiskeni, ¢&zlim bolgesindeki noktalara iligkin bir
fonksiyondur. Dolayisiyla alan degiskeninin sonsuz sayida degerleri vardir ve problem sonsuz
sayida bilinmeyenlidir. Problemin sonlu sayida bilinmeyenli duruma indirgenmesi amaciyla birinci
adim olarak ¢6ziim bolgesi sonlu sayida eleman ile bolmelenir. Elemanlar liggen, dortgen,
hexahedron, izoparametrik, vb. sekillerde ve degisik biiytikliklerde secilebilir. Bu se¢im, prbblemin
tek, iki veya li¢ boyutlu olmasr durumu ve inceleme altindaki malzeme veya cihazin sinirlar1 da goz

Oniine ahinarak yapilir. Diizensiz gekillerde ve gelisi glizel bélimlendirmelerde tiggen elemanlar
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kolaylik saglar. Bu elemanlar sinir yiizeylere kolaylikla uyum saglar. Boylece ¢oziim bolgesi,
istenilen buyiikliik ve siklikta elemanlar ile bdlmelenerek diigtim sayisi ve dolayisiyla ¢6ziim
denklemlerinin sayis1 degistirilebilir. Bu elemanlarla bSlmeleme yapildiktan sonra elemanlara
uygun diigiim numaralar1 ve eleman numaralart verilir [14].
2. Coziim a1 tizerindeki biitiin eleman tipleri igin gekil fonksiyonlarinin tiiretilmesi
Ikinci adimda; her bir elemani belirleyen adimlar yardimiyla o eleman izerinde veya
icinde alan degiskeninin degisimini gosteren sekil fonksiyonun tipi segilir. Alan degiskeni skalar,
vektorel veya yliksek dereceli bir tensor olabilir. Cogu zaman alan degigkeni i¢in polinomlar segilir.
Ciinkii bunlarin integral ve tiirevlerini almak kolaydir. Polinomlar lineer, kuadratik , kiibik , vb.
yapida olabilirler.
3. Sisteme ait uygun sinir sartlari belirlenir.
4 Eleman dzelliklerinin bulunmast
Her bir elemanin ¢zelliklerini tammlayan matris esitliklerinin bulunmasi, tglincti adimi
olusturur. Bunun igin kullanilan yaklagimlardan bazilar ; direkt yaklasim , varyasyonel yaklagim,
agirlikli artiklar yaklasimi ve enerji dengesi yaklagimi seklindedir.

5. Eleman 6zelliklerinin birlestirilmesi:

Tiim sistemi modelleyen 6zellikleri bulmak igin elemanlarin ayr1 ayri olan &zellikleri
birlestirilir ve problemin sinir sartlar1 sisteme yerlestirilerek sonug denklem sistemi ¢6ziime hazir
hale getirilir.

6.Denklem sisteminin gézﬁmﬁ:
Uygun hesaplamalar yapildiktan sonra ana matris (S) matrisi elde edilerek asagidaki

denklem sistemi ¢oziillir.

|5 Jfae }={re} | @3.1)

Dérdiincti adimda elde edilen sonug denklem sistemi, alan degiskeninin bilinmeyen degerlerini
hesaplamak {iizere cesitli yontemlerden yararlanarak ¢oziiliir. Efer denklemler lineer ise; Gauss
Eliminasyon , Cholesky Decomposition gibi direkt yontemler veya Gauss Seidel, SOR (Successive
Over Relaxion) gibi iteratif yontemler kullanilabilir. Eger denklemler nonlineer ise, bunlarin
¢6ziimiinti elde etmek daha zordur ve Newton-Raphson gibi iteratif ydntemlerden yararlanilir. |

¢, eleman interpolasyon fonksiyon se¢imi ve tiiretilmesi.
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Interpolasyon fonksiyonu alan degiskeninin eleman itzerindeki degisimini temsil etmektedir.
Interpolasyon fonksiyonunun belirlenmesi segilen eleman tipine ve ¢oziilecek denklemin derecesine
baglidir. Ayrica interpolasyon fonksiyonlar su sartlan saglamalidir:

a) Interpolasyon fonksiyonunda bulunan alan degigkeni ve alan degiskeninin en yiksek
mertebeden bir onceki mertebeye kadar olan kismi tiirevleri eleman smirlarinda stirekli
olmalidir.

b) Interpolasyon fonksiyonunda bulunan alan degiskeninin biitiin tiirevleri, eleman boyutlari
limitte sifira gitse bile alan degiskenini karakterize etmelidir.

¢) Segilen interpolasyon fonksiyonu koordinat degisimlerinden etkilenmemelidir.

Hem bu sartlari saflamalart hem .de tiirev ve integfal almadaki kolayligindan dolayi

interpolasyon fonksiyonu genelde polinomlar olarak segilir. Segilen polinom, yukaridaki

sartlarin gergeklegmesi igin uygun terimleri ihtiva etmelidir.

6. Istenen diger hesaplamalarin yapilmast:

Sisteme ait bazi dnemli parametreleri hesaplamak icin denklem sisteminin ¢&ziim sonuglari
kullarmlabilir. Ornek olarak, elektrik alanlarinin incelenmesini saglayan Laplace denklemine iliskin
¢bziim sonuglart sistemin potansiyel dagilimini verir. Eger istenirse, diiglimlerin potansiyel
degerlerinden yararlanilarak alan siddeti, depolanan enerji ve kapasite gibi hesaplamalar da
yapilabilir. .

Sonlu elemanlar metodunu diger niimerik metodlardan Ustiin kilan baglica &zellikleri soyle
stralanabilir: '
a) Kullanilan sonlu elemanlarin boyutlarimn ve sekillerinin degiskenligi nedeniyle ele alinan bir

cismin geometrisi tam olarak ifade edilebilir.

b) Bir veya birden ¢ok delik veya kdseleri olan bolgeler kolaylikla incelenebilir.
c) Degisik malzeme ve geometrik dzellikleri bulunan cisimler incelenebilir.

d) Sinir sartlart kolayca uygulanabilir.

Sonlu elemanlar yénteminin biitlin mtthendislik dallarina uygulamas: yapilabilmektedir. Elektrik
miihendislifi uygulamalarina baktigimizda daha ¢ok Laplace ve Poisson tipindeki kismi
diferansiyel denklemlere uygulamasi yapilmaktadir. x ve y konum degiskenleri olmak lizere u(x,))

fonksiyonu i¢in iki boyutlu Laplace denklemi,

2 2
ou, Ou_ - (32)
ox® oy ’
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ve Poisson denklemi ise,

*u 8*
6x—§‘+5y—§‘=f(x,y) (3:3)

seklindedir.

3.1 Sonlu Elemanlar Yéntemi ile Coziim Denklemlerinin Elde Edilmesi

3.1.1 Giris

Sekil 3.1 Bir iiggen eleman

Sekil 3.1°de goriilen {icgen elemanin i,j ve m no’lu kdselerindeki potansiyellerin sirasi ile
A, 4, A, oldugu biliniyor. Uggen eleman yeterince kiigiik alimrsa figgen eleman igerisindeki

potansiyel dagiliminin lineer oldugu kabul edilebilir. Uggen elemanin kenarlarindaki veya igindeki
herhangi bir » noktasinin potansiyeli

AGx,y)=a, +ax+a,y 3.9
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seklinde birinci dereceden bir polinomla deneme fonksiyonu olarak ifade edelim. Bu polinomda

yer alan ,,a,,, katsayilar kdse potansiyelleri cinsinden hesaplanarak yerlerine yazilacaktir. i

J,m noktalarindaki potansiyeller bilindigine gore
4, =a,+ax +a,y,
A, =a,+taox; +a,y,
4, =a,+ax, +a,y,
yazilabilir.

I x, y |l 4

L x, y,||la|=4
1 x, v,lle, A

Sekil 3.1°deki iiggenin alam

1 x
A=5 L x, y
1 x, ¥,

1
A=5[(xjym —xmyj)-'-(xmyi —xiym)+(xiyj —xjyi)]

4, x

4, x; vy,

A4, X, Vu
%= 2A

ai =xjym —xmyj

a; =XV =X Vn

18

3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



an =X%Y; =XV,

kisaltmalar1 kullamlarak

a, =—;—(a,A,.+ajAj +a,d,) (3.11)
ayni sekilde

by =Y, Vn

b, =YuY (.12)
b, =y,~y,

kisaltmalariyla

o, =%(b,A, +b,4,+b,4,) (3.13)

¢, =%, X
c; =X —X, (3.14)

Cp =X; =X,

kisaltmalariyla

a, = %(c,.A,. +¢;4, +c,4,) bulunan bu ifadeler (3.4) esitliginde yerlerine yazilirsa

1 & .
A(x,y) = A Z(az +bx+¢,y)4, (3.15)

I=i
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Sekil 3.1°deki S;, S;, S, liggenlerinin alanlan olmak lizere

S, =(a,+bx+c,y)/2
S, =(a,+bx+c,y)/2

S, =(a,+b,x+c,y)/2

v S
A
s,
Ny="
v, 5o
A
N, +N,+N, =1

A(x,y)= N4, +N 4, +N, 4,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Burada N,, N, N, sekil olarak adlandinlir. i, j ve m noktalarindan herhangi biri {izerinde

o noktaya ait sekil fonksiyonu degeri bir , diger noktalarin sekil fonksiyon degerleri sifirdir.
Boylece herhangi bir r noktasindaki A vektdr potansiyel deferi iiggen koselerindeki vektdr

potansiyel degerleri cinsinden ifade edilmis oldu. Vektdr potansiyel ifadesi artik bilindigine gére

buradan B manyetik aki yogunlugu ifadesi de ¢ikarilabilir.

B=Rot A

Bxy)=|o 06 o
ox Oy oz

Ax Ay Az]

20
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Burada iki boyutlu alanlar i¢in manyetik vektdr potansiyeli 4’ nin sadece z ydniinde bileseninin

oldugu gb z6ntine alinarak hesaplamalar yapildifindan A4, ve 4, ‘nin sifir oldugu goriilir. Bu

durumda
.0 0
B(x,y)—(tgy— ]a) A4,(x,) | (3.22)
Dl &=
B(x,y) =2 D (bidji+e4) (3.23)
1=1

x y diizleminde sirli bir R bdlgesinde akim yogunlugu vektdrll z yoniinde ise manyetik vektor
potansiyeli A(x,))=4,(x,y) manyetik reliiktiivite v niin uzayinda uygun sinir sartlarindaki Poisson
denkleminin gergekledigi agsagidaki denklemle ifade edilmigtir.

o, o4 .
——( a)"‘a( 5;) (3.24)

ile ifade edilir. Bu yontemde (3.24) denkleminin ¢6z{imii ile ufragmak yerine lineer olmayan enerji
fonksiyoneli olan denk (3.25) v ’

F:j_ﬁ(ijbdb)dxdy-jL JA dx dy (3.25)

ifadesini minimize eden A fonksiyonu aragtiriiir. Bu minimizasyon iglemi

or _ (3.26)

ile saglarur, Coziim bolgesinde ele alinan tiggenler igin

F=Y|[[([vodo}ixdy- [[7 A ds ] 3.27)
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t.terim igin bu ifade
B

F = jj(jvbdb—JA]dxdy (3.28)
0

Buradan ¢6ziim bdlgesi i¢in

OF < OF,
Z =Nk 3.2
o4 “od, (3:29)

olarak yazilabilir.

0 _0 08B (3.30)

o4, 0B oA,

ifadesi kullanilarak

ﬂ(aB jbdb ——-J%]dx— j)( B——J—dedy (3.31)

buradan
Sy=—""——

bb.+cc,
20, Tas (3.32)

bb +cc

—Yi%m ivm
S, =m0

" 4A
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=t 3.33
T (3.33)
L bb, +cc,

m 4A
S = b2 +ck
4A
Sim =S » S,j =Sﬂ s S =S (3.34)
kisaltmalar1 kullamlarak

Sy Sij Sim 4, 11/3

1% Sﬁ SJ.j SJ.m Aj =1/3]| JA (3.35)

Sui Smj Som | | A 1/3

elde edilir. Boylece ¢bziim bolgesi i¢inde bulunan liggen elemana ait ifade ¢ikartiimig olur. Problem

¢dziimil i¢in tim Uggenlere ait ifadelerin birlestirilmesi gerekir.
3.1.2 Ucgenlerin Birlestirilmesi
Simdi bir problemin ¢éziimii i¢in iggen elemanlara ait ifadelerin birlestirilmesine bir &rnek

olarak iki komsu {iggen elemani olan bir problem ele alinacaktir (Sekil 3.2)

¥

y
- ]

Sekil 3.2 Cok sayida iggen eleman
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Simdi gekil 3.2°de goriilen iki liggen eleman igin (3.36) ifadelerini yazalim. Birinci eleman

icin i,j,m diigtimleri sirasiyla 1,3 ve 2 numarali diigiimdiir,

Sy S S || 4 0 4
Sy Sy Sy (|4]=|0 (3.36)
Sy Sun Spll4 0

Sp S Sul||4 0
Sy Su S|4 | =10 (3.37)
Sp S Sull4 0

Yukaridaki esitlikler incelenirse S,, , S;;ve S, =8, ifadelerinin her iki esitlikte de yer aldig

goriiltiyor. Her iki eleman igin gegerli olan bir esitligi yazacak olursak

r T - = =

Sy S, Sy 0 FAI 0

Su Su Sxut Su||A| |0
E (3.38)
Sy Su Syt Sy ||As| |0

o sy sy osi)lad Lo]

ifadesi elde edilmis olur. Bu ifadeden anlagilacag iizere alt indisler diigiim, tist indisler eleman
numarasint gosterir. Boylece n diiglim sayis1 olmak {izere n*n’lik bir S katsayilar matrisi olustu.
Burada katsayilar matrisinin olugturulmast agik bir gekilde gortildyor.

Burada tizerinde durulmas: gereken bir bagka hususta S matrisinin miimkiin oldugu kadar
dar bir bant matris olmasidir. Bant matris ¢6zen 6zel programlar kullanildiginda bilgisayardaid
hafiza kullammi agisindan bilylik avantaj saglar. Coziim bdlgesindeki {iggen elemanlarda bir
kenardaki diigiim numaralar arasindaki en biiyiik fark bant genigligini verir.
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Daha 6nce de belirtildigi gibi bir tiggen eleman igindeki potansiyel dagiliminin lineer
oldugu kabuliinit yapmugtik. C6ziim bolgesindeki {iggen elemanlarin sayilart ne kadar fazla olursa

tiggen eleman boyutlar: kiigiilecek ve ¢dziim hatamiz o oranda az olacaktir.
3.2 Ak Yolu Cizimleri

Bir magnetik bdlgenin sonlu elemanlar yada sonlu farklar ile ¢oziimiinde bulunan,
diigtimlerin vektor potansiyel degerlerinden yararlanarak bu magnetik yapinin aki yolu semasi
gizilebilir. Ak1 yolunun ¢izilmesi magnetik yapt hakkinda 6nemli bilgiler verir. Bununla birlikte
vektSr potansiyel degerin bolgelere gore degisimi bu sema tlizerinde daha kolay gdzlenir. Bu
degisim miktar1 ¢6zlim bélgesinin iggen elemanlara bolerken hangi bdlgenin daha gok iiggen
elemanlara bdltinmesi gerektigi fikrini verir. Hesaplanan sonuglarin dogrulugunu artirmak icin

vektor potansiyel degisimin fazla oldugu bolgeler daha kiiglik iggen elemanlara boliniir.
B=Rot A (3.39)

Vektor potansiyel ile magnetik indﬁksiyoﬁ arasindaki denklem 3.39° de goriilen ili§i<i vardir. Bu
ifadeden' anlagilacag gibi, ¢6ziim bolgesinde ki es potansiyel noktalart bulunup bunlarin haritaél
¢izildiginde bu harita ayn1 zamanda aki yolu semasi olur.

Bir liggen elemamin kdge diigtimlerinin vektdr potansiyelleri bilindigi takdirde tiggen
icindeki veya figgen kenarlari {izerindeki tlim noktalarda gegerli olan deneme fonksiyonundan

faydalanarak istenilen koordinattaki potansiyel denklem 3.40’ de ki gibi bulunabilir.
A(Xy)y=a otox+ony : (3.40)

Es potansiyel egrileri ¢izilirken Uggen iizerindeki bir -noktanin vektdr potansiyel degerini

hesaplamak yerine liggen eleman: {izerinde haritas: gizilecek olan ve dnceden belirlenen bir vektér

potansiyel degerine esit noktalar bulunur. Bunun igin efrisi gizilecek vektdr potansiyel degeri
dnceden tespit edilir. Egrisi gizilecek vektdr potansiyel degerler iki sekilde gizilir;

1. En kiiglik vektdr potansiyel degerinden baslayarak belli bir miktar kadar artinmlar alip ey
potansiyel degerlerini ¢izmek. Bu durumda toplam harita ¢izgi sayis1 en biiyilk vektor
potansiyel degeri ile en kiiglik vektdr potansiyel deger arasindaki farkin arttm miktarina oram
kadardir.
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2. Toplam harita sayisint belirledikten sonra en bllyiik vektdr potansiyel degeri ile en kiigtik deger
arasindaki  farki toplam ¢izgi sayisina bélerek artim miktar1 elde edilir. En kiigiik vektor
potansiyel degerinden baglayarak, her seferinde artim miktart kadar artirilarak és vektdr
potansiyel egrileri ¢izilir '

Cizimlere en kiigiik vektSr potansiyel degerinden baslanir. Her {iggen elemanin U¢ kenari
i¢in,bu kenarlarin diiftimlerinin degeri ¢izimi yapilan vektdr potansiyel degerle “karsilastirilir.
Cizimi yapilan vektér potansiyel degerinin bu iki diiftimden birisinin degerine esit yada bu iki
diigiimiin vektSr potansiyelleri arasinda bir deger olup olmadig aragtirilir. Eger ¢izimi yapilan
vektdr potansiyel bir tiggen kenarinin iki diitimii arasinda bir deger ise, mutlaka bu kenar {izerinde
degeri, haritast gizilen vektor potansiyel degerine ve vektdr potansiyel degerine esit nokta vardir.
Bu noktanin koordinatlari kenar diigtimlerin koordinat ve vektor potansiyel degerinden hesaplanir.

Sekil 3.3’ de ki gibi haritas: gizilen A, vektdr potansiyel degeri, A, ile A, arasinda bir' deger ise
A, ile A, arasindaki bir noktanin vektdr potansiyeli mutlaka A, ye esittir. Bir liggen eleman
i¢indeki ve kenarlardaki vektor potansiyel deger degisimleri lineer oldugu i¢in A;-A, kenari igin;

X% _4,-4,

341
X—x A,—4 .
diye yazilabilir. Bu ifadede X, digindaki tiim degerler bilindigine gore ;
., = (4, — 4) (% = x,) = (4 ~ 4,).x (3.42)
4, -4
olarak bulunur.
_ A=) =) - (4 = 4)» (3.43)

- Az —Al

bulunur., (X1, Y1) koordinatinin vektdr potansiyel degeri, haritasimin ¢izimi yapilan vektér potansiyel

degerine esittir.

26



A3

A
L 43

Sekil 3.3 A, noktasinin vektdr potansiyeli.

Eger bir liggenin bir kenarinda haritas: ¢izilen vektdr potansiyel degerine esit bir nota var
ise mutlaka bu Uggenin diger iki kenarindan birinin lizerinde de degeri haritasi gizilen vektor
potansiyeli esit bir nokta vardir. Bulunan bu ikinci nokta ile birinci noktay: birlegtfren dogru es
vektor potansiyel dogrusudur.

Artim degerlerinin her biri igin her seferinde biitiin tiggenlerin diigiim vektdr potansiyel
degerleri kontrol edilerek c¢izilen es potansiyel dogrulariyla tiim ¢6ziim bolgesinin- es vektdr

potansiyel egrileri elde edilir.
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Diigiim say1sm, eleman sayisim
diigiimlerin x ve y koordinatlarm,
ficgen elemnlan gevreleyen
diigiim numaralarim okn

B
Diigiimlerin vektir

potansiyellerini oku

¥
Cizilecek seklin cizilmesi
istenen bityiikliigi lle ilgili
- katsayilan oku.

i
En biiyiik ver en kiigik vektdr
potansiyel degerlerinin bul. Artim

miktarm istege gire belirle.
I

En kiigiik vektér potansiyel
degerinden baslayarak her
seferinde artim miktar: kadar artirarak en hiyiik
vektiir potansiyel degerine kadarher figgen
eleman sirasiyla kontrol ederek eg vektor
potansiyel nolctalar: bul ve bu noktalar birlestir.

Cizimin biiyiikligii veya es potansiyel egri sayis1 |

EVET

degisecekmi

HAYIR
DUR

Sekil 3.4 Es potansiyel egrilerin cizim alag diyagramu
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4. HAREKETLI SONLU ELEMANLAR YONTEMI

Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimlerinde uyarlamali ¢oziim agi kuHanimu ,
mevcut sayisal ¢8ziim yontemlerini gelistirmek ig¢in kullanilan bir teknik olmustur. Fazla
miktarda ¢6ziim deZiskeni 6zelligi gésteren problemlerde, diizensiz bir ¢6ziim ag1 se¢imi sadece
dogrululugu saglamakla kalmaz aymi zamanda galigtlan bolgelerde yogunlasan ¢oziim ag
noktalarii  kullanan ydntemlerin verimliligini de gelistirir. Bu yaklagimin avantajlar
sunlardir[15].

(Coziim agindaki ¢aligtlan bolgelerin her biri ¢6ziimde ¢ok fazla degisken igeriyorsa,
¢oziim agindaki kiigiik bir ¢Oziintrliik sayisal ¢oziimde  giivenilir ve dofru sonuglar
verebilmektedir. Bununla birlikte; biitlin 1zgara (izerinde bu gereksinimi - karstlayabilmek
dzellikle ¢ok boyutlu durumda zor bir islemdir. Verimli bir sonug elde edebilmek igin diigiimler
tizerinde yogunlagilmasi istenir ve bdylece 1zgaranin bu kisimlarindaki hesapsal ¢abalar ¢ok
biiylik dikkat gerektirir. Dogru sonuglar elde edebilmek igin uygun ¢oziim ag1 ¢ozuntlirligi
saglanmalidir [16].

Problem igin uyarlamali ¢dziim agi kullanimma karar verildigi zaman uygun bir 1zgara

nasil segilir? Sorusunun cevabinin bilinmesi gerekir. Sabit ve hareketli 1zgaralarla ilgili
literatiirde birgok teknik vardir, Zaman bagimli kismi diferansiyel esitliklerin ¢6zlimii igin bir
hareketli ¢dziim ag1 algoritmas1 gz Oniine alindifi zaman, i1zgara hareketini destekleyen
tekniklere literatiirde sik¢a rastlanir. Bu teknikler yardimiyla niimerik ¢&ziim igin uygun
uyarlamah (zgaralar iiretilir. Bu tekniklerden birisi esit dagilm ilkesidir. Yani ¢oziim
gcometrisinin veya hatanin bazi 8lgtilerinin her bir alt araliklar tizerinde esitlendigi ¢6ziim ag)
noktalarim yerlestirmeyi igerir. Diger bir teknik ise; fonksiyonel minimizasyon; ¢6ziim agim
varyasyonel bir prensipten {iretir. Bu teknikler hareketli ¢bziim ag1 ydnteminde
kullanilabilmektedir. Ozellikle ¢dziim agmin zaman boyunca hareket eftirilerek ¢oziilen
problemler igin bu teknikler kullanilir . Bu noktada r-diizeltme teknigini statik ve dinamik
yontemler olmak {izere ikiye ayrilir [17]:
Hesaplama boyunca yeni bir ¢6ziim agi (aym diiglim sayisina sahip olsun olmasin) mevcut
1zgara firetim teknikleri kullanilarak dretilir. C6ziim, daha sonra yeni ¢6ziim ag iizerine
interpole edilir (ara degeri bulunur) . Boylece yeniden dagilim veya izgara noktalarinin
eklenmesi ve interpolasyon ¢dziim igleminde sabit bir zamanda gergeklesir. Basarili olmasina
ragmen, bu yéhtefnler fazla miktarda hesapsal yiik gerektirir. Ciinkii ¢6ziim agindaki bu
degisimler programin kodlarinin tekrar yazilmasini gerektirir.

Dinamik yéntemler: Hareketli ¢oziim ag:i yontemleri olarak da bilinir; ¢6ziim ag: esitligine
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diigitm hizlart eklenir. Diigiimlerin ¢6ziimiin zamana bagh olarak hizla degistigi bolgelerde
yogunlastirilmast saglanir. Genellikle bu ySntemlerde 1zgara igindeki diigiimlerin sayisi ayni
kalir. Bu tip hareketli ¢6ziim ag1 yontemi igin iki birlestirilmis esitligin goz oniine alinmasi
gerekir. Bu esitlikler hareketli ¢6ziim agy esitligi ( ¢6ziim aginin degisimini kontrol eder) ve
problemin orijinal diferansiyel esitligidir . C6ziim ag: hicbir interpolasyon adimma gerek
kalmadan siirekli bir sekilde degistirilir. Coziim ag esitligi ve orijinal diferansiyel esitlik
genellikle es zamanli olarak ¢6ziilir [18). Genelde zaman boyunca bir 1zgarayr hareket
ettirmenin arkasindaki ilkeler aslinda sabit bir ¢dziim ag: iiretimi igin kullantlan tekniklerle
aynidir. Omek olarak statik bir yontem, es-dagilim ilkesi yardimiyla izgara noktalarini yeniden
olusturabilmektedir. Aslinda birgok dinamik yOntemler varolan izgara iiretim teknigi igine

zaman tiirevi katmak suretiyle elde edilir [19].

4.1. Bir Boyutlu Durumda Hareketli Sonlu Elemanlar Y&ntemi

4.1.1 Giris

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimil igin birgok sayisal ydntem gelistirilmistir ve
bu yontemlerin her birinin kendine gdre avantajlari ve dezavantajlari vardir. Bu niimerik
yontemler problem tipi hakkindaki bilgiler kullanilarak segilir . Ozellikle , hareketli cepheler ve
darbelef igeren kiitlenin korunumu kanunu gibi lineer olmayan problemlerin ¢dziimiinde bu
niimerik ySntemler kullanilir. Bu tip problemlerde bazi bélgelerdeki ¢oziim yiiksek ¢oziiniirliige
sahip olabilmekte; bazi1 bélgelerde ise daha az ¢dziiniirliige sahip olmaktadir. ihtiyag duyulan bu
coziiniilirlik digiim sayilarinin arttiriimasi veya uyarlamali ydntemler kullamlarak elde
cdilebilir.Burada kullanilan adaptif (uyarlamali) yontem izgaranimn ¢dzlimle harcket ettigi yerde
tammlanmistir. Boylece ¢dziimiin hizla degistigi bolgeler birgok diiglime sahip olur. Eger gok
sayida diizensiz duruma sahip diigiimler adaptif yontem yerine kullanilirsa 1zgara zor ve gok
fazla gereksiz diigiime sahip olur. Korunum esitliginin ¢oziimii genellikle hareketli cepheler
icerdigi igin, adaptif ydntem kullanmak hem esneklik hem de hesaplama agisindan daha

uygundur [20].

4.1.2 Global Hareketli Sonlu Elemanlar

1981°de (Miller), hareketli cephe adimlarini igeren ¢dziimlere sahip problemleri ¢dzmek
i¢in hareketli sonlu elemanlar ydntemini tamtmistir . Bu arada , ¢6ziimle birlikte otomatik
olarak 1zgara hareketine izin verilmistir ve bdylece yiiksek ¢oziintirlige sahip ideal bolgeler elde
edilmistir [21] . Bu fikir , bir boyutlu durumda ¢ zamanini ayirt edilebilen bir degisken gibi

agiklanacaktir. Asagidaki esitlik géz 6niine alinirsa:
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4, - L) =0 (4.1

Qe N bdlgesinde u=u(x,f)e H?, yazilir.

H*: ikinci tiirevleri integrallenebilen fonksiyonlarin Hilbert uzay:

L= u, ve u, durum tiirevlerini igeren bir diferansiyel operator

HSE ( Hareketli Sonlu Elemanlar ) y8ntemi parabolik problemlerdeki etkileri ¢dzmek igin
orijinal olarak gelistirilmistir, Bu sebepten dolayi HSE yonteminin tanimlanmasi bu terimleri de
icermektedir.

U 4.1 esitliginin yaklagik ¢8ziimit olsun ve lineer temel fonksiyonlarla a,(i=1.....N)
H*uzayina ait sonlu boyutlu alt uzayda tanimli olsun.

Not: Yaklagik ¢dziim U(r) farkli lineer uzayda da segilebilmelidir ve temel fonksiyonlar o,
quadratik, kiibik veya farkli fonksiyonlar segilebilir. Diger tip temel fonksiyonlari kullanan HSE
tanimlamalar da vardir.

U() asagidaki gibi tanimlansin.

N
U= a0 (xs0) (4.2)

J=t

a, :(j=12,..,N) : Diigim yogunluklari , 5| <....<s; <..<5y,5() = (5] ey S¥)

Sonug degerler ¢bziimiin bulunabilecegi sekilde siir sartlarma uygun olmahdir.
Burada Dirichlet sinir garti uygulanir. (4.2) esitliginin ¢ ye gore tiirevi alinirsa (4.3) csitligi

elde edilir.
N

U, = ;0 (x50)+§ (0B, (x.a,5(0) (4.3)
J=l

U, 2N tane bilinmeyene sahiptir. Bu bilinmeyenler 4, ve §,.(/=1......,N) Bunlar asagidaki gibi

tanimlanan temel fonksiyonlardir[22].

ad ad (4.4)

@y, =——, f=—
e, Oaj ﬁj 6sj

4.4 esitligi b kismindaki B, asagidaki gibi tanimlanir.
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By =-ma, (4.5)

)
m, = cr< (4.6)
m §, <x<s§;
a;,—a -1
P —_— 4.7
I PRy

Burada gdz dniine aldigimiz temel fonksiyonlar parga parga lineer fonksiyonlardir ve a ve g

genel olarak asagidaki gibi tanimlanir{23].

X-8;
$;) SXSs;
s, =S
g0l
Sj,]-—x .
) =q=— 5, SXSSy (4.8)
Sj+|_.8,
0
L
r‘—,n ]aj- sj—-l <x<Sj
j.‘k
2
/}I=<—m1+1a1 §;<X<S 4.9)
0
A
A
aj ﬂj
> —>
S, 5; 8 a1 5, s, S,

Sekil 4.1 o ve ftemel fonksiyonlar [24]

Miller'in yonteminde a ve s igin ¢oziim esitlikleri @ = (g nay)’y 5= (5] 0nis )
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U,-L) nun L, kalaninin minimizasyonu yardimiyla elde edilir. Burada (Miller 1981))

diigtimlerin ¢ok yakin olmasini engellemek igin penalty fonksiyonlar: eklemistir .

Yaygin olarak kullanilan agirlagtinllmig L, asagidaki gibi tanimlanir{25]:

<fig>= [1gew @ (4.10)
Q

f. g Qrbolgesinde integrali alinabilir fonksiyonlar ve W(x) pozitif agirlik fonksiyonudur. L,
asagidaki gibi kullanilsin.

g (4.11)

&l

bu notasyon bu yazim boyunca kullantlacaktir. 4; ve §; 4.12 deki esitligin minimizasyonu

yardimiyla elde edilir.
[, - L)) (4.12)

a; ve §, gore tiirevini alirsak 4.13 esitligini elde ederiz.

U, —LU)>=0
<V = L) } el N (4.13)

<p,,U,-LU)>=0

o> 4.10 esitligiyle tanimlanmustir, 4.3 esitliginden 4.13 esitligine kadar elde edilen esitlikler
4.14 teki adi diferansiyel denklem sistemine yol agar[26].

Ay =g() (4.14)

F=(esa,0,8,.050,,8 j500) (4.15)

.y I L e <an B> (410

A={4,}, Vo\<Baa, > <B.B;> |
<a,, LU)>

- ) ’ 4.17

g={g}. & [<ﬂ,,L(U)>J | )
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a,p iki aralikta bulunuyor. 4 simetrik, 2x2 lik pozitif yari tammh bir matristir. A

matrisinin yari ayrik pozitif bir matris oldugunu  4.22 esitliginden ortaya ¢ikan HU,H2

minimizasyon teriminden goriiliir[27].
4.1.3 Bilgesel HSE

Bolgesel HSE yontemi ilk olarak Baines(1985) tarafindan agiklanmistir ve (4.3)
esitligindeki U, nin bdlgesel uygun eleman temel fonksiyonlartyla yazilabilecegini gostermistir.
Bu diigiimler yerine parga parca lineer siirekli olmayan temel fonksiyon durumundaki elemanlar

tizerinde bir toplam gibi U, (4.3) yazilir.

N

D" + w ) (4.18)

k=1

N
U, =Y (a,a,+5,8) (4.19)

=0

{7 :Temel fonksiyonlar, w{’: a,,s, ile iliskili katsayilar, j diiglim numarasi ve & bir
clemandir.
Temel eleman fonksiyonlart ¢{”,4® sekil 4.2 de gosterilmistir ve asagidaki gibi

tanimlanmgtir[28]:

X—5,.

,ﬁ"={~—i‘— ;4 SxSs, (4.20)
SpT8 - '
$;—Xx

;2)={ J s Sxss; (4.21)
S;p =84

Ss: a;, B, temel fonksiyonlar yardimiyla belirlenmis S,; uzayiyla aynist gibi bir boyutlu

durumda gosterilebilen ¢,§i ) temel fonksiyonlariyla belirlenmis uzay
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A 4

v

-l J Y- J

Sekit 4.2 Bolgesel Temel Fonksiyonlar

Miller tarafindan &nerilen HSE y8nteminde, residual ”U,—L(U)“2 minimize edilir. Bu

wi,w® tizerinde k. eleman igin minimize edilir [29].

<¢" U, - LU)>=0 (4.22)

<P U, - LU)>=0 (4.23)

419 ile verilen U, ile 4.22, 4.23 sistemi birlestirilir ve N sistem igin her biri 2x2 yazilabilir.

("/( Wy :b/{ k=1, ..... ,N (4‘24)
({}]
oy =| Tk (4.25)
k (2)
Wy
o <> <0007 > (4.26)
.‘k Aand .
<¢£2), lEI)> < 22)’ l£2)>
1))
p | <E S LE)> (4.27)
<¢P, LU >

Denklem (4.8) , (4.9) ve (4.20), (4.21)’den asagidaki esitlikler kolaylikla-goriilmektedir.

a, =¢12).l +g" (4.28)
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By=-m ¢ ~m 4 (4.29)
: 2
¢:'-).l>,¢jz_1 : j—1,/ eleman ve notasyonda k.elemandaki ¢ temel fonksiyonlar
2 2

Denlem (4.28) , (4.29) ve (4.19)’dan asagidaki iliskiler ¢ikarihir:

aj= j—-lé.’ =w® =w? (4.30)
2 73

a,=m 5, =w =wi) (4.31)
j+§ Jt=

Biitiin j diigtimleri igin elde edilir. (4.30) ve (4.31) esitlikleri 2x2 sistemi seklinde
asagidaki gibi yazilabilir.

M3, =w, (4.32)

a
.’] (4.33)

Mi=ly (4.3
=3
M}Zn
3 (4.35)
W, = .
/ wh
s

Bir boyutlu durumda Miller’in yontemi ve bolgesel yontem ayni uzayda ayni rezidiiyii
(kalan) minimize eder, tiiretilen HSE esitlikleri benzerlik gosterir. Bu yiizden asagidakilerin

yazilmasiyla;
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(,‘= Ck . M= M,‘ (4.36)

Miller’in global HSE matrisinin (4.14) asagidaki gibi ayriklastirilmasina neden olur {30].
A=M"CM (4.37)
C, M: 2x2 diagonal matrislerdir.

4.1.4 HSE ¢ in Varyasyonel Tiiretimi

Miller tarafindan Snerilen standart HSE yontemi varyasyonel yaklasim kullanilarak ta
tiiretilebilmektedir. 1983°de sonlu elemanlar yéntemiyle iliskili zaman bagim!li bir koordinat
dontisimil goz 8niine alinmigtir . Bu yaklasim igin kismi diferansiyel denklem tipinde asagidaki

esitlik gbz dnilne alinacaktir,

O

_a_t—L(U)=O (4.38)

xe€Q, te(0,7) T:Ensonzaman

x, ¢ ve yeni bagimsiz degiskenler &, ¢ arasindaki koordinat doniisiimii agagidaki gibi yazifir:
x=x(E1) 1=t (4.39)
Jakobiyen (4.40) e§itligindeki gibi tammlanir [31].

) (4.40)
o, 1)
[]>0 Vx,t (4.41)

Déniisiim (4.41) esitligini saglamak igin simrlandinhir. Bu Miller ‘in. ydnteminde penalty
fonksiyon uygulamasina benzer bir etki gosterir. (4.39) a benzer sekilde, u x ve 1 ye bagl

oldugu siirece x,¢ ve &, 7 arasinda bir koordinat déniisiimiine sahiptir.  asagidaki gibi olur[32]:

u=n(E, 1), =1 (4.42)
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zincir kurali yardimiyla u, asagidaki gibi elde edlir

A .~y
u, =u,T, +u:g,

(4.43)
Ters doniigiim 4.44 esitligindeki gibi gosterilir.
R
/'{5‘ 5*j= Xp o % (4.44)
e 4
0 1
ox
ou on on| ar
W 2 or 445
o Or of| Ox ( )
o5
u On_ou o4 (4.46)
& Or Ox or

Bu (4.38) esitligini asagidaki yapiya gevirir.
w-xu,—L(u)=0

4.47)
. Ou
o = —

or

. R x ve u igin deneme fonksiyonu olursa denklem (4.47) asag daki esitlige doniisiir:

R=u—xu, — L(u)

(4.48)
Varyasyonel problem simdi asagidaki gibi verilir:
1= [R2d (4.49)
Q
Bitiin uygun u ¢oziimleri ve x dontisiimleri igin minimize edilir. Eger varyasyonlar
\-=a‘((a"} z=5(0—x
or or

) seklinde verilirse , (4.49) esitligi biittin test fonksiyonlari (v,z) asagidaki
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esitliklerin elde edilmesini saglar [33].

J' (i~ %u, — Luyvdy =0 (4.50)
Q

J‘(z}—-.\"ux — 1)z 2 e =0 (4.51)
ox

Q

Biitiin bu uygun déniistimler ters gevrilebilir, (x,2) baslangi¢ ve sinir sartlarini saglar. x,u test
fonksiyonlar: x,, u, gibi ayrik yaklagimlar olarak yazilarak bu esitliklerin uygun versiyonu elde
edilir [34].

N

EN= Y x (DX, () (4.52)
J=1
N

w G0 =Y u, (1), &) (4.53)

=1

v, =¢ z, =X, (i=l,..,N). Eger ¢, ve X; , a; ve f; gibi temel fonksiyon olarak alimnirsa;
Miller tarafindan nerilen (4.13) esitligi elde edilir[35]. Ornek olarak (] >0 olacak gekilde

kisitlamalar yapilirsa 7, asagidaki yapiya donisiir.

l.=1+P, (4.54)

P.: Penalty(ceza) terimidir ve asagidaki gibi belirlenmistir[36].

b a
- j-‘-( x ]bc (4.55)
2| 8¢ ar 6(5

a

¢: Penalty(ceza) fonksiyonunun siddeti ve s bir parametredir. Koordinat doniigiimiintin .J
2

J“‘/mm ]
'/min

segilir. w: rezidiial ve penalty fonksiyonlarinin iliski boyutunu diizenlemek igin segilen bir

Jakobiyeninin  J,, degerinin minimum degeri agik¢a belirtilmistir ve 8(x)=u[

parametredir.
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4.1.5 Egimi Agirlastinlmis HSE

Miller yakin soklarla diigiimlerin kontrol probleminin iistesinden gelmek ig¢in EAHSE i
tanitmigtir [37] . Her nerede hizli bir hareket varsa; # nun zaman tiirevi L, stmirlart iginde
olmayan delta fonksiyonu olarak bulunur. Bu belli tipteki problemler ig¢in, rezidii
minimizasyonda kullanilan standart L, normu uygun degildir. Temel HSE y&ntemi dnceki gibi
kalabilir; fakat yeni bir yapi adim cephe problemlerinin tistesinden gelmek igin tanttilnusgtir. L,

yapisi asagidaki gibi belirtilir [38].
Wy = Jords (4.56)

= J‘(.)zW(m)dx (4.57)

1
Wmy=>0+m*)?2, m=|u]. Yeni yapinn bir diger kullanimi, x ‘e gbre rezidiiniin integralini
x g 2

almak yerine, rezidil bilegenlerinin edri boyunca integralini almaktir. Bu demcktir ki; elde
edilen ¢dziimler bu  yontem kullanilarak bulunabilmektedir. Bylece birbirine uygun diigiim
problemleri de ortadan kalkar. Global ve bolgesel HSE ydnteminde meydana gelen tekillik (bir
elemanin sifira gitme egilimi) agirhik fonksiyonlarinin kullanimina bagli olarak ¢oziimiin agi
uzunlugu boyunca ortaya ¢ikan minimizasyonu igine integre edildigi i¢in bu ydntemde meydana
gelmez. 4.1.2 bdliimiinde verilen u igin temel ve uygun fonksiyonlar kullanarak esitlikler
asagidaki hali alir [39].

'U —L =0
(@,.U, = LW))y } j=loN (4.58)

(B,.U, —=LU)y =0
4.56 ile iliskili igerideki elemanlar bu adi diferansiyel denklem sistemine bir ¢tziim verir.
AW y=g0») (4.59)

Y GNCY: JT JIEY O JEN—- )" (4.60)

8

(4.61)

(ar,«,a')zv (a,,ﬂ")N
, ) f i
A 1A4/I(a A'/ [(ﬁl’al)N (ﬂl’ﬂ,/)‘vj
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(a,.Lw))N) 462

e={g}, & =((ﬂl,L(U))N

A: 2x2 blok tridiagonal ve pozitif yari ayrik simetrik bir matristir .
4.1.6 Karakteristiklere Lagrangian Yaklagimi

Tek tiirevli terimleri igeren L{u) operatsrii icin: karakteristik y&ntemle uygunluk
gosterir [40]. Denklem 4.13fe alternatif fakat esit bir yaklasimda HSE sistemi (Mueller &
Carey(1985)) de tekrar tiiretilmistir {41].
u, +H(e,u,u,)=0 (4.63)
koordinat donilstimii x,¢ ve yeni bagimsiz degiskenler £,z arasinda belirlenir.

y=Xx(& 1), (=1, ulxt)=ul,1) (4.64)

Yeni degiskenleri kullanarak (4.63) esitligi Lagrangian yapisinda asafidaki gibi tekrar
yazilir[42].

~u X+ H(x,u,u,)=0 (4.65)

Uygun deneme fonksiyonlarina ait # ve x i U ve X ile simirlandirirsak , denklem (4.65)

agagidaki hali alir.
U-U X +HWX,U,U)=R (4.66)

R : residual (kalan) dir. Bu bdliim 4.1.2 de anlatilan global HSE y6ntemiyle aynt notasyonla
tekrar yazilabilir. U=a, X=s ve U,=m ile 4.66 csitligi Uc’z—m.é—H(X,l?,Ux) =R olarak
yazilabilir. Deneme fonksiyonunu parga parga.lineer olarak alinir. R sifira esit ve H(U) parga
parca lineer siireksiz fonksiyonlar igin gegerli olmasi durumunda denklem 4.66 asagidaki hali

alir:
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a—-ms+H(s,a,m)=0

j diuigtimii iginden (4.67) esitliginin her bir terimindeki sigrama goz

notasyonunu kullanarak (sekil 4.3 de goriildiigii gibi) elde edilir.

0-[m],s,+[H(s,a,m)], =0

[m]; #0 sartiyla 4.68 asagidaki esitlige doniisiir.

< [H(S, a, ”l)]j
AJ -—-—————[m]j

/

) -
»

J 3

4.67)

Oniine almrsa. |.],

k

Sekil.4.3 Ditgiimler ve Elemanlar Arasindan Sigramalar

Denklem (4.67) tekrar goz Sniine alinirsa ve bu m # 0 boyunca asagidaki esitlige ayrilir:

a . H
— =S t—=0
m m

daha 6nce oldugu gibi j digimii i¢inden sigramalari gbz Sniine ahinir.

[m™'),a; -0+[m™ H], =0

Buradan agagidaki esitlik elde edilir.

_mH,

a, = [m—']

!
g
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[m]; #0 oldugu zaman [m];l #0dir. (4.69 ve 4.72) esitlikleri bu durumda 4.32 esitliginin

¢oziimiine uygundur. Tekrar sigramalar g6z dniine alindiginda,

7 2

_ 0 (lal | _ (4l —mls],) 2
61[[6‘]/(] [sl, (4.73)

_ denklem (4.67) * i kullanarak, (4.73) esitligi asagidaki hali alir.

iy = L (4.74)

4.69 , 4.72 esitliklerini [s], — 0 ve diiiim sayilarini —» o olarak simirlandirilirsa; (4.75) esitligi

elde edilir.

§= O 0D i (4.75)

(4.75) esitliginde [s], —> O kabul edilirse agagidaki esitlik elde edilir.

j=-2H (4.76)
ox

4.2 iki Boyutlu Durumda Hareketli Sonlu Elemanlar Yéntemi

4.2.1 Giris

Bu boliimde iki ve daha yilksek boyutlarda hareketli sonlu elemanlar yontemi
incelenmistir . Bu y8ntemin segilmesinin sebebi , bir boyutlu durumda agiklanan yontemleri
gelistirmektir. Bunun igin ¢dziimiin elde edilmesini saglayan adaptif yontemler iizerinde
durulmugstur . Standart hareketli sonlu elemanlar ydntemi yiiksek boyutlu durumlara
genellestirilebilir ve bir boyutlu yapi ve ydntemlere uygulanabilir . Bununla birlikte yiiksek
boyutlu durumlarda global ve Bolgesel hareketli sonlu eleman yodntemleri agiklanirken
olugturulan matris yépnlarmda farkhlik gdsterir, Bundan bagka bir boyutlu durumda diigim
yigilmasina sebebiyet veren basit problemler iki boyutlu yapida {iggensel bir yapiya doniigiir ve
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paralellik kompleks yapida artar.

ilk olarak iki ve daha yiiksek boyutlu durumda hareketli sonlu eleman ydnteminin temel
tiplerini ve bunun bir boyutla arasindaki farklari gosterilecektir . Bir boyutlu durumda HSL
(hareketli sonfu elemanlar yontemi) yaklagiminda birgok degiskenler mevcuttur. Bunlar Ayirma
HSE , EAHSE (egimi afirlastirilmis sonlu elemanlar) , Global HSE ve Bolgesel HSE

yontemleri ile beraber iki ve daha yiiksek boyutlara genisletilmistir [43].

. 4.2.2 Global HSE

Bir boyutlu Global HSE yontemi dogrudan iki veya daha yiiksek boyutlara
genellestirilebilmektedir ve yapilan uygulamada yapilar ve yontemler benzerlik gdsterir. u
fonksiyonunun siirekli parga parga dogrusal yaklasimi U, asafidaki gibi yaklagik bir yapida
olsun ve kullanilan elemanlar iki boyutlu durumda tiggen , @i¢ boyutlu durumda tetrahedral

elemanlar olsun.

N
U=y a(Na,r,s¢) (4.77)

/=1

(=1.2,.,N) digim genlikleri ve « (r,s5(f)): temel fonksiyonlardir. Burada

re(Xy,.....%y) bir noktamin pozisyon vektdrii, N: diigiim sayist ve s=(si,...,sy) olan diigiim

pozisyon vektorleri ve bu vektorlerin her bir elemani s; =(X;,,.....Y, ) gibi koordinat
yapisinda gosterilir. Iki boyutlu durumda r=(x,y) ve ve s’nin her bir elemani 5, =(X,.¥,)dir.
«, j digimiinde 1 ve etrafindaki diigitmlerde 0 degerini alan piramitsel-parga parga dogrusal

sonlu eleman temel fonksiyonlaridir. 4.77 esitliginin 1 ye gore tiirevini alinirsa agagidaki esitlik

elde edilir.

u oU
U =Y a,()——+5,0OV,U (4.78)
J= o,

J

iki boyutlu durumda 4.79 deki esitlik elde edilir:

ou YaU

/5)‘(‘“ 'ja_Y 4.79)

N
S ; _
U, = E a0, -X

J=

Bu esitlik asagidaki gibi kisaltilabilir.
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N
U=)@,a +X,8 +Vy) (4.80)
=1

B, ve 7, asagidaki gibi her bir elemanda tanimlanan parga parga dogrusal temel
fonksiyonlardir.
ou ou

/}j ’—"""‘5{*‘0’1 7J.=—~E§aj (48])

ou
oX

f3, ve y; temel fonksiyonlari & fonksiyonunu destekler; fakat j duftimii boyunca biitiin

ou
NOT: ve —— X ve Y yoniinde sirastyla her bir elemanda U nun egiminin bilesenleridir.

eleman koselerinde siireksizdir.,

NN

« temel fonksiyonu B veya y temel fonksiyonu
Sekil.4.4 iki boyutlu durumda temel fonksiyonlar
Bir boyutlu yaklagima geri donersek; rezidii minimizasyonu 4.82 esitligindeki gibi yapilir[44].
Nt '
lu, - L (4.82)
N tane digimi kullanarak » boyutlu durumda 4,,$, (m=l...n j=l...N) gore

yapihr ve Nn+1) esitlik elde edilir.
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<U, - LU)a,>=0 (4.83)

<U, -LUYB, >=0 (4.84)

jm

/3, + n tane parca oarga dogrusal siireksiz temel fonksiyonlar ve 8, = —ﬂa , ile gosterilir.

n
iki boyutlu durumda 4.82 esitligini < ;»X;.Y; gbre minimizasyonunundan sonra, 3N tane

asagidaki egitlikler elde edilir[45].
<U,-LU),a; >=0
<U, —L(U),ﬂj >=0¢ j=1..,N (4.85)

<U,-LWU)y,; >=0

Denklem (4.83) , (4.84) veya (4.85) esitlik gruplart denklem (4.86) daki gibi yeniden yazilabilir.

Ay = 8(y) (4.86)
Y =(a,85..5ay,8y ) n-boyutlu  durumda ve  iki  boyutlu  durumda
y=(a,X . .. say,X,,Yy)" dir. Bitin durumlarda 4 kare simetrik ve efemanlarinda

temel fonksiyonlarin igeriklerini igeren bir matristir. A pozitif yar1 ayrik bir matristir. Ciinkii A
matrisi 4.87 esitligindeki "U . ||2 nin minimizasyonundan ortaya gikar. n boyutlu durumda (ij)

elemani (n+ /)’ eleman igerir ve asagidaki gibi verilir [46].

(<@,a;> <Pl > e <B.a; >
<a,B,> <ByBi> e <P B, >

A, = (4.87)
<. B> <BuBp> e <Bi:Bi >,
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< L(U),aj >
< L), >
&, = (4.88)

...........

<LWU).B, >

4.2.3 Bolgesel Temel Elemanlar

Eleman parga yapisini agiklamadan dnce eleman parga temel fonksiyonlarimnt belirlemek
gerekir[32]. ¢,§V) dogrusal eleman parga temel fonksiyonu olsun ve sadece v kosesinde 1; diger

koselerde 0 degerine sahip k. eleman olsun. ki boyutlu durumda v =1,2,3 Bolgesel diigim
numarasina sahip 4 eleman; Sekil 4.5°de goriildugii gibi bdlgesel temel fonksiyonlara sahip
olsun. Siireksizlik yaklagimlar # ve u, bu temel fonksiyonlara gére yeniden yazilir ve bdylece

yontemin siireksiz bir versiyonu ¢ e gore yazilir. Sonra U * nun siirekliliini elde etmek igin

simirlamalara bagvurulur.

(2)
4
0 3
k k
2 k 2
1 3
1 3
/ \
1 3

Sekil 4.5 iki boyutlu durumda bolgesel temel eleman fonksiyonlari[47]
U, yaklagimi blgesel temel fonksiyonlar bakimindan asagidaki gibi tekrar yazilir.

£ n+l

U, =Y 2 w08 (r,s(0)) (4.89)

k=1 v=1

E: eleman sayisi, n: boyut, r noktanin pozisyon vektorii ve s diigtimlerin pozisyonlari
U, yeni yaklagimini kullanarak (4.82) esitligini minimize edersek; w,"” (v =1,23, k=12......E)

asagidaki egitlikler elde edilir.
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<¢".U, -LWU)>=0 (4.90)

<2 U, -LU)>= 0 (4.91)

<> U - LWU)>=0 (4.92)

n-boyutlu durumda bu (4.93) esitligindeki gibi genellestirilir.

<gPU -LU)>=0 i=l...n (4.93)

Biitlin durumlarda (4.90) , (4.291) , (4.92) veya (4.93), esitlikler 4.94 deki sistem gibi

yazilabilir.
Cow, =b, (4.94)

Gy (nt+1) x (n+1) boyutunda kare matrisdir. Eger temel fonksiyonlar w nin uygun bir sekilde

segilirse aggaidaki esitlikler elde edilir:

w, = (W e, W W WY b=gby) (4.95)
<¢", L(U) >

b, = (4.96)
< ¢,§m~l),L(U) >

LrU)  ler aym elemana sahip olmadig: siirece ¢,f”) ler C' deki sifir olan elemanlara bélgesel

olarak destek verir ve bdylece C matrisi blok kdsegen bir matris olur. Bu C={C,} ve C;.={C4}

gibi C matrisini verir.

<V gP > <P, > s e <g", g0 >
(M £(2)
<@, ST dhiiee deeveser esessse aiseeseens
¢, = b9 (4.97)
<@, 8 N > s e e, <" gl >



iki boyutlu durumda C blok késegen bir matristir ve elemanlari 4.98 esitligindeki gibidir.

N 2 1 1
g:—él 2 1
11 2

(4.98)

A, : k elemanin alani

Goriildiiga gibi, simirlamalar uygulanirsa denklem(4.89) ile denklem (4.78) aynidir.

'w,/j)j =W, (4.99)

M;: @, ’nin yazilmastyla elde edilen dikdortgensel bir matristir ve (v =1,..n+]) e gore
B,=(B, s B,) dir. M matrisi diglim numaralart kullanilarak kdsegensel dikdartgen M

elemanlarindan olusur.

4.78 esitliginden;

N
U, =) (a,a,+pB3)) (4.100)
J=l
=y'a (4.101)
yazilr. o = (a,,ﬂ{/', ....... ,aN,ﬂ,'f,') . B, temel fonksiyonlarin tanimlamasindan 4.100 esitligi

4.102 esitligine doniisiir.
N
U, =Y (a,-VUs,)a, _ (4.102)

=l

Benzer sekilde, (4.89) esitliginden (4.103) esitligi elde edilir.
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=w'g (+.103)
¢ ={d"" (r.s(t))). Her bir a, #% larin toplami oldugu igin 4.104 esitligi yazilabilir.

a=M"¢ (4.104)

M: | ler, 0 lar ve VU lardan olusan dikddrtgen bir matristir. M; bloklariyla olugan (diigiim

numarast kullanarak) blok kdsegen bir matristir. 4 =< @, > ise asagidaki gibi yazilabilir.

A=M"CM (4.105)
Bu iki ve daha yiiksek boyutlarda kullanilir.
4.2.4 Egimi Agirlagtiriimis HSE

EAHSE ydntemi Miller tarafindan agiklanmistir ve yitksck boyutlu durumlara da

uygulanabilmigtir [54]. Tekrar #, — L(x) = 0 kismi diferansiyel denklemini goz ontine alirsak;

x ya ayni yaklagim yapilir ve U, asagidaki gibi elde edilir.

N
U =Yaa,+X,B,+Yy, (4.106)

J=l

veya (4.107) esitligindeki gibi elde edilir.

N
lJ,:Zc‘zj?—q-+Xjﬂ]—+Y,9—U— (4.107)
< oa, ox, ey,

iki boyutlu durumda (4.108) veya (4.109) esitligindeki hali ahr.

N N
Uy =D a0+ 5,08, (4.108)

=l m=]
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N
U, =Zd/(l)~a——l—]—+.§l(t).VSjU
=1 ' aaj ’

(4.109)
Miller’e gore temel hareketli sonlu eleman problemi L, normu hareketli cepheli

problemler i¢in uygun degildir. Yani biitiin diigtimler egrinin en dik kismina dogru hareket eder.

-1
Iki boyutlu durumda #(1+u2 +u2)2 terimi yiizey alaninin L, fonksiyonu ile sinirlandiriimistir.

Bu yiizey alam cephenin dikliginden bagimsizdir ve bdylece bir ¢ok tatmin edici diigiim
yerlesmesi iiretir. Benzer bir diisiince tatmin edici bir agirlik fonksiyonunu bulmak igin yiiksek

boyutlu durumlara uygulanabilmektedir. Bunun i¢in minimizasyon islemi incelenecektir.

U, - L) 4.110)

egimi agirlastiriimig normu kullanirsak;
o - L(U)"i, - || o - L(U)];ds 4.111)

= J'[U ~ LU wdxdy (4.112)

-
elde edilir . 1ki boyutlu durumda agirlagtiriimis fonksiyon w=(l+uf+uf,) 2 dijgiimlerin

¢Oziimiin hizla degistigi bélgede yogunlastirilmasm: saglar. Bu ydntem hareketli sonlu eleman

esitliklerine bir ¢6ziim olugturur.

(U, ~-LW),a;)y =0 (4.113)
(U, —LWU), Bi,)n =0 (4.114)
i=1,...,Nve m=1,...n. ki boyutlu durumda asagidaki esitlikleri elde edilir.

W, =LU)a,)y =0 (4.115)
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U, = LU).B,)y =0 (4.116)
(UlgL(U)t}/l)N:O (4.]17)

Elde edilen esitlikler global hareketli sonlu eleman yontemi kullanarak (iretilen

esitliklerle benzer durumda ¢oziiliir.
4.2.5 Bilgesel Hareketli Sonlu Elemanlar Yontemi

Iki veya daha yiiksek boyutlu durumlardaki bdlgesel hareketli sonlu elemanlar y8ntemi
bir boyutlu durumdaki gibi ayni yontemleri kullanir. U, Bolgesel temel fonksiyon g¢;"

kullanarak siirekli bir sekilde yakinlastirihr. Boylece asagidaki esitlik elde edilir.

I n+l

Uy =223 w0 (.50 (4.118)

k=l =l

E: eleman sayisi, n: boyut, r: bir noktanin pozisyon vektdril ve s diifiim pozisyonunu

gostermektedir . Iki boyutlu durumda bu denklem 4.119°daki gibi basitlegtirilir.

¥
Uy =D w8 + wPg® + wg() (4.119)
k=l

" : Bolgesel temel eleman fonksiyonlari
Global hareketli sonlu eleman matrisinin ayriklastirilmasini elde etmede bélgesel temel
fonksiyonlarin nasil kullanildigina gegelim. Tekrar minimizasyon iglemini yazarsak;
[, ~ L) (4.120)
wy tizerinde (4.121) esitligini vermek igin kullanilir.

< U, ~LW)>=0  i=l...n+] (4.121)

< U, -LW)Y>=0 =123 (4.122)
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Her bir eleman igin iki boyutlu durumda (4.123) esitligi yazihir.
C‘kwk =b/{ (4.]23)

iki boyutlu durumda 3 x 3 bir sistem elde edilir ve C; asafidaki gibi tanimlanir.
11

C,=—tl1 21 (4.124)
I 2

A, : k elemaninin alani ve b, asagidaki gibi yazilir:

<), LUy >
by =| <P, LUy > (4.125)
<P LWy >

n boyutlu durumda asagidaki esitlik elde edilir.

Her bir j diigtimil igin yukaridaki esitlik elde edilir. iki ve daha yiiksek boyutlu durumlarda M

matrisi dikd6rtgen bir matristir. Bunun yerine asagidaki sistem ¢oziiliir.
M]D,M,;5=M'Dw, (4.127)

D; C; nin kdgegenidir. iki ve daha yiiksek boyutlardaki bslgesel ve global yontemler

esit degildir; ¢iinkii C yerine D matrisi kullanilir. 4.2.4 bsliimiindeki EAHSE yontemi Bolgesel
yontemdeki (.,...)n kullanarak bulunabilen benzer bélgesel bir ydnteme sahiptir.

Bir boyutlu durumda bdlgesel ve global yontemler hemen hemen aynmidir , fakat iki ve
daha yiiksek boyutlarda bu dogru olmaz. Bélgesel yontemler de iki boyutlu durumda
kullanilabilmektedir , fakat genellikle iki asamali olarak kullanilir. Minimizasyon isleminde
kullanilan agirlagtinllmig fonksiyon tipine bagimh bolgesel ve global y6ntemlere bir kaynak olan

iki asamali y6ntem gesitleri ¢oktur. Bir boyutlu durumda bu yontemler global ve bdlgesel
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hareketli sonlu eleman yonteminin esitligi ytiziinden bir yonteme kaynak teskil eder.
4.2.6 Lagrangian Yontemleri
Bu y6ntem karakteristik yontemle hemen hemen benzerdir. Asagidaki esitlik gz 6niine

alintrsa;

u, +a(uu, +b(uu, =0 (4.128)

Bu esitlige gére Lagrangian yontemi asagidaki gibi-olur:
i=0, x=a(), y=Db) (4.129)

Bu karakteristik yontemle aynidir. Yani &~ xu, - yu, denklem(4.129) igine yerlestirilir
ve denklem (4.129) esitligini elde etmek igin w,.u,nin katsayilari kargilastirilir. iki yontem

arasindaki fark esitliklerin ayriklastirilmasinda ortaya ¢ikar. Bu asagidaki esitlik diisiiniilerek

daha kolay goriilebilir [48].

u + H(x, y,uu,u,)=0 (4.130)

Lagrangian yontemiyle verilen

=0 (4.131)
x ve y nin herhangi bir degerleri 4.132 esitligini saglayabilmektedir.

g+ yuy=H (4.132)

Karakteristik ySntem ¢6ziimii de asagidaki gibidir:

. oH oH
11=—H+ux—a——:+uy$y (4.133)
g2 (4.134)
- Ouy,
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y= o (4.135)

Ou v

Eger bu esitlikler sonlu elemanlar ya da sonlu farklar yontemiyle ayriklastirihrsa farkls
esitlik takimlarinin elde edildigi goriiliir. Ozellikle ##0ise ¢ok kiigiik bir deger alabilir.
Yukarida agikladigimiz hareketli sonlu elemanlar ydntemi biraz farklihk gosterir; fakat
yaklasimlarin hepsi Lagrangian yontemleri ya da karakteristik yontemlerdir. Bu yilizden #
daima kiigitk olur. Lagrangian yontemi niimerik olarak uygulandigi zaman uygundur.

Lagrangian yontemi uygulandifi zaman diigtimler arasindaki dogrusal elemanlar dogrusal

kalmazlar.,

4.2.7 Koordinat Doniigiimii

x ve & sirastyla fiziksel ve hesapsal koordinatlari gostersin . Bu ortamlar arsindaki

bire bir d3niistimii denklemleri asagidaki gibi yazilir :

x=x(&0), £€[0,1]
x(0,0)=0, x(L,1)=1

t zamani g8stermektedir. Bdylece asagidaki notasyonlar kullanilir,

£ E%’;—E%ll sabit (4.136)
of .o .

£, =L = L sabi (4.137)

o = i|l sabit = —af—|t sabit—a—x—lt sabit (4.138)

o0& 8¢ Ox o0&

f = i = z|§ sabit = Qj:|t sabitéilf sabit + gz-lx sabit (4.139)
dar ot ox ot ot

keyfi bir f fonksiyonu igin f = f(x,t) = f(x(&,£).1) bu esitlikler yazilabilir. Hesapsal bir

ortamdaki diizenli bir ¢6ziim ag igin;

& ==, i=0l..,n (4.140)

i
n
olarak ‘yazilir. n pozitif belli bir tamsayidir ve {x,,x,...... ,x,) yardimiyla x de uygun ¢oziim
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agint gosterir. Bu hesapsal ortamdaki keyfi f fonksiyonunun degerleri asagidaki gibi ifade
edilir[49].

fi =10 (4.141)

Segilen bir monitor fonksiyon igin M(x,z) ( > 0) kismi diferansiyel denklemin bir boyuttaki

¢6ziimiinde hesapsal hatanin dlgiisiinii saglar. Bu kabul altinda esit dagilim fikri agagidaki gibi

yazihir .
(&) 1 1
[Mee = — [Ma (4.142)
X&) N
(&) 1
|Md =&, [Ma (4.143)
0 0

(4.142) esitligini £ ' a gbre bir defa tiirevi alinirsa White”in kullandigt esitlik, iki defa tiirevi
ahinirsa Baines’in kullandi1 asagidaki esitlik elde edilir [50].

0 ox
—(M—=)=0 4.144
ag( ag) ' ( )

Bu yaklagimlar takip ederek, denklem (4.144) , Dirichlett sinir sartlart (x(0)=a. x(1)=b)
yardimiyla belirlenen monitor fonksiyonu igin bir esit dagilim 1zgaralamasi iretir. Bununla
birlikte; (4.144) esitligi, M sadece x’e degil aym zamanda u ¢dziimiine de bagli oldugundan

non-lineerdir. Bunun {istesinden gelmek igin,
(M")xE), =0 (p=0,1,..) (4.145)

denklem 4.145°deki gibi iteratif bir yaklagim nerilmistir[S1].
Yari kapali formda asagidaki gibi yazilir.

M(x? Yl =50 = M )™ = %071 = 0 (4.146)
2 2

(4.146) esitligi Jacobi iterasyon metodu gibi yontemlerle kolaylikla ¢oziiliir.
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Bir fonksiyonun dogru bir sekilde belirtilmesi igin bir egit dagihm 1zgaras: {iretildigi
zaman monitor fonksiyonun degerleri tiimiiyle bilinir ve iterasyon genellikle lzli ve basaril
olur. Bununla birlikte; diferansiyel esitligin dogru bir niimerik sonucunu elde etmek igin
uyarlanan ¢dziim aginda bu tip iteratif yaklasim kullamildiginda, 1zgara ve ¢oziimiin sirayla
glincellestirildigi bir yaklagimi kullanmak daha yaygindir. Boylece ¢dziim, ¢oziim aginin

degisen durumlar arasinda interpole edilerek elde edilir.
4.2.8 Monitor Fonksiyonun Secimi

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimiindeki en énemli konu 1zgaranin veya ¢6ziim
aginin uyarlamali tiretimidir. Iki veya daha yiiksek boyutlu durumda, bu ¢6ziim ag iiretimi ve
uyarlamasi genellikle varyasyonel yaklagim kullanilarak yapilir. Bu varyasyonel yaklagimda
uygun koordinat déniigiimii yapilarak fiziksel ortamdan hesapsal ortama gegis yapilir. Farkli
¢oziim aglar1 fonksiyonun nastl formille edildiine ve minimizasyon probleminin nasil
¢oziildiigiine baglidir. Cziim a1 iiretim isleminin karmagikhg: ve fiziksel ve hesapsal ortamin
sekillleri koordinat dénﬁsﬁmﬁndén kuvvetli oranda etkilenir ve fonksiyonelin kendi davranigini
tamamen tahmin etmek ¢ok zordur. Bu tahmini yapabilmek ve ¢8ziim esnasinda ¢Gziim
agindaki degisimi kontrol edebilmek; uygun monitor fonksiyonu segimiyle saglanir.
Formiilasyonlarda M ile gosterilir[52].

En basit olan M=1 durumunda, esit bir gekilde yayilmis izgara tretir. Bu monitor
fonksiyon [41] de sinirlar hareket ettirilerek hareketli ¢oziim agr yonteminde kullanilmuistir. Esit
dagilim teknigini kullanmanin en nemli &zelligi sonugta elde edilen 1zgaralarin, ¢oziimiin hizh
degistigi bolgelerde yiiksek yogunluga, az degistigi bolgelerde az yogunluga sahip olmasidir.
Bu, i1zgaralarin uygun sayisal yontem kullanildigi zaman diferansiyel denklemin en iyi
¢Oziimiinil sagladiginmi godsterir. Bu sebepten dolayr monitor fonksiyonun u ¢&ziimiiniin tiirev
terimlerini igermesi yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Bu durumda; en basit fikir x ‘e gbre
v’ nun ilk tiirevini kullanmakt:ir[53].

M=] u, |
Bir monitonik fonksiyonlar iizerinde gradient monitorun etkisi , ¢oziim degerlerinin aym

boyutta olmasi demektir.

[Mex =, -u, (4.147)

Monitor fonksiyonun popiiler segimi bir gok ¢dziim ag1 ve hareketli ¢6ziim agt yontemlerinde

kullanilan ¢6ziimiin yay uzunlugudur.
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M = \/'1+ux2 ....... agi-uzunluk monitor fonksiyonu (4.148)

Bu ag1 uzunluklu monitor gradient monitorden daha diizgiin bir ¢6ziim ag1 verir. Ozellikle 1 * da
cok biiyiik degisimler ortaya ¢iktiginda etkilidir. Pratikte yay uzunluklu monitor terimindeki

tiirev terimi (u,) ¢ofu kez bazi parametreler( &) yardimiyla Slgeklendirilir. (Denk 4.149)
M =1+ au} (4.149)

Tek boyutlu durumda diizensiz hesapsal ¢6ziim aglari diretildigi zaman esit dagilhim
ilkesi yaygin olarak kullanilmasina ragmen, genisletmek iki boyuta genisletmek giigtiir ve bagka
bir yonteme itiyag vardir. Iki boyutlu durumda grid iiretim yaklagimini kullanmistir. Bu
makalede daha yiiksek boyutlu izgara {iretiminin birgok temel yontemleri anlatimisur. ki
boyutlu 1zgara liretim yaklagimi hesapsal ortam Q. den fiziksel ortam Q, ye koordinat
donilgiimil Gizerine temellidir. Herbir b8lgenin materiyal 6zelliklerini yansitabilmesi i¢in verilen
bir problem igin ¢dziim ag farklt ortalama ¢dziim ag) araliklariyla bolmelenmis olmast gerekir.
Bu ¢dziim agindaki araliklar diizgiin bir sekilde degistirilmelidir. Lineer interpolasyon sinir ve
i¢ yiizey boyunca ¢6zlim ag1 noktalarint yerlestirmek igin kulanilabilmektedir, fakat bu yontem
keygi slekillerin dahili bdlgelerindeki noktalar i¢in uygun degildir.

Tatmin edici bir ydntem potansiyel problemi gibi (Laplace esitligi) bdimelenmis bir
¢oziim ag1 i¢in formiile edilebilmektedir. Hesapsal eskenarli liggen elemanlarla gosterilir.
Boylece Laplace esitligini saglayan &(x,y) ve n(x,y) nin ters koordinat déniistimii yardimiyla
asagidaki esitlikleri elde edilir[54].

V=0 E=sbt (4.150)

Vip=0 n=sbt (4.151)

Bu iki denklemin (4.150 ve 4.151) ¢6ziimii £ ve 7 sabit oldugunda es potansiyellerinin kesisimi

ile sonuglanir. Daha sonra gerekli ¢oziim ag1 doniisiimlerin ters gevrilmesiyle elde edilir.Bu iki

denklemi (4.18 ve 4.19) Jacobiyen J = y,y, — x.¥, kullanarak x(&n) ve y(5 n) terimleri

i¢ine konulur. Boylece bu iki denklem asagidaki ifadelere doniisiir.
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=4 _x'l — 1 o
Sy —7 ny —_7.})5 (4.15_))

Ters Laplace doniigtimii yardimiyla denklem (4.154) ve (4.155) asagidaki denkleme

dontistiiriliir.

AYg: = 2PV ey + Wyy =0 (4.155)
a=(x,+y,)
B=(xx,+y:5,) (4.156)
7 =(x;+y:)

Bu egitlikler temel kisimlart Winslow‘da anlatilan sonlu farklar metodu yardimyla
ayriklastirtlabilir ve Over-Relaxion algoritmasi yardimiyla ¢6ziilir . Laplace esitliinin
ortalama 6zelliginden dolay: olusturulan ¢8ziim ag1 bazi durumlarda diizgiindiir ve kolayhkla
dortgen ¢dziim aglar i¢in uygulanabilir. Dikkat edilirse yontem, 1zgarada temsil edilen niimerik
¢Oztim veya fonksiyonla iliskili degildir. Bu [lk 1zgara iretim algoritmasinin amaci (4.154 ve
4.155) esitliklerini kullanan sinir sartlariyla belirlenmis sekle sahip 6zel bélgeye adapte edilinis
1zgaralari {iretmektedir. Winslow‘un metodu egrisel yiizeyleri modelemek igin de kullanilmigtir
. Bu fikri gelistirilmis ve 1zgaralarin birbirine diklii ve diizgiinlestirme gibi ¢dziim aginin
degisik ozelliklerini kontrol etmeye izin veren bir ydntem gelistirilmistir.Laplace esitligini
¢6zmek; asagidaki esitlikteki ¢oziim agi diizgiinlestirme ile ilgili fonksiyonu minimize etmekle

es degerdir. £2. hesapsal ortam tizerindedir.

1, = [lvey +(vnyav (4.157)
Q,

Benzer sekilde, ¢6ziim aginmin orthogonalligiyle iligkili fonksiyoneli minimize etmekle birlesik

Euler esitliklerini ¢ozmek suretiyle ortogonal bir 1zgara firetilir . (Denk 4.158)
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Iy= [(Vevnyav (4.158)
Q,

Pratikte Bruckbill ve Saltzman , bu gibi fonksiyonlarin lineer kombinasyonlarini kullanmay
onermigtir.Makalelerinde, varyasyonel yaklagim kismi-diferansiyel denklemin niimerik ¢dziimii
icin kullamlmis ve sonuglari gostermistir ki; secilen fonksiyon minimize edildigi siirece
niimerik hatalar artmugtir . Bu yiizden tek boyutlu esit dagilhimda monitor fonksiyonunun etkisini
yansitan yiitksek boyutlardaki fonksiyonun segim fikrinin gelisimi incelenmelidir . Denklem

(4.159) 1zgara adaptasyon fonksiyonunun genel bir formunu sunar.

I[£&.0]== [[VE"G'VE+VIG; 'V ] dvdy (4.159)
Qﬂ

1
2

G,ve G, , monitor fonksiyonu olarak verilen simetrik pozitif belirli matrislerdir. Istenen

¢Oziim ag1 doniiglimii, Euler-Lagrange esitlikleriyle birlestirilmis ¢6ziimden elde edilir.
VAG'VE) =0 (4.160)

V.A(G;'V)=0 (4.161)
Dirichlett sinir sartlariyla birlikte yukaridaki iki esitlik (4.160 ve 4.161) fiziksel ortamdan
hesapsal ortama doniigiim saglar. Yukaridaki G, ve G, monitor fonksiyonu bir uygulamada

asagidaki gibi kullanilarak dogru sonuglar elde edilmistir.

G =G, = -1—(1+VuVuT) (4.162)

L+ v
Istenen ¢oziim agt doniisimiinii elde edebilmek igin bu fonksiyonel g¢ati dzellikle
yiiksek boyutiu hareketli metodun temeli gibi kullanildigi zaman popiilerdir ve yaygin olarak
kullanilir [46]. Bunu tamamlamak igin, tek boyutta fonksiyonu minimize etmekle verilen M

monitor fonksiyonur igin esit dagihm denklemleri elde edilir.

11 of. 2 |
[[E]=—= |—(— dx 4,163
[¢] 20M(6x) (4.163)

Denklem (4.163) deki bu genel ifade yiiksek boyutlu hareketli ¢oziim agi yontemlerinin bir
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kismini olusturmaktadir. Izgara iiretimi i¢in esit dagihmun iki boyutlu alternatif bir uygulamast

gOsterilmigtir [47].

V(M (m)Vgn) =0 (4.164)
Yukaridaki denklemde n , Vu ve £=(§,m) , nin yodnii boyunca bir koordinattir. Bu Vu ‘nun
yoniinde lokal bir esit dagilim igine ddnistiiriiliir. # yerine x veya y yazarsak daha Oncede
belirttigimiz Eular-Lagrange tipinde bir esitlik elde edilir[55].

VoM Vx)=0 (4.165)

VEMVp)=0 (4.166)
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S. UYGULAMA

5.1 Sonlu Elemanlar Yéntemiyle Bir Transformatdriin Manyetik Biiyiikliiklerinin Hesaplanmas:

Bu g¢aligmada Sekil 5.1°de goriilen bir transformatdriin manyetik biiyiikltikleri sonlu elemanlar
yontemi ile hesaplanmistir. Bu transformatrdeki simetri durumundan dolayi dértte bir kismin
incelenmesi yeterli goriilmily, elde edilen sonuglar dortle garpilarak trafonun tamamimin analiz

sonuglan elde edilmistir,

demir bélge
\
)
bakr
lletkenlar
o
N\
< A
simetni
eksent

Hava
bolgest

Sekil 5.1 Sonlu elemanlar yontemi ile incelenen transformator

5.1.1 Coziim Bolgesinin Belirlenmesi

Bu problemin ¢éziilmesi igin ilk dnce transformatdriin diginda vektor potansiyel degerinin sifir
oldugu bolgenin belirlenmesi gerekir. Bu ¢aligmada bdlmelemenin yapildig: sekilde goriilen simirda
“potansiyel degerinin sifir oldugu kabul edilmistir. Ancak buradaki potansiyel degerinin teoride sifir
olmadigr da bir gergektir. Bu sinir transformat6rden ne kadar uzakta alinirsa sifir potansiyel degerine o

kadar yaklagihir. Bu durumda ¢8zim sonuglari daha dogru olacak yalmz yapacagimiz islemler

62



uzayacak ve ¢dziim islemleri zorlasacaktir. Bu sinirlari otomatik olarak genisleten programlar da

vardir. Ancak bu ¢aligmamizda bu teknikten faydalanilmamig ve alinan bu sinirin hesaplamalara

yapaca@ etki ihmal edilebilir bulunmustur.

5.1.2 Coziim Agimin Olusturulmasi

Bilgisayarli grafikte kargilagilan en eski problemlerden biri verilen dort sinir edrisine gore, bu
siur efrileri ile tammlanacak .yiizeyi modellemedir. Transformatdrde dort sinir egrisine gore
tanimlandi@i i¢in ¢6ziim agi iiretimi Coons yiizeyi yardimiyla gergeklestirilmistir. Sinir egrileri x(1,0),

xtu, 1), x(0,v) ve x(1,v) olmak iizere; bilineer Coons yamas: agagidaki gibi ifade edilebilir.

x(u,v) = (1 —u)x(0,v) + ux(,v) + (1 - v).x(u,0) + vx(u,]) -

i u][x(0,0) x(O,l):l[l—v] (5.1

x(1L0) x(Lh) | v

Burada x(0,0), x(0,1), x(1,0) ve x(1,1) her bir kdse koordinatidir. Sinir efrileri ayrik noktalardir. Bu

cgrileri firetmek igin herhangi bir egri modelleme teknigi (Bezier, B_Spline vb.) kullamlabilir.
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Sekil 5.2 Coons ylizeyi

Bezier ve B_Spline egrileri verilen kontrol noktasina gore birer yaklagim egrileridir. Bu egri
modelleme teknikleri gelistirilmek suretiyle, Coons ylizeyi olusturulma asamasinda simir egrilerinin
hepsinin tutulmas: ve saklanmasi problemi ortadan giderilerek sadece kontrol nokialarinin tutulmast

ve islemlerin buna gdre yapilmasi hizh bir sekilde ¢ahismayr saglanmistir. Denklem (5.2) Bezier

egrisinin genel halini géstermektedir.
P(u)=> B,J, (u) (5.2)
1=0
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J, (u) ; Kaynastirma fonksiyonu denk (5.3)" deki gibidir.

J,, W)= (’:J cu' - (-u)™ (5.3)

Burada » Kontrol nokta sayis1 ve B;; ise kontrol noktalaridir. Siur egrilerini elde etmek igin
kullanilan diger bir egri modeleme teknigi de B_Spline egrileridir. Denk (5.4) B_Spline egrisi genel
halini gostermektedir. # kontrol nokta sayisi, B;; ise kontrol noktalar: ve k ise iiretilecek olan egrinin

derecesidir.

Pw)=Y BN, ()
i=0

1 x Su<x,,.igin
N — i i+l p
() {0 dig (5.4)
Nl.k (u) = (ll “x‘ ) ¢ Nj_k‘-[ (u) + (xH'k - u) . Ni%l,k—l (l() (5.5)

Xivk-1 ~ % Xivk = Xinl
Sckil 5.3” de Bezier ve B_Spline egrisi rnekleri goriilmektedir.

BI " Bz=

BI " : 33
Bs

Bo le
Sekil 5. 3 a) Bezier egrisi b) B_Spline egrisi
5.1.3 Coziimiin Elde Edilmesi

Transformatdriin sonlu elemanlar ile ¢6ziimiintin yapilabilmesi i¢in transformatdre ait tiim
tiggen elemanlarin numaralari, kdge diigiim numaralari, her bir ficgen elemani olugturan diigimlerin
koordinatlan ve elemanin bulundugu bslge bir dosyaya, elemanlarin bulundugu b&lgeye gore J akim
yopunlugu ile carpilan S degerleri baska bir dosyaya uygun formatta yazilmigtir. Bu dosyalar
olusturulduktan sonra her bir liggen eleman igin bulundugu bdlgeye gore uygun S degerleri

hesaplanir. Daha sonra bu S degerleri daha dnce agiklandigy gibi [ST] matrisinde yerine yazilarak bu
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matris clde edilir. Akim yogunluguna sahip diigiimler i¢in [RHS] matrisinde bu degerler atanir. Stfir
potansiyel degerine sahip diigiimlerin bu degerleri [ST] ve [RHS] matrislerinde yerlerine yazilarak
[ST][A]=[RHS] matrisi elde edilir. Gauss eliminasyon ySntemi yardimiyla bu matris ¢dziilerek vektor

potansiyel degerleri elde edilir. Céziimii yapilan transformatdr igin akim yogunlugu J=4000000
Alem? olarak alinmis ve ¢oziim sonucunda E=4.42432 J ve endiiktans L= 9.0223.10 H olarak

hesaplanmigtir. Bu vektdr potansiyel degerlerinden faydalanilarak uygun es potansiyel egrileri elde

edilmistir.

AN . s o
N
S
Hava
NP bolgest

SRR

Sekil 5.4 Transformat8riin % luk kismi

5.2 Harcketli Sonlu Elemanlar Ydntemiyle Transformatdriin Manyetik Biiyiikliiklerinin

Hesaplanmasi

Hareketli sonlu elemanlar yontemiyle transformatdriin  manyetik  biiyiikliiklerinin
hesaplanmasi islemi yapilirken dikkat edilmesi gereken nokta uygun monitor fonksiyonun secimidir.
Bu uygun monitor fonksiyon yardimiyla ¢8ziim aginin kontrolii saglanir ve ¢bziimiin hizla degistigi
bolgede ¢oziim agnin yogunlastirilmasi , yani daha fazla tiggen eleman kullanimi saglanmistir. Coziim
agi iizerindeki eleman. ve diiiim sayisi sabit tutulmakta fakat ¢dziimiin hizla degistigi bdlgeye dogru
bir yogunlagma saglanarak daha hizli ¢6ziim elde edilmektedir .Yapilan hesaplamalarda yaygin olarak
kullanilan sonlu elemanlar ydntemiyle elde edilen sonuglara yakin degerler elde edilmistir. Buradaki
tek fark; klasik sonlu eleman analizinde kullanilan ana matrise gore matrisin boyutunun daha kiigiik
bir bagka deyisle daha az sayida elemandan olusmasidir. Ciinkii sadece ¢6ziimiin hizli degistigi
bolgeler iizerinde islemler yapildig igin daha az sayida veriye ihtiyag duyulmustur. Hareketli sonlu
clemanlar yéntemi , yaygin olarak kullanilan sonlu eleman ydntemi sonuglari ve her iki program

sonucu clde edilen degerlerin kargilagtirildig: grafik bundan sonraki béliimde verilmistir.
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5.3 Gelistirilen Programin Yapisi ve Sonuglar

Uygulama olarak sekil 5.1‘de verilen transformatdriin hem yaygin olarak kullanilan sonlu
clemanlar ve hem de hareketli sonlu elemanlar analizini yapabilmek igin C++ tabanli bir yazilhim

gergeklestirilmistir. Programin sonuglar1 asagidaki gibidir.

5.3.1 Yaygin Olarak Kullanilan Sonlu Elemanlar Analizi Program:
Programm yaygin olarak kullanilan sonlu elemanlar analizi yapan kisminin pargasi asagidaki

gibidir,

e TRAFQ alez PROGRAMT -~ e i o e
- Dugum Humaram ve koordiatlar: =szz=ssssszzas —
~eeo= Eleman Numarasi ve Dufiim Numarasi S
-—=—— f Uektor Potansiyel Dederleri icin sozsczssosd 3 -

~~~~~ B Manyetik Ak1 Yofunluffu leri icin =sss=zzzzad 4 e
s e e e MESH CIZ2TMI zoa: I

" s s et e e i E(ﬂ{[[}[{ e e
4 et e C[K] N o e FTRBERZLETE= 2 B0 S TE SR 28R AR

Sekil 5.5 Yaygmn olarak kullanilan sonlu elemanlar program yapis:

Programin galigma sirasina gore verdigi sonuglar asagidaki gibidir. Programi ¢alistiritdiginda

zaman Sekil 5.5¢°deki menii gikar ve istenilen degerleri ya da sekilleri gérmek igin 1 ile 6 arasindaki
- rakamlara basilir.

I numarali butona bastldigi zaman trafonun sonfu eleman analizinde kullanilan diigtimlerin numaralari
ve koordinatlarini hesaplanir.
2 numaral butona basildif1 zaman elemanlarin numaralan ve bu her bir elemanin hangi numarali
diigiimden olustugu goriiliir.
3 numarali butona basildig) zaman ana matris [S] olusturulup ¢dziildiikten sonra hesaplanan A vektor
potansiyel degerleri goriiliir.
4 numarali butona basildigi zaman bu hesaplanan A vektdr potansiyelini kullanarak B manyetik aki
yogunlugu degerleri elde edilir.
5 numarali butona basildig1 zaman yaygin kullanilan sonlu eleman analizi i¢in gerekli olan ¢éziim ag
goriiliir.(Sekil 5.7)
6 numaralr butona basildifi zaman A vektdr potansiyel degerinden yararlanarak transformatériin es

potansiyel egrileri goriiliir.(Sekil 5.8 ,5.9,5.10,5.11)
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5.3.2 Hareketli Sonlu Elemanlar Analizi Programi:

~-- fA_Mou Uektor Polansiyel Dederleri icin ssosznd ¥
- B_Mou Manyetik Nk Yofunlufu bLeri igin we.szsn B

womimmec e My @d 1 Imis MESH CIZIMI= semno=ns: Ly

woeme Mg ed § lmig EGRILER =:

JU——— ......w.u-..,(.....u_..-__-_mm("]}{{8 LWEEWmNT TS T

Sekil 5.6 Hareketli sonlu eleman kullanilarak elde edilen progam yapisi

Programin bu asamasindan sonra tezin asil amaci olan hareketli sonlu elemanlar yontemi ile
transformatdriin analiz sonuglarini gostermektir.

7 numarah butona basildigt zaman trafonun hareketi sonlu eleman analizi kullamilarak A vektdr
potansiyel degrleri hesaplanir.

8 numarali butona basildigt zaman elde edilen vektdr potansiyel degerleri yardimiyla B manyetik aki
yogunlugu degerleri hesaplanir.

9 numarali butona basildifi zaman hareketli sonlu eleman analizi i¢in gerekli olan ¢oziim ad
goriiliir.(Sekil 5.12)

10 numarali butona basildigt zaman bu hesaplanan A vektdr potansiyel degerleri yardimiyla ¢izdirilen
¢s potansiyel egrileri goriiliir. (Sekil 5.13)

Hareketli sonlu elemanlar ydntemiyle transformatdriin analizini yaparken ilk olarak ¢oziimiin
hizla degistigi bdlgeler tespit edilmistir. Bilindigi gibi bir transformatérde demir bdlgede manyetik
alan izl degisinektedir. Bunun igin transformatoriin hizla degistigi bslge daha fazla tiggen elemana
biliinerek islemlerin daha dogru sonug elde etmesi saglanmigtir.  Uygun bir monitor fonksiyon
yardimiyla transformat6riin sadece demir bolgesinin daha fazla elemana béliinmesi saglanmis ve bu
durumda elde edilen sonuglar programin diger agamalarinda verilmistir. Burada kullanilan monitor
fonksiyon deneme yanilma ydntemiyle tespit edilmistir. Transformatdr dort simir egrisine gore

tanmimlandigindan segilen monitor fonksiyonda buna uygun olarak segilmelidir . Programda segilen

2
monitor fonksiyon M =1+ (x*y)*¢ ‘dir.
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Sekil 5.7 Transformatdriin ¢bziim agi Uretimi

Coziim agy iiretildikten sonra transformatdriin e potansiyel egrileri asagidaki gibi elde edilir.
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Sekil 5.8 Transformattriln egpotansiyel egrileri (15 egri)
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Sekil 5.10 Transformatdriin es potansiyel egrileri (100 eri
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Sekil 5.11 Transformatrlin es potansiyel egrileri (250 egri)
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15.12°de

i

a0

lan ¢6ziim af sek

icin gerekli o

Imasi

izi yapi

Trafonun hareketli sonlu eleman anal

o

gosterilmistir. Burda kullanilan diigiim sayis1 469, eleman sayisi1 1122 dir. Elde edilen A vektor

i

Hareketl

igtir.

sterilmi

£0

sonlu eleman ve klasik sonlu eleman analizleri sonucu elde edilen A degerlerinin kargilagtirmasi Sekil

potansiyel degerleri yardimiyla gizilen es potansiyel egrileri sekil 5.13°de

5.14’de verilmisgtir.
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Sekil 5.12 Hareketli sonlu eleman kullanarak trasnformatbriln ¢6zim ag tiretilmis hali
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Sekil 5.13 Trasformatdriin es potansiyel egrileri (250 egri)

35,000
30,000

25,000

20,000 —o— Hareketli SEY

—— Klasik SEY

15,000

A(A/lcm2) (/1000)

10,000

5,000

0,000

1 4 7 10 13 16

x=12,8 cm ve y=[0 14]cm
icin

Sekil 5.14 Transformat6riin x=12.8 ve y=[0 14] cm’ lik kismi i¢in A magnetik vektdr potansiyel degerleri
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6. SONUC

Bu tez ¢aligmasinda agirlikli olarak hareketli sonlu elemanlar yontemi ve hareketli ¢6ziim agi
tiretim yontemleri lizerinde durulmustur. Hareketli ¢6ziim agi {iretim teknikleri igin &nemli olan
monitor fonksiyonunun segimi ve kullamimi hakkinda bilgi verilmistir. Bu tez g¢alismas! boyunca
yapilan ¢alismalar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Birinci bdltimde kismi diferansiyel denklem gesitleri, varyasyonel yaklasimin amaci, sonlu
elemanlar ve sonlu farklar ydnteminin karsilagtirilmasi ve hareketli sonlu eleman ¢oziim asamalar
anlattimistir. {kinci bslimde kismi diferansiyel denklem ¢8ziim yéntemleri fazla detaylandirilmadan
ana hatlartyla anlatilmugtir. Uglincii bsliimde klasik sonlu eleman yéntemi ve ¢6ziim denkleminin
nasil elde edildigi anlatilmigtir . Dordiincii bsltimde bir ve iki boyutlu durumda hareketli sonlu
elemanlar yonteminin teorisi anlatilmigtir. Koordinat dontistimiiniin ve monitor fonksiyonun nasil
se¢ildigi anlatiimistir. Geligtirilen program yardimiyla bir transformatdriin klasik ve hareketli sonlu
eleman analizi yapilmigtir, Her iki analiz sonucunda elde edilen A vektdr potansiyel degerleri

kargilastirilmig ve es potansiyel egrileri gizdirilmigtir.
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EK-1 Trafo Analiz Programi

it/ Hareketli Sonlu Eleman Kullanarak Trafonun Analizini Yapan Program//////11111111111H11
i i
#include<math.h>
#include<conio.h>
#include<stdio.h>
#include<iostream.h>
#include<stdlib.h>
#include<stdarg.h>
#define J1 0.0
#definem 17
111*** m degeri 16 ve katlari olacaktir)
#define J2 4000000.0
float X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3,w,u,S11,512,S13,821,822,523,531,532,533;
{loat delta,all,bl l,c11,a22,b22,¢22,a33,b33,c33;
float ana|37001{3700];
float pp_1,pp_2;
float R[3700];
float d{ 100][100][2];
//ltoplam eleman sayisi= 2* (m-1*(m-1) ///
fiftoplam diigiim sayisi (m)*(m)///***
H7%** m degeri bolmeleme sayisndan 1 fazla olacak sekilde verilir***//
int ri,plizg,t.hl,klel,fly,hk.e,fa,b;
int ml,nl;

struct ucgen {

int ucgen_no,dugum_no[3],s_deger_indis[9][2];

float s_degerleri[3][3];

struct ucgen *next;

1B

typedef struct ucgen UCGEN;
typedef UCGEN *LUCGEN;
int i,j;
float al=1.0,b1=1.0,a2=1.0,b2=1.16,
a3=1.128,b3=1.0,a4=1.128,b4=1.16;
/* ustteki degerler nesnenin sinir degerleridir */

float trafo_x1=1.032,trafo_x2=1.096,



trafo_yl1=1.05trafo_y2=1.16;

float bak_x1=1.032,bak_x2=1.04,

bak_y1=1.13, bak_y2=1.6;

/* ustteki degerler bakir kisma ait degerlerdir */

[111**%* nu degeri= 1/(3000*4*pi*10iizeri-7) ///***

float nu=1/(3000*4*3.1415*0.0000001); //265.25;

[17%** nu_1=1/(4*pi*10iizer-7)degeriolan yaklagik 795775 aldim.///¥***
float nu_1=1/(4*3.1415*0.0000001); //795775;

#include"trafo.h"

void main()

{
1

dugumleri_hesapla_sier_ilebirlikte();

FILE *numaram,*S;

numaram=Ffopen("numara.dat","r");

S=fopen("Sler.dat","r");

if(numaram==NULL || S==NULL){ printf("\n dosyalardan biri hatalidir");getch();exit(1);}

LUCGEN ell, el2;

cll=new UCGEN;

¢l2=new UCGEN;

¢l2->next=NULL;

ell->next=NULL;

cll=el2;

int z1,22,23,24,ff,kk;

float zz[9];

int ttt_1=0,ttt 2=0,ttt 11ttt 22;

intrrit;

i=0:j=0;

float temp1,temp2 temp3,temp4,temp5,temp6,temp10,temp1 1,temp12;

int temp7,temp8,temp9;

while(!feof(numaram)){
fscanf(numaram,"\n %d %d %d %f %f %f %f %f Y%f %d Y%d %d %f %f %f™,
&72,&73,&74,&templ ,&temp2, &temp3,&tempd,&tempS,&tempb,

&temp7,&temp8,&temp9,&templ0,&templ 1,&temp12);

1/0.00000125*

delta=0.5*(al 1+a22+a33);

R{z2}+=temp10*delta*1/3;

R[z3|+=temp] I *delta*1/3;



R[z4]+=temp12*delta*1/3;

for(i=0:1<9;i++) {fscanf(S," %f",&zz[i]);
fscanf(S,"\n");
ell->ucgen_no=zl;
ell1->dugum_no[0]=22;
ell->dugum_nof1]=z3;
ell->dugum_no[2]=2z4;

for(ff=0,i=0;i<3;i++){

for(j=03j<33++}{

ff++;
ell->s_degerleri[i][j]=1.0%zz[ff];
ff++;
I3

ell->s_deger_indis[0][0]=z2*1;
ell->s_deger_indis[0][1]=22*1;
ell->s_deger_indis[1][0]=22*1;
ell>s_deger_indis[1][1]=23*1;
ell->s_deger_indis[2][0]=22*1;
ell->s_deger_indis[2][1]=24*1;
ell->s_deger indis[3]{0]=z3*1;
ell->s_deger indis[3][1]=z2*1;
ell->s_deger_indis[4]{0]=z3*1;
ell->s_deger_indis[4][1]=23*1;
eli->s_deger_indis[5][0]=z3*1;
ell->s_deger_indis[5][1]=z4*1;
ell->s_deger_indis[6][0]=z4*;
ell->s_deger_indis[6][1]=22*1,
el1->s_deger_indis[7][0]=z4*1;
ell->s_deger indis[7][1]=23*];
ell->s_deger_indis[8][0]=z4*1;
ell->s_deger_indis[8][1]=z4*1;
el1->next=new UCGEN;
ell->next->next=NULL,;
ell=ell->next;

L
i

feloseall();

ell=el2;



float ttt_3;
printf("\n %d %d %d %d %f",el1->ucgen_no,
ell->dugum_no[0],
ell->dugum_no[1],
ell->dugum_no[2],
ell->s_degerleri[0]{0]);
for(i=0:i<(m-1)*(m-1);i++){
for(7=05j<(m-1)*(m-1)++){
analil[j]=0.0; //****// //*Matris sifirlandi////*%***
printf("\n %f",ana[i]{j]);
iy
for(;el1->next!=NULL;elI=ell->next){
for(kk=0,i=0;i<3;i++){
for(j=0:j<3:j++){
ttt_1=0;ttt_2=0;
ttt_11=0;ttt_22=0;
ttt_ 1=ttt 1=ell->s_deger_indis[kk][0];
ttt_22=ttt 2=ell->s_deger_indis[kk][1];
pp_2=pp_l=ell->s_degerleri[i][j];
anafttt_11][ttt_22]+=pp_2;

kk++;

FILE *anal;

anal=fopen("anamat17.dat","w");

for(i=0;i<m*m;i++){
for(j=0;j<m*myj++){
/getch();
fprintf(anal,"\n%f",anafi}[j1);} }

flose(ana);

FILE *sagl;

sag |=fopen("sagl7.dat","w");

for(i=0;i<m*m;i++){
Hor(j=0j<m*m;j++){
(printf{sagl,"\n%f",R[i]);}

//flose(ana);



int xal;
float xa2;
FILE *a;
a=fopen("A_deg.txt","r");
for(i=1:i<m*m;i++){
fscanf(a,"\n %d %f",&xal,&xa2);
printf("\n %d %f",xal,xa2);
}
getch();
int xa3;
float xa4;
FILE *al;
al=fopen("B_man.txt","r");
for(i=1;i<2*(m-1)*(m-1);i++)}{
fscanf(al,"\n %d %f",&xa3,&xa4),
printf("%d %f \n",xa3,xa4);
!
exit(1);
float width, height;
width=m*m;
height=(m*m)+I;
float *equations = (float *)malloc(sizeof(float) * (m*m)*((m)*(m)+1));
float *solution = (float *)malloc(sizeof(float) * m*m);
float *ptr = equations;
int dim = (m * m);
int eer,rrt;
for(eer=0;eer<m*m;eer++){
for(rrt=0:rrt<m*m;rrt++,ptrt+){
*ptr=ana[eerj[rrt];
}
*ptr=R[eer];
ptr++;

ptr = equations;
cout << " " << endl;
printf("Matris:\n");

sauss(equations, solution, m¥*my);



Hprintf("Cozum degerleri:\n");
ptr = solution;
FILE *sonuc;
sonuc=fopen("Sonuc.dat","w");
for(i=0;i<m*m;i++,pte++) {
printf("SONUCLAR %d = %38.6f\n", i, (*ptr));
fprintf(sonuc,"SONUCLAR %d = %8.6f \n",i, *ptr);}
free(equations);
tree(solution);
fcloseall();
getch();
}

Programin ¢aligmasi igin gerekli olan h dosyasi da agagidaki gibidir:
Mt i ieeato n dosyas//HINHIIILTIITIILE TG LT
i
void gauss(float eqs[], float sol[], int N) {
float temp;
int i, j, k, max, r;
r=N+I;
for(i=0;i<N;i++) {
max = i;
for(j=i+1;j<Nyj++)
if( fabs(egs[j*r+i]) > fabs(eqs[max*r+i]) ) max = i;
for(k=i;k<N+1;k++) {
temp=eqs[i*r+k];
eqs[i*r+k] = eqs[max*r+k];
egs[max*r+k] = temp;
}
for(j=i+1j<Ngj++) {
for(k=N;k>=i;k--) {
eqs[j*rtk] = eqs[j*r+k] - eqsfi*r+k] * eqs[j*rt+i] / eqs[i*r+i];

}
for()=N-1;3>=0;j--) {
temp=0;



for(k=j+1; k<N; k++)
temp += eqs[j*r+k] * sol[k];
sol[j] = (eqs[j*r+N] - temp) / eqs[j*r+j];
} .
}

¥/ e osdekkokek By fonksiyon noktanin igeridemi disaridami olsuguna karar verir. k%% %/
int dugum_degerlendir(float x1,float x2,float y1 float y2,
float bak_x1,float bak_x2,float bak_y1,float bak_y2,
float x,float y){
ifx1<=x && x<=x2 && y1<=y && y<=y2 &&
bak_x|<=x && x<=bak x2 && bak_yl<=y && y<=bak y2){
return 20;}
else if
(x1<=x && x<=x2 && yl<=y && y<=y2 ){
return 10;}

else

return 0;}
}
void dugumleri_hesapla_sler_ilebirlikte(void){
for(i=0,u=0.0;u<1.0+(1.0/(m-1));u+=1.0/(m-1)){

X1=((1.0-u)*al+(u*a3));

Y 1=((1.0-u)*b[+(u*b3));

X2=((1.0-u)*a2+(u*a4));

Y2=((1.0-u)*b2+(u*b4));

for(j=0,w=0.0;w<1.0+(1.0/(m-1));w+=1.0/(m-1)){

X3=((1.0-w)*X 1 +w*X2));
Y3=((1.0-w)*Y 1 +(w*Y2));
d[i][j1{0}=X3;
dlilGI1=Y3;
Jt

i++;
FILE *numara,*S,*komsu, *numaram;
numara=fopen("Numara.dat","w");

S=fopen("Sler.dat","w");



int durum_l.durum_2,durum_3;
I xxxxxx 0 3 4 numarasi ile baslayan tiggenler igin *****¥///
int ucgen_no=0;
for(i=0:i<((m-1)*(m-1))+1;i=i+m){
for(j=0j<(m-1);j++){
J*#k*% a]1=ai, bl 1=bi ve cl1=ci yerine kullanl 1d] *****/
al 1=((d[j+1][i/m](0]*d[j+1][(/m)+ 1 ][I D-(d[j+1[(/m)+ 1][O]*d[j+1][i/m]1]));
bl I=d[j+1][i/m][1]-d[j+][(i/m)+1][1];
cl I=d[j+1][(/m)+1][0]-d[j+1][i/m][0];
a22=aj, b22=bj ve c¢22=cj yerine kullanildi
a22=((d[j+1]{(m)+1][01*d[][Vm][1 D-(AI[i/m][01*d[j+ 1 T[(/m)*+11[1]));
b22=d[j+1][(i/m)+1][1]-d[j][i/m][1],
c22=d[j][i/m][0]-d[j+1][(i/m)+1][0];
a33=am, b33=bm ve ¢33=cm yerine kullanl Id] *¥*%*/
a33=(d[j](i/m](0]*d[j+1]{i/m][ 1 D-(d[j+ 1] [/m][O]*d[j][/m][ 1]);
b33=d[j][i/m][1]-d[j+1][i/m][1];
¢33=d[j+1][i/m][0]-d[j][i/m][O];
delta=0.5*(al |+a22+a33);
durum_1=dugum_degerlendir(trafo_x[,trafo_x2,trafo_yl,trafo_y2,
bak xI,bak_x2,bak yl,bak_y2,d[j][i/m][0],d[j][i/m][1]);
durum_2=dugum_degerlendir(trafo_x1,trafo_x2,trafo_yl1,trafo_y2,
bak_x1,bak_x2,bak_yl1,bak_y2,d[j+1][i/m][0].d[j+1][i/m][1]);
durum_3=dugum_degerlendir(trafo_x1,trafo_x2,trafo_y1,trafo_y2,
bak_x1,bak_x2,bak y1,bak_y2,d[j+1][(i/m)+1]{0L,d[j-+1][(/m)+1](1]);
if{durum_1==10 && durum_2==10 && durum_3==10) {
S11=nu_1*({(bl11*bl)+(clT*cl))/(4*delta);
S12=nu_1*((b11*b22)H(c11*c22))/(4*delta);
S13=nu_1*((b11*b33)+(c11*c33))/(4*delta);
S21=812;/* tekrar nu_1 degeri ile carpilmayacak */
S22=nu_1*((b22*b22)+(c22*c22))/(4*delta);
S23=nu_1*((b22*b33)H(c22*c33))/(4*delta);
S31=S13; /* tekrar nu_1 degeri ile carpilmayacak */
$32=823;/* tekrar nu_1 degeri ile carpilmayacak */
$33=nu_1*((b33*b33)+(c33*c33))/(4*delta);
fprintf(numara,™n %d %d %d %d %f %f %f %f %f %f %d %d Yod Yof %f %f",
ucgen_no,i+j,i+j+1,i+j+1+m,

d{ji{i/m}[0).d[j]{i/m][1];



d[j+1][i/m]{0].d[j+1][i/m][1],
d[j+1][(/m)+1][01,d[j+1][(i/m)+1][1],durum_1,durum_2,durum 3J1J1J1);
ucgen no+=2
fprintf(S,"\n%f %f %f Yof %of %f %f Yof Yof",
S11,512,513,821,522,523,531,S32,S33);}

——

I e xxxkk 1 3 5 numarasi ile baslayan tiggenler igin ***¥**///
int ucgenno=1;
for(i=0:i<((m-1)*(m-1))+1;i+=m){
for(j=0yj<(m-1);j++){
[**xk a1 1=ai, bl 1=bi ve cl 1=ci yerine kullanll 1dl *****/
al 1=((d[j+1][(/m)+1][01*d[j1[(i/m)+ 111 D-(A[I[(/m)+ O] *d [+ I[(/m)+ T][1])):
b1 i=d[j+1][(i/m)+1][1]-d[j1[(/m)+1][ 1];
¢! 1=d[j1[(i/m)+1][0]-d[j+1][(i/m)+1][0];
ik g)2=aj, b22=bj ve c22=cj yerine kullanl [dll *****/
a22=((d[j1[(/m)+1]{01*d[j][/m][ 1 )-(d[§1{i/m][OT*d[FI{(¥/m)+ T ][T]));
b22=d[j][(/m)+1][1]-d[j][i/m][1];
c22=d[j][i/m][0]-d[j]{(/m)+1]{0];
/¥*** g33=am, b33=bm ve c33=cm yerine kullanll 1dl] **¥*i¥/
a33=(d[j][i/m}{O]*d[j+1][(i/m)+1][1D-(d[j+1][(i/m)+1][0]*d[j][i/m][1]);
b33=d[j][i/m][1]-d[j+1][(i/m)+1][1];
¢33=d[j+1][(i/m)+1][0]-d[j][i/m][O];
delta=0.5*(al 1+a22+a33);
durum_ l=dugum_degerlendir(trafo_x1,trafo_x2.trafo_yI,trafo_y2,
bak_x1,bak x2,bak yl1,bak_y2,d[j]{i/m][0],d[j][i/m][1]);

durum_2=dugum_degerlendir(trafo_x1,trafo_x2,trafo_yl,trafo_y2,
bak x1,bak_x2,bak_yl,bak_ y2,d[j*+1][(i/m)+1][0]d[j+ 1 J{(i/m)+1][1]);

durum_3=dugum_degeriendir(trafo_x1,trafo_x2,trafo_yl,trafo- y2,
bak_x1,bak_x2,bak_y1,bak_y2,d[j][(i/m)+1][0L,d[j][(i/m)+1][1]);
if(durum_1==10 && durum_2==10 && durum_3==10) {
S1l=nu_I*({(bl1*bl1)+(c11*cl1))/(4*delta);
S12=nu_1*((bl1*b22)+(c11*c22))/(4*delta);
S13=nu_I*((bl1*b33)+(c11*c33))/(4*delta);

S21=S12;/* tekrar nu_1 degeri ile carpiimayacak */



S22=nu_[*((b22*b22)+(c22*c22))/(4*delta);
S23=nu_1*¥((b22*b33)+(c22*c33))/(4*delta);
831=S13; /* tekrar nu_1 degeri ile carpilmayacak */
S32=823;/* tekrar nu_1 degeri ile carpiimayacak */
S33=nu_1*((b33*b33)+(c33*c33))/(4*delta);
fprintf(numara,”\n %d %d %d %d %f %f %f %f %f %f %d %d %d %f %t %™,
ucgenno,i+j,i+j+1+m,i+j+m,
d[jl(i/m][0].d[j1[i/m][1],
d[j+1[(/m)+1][01d[j+1][(/m)+T][ 1],
A1/ m)+1][0L,d[j1[(i/m)*+1][1],durum_I,durum_2,durum_3,J1,J1,J1);
ucgenno+=2;
fprintf(S, "\n%f %f %f %f %f %f Y%f %of %of",
S11,S12,513,821,822,823,831,S32,833);

fclose(numara);
fclose(S);
fcloseall();



