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OZET

KESIRLI DIFERINTEGRAL YARDIMIYLA CHEBYSHEYV DENKLEMININ
ACIK COZUMLERI

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli analiz, tiirev ve integralin tam say1
olmayan (keyfi) mertebelere genisletilmis halidir. Fen ve miihendislikte oldukg¢a genis
uygulama alanina sahiptir.

Amacimiz kesirli analiz yardimu ile singiiler katsayili baz1 denklemler i¢in farkli
¢Oziimler elde etmek ve literatiire kazandirmaktir.

Bu tezde, verilen bazi homojen kesirli diferintegral denklemlerin 6zel
¢Oziimlerinin elde edilisinden ve bu ¢éziimlerin denklemi sagladigindan bahsedilmistir.
Daha sonra singiiler katsayili homojen ve homojen olmayan Chebyshev denkleminin
farkli acik ¢ozlimleri kesirli analizin tanim, teorem, 6zellikleri ve Leibniz kurali yardimi
ile elde edilmistir. Ayrica, homojen Chebyshev denkleminin agik ¢oziimlerinin baska
bir gosterimi olan hipergeometrik gosterim gama fonksiyonunun 6zellikleri ve Leibniz

kuralt yardimi ile bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirev ve Integraller (Diferintegraller), Gama Fonksiyonu,

Beta Fonksiyonu, Hipergeometrik Fonsiyon, Leibniz Kurali.



SUMMARY

EXPLICIT SOLUTIONS OF CHEBYSHEV EQUATIONS BY FRACTIONAL
DIFFERINTEGRAL

Fractional analysis which is a branch of mathematical analysis is an extension of
the derivative and integral to non-integer (arbitrary) order. It has a wide application area
in science and engineering.

Our aim is to obtain different solutions for some singular coefficient equations
with the aid of fractional analysis and to gain it to literature.

In this thesis, it is mentioned that certain solutions of given homogeneous
fractional differintegral equations are obtained and these solutions provide the
equations. Then, different explicit solutions of the homogeneous and nonhomogeneous
Chebyshev equation with singular coefficients were obtained with the aid of definition,
theorems and properties of fractional analysis and Leibniz’s rule. In addition, the
hypergeometric representation, which is another representation of the explicit solutions
of the homogeneous Chebyshev equation was found with the help of properties for

gamma function and Leibniz’s rule.

Key words: Fractional Derivative and Integrals (Differintegrals), Gama Function, Beta

Function, Hipergeometric Functions, Leibniz’s Rule.



SEMBOLLER LiSTESI

Bu calismada kullanilan bazi semboller, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur:

R Reel sayilar kiimesi
z Tamsayilar kiimesi
M . Dogal sayilar kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
F Reel veya kompleks sayilar cismi
I'(x) . Gama fonksiyonu
B(p.q) : Beta fonksiyonu
.F, (a,b; c; z) :  Hipergeometrik fonsiyonun gosterimi
Df = fa . Keyfi mertebeden tiirev (@ € R, a = 0)
DFf=I1FF= fog . Keyfi mertebeden integral (£ € R, = 0)
(a),, : Polchammer Sembolii
a . Alfa
Beta
£ . Epsilon
i3 . Delta
T : Tau
P . Phi
v : Nu
o . Sigma
Pi
A . Lambda
¥ : Gama
0, w . Omega

VI



1. GIRIS

Bilindigi {izere, birgok bilim dalinda karsilasilan problemleri ¢6zmek i¢in Once
problem matematiksel ifadelerle formiile edilir. Dogadaki bir biylikligiin baska
biiyiikliiklere gore degisim hizi tiirev olarak ifade edildiginden, farkli degisim hizlarina
karsilik farkli tiirevler bulunduran bagintilarla karsilagiriz. Bir f fonksiyonunun, n pozitif

d"f(x)

bir tamsay1 olmak iizere n. mertebeden tiirevinin; D™f(x) = o

oldugunu biliyoruz.

Bazen problemler kesirli mertebeden tiirev veya integralleri igerebilir. 1695°te L’Hopital’in
Leibniz’e ‘Eger n pozitif bir tamsay1 degil de bir kesir olursa D"f ifadesinden ne
anlasilir?’ sorusunu sormasiyla baglayan kesirli hesaplama teknigi 300 yildan daha fazla
zamandir lizerine ¢alisilan bir konu olmustur.

Keyfi a reel sayisi i¢in kesirli tiirev notasyonu, Davis tarafindan D f (t) seklinde
kullanilmistir. Burada a ve t indisleri limit degerleridir. Bu u¢ noktalar kesirli tlirevlerin
reel problemlere uygulamalarinda belirsizlikten kurtulmada yardimer olur.

Kesirli (keyfi mertebeden) integral kavrami i¢in ayri bir notasyon kullanmayacagiz.

f > 0 olmak iizere kesirli mertebeden integrali; D, £ f(t) ile gosterecegiz.

Kesirli tiirev ve integral konusu matematiksel analizin bir kolu olup, tiirev ve
integralin tam olmayan derecelere genisletilmis seklidir. Kesirli tliirev ve integralin
uygulamalarina fizik, kimya ve miihendislik bilimlerinde sik¢a karsilagilmaktadir.
Ekonomi, finans, deprem bilimleri gibi alanlara uygulamalar ise, sliphesiz c¢ok ilging
olacaktir.

Bunlara ek olarak; iletim hatlari teorisi, izafiyet teorisi, elektromanyetik teorisi,
esneklik teorisi, 1s1 transferi, Schrodinger denklemi, dalga denklemi, malzeme birimi,
stvilarin kimyasal analizi, insan kemiginde yayilan ultrasonik dalgalar, ses dalgalari,
mekanik problemler, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketi, elektrokimyasal kinetikler
vb. bir¢ok uygulamada da kesirli analizden yararlanilmistir.

Bu konu Leibniz’in yani sira Euler, Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann,
Holmgren, Lagrange, Griinwald ve Laurent gibi bir ¢ok {inlii bilim insaninin da dikkatini
cekmis ve cesitli ¢alismalar yapmislardir. Bu alandaki ilk sistematik caligmalar ise 19.
yiizyilin baglangicinda ve ortalarinda kaydedilmistir.

Baslangicindan bu yana hizla artan bir bigimde gelisen kesirli hesap teknigi,

giinlimiizde hem teoride hem de uygulamada 6nemli dl¢lide kullanilmaktadir. Bu teknigin



matematik uygulamalarinin ¢ogu 20.y.y. bitmeden ortaya konmustur. Weyl (1917), Hardy
(1917), Littlewood (1925), Kober (1940) ve Kutner (1953), Lebesgue ve Lipschitz’in
gelistirdikleri fonksiyonlarin diferintegrallerinin 6zelliklerini incelemislerdir. Erdelyi
(1939) ve Osler (1970), keyfi fonksiyonlar1 iceren diferintegrallerin tanimlarini
vermiglerdir. Riesz (1949), ¢ok degiskenli fonksiyonlar igin kesirli integral teorisi
gelistirmistir. Erdelyi (1964), integral denklemler i¢in kesirli hesap teknigine basvurmustur
ve Higgins (1967), diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin kesirli integral operatorlerini
kullanmustir[1-13].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tammm 2.1. Bilinmeyen fonksiyon ve onun tlirevlerini i¢inde bulunduran denklemlere

diferensiyel denklem denir [14].
Tammm  2.2. Za y +a0 ) (X) biciminde yazilabilen diferensiyel

denklemelere lineer diferensiyel denklem denir.
Birinci mertebeden diferensiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ile onun tiirevine
gore lineerse o diferensiyel denkleme birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem denir.

Lineer diferensiyel denklemlerin genel yazilist,

P(x)y'+Q(x)y+R(x)=0,
seklindedir. Burada P, Q, R siirekli fonksiyonlar olup, P’nin belli bir araligin biitiin X
degerleri i¢in sifir olmadig: diiiiniilerek denklem,

olmak tizere
y'+p(x)y=0q(x),
seklinde yazilabilir [14].

Tamm 2.3. ) a(x) y" +a, (x)y=0 bigiminde tanimlanan diferensiyel denkleme

homojen diferensiyel denklem, aksi halde homojen olmayan diferensiyel denklem denir
[14].
Tamim 2.4. (Gamma Fonksiyonu)

r ( Z) Gamma fonksiyonu integral yardimiyla
z)=[t e dt,
0

seklinde tanimlanir, dyle ki Re(z) kompleks diizleminin sag yar1 kismina yakinsar.

Integral yardimiyla T’ ( Z+ 1) fonksiyonu,



I(z+1) :the“dt,
0
= [—e"tZ ]:: + z]:t”etdt =7 F(Z),

seklinde yazilir. Buradan
I'(z+1)=2I'(z)=2(z-1)I'(z-1)=2(z-1)..3.21=1!
elde edilir. Bu nedenle bu fonksiyona faktériyel fonksiyon ismi de verilir.

Bazi 6nemli degerler ise,

r(-3/2)=(413)J= r(1)=1
I(-1)=zo0 r(3/2)=(1/2)Jx
r(-1/2)=-2\n r(2)=1
r(0)=+x r(5/2)=(3/4)Jz
r(2)=r r(3)=2

seklindedir [5].
Tamm 2.5. (Beta Fonksiyonu)
Beta fonksiyonu

B(p,q):.l[t“(l—t)q_ldt, (Re(p)>0,Re(q)>0)

integrali yardimiyla tanimlanir. Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

T'(p)r(a)

r(p)T(a)=T(p+9)B(p,a) < B(p,q)= lora)

bagintis1 vardir [5].

Tamim 2.6. (Griinwald Letnikov Kesirli Tiirevi)
p>0bir reel sayi, her sonlu [a,t] araliginda f fonksiyonu siirekli ve

integrallenebilir ve meZ , m< p<m+1 sartini saglayan en kii¢iik deger olsun. Bu

takdirde f fonksiyonunun p katli Griinwald - Letnikov kesirli integrali;

m (k) _ )Pk
DR ()= " (a)(t-a) N 1
= T(p+k+1) C(p+k+1)

t
I(t —r)pm f(m (7)dz,



seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald - Letnikov kesirli tiirevi

ise;

pe Zm:f J(t-a)™ 1
: I'(- p+k+1) I(-p+m+1)

k=0

t
_[(t — r)m_p f(m (z)dzr

seklindedir [5].
Tamm 2.7. (Riemann-Liouville Tanimi)
p>0 reel sayi, her sonlu [a,t] araliginda f fonksiyonu siirekli ve

integrallenebilir ve keZ*, k-1<p<k sartim1 saglayan en kiigiik deger olsun. f

fonksiyonunun p katli Riemann - Liouville kesirli integrali;

RLD pf dr,

m!—,;—»

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun p. mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi
ise;

et ()= & o) ¢ (e,

I'(k-p) dt*
bigiminde tanimlanir [5].
Tamm 2.8. (Caputo Kesirli Tiirevi)
m, m—1< p <m olacak sekilde pozitif tamsayi, p herhangi bir pozitif tamsay1 ve
f fonksiyonu ise m defa siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun p ’inci mertebeden Caputo kesirli tiirevi

D (1) =

ile tanimlanir [5].
Tamim 2.9. (Polchammer Sembolii)

z €C ve negatif olmayan ne N, tamsayisi i¢in

(z), =2(z+1)(z+2)..(z+n-1)

bi¢iminde tanimlanan (z) matemaiksel ifadesine polchammer sembolii denir.

5



Integral yardimiyla Gamma fonksiyonunu
I'(z+1)=zI(z) , R(z)>0
seklinde yazabiliriz. Bu iligski R ( Z) <0 yan diizleminde

I'(z+n) _I(z+n)

M= = O

yardimiyla genisletilebilir [15].
Tamm 2.10. (Gauss Hipergeometrik Seri)
a, B reel yada kompleks sabitler, » sifirdan farkli negatif olmayan sabit olmak
uzere
1+%Z+a(a+1)ﬂ(ﬂ+1)z_2+
y 7(y+1) 21

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik seri yada hipergeometrik seri denir.

Ayrica
2F1(05u[3);7;z)

seklinde tanimlanabilir ki buradaki ()  ifadesi Polchammer semboliidiir. Hipergeometrik

serinin genellestirilmis hali

(2),(3),

_ (@),
2P (@ 2,000y, 0 2) = (b)), (b,), (0,) !’

seklinde yazilabilir. Hipergeometrik seri |Z|<1 icin yakinsak, |Z| >1 i¢in 1raksak, |Z|:1
icin y>a+ B oldugunda mutlak yakinsak, z=-1 i¢cin y>a+ -1 oldugunda
yakinsaktir [15].

2.1. Kesirli Tiirev ve Integrallerin Ozellikleri
2.1.1. Lineerlik

f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri

mevcutsa, bu durumda;
(hf(2) + hag(2)), = hify (2) + hog,(2), @.1)

6



Esitligi saglanir. Burada, v € R, z € C ve hy, h, sabitlerdir [5].

2.1.2. Homojenlik Herhangi bir C sabiti igin

avcr) _ avf
dx-a)¥  ~ dx-a)’'

esitligi saglanir [1].
2.1.3. Birlesme Ozelligi
DVDH* = DHDY, DVDH =DV*#, DVf =g —> f =D"g,

esitlikleri belirli durumlarda gegerlidir. v ve pu pozitif tamsayilar olmak iizere v —u <0

oldugu zaman,

aDg/[ aDt_ﬂf(t)] = aD;/_M,

durumu gecerlidir. Fakat once tiirevin sonra integralin alindigir durumlarda ise,

DT DIF@O] = WD () - BhTh_, 2 pon q),

esitligi gecerlidir.
Ayrica
Az — v, Az . .
(e?), =2e* (A #0;vER;Zz€Q), (2.2)
-1 — i -1 . .
(e7%) = em™e~¥ (1% 0;v € Riz € ©), 23)
2 — ,—imv [ 4y . N NG
(Z )v—e 1“(_/1)2 , (VE]R,ZE(C, r(—A)|<OO)’ (2.4)

seklinde tanimlanir. Burada, 4 degeri sabittir [1,3, 16].
2.1.4. indis Kurah

f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger (f,), Ve (f“)v

turevleri mevcutsa, bu durumda;

(@), = i@ = (@) (2.5)



Fr(v+u+1)

seklinde ifade edilir. Burada, v,u € R;z € C ve T+ DIt D

| < oo dur([s].

2.1.5. Genellestirilmis Leibniz Kurah

f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri

mevcutsa, bu durumda;

rtv+1)

(f(@.9@), = Er-o oo fr-m(@9m(@), (2.6)
) r(v+1)
seklinde tanimlanir. Burada v € R, l"(v+1—m)F(m+1)| < oo dur [5].

Lemma2.1. a#0, y e R olmak iizere

(i) (e¥) =a’e”,

v

(i) () =e"are™,
(iii) (cos az)y =a’ cos[az +§yj,
(iv) (sin az)y =a’ sin[az +%7j ,

esitlikleri saglanir [17].

3. BAZI KESIRLi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ELDE EDILMESI



Bu ¢alismada o e F = {(p 0+ ‘goy‘ <w,y € R} , @=@(2) olmak lizere

@, —ga’ (1+ﬁ]:0, (a(z-b)=0), (3.1)
¢7+2_¢7+1a_¢y[m]=0, (a(z—b)+7/¢0), (3.2)

seklindeki homojen kesirli diferintegral denklemlerin

¢=(2-b)e", (3:3)
ve
+1 24
(py+1—(p77—=(COSZ) {(z—b)ﬂ/ 7/} ((z—b)=0) (3.4)
z-b 4 z-b
y+2  (r+1)(y+2)_
¢y+2_¢y+lz_b+¢}’ (Z—b)2 r
. 7(r+1)(r+2)
—(sinz) (z—b)—(cosz z—-b)=0), 35
(5n2) (2-b)(eos2), FLEEEE ((2-0)0) @9
seklindeki homojen olmayan kesirli diferintegral denklemlerin
¢=(z-b)sinz (3.6)

seklinde 6zel ¢oziimii oldugunu gosterecegiz.
Fakat daha once (3.3) 6zel ¢oziimiinden (3.1) ve (3.2) denklemlerini, (3.6) 6zel
¢oziimiinden (3.4) ve (3.5) denklemlerini elde etmeye calisacagiz [17].

Teorem 3.1.
p=9(z)=e"(z-b), (a(z-b)=0) (3.7)
olsun. Kesirli hesap yardimiyla (3.7) fonksiyonu ve y sabiti i¢in
: 4
(i) goy—(pa7(1+ a(z—b)]zo’ (a(z—b);tO) (3.8)

y > 0icinkesirli diferensiyel denklem
y < 0icin kesirliintegral denklem

ve



2

.. a
(I I) ¢y+2 - ¢7+la - @y [ (

m}:O, (a(z=b)+y =0) (3.9)

v > 0 i¢in kesirli diferensiyel denklem
v < -2 igin kesirli integral denklem
-2 <y < 0iginkesirli differintegral denklem

seklinde homojen kesirli differintegral denklemler elde edilir.

Ispat — (i) (3.7)’ nin her iki yania N’ operatérii uygularsak, (2.6) ve Lemma 2.1 den
N”¢p=N"[e* (z-b)]

?, =[e” (Z_b)]7
i ! ;/:11)k)(eaz)y_k(z—b)k

k=0

k
(), (z=0)+7(e%)

p, =a’e™(z—b)+ya’"e* (3.10)

bulunur. (3.7) ve (3.10)’dan
ya”

—pla’ +—— |=0,
o -ofw+ 2]

olacak sekilde (3.8) denklemi elde edilir.
(i) (3.10)°dan

(p7:a7eaz(z—b+£j, (3.11)
olur. Buradan

@, =a %" (z b+Z ;lj , (3.12)
ve

., =a" "‘Z(z b+7/;2J , (3.13)

bulunur. (3.9)’un sol tarafina (3.11), (3.12) ve (3.13)’ii yazarsak

a2

N y+2
¢y+2_¢7+la_¢7(a(z_b)+_yJ=ay e (Z b+t— 3 j,

10



2
—a7+2eaz(z—b+7+l)— a a7e""z(z—b+zj
a a(z—b)+y a

y+2 .
=ay+2eaz 1_ a eaz|:a.(z b)+7/:|=0 ’
a a(z—-b)+y a

bulunur. Dolayisiyla (3.7) fonksiyonu (3.9) denkleminin 6zel ¢oziimiidiir.

Teorem 3.2.
p=¢(z)=sinz(z-b), (z—b)=0 (3.14)
olsun. N- kesirli hesap operatorii yardimu ile (3.14) fonksiyonu i¢in
. y+1 v +y
(l) ¢y+1 ¢7 7 b (Z —b+z—_bJ(COS Z)}/ (315)

v > 0 icin kesirli diferensiyel denklem
v < -li¢in kesirliintegral denklem
-1 <y <0 igin kesirli differintegral denklem

ve
y+2 (r+1)(r+2)
() (0}/+2 Q)}'+l _b+ e (Z—b)z (3 16)
i .
—(z-b)(sin z)y—y(y+1)(7+2)(cosz)7

(z-b)
v > 0 i¢in kesirli diferensiyel denklem

v < -2 igin kesirliintegral denklem
-2 <y <0 i¢in kesirli differintegral denklem

seklinde homojen olmayan kesirli differintegral denklemler elde ederiz.

Ispat — (i) (3.14)’in her iki yanina N7 operatérii uygularsak (2.6) ve Lemma 2.1 den

=[sinz(z —b)]y
2k'1‘( Y )(sinz)yk(z—b)k

y+1—k

=(sinz) (z-b)+y(sinz) (z-b),
)

, =(sinz) (z—h)+y(sinz)

4 71

(3.17)

11



elde ederiz. (3.17)’den

@,., =(sin z)y+l(z—b)+(7/+1)(sin z)y, (3.18)
ve
?,., =(sin z)7+2(z—b)+(y+2)(sin Z)M, (3.19)
olur. (3.15)’in sol yanina (3.17) ve (3.18)’i yazarsak
+1 . . . . +1
PP, % =(sin z)m(z —b)+(y+1)(sin z)y —(sin z)y (7 +1)—(sin Z)H y(zjib )

2
=(cosz)y(z—b)+(cosz)7 72 +ki/

2

y+1 vty
¢Jy+1—¢)yﬁ—[2—b+ Z_b j(COSZ)y,

biciminde (3.15) denklemini elde ederiz.
(if) (3.16)’nin sol tarafina (3.17), (3.18) ve (3.19)’u yazarsak

y+2 (y+1)(r+2)
¢y+2_(py+lz_b+ 14 (Z_b)Z

=(sin z)y+2 (z=b)+(7+2)(sin z)y+l

~22[(sin2),,(2-b)+(r +1)(sin2),

+(7/+1)(7/+2)

(2-b) [(sin z) (z=b)+y(sin z)y_l]

7(;/+1)(7+2)

(z-b)

=(sinz) ,(z-b)+(sinz) ,

=—(sinz) (z—b)—(cosz) 7/(]/+1)(7/+2),

(2-b)

elde edilir.

Teorem 3.3. goeF:{(p:O;t|goy|<oo ye]R},(go:(p(z)) olsun. O zaman

@, —pa’ (1+ﬁj:o, (a(z-b)=0) (3.20)

homojen kesirli differintegral denklemi
12



p=e"(z-b) , (3.21)
seklinde 6zel ¢oziime sahiptir

Ispat. ¥ €R oldugundan (3.20)’de » =1 alirsak

1
-p|la+—— =0
2 Q’( +Z—bj

seklinde birinci mertebeden degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel denklem elde edilir.

Buradan

jd(p J.(a+idez

Inp=az+In(z-h)
p=e"(z-b),
0zel ¢oziimii elde edilir.

Teorem 3.4. ¢peF :{¢:O¢| @, <o, ye]R}, (¢ =9(z)) olsun. Bu durumda

2
a(z—b)+y

homojen kesirli differintegral denklemi (3.21) seklinde 6zel ¢6ziime sahiptir.

D2 =P8, =0, (a(z-b)+y=0), (3.22)

Ispat. y €eR oldugunda y =0igin (3.22) denklemi
@, (z—b)—pa(z—b)-pa=0, (3.23)

seklinde yazilir. (3.23) denkleminin her iki tarafina N" operatorii uygularsak

(¢:(2-b)), ~(¢a(z2-b)), ~(¢a), =0, (3.24)
olur. Buradan (2.6) yardimryla

L v+1
(¢2 Z b) :Zok V+1 k) ¢Z)V—k(z_b)k

_I(v+1) I'(v+1)
- F(V—i—l) ((02)\/(2 b) F(V) (¢2)v—1(z_b)1
=0,..(2-b)+va,, (3.25)

13



(nafz-), -1 LD () (2o0)

k=0
=ag,,(z—-b)+ave, (3.26)
ve
(goa)v =ap, (3.27)
elde edilir. (3.25), (3.26), (3.27) esitlikleri (3.24)’de yazilirsa
0, (2-b)+¢,., (v-a(z-b))-g,(av+a)=0 (3.28)

v'yi av+ a = 0 olacak sekilde secersek
v =-1 bulunur. (3.28) yeniden diizenlenirse,
¢ (z-b)+p(ab—az-1)=0
biciminde birinci mertebeden degiskenleri ayrilabilen diferensiyel denklem elde edilir ve
¢Ozumu
p=e=(z-h)
olur. Dolayistyla (3.21) fonksiyonu (3.22) denkleminin bir 6zel ¢oziimiidiir.

Teorem 3.5. ¢peF :{¢ZO¢| @, <o, ;/e]R}, (9=¢(z)) olsun. O zaman

+1 2+
¢y+l—¢y%=(z—b+};_é/J(COSZ)7, (z—b=0) (3.29)

homojen olmayan diferintegral denklemi
@=(sinz)(z-b) (3.30)

seklinde bir 6zel ¢oziime sahiptir.

Ispat. y €R oldugundan y =0 icin (3.29) denklemi yeniden diizenlenirse

1
—o——=(z-b
w9 (z—b)cosz

olur. Denklem birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem olup integral sabiti dikkate

alinmadan ¢6ziimii

[ L
p=e =) {I(z —b)cos z.e = dz}

14



go:(z—b)[fcoszdz]
p=(z-b)sinz

seklindedir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.6. peF :{¢:0¢‘¢y‘ <o, ¥ eR} . (¢=9(z)) olsun. O zaman

y+2, (r+1)(r+2)
S b y (Z—b)z

P2 =@,
(3.31)
=—(z-b)(sin 2)7—7(7+1)(7+2)(cosz)y, ((z—b)=0)

(2-by

homojen olmayan differintegral denklemi (3.30) seklinde bir 6zel ¢oziime sahiptir.

Ispat. y €R oldugundan y =0 icin (3.31) diizenlenirse

2 2 .
Y __(z-b).
P (Plz_b+(0(z_b)2 (z-b).sinz

ve

9, (2-b)" —,2(z-b)+@2=—(sinz)(z-b)’ (3.32)
bulunur. (3.32)’nin her iki yanina N" operatorii uygularsak

(¢:(2-b)") ~(p2(2-b)), +(92), =(~(sinz).(z-b)’) (3.33)
olur. Buradan

2 (v+1)

(% (z-b) ) Zk'l‘ V1K) %)vfk((z_b)z)

- k

=@, (2-b) + o, 2v(2-b)+ v (v-1),
(#:2(2-b)), =2(@:(2-b)),
=2(¢, (z2-b)+qV),
ve
(92), =02,

elde edilir. Bu esitlikler (3.33)’de yerlerine yazilirsa

020, (2-b) +1., (2-b)(2v=2)+, (v(v-1)-2v+2) =(~(sinz)(z-b)')  (3:34)

v

bulunur. v > yi

15



v —3v+2=0

olacak sekilde secelim. Buradan v; =1,v, =2 olur.

(1) v; =1 icin (3.34)’den
o, (z-b)’ :—((sin z)(z—b)3)1 :—(cosz(z ~b)’+3sinz(z —b)z)

@, =—(cosz)(z—b)-3(sinz) ,

bulunur. Buna gore

¢ =—((cosz)(z-b)) ,-3.(sinz) ,

olur. Integral ile (integral sabitleri dikkate alinmadan)
(sinz) ,=cosz
((cosz)(z—b)) , =—(z—b)sinz—3cosz ,
elde edilir. (3.36) ve (3.37) degerleri (3.35)’de yerine yazilirsa
¢=(z-b)sinz,
0zel ¢oziimi elde edilir.
(1) v=21ig¢in (3.34)’den
@.(2-b)" +¢,2(2-b)=((sinz)(z-b)’) .

bulunur.
Py =¢= ¢(Z)
almakla (3.38) denkleminden
¢ (2-b)" +¢2(z-b)=—((sinz)(z-b)’) .
seklinde birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem elde edilir.
2 - 3
| #(z-b)’ | == (sinz)(z—b)’] |
olup integral yardimiyla
2 . 3
#(z-b) = —[(sm z)(z-b) l

=—[cosz(z—b)3+3sin z(z—b)z}

16
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¢=—[cosz(z—b)+3sinz]
elde edilir. (3.39)’dan

p=g¢,= —[c:osz(z—b)l3 ~3(sinz) ,
=sinz(z-b)

0zel ¢oziimi bulunur.
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4. KESIiRLi DIFERINTEGRAL YARDIMIYLA CHEBYSHEV DENKLEMININ
ACIK COZUMLERI

4.1. Homojen Olmayan Denklemin Ac¢ik Coziimleri
Teorem 4.1 (pe{(p:0¢|(pa|<oo,aeR} ve fe{(p:0¢|fa|<oo,aeR} olsun.

@ ZCDZ(P(Z), f=1(2), o, :Z—(np, (n=0,1,2) ve v sabit olmak tizere
z

Lgiziv]=0,(2* -1)+@z—-ov* = f (2#+1), (4.1)

Chebyshev denkleminin

(4.9)

L Grup
ou=((1()) (29" 42
e (A (TG s @3
(1) )
ao =) (1 (20"") ) (45)

2 Grup
a=(e' 0" ({1l 9™) ™) ™ (49
0= (1)) ] ()
=(-) :(( e )) e “2)

|

3. Grup
18



g =(2-1)" [(( f(z-0™), (-0 (2+)) (20" (z+1)‘V}

-1 —(v+1/2)

(2-1) (2+1)") }

-1 1-(v+1/2)

Py =(2-1)° [(z 1) (241)" ((f ( 2_1)71/2)

v-1/2

-1

By =(2-1)" K( fe-"), . (0 +1)-<“*1>j (2-1)"(z +1)V}

v-1/2

Oy =(2-1)" {(z ~1)(z+1)' (( f(z-1)" )_(Vm) (z-1)"(z +1)‘<””>u
4. Grup

By = (241 [((f (2+2)™?)

v-1/2

(-0 (2+1)) (2-1)"(2+1)" ﬂ

v-1/2 -1

(-1 (2+1))) }

-1 1-(v+1/2)

—(v+1/2)

o=@ [y (149

v-1/2

(z-1)""(z +1)V)

—(v+1/2)

Py =(2+1)" {(Z—l)v(z +1)" [(f (2+1)™)

seklinde 6zel ¢oziimleri vardir.

-1_lv-1/2

Ispat: 1.Grup N¢operatérii

N* ((pmz”): ((szn)“ B kio I'(a +1?L(_0:<;1];)(k +1) (@) (Zn)k :

seklinde tanimlanmaktadir. (4.1) in her iki tarafina bu operatorii uygularsak
N“[(pz(zz —1)]+ N“(@z)~N“(@v?)=N“(f)
olur. (4.18) yardimiyla
2 (a+1)

N |0, (2 -1) |= Zr o1 k) (k+1)(¢2)“‘k(22_1)k,

k=

=0, (2 -1)+p. 220 +0,0" —p,a
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



1 F(a+1)

N(2)= 2 o (k) e (2
=0 1190 (4.21)
N“ (qz)vz) =q,V° (4.22)
esitlikleri bulunur. Bu esitlikleri (4.1) denkleminde yerine yazarsak,
000 (22 1)+ 0.,2(2a+1) + ¢, (a® —V*)= 1, (T, #0) (4.23)

elde ederiz. Diger taraftan a ‘y1

" -V'=0 = a=tv
olacak sekilde segelim.

I. a=v i¢in (4.23) esitligi

0, (=D +g,z(2v+1)=1,, (4.24)
seklinde yazilir. Kabul edelim ki

o =v=v(2), o=v 4, (4.25)
olsun. Bu durumda (4.24) esitligimizi

z,//l(z2 —1)+r//z(2v+1) =f,

; A (4.26)
l//1+§//m(zv+1): fv(22 —1) )

seklinde yazariz. Denklem birinci mertebeden lineer bir diferensiyel denklemdir. Coziimii

V= J. fv (22 _1)—1 ejzzzl(2v+l)dzdzj| e—ji@vﬂ)dz |

2v-1 2v+1]

v=|f,(2 _1)2j1(22 —1)'[2 , (4.27)

seklindedir. Diger taraftan (4.25) kabulii ve (4.27) ile (4.2) ¢oziimiinii elde ederiz.
(4.2) de parantez igindeki carpim yer degistirirse —(1+ V) ¢ Z, i¢in farkll (4.3)
¢Oziimii elde edilir. Yani Py # D dir.

ii. a=—v olsun. (4.23) esitliginde yerine yazarsak
@, (2 -D+e z(-2v+1)=f, (4.28)

esitligi elde edilir. Kabul edelim Ki

20



o, =0=0(2), ¢= @, , (4.29)
olsun. Bu durumda (4.28) esitligimizi
a)l(z2 —1)+a)z(—2v+1) =f,,

(-2v+1)=f,(22-1)" | (4.30)

), +@
S |

seklinde yazabiliriz. Denklem birinci mertebeden lineer diferensiyel denklemdir.

Denklemin Coziimii

z

w= I f—v (22 _l)*l eIZ;_l(—2v+1)dde:| e—J. Zz_1(—2v+1)dz |

-2v-1

o= ffv(z2 —1) 2

—2v+1j

jl(z2 —1)‘( 2

seklindedir. Boylece (4.29) kabulii ve (4.31) ile (4.4) ¢6ziimiinii elde ederiz.

(4.31)

(4.4) ¢oziimiinde parantez i¢indeki carpanlar yer degistirirse (V —l) ¢ Z;, olmak
tizere (4.4)’ den farkli (4.5) ¢6ziimii elde edilir.

2.Grup

o=(2-1) g, 6=9(z), (221 (4.32)

olsun.
o, =222(2*-1) " g+ (22 -1) ¢
0, =42 (A-0)22 (2 -1) " grarz(22-1) g +24(22-1) g+ (22-1) 4,

olur. ¢ ve ¢, @, tirevlerini (4.1) denkleminde yerine yazarsak

A+1

a(2-1)2% (22 1) prarz(22 1) gr2a(-1) g+ (2-1) g,
+247%(2° —1)H¢+ z(z* —1)2 ¢4 -V (2° —1)2 ¢=f

¢, (22 —1)+¢12(42 +1)+¢{(412 —V2)+M} ¢ (22 _1)-4 | (4.33)

722 -1

elde ederiz. Kabul edelim ki 24 (2A—1)=0 olsun. Bu durumda
A=0veya x=1/2

olur.

1.) A =0 durumunda Grup-1 ¢odziimii ile ayni1 sonucu elde ederiz.
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2.) A =1/2 olsun. (4.33) denkleminde yerine yazarsak
b, (22 1)+ 432+ 4(1-v?)= 1 (22 -1)
elde ederiz. (4.34) denkleminin her iki yanina N“ operatoriinii uygularsak
N“[ ¢ (2% -1) |+ N (432)+ N“[ $(1-v*) | = N“[f (22 ‘1)112}
olur.
N[ ,(2-1) |= 0., (2 1)+, 220 + 9,0 (@),

N“(¢43z)=3z4,, +3ag,,

olup bu degerler (4.35) de yerine yazilirsa
b (22 -1)+,,2(2a+3)+4, [(a +1)° —vz] = [ f(z? —1)_1/1 :

elde edilir.

a'y (a +1)2 —Vv? = Oolacak sekilde segelim. Boylece a =+v—1 olur.

i. a=v—1 olsun. (4.38) denkleminde yerinde yerine yazarsak
22 -1)+¢z(2v+1 :[f 721 _m} ,
¢l+v( ) ¢v ( ) ( ) w
elde ederiz. Kabul edelim ki

¢v :V :V(Z)’ ¢:V—v1

olsun. Bu durumda (4.39) denkleminden
7 ~1/2 -1
V,+V ———(2v+1 =[f 7 -1 } 7 -1)
1 (Zz _1)( ) ( ) v—l( )

seklinde lineer diferensiyel denklem elde edilir. (4.41) denkleminin ¢6ziimii

B 2 V2 2 4\t [ (2w [ (v
V—D[f(z 1) l_l(z 1) e dz}e 1 ,

_ _ -2 _ v-1/2 B —(v+1/2)
V_{[f(f "] () } (22-1) ",

-1

bi¢imindedir. (4.40)’ dan

L G NG

-V

22

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)



elde edilir. (4.32) ve (4.43) yardimiyla (4.6) ¢oziimiinii elde ederiz ve bu ¢oziim (4.1)

denklemini saglar. (4.43) denkleminde en distaki koseli parantez igindeki carpanlar yer

degistirirse —V ¢ Z, icin (4.6)’ dan farkl1 (4.7) ¢oziimii elde edilir.
Ii. & =—v—1 olsun. Bu durumda (4.38) denkleminden
22-1)+¢ z(-2v+1 =[f z2-1 M}
b2+ g2(a)=[ 120
elde ederiz.
¢, =W=W(z), ¢=W,

oldugunu kabul edelim. Boylece (4.44) denklemi

W, +W (22—2_1)(—2v+l) = [ f(z° —1)1/2}”(22 _1)’1

(4.44)

(4.45)

(4.46)

seklinde birinci mertebeden lineer diferensiyel denkleme doniisiir. (4.46) denkleminin

¢Ozimi

W = D[ f (22 —1)_1/2} (22 —1)_1 ej v dz} 4 [EC
-v-1
W = {[ f (22 _1)1/2} (22 _1)v1/2} (22 _1)\/71/2

-1
seklindedir. (4.45) yardimiyla

e, ] ]

-v-1

\'

(4.47)

(4.48)

elde edilir. (4.32) ve (4.48) ile (4.8) ¢6ziimiinii elde ederiz. (4.48) denkleminde en distaki

koseli parantez igindeki c¢arpanlar yer degistirirse v¢Z, icin (4.8)° den farkli (4.9)

¢Oziimi elde edilir.

3. Grup
p=(2-1) 9. 4=9(2), (z#1)
olsun. Bu durumda
o =A(2-1)"p+(2-1)" ¢
0, =A(A-1)(z-1) " p+24(z2-1) g +(z-1)" ¢,

olur. ¢ ve ¢, @, tirevlerini (4.1) denkleminde yerine yazarsak
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/1(/1—1)(2—1)’“(2 +l)¢+22(z—1)l (z+1)¢ +(z—1)“1(z +1)¢,
+22(z2-10) " p+2(z2-1) V¥ (z-1) g= 1

1(2,1—1)}: f(2-1)" (4.50)

¢2(22_1)+¢1[z(2/1+1)+2z]+¢{(42—v2)+ =

elde ederiz. A y1 K(Zk —1) =0 olacak sekilde segelim.

A=0veya r=1/2
olur.
1.) A =0 durumunda Grup-1 ¢6ziimii ile ayn1 sonucu elde ederiz.

2.) A =1/2 olsun. (4.50)’ de yerine yazilirsa

¢,(2° 1)+ (22 +1)+¢(%—v2]: f (2-1)" | (4.51)
elde edilir. (4.51) denkleminin her iki yanina N“ operatoriinii uygularsak
2 a a 1 - 12 (4.52)
Na[¢2(z _1)}+N [4(22+1)]+N {(ﬁ[z—v H=N [f(z_]_) ]
olur.
N“ [¢2 (2 —1)} =, (2 1)+ 4., 220+ $,a(a-1), (4.53)
N“[ 4 (22+1) | =g, (22+1)+2a4,, (4.54)

seklinde olup bu degerler (4.52) de yerine yazilirsa
boo (2 -1+ d[2(2a+2)+1] 44, [(av112) v <[ £ (z-1) ] . WD)
elde edilir.
Burada o'yt (@ +1/2)" —v? =0 olacak sekilde segersek a=+v—1/2 olur.

I. a=v—1/2 olsun. (4.55) denkleminde yerinde yerine yazarsak

Busa (27 -1)+ o[ 2(204 D)1= £ (2D 7| (4.56)
elde ederiz. Kabul edelim ki
Brar =U=U(Z), $=U ), (4.57)

olsun. Bu durumda (4.56) denkleminden
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U, +U Z(2v+1)+1 = [ f(z —1)_1/21_1/2 (z2 —l)fl,

(z-1)

seklinde bir lineer diferensiyel denklem elde edilir. (4.58) denkleminin ¢6ziimii

22v+p R
u :l:j[f (2_1)—1/21_1/2(22 _1)—1 ej o dz}e e, |

12 z-1 (Z2 _1)7\/
u={[f(zl) :|v1/2(22_1)1"}1 z-1

bigimindedir. (4.57)’ den

9= {[ f (Z _1)_1/2 :|v—1/2 (222:1];1—\/ } (222__:;) !

—(v+1/2)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

elde edilir. (4.49) yardimiyla (4.10) ¢oziimiinii elde ederiz. (4.60) denkleminde en distaki

parantez i¢indeki ¢arpanlar yer degistirirse —(v+1/2)¢Z; i¢in (4.10)’ dan farkl: (4.11)

¢Oziimii elde edilir.

ii. a=-v-1/2 olsun. (4.55) denkleminde yerinde yerine yazarsak
-1/2
¢—v+3/2 (22 _1) + ¢—v+]12 [Z (_ZV +1) +1:| = |: f (Z _1) i|—v—1/2 !
elde ederiz. Kabul edelim ki

¢—v+l/2 = ‘9 = l9(2)1 ¢ = l9V—JJZ !
olsun. Bu kabul ile (4.61) denkleminden

g4 o221 fe-)™] (1)

(z-1)

bi¢iminde lineer diferensiyel denklem elde edilir ve ¢oziimii ile de

7(1-2v)+1 . _z(l-2v)+ .
19={|'( f (z—l)’”z)i 71/2(22 —1)_1 Rar=e dz}e e :
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(4.62)
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(4.64)



elde edilir. (4.62) ve (4.64)’den

b= [ f(z —1)71/2 J_V_uz (Zzz__ll)lw } (Zz :i) J ’

elde edilir. (4.49) yardimiyla (4.12) ¢6ziimiinii elde ederiz. (4.65) denkleminde en distaki

(4.65)

parantez i¢indeki carpanlar yer degistirirse (v—1/2)¢Z; igin (4.12)" den farkl (4.13)

¢Ozlimii elde edilir.

4. Grup
p=(2+1) g p=9(2), (z%-1), (4.66)
olsun.
o, =A(z+1) " g+ (2+1) ¢
0, = A(A-1)(z+1) " p+22(z+1) " 4 +(2+1)" ¢,
olur. ¢ ve ¢, @, tirevlerini (4.1) denkleminde yerine yazarsak
2(A-1)(2+2) 7 (2= p+22(2+1) (2-1) ¢ +(2+2) " (z-1) 4,
+22(z+1) g+ z2(z+1) g V3 (2 +1) p= 1,

¢, (22 _1)+¢1[Z(22~ +1)—22]+¢{(/12 _Vz)_w} _f (z+1)’l, (4.67)

z+1

elde ederiz. Kabul edelim ki A(2A—1)=0 olsun. Bu durumda

A=0veya r=1/2
olur.
1.) A =0 durumunda Grup-1 ¢dziimii ile ayni1 sonucu elde ederiz.

2.) A =1/2 olsun. (4.67) denkleminde yerine yazarsak

¢(2° _1)+¢1(22—1)+¢G—v2j: f(z+1) ", (4.68)
elde ederiz. (4.68) denkleminin her iki yanina N“ operatoriinii uygularsak
2 a a 1 2 a -1/2 (469)
N [ (2 -2) o [ -0 o 3 |- 1 o))
olur.
N“ [¢2 (22 —1)] =0ra <22 —1)+¢1m 2za+¢a(a-1), (4.70)
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N“[ ¢ (22+1) |=4., (22-1)+ 204, ,

esitlikleri (4.69)’ da yerine yazilirsa

4 (Zz _1)+¢M [z(2a+2)—1]+¢a [(0{ +1/ 2)2 _Vz} _ [f (z +1)*1/2L |

elde edilir.
a'yt (a+1/ 2)2 —v? =0 olacak sekilde secersek o =+v—1/2 olur.

I. a=v—1/2 olsun. (4.72) denkleminde yerinde yerine yazarsak

.32 (22 —1)+¢5MJ2 [z(2v+1)-1]= [f (z +1)71/2} ,

v-1/2
bulunur. Kabul edelim ki
Bge =W=W(2), $=W .y,
olsun. Bu kabul ve (4.73) ile
z(2v+1)-1

W, +WW = [ f(z +1)_1lzl_1/2 (z2 —1)71,

seklinde lineer diferensiyel denklem elde edilir. (4.75) denklemini ¢ozersek

z2(2v+1)- 2(2v+1)-
w= D[ f(z+1)™" ]V_M (22-1)" e ledz} A ,

_1/2 z+1 (22 _1)7\/
W:{[f (Z+1) :|v—1/2 (22 _1)1*" }1 z+1

elde ederiz. (4.74) kabulii ve (4.76)’ dan

¢= {[ f (Z +l)_1/2 :|v—1/2 (Zzzjl]jl—" } (222:_]:-]_) !

—(v+1/2)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

4.77)

bulunur. (4.66) yardimiyla (4.14) ¢oziimiinii elde ederiz. (4.77) denkleminde en distaki

parantez igindeki garpanlar yer degistirirse —(v+1/2)¢ Z; igin (4.14)’ den farkh (4.15)

¢Oziimii elde edilir.

il. a=-v—1/2 olsun. (4.72) denkleminde yerinde yerine yazarsak

b (22 -1+ b [ 2(-2v-1)-1)=[ F (z40)*]
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elde ederiz.

bve =K =K(2), P=rK, 1>, (4.79)
kabulii ve (4.78) yardimu ile
z(-2v-1)-1_ 2 , -
K‘1+K'—(ZZ_1) —[f (z+1) Liﬂz(z —1) , @50)

bi¢iminde lineer diferensiyel denklem elde edilir. (4.80) denkleminin ¢6ziimii

7(-2v-1)-1 . _rz(-2v-1)-1 .
W=|:J[f (z +1)7ML71/2(Z2 —1)_19I 0 dz}e e :

z7+1 (22 —1)V
v 1+v
1/2 (22 _1) r 7+1

! (4.81)

W= [f (z+1)_1/2}

seklindedir. (4.79) ve (4.81)’ den

12 z+1 (Zz _1)V
{[f (z+1) 1\/71/2 (221)1”}1 z+1 ’

v=1/2

(4.82)
¢

elde edilir. (4.66) yardimiyla (4.16) ¢oziimiinii elde ederiz. (4.82) denkleminde en distaki
parantez igindeki carpanlar yer degistirirse (v—1/2)¢Z; igin (4.16)" dan farkli (4.17)

¢Oziimii elde edilir.

4.2. Homojen Denklemin Acik Coziimleri

Teorem4.2. e {@:0#|p,|<w,a R} olsun,

L[g:zv]=0,(2* -1)+@z-ov* =0 (z%21), (4.83)
homojen Chebyshev diferensiyel denklemi
1. Grup
~(v+1/2) 4.84
o =h((22‘1) ) ’ 459
—(1+v)
v-12 4.85
oa=n((z -1, e
2. Grup
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2 12 2 ~(v+1/2) 4.86
o =h(z 1) (272 ] | (489

-V

oy =h(z"-1)" [(22 —1)”'21 , (4.87)
3. Grup

oy =n(z-1)"|(z-1) " (2 +1)‘”LM/2) , (4.88)

Ag=n(z-1)"[(z+1) " (-0 | (4.8

A =h(2-1"| (21" (z+1)| (4.90)

A =n(z=1)"| (2+1)'(z-) 7| | (4.91)
4. Grup

Ay =h(z+)”[ (-1 (@+) "] 492

A =h(z+) [+ ) @07 ] (.93

Ay =h(2+1)"| (2-1)" (2417 ] (4.9)

Ay =h(z+ )| (240 (-0, (4.99

formunda 6zel ¢ozlimlere sahiptir. Burada v verilmis sabit, @, :go:(p(z), ve n=0,1,2
olmak iizere ¢, =0"¢p/oz" dir.

Ispat: 1. Grup N“operatorii

N (p,2") = (%Zn)a _ kio oE :;(j(;i)(k v (7). (Zn)k | (4.96)
olmak iizere (4.83) denklemine bu operatorii uygularsak

:qu (22 —1):a +(pz), —(gov2 )a =0, (4.97)
elde ederiz. Buradan

(7 —1):a =0, (2 1)+, 202 +p,a(a-1), (4.98)
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(p2), =200 (4.99)

(o) =V, (4.100)
bulunur. (4.98)-(4.100) esitliklerini (4.97)’te yerine yazarsak
@y, (22 —1) +0.., [Z (2a +1)] +o, (a2 —V2) =0 (4.101)

elde edilir. o y1
a’—v*=0, a=v, a=-V
olacak bigimde secelim.

I. a =V i¢in (4.101) denklemini diizenlersek

0,0 (22 -1)+@,,2(2v+1)=0, (4.102)
bulunur.
o=y =y (7)., o=y, (4.103)

olsun. Boylece (4.102) den

z
2> -1

W, +y (2v+1)=0, (4.104)

seklinde birinci mertebeden diferensiyel denklem elde edilir. Denklemin ¢6ziimii ile

W= h(22 _1)—(v+112)

(4.105)
olur. (4.103) kabuliimiiz ve (4.105) den (4.84) ¢6ziimii bulunur.

ii. @ =-v i¢in ispat (i) de v yerine —v yazarsak benzer islemlerle

w=h(z2-1)"", (4.106)
bulunur. Tersine iglemle (4.85) ¢6zliimii elde edilir.

2. Grup

o=(22-1) ¢, 4=9(2), (221, (4.107)

olsun. Bu durumda

o, =2i2(2 1) p+(2-1) g,

0, =8 (A-0)22 (2 -1) " grarz(2t-1) 42422 -1) g+ (22-1) 4,
olur. ¢ ve ¢, @, tiirevleri (4.83) denkleminde yerine yazilirsa
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b,(2° 1)+ gz(4A+2)+ 9| (427 —v*)+ _

22(24-1) ] (4.108)
22-1

elde edilir. Kabul edelim ki 24(2A—1) =0 olsun. Bu durumda

A=0veya r=1/2
olur.
1.) A =0 durumunda Grup-1 ¢dziimii ile ayni1 sonucu elde ederiz.

2.) A =1/2 olsun. (4.108) denkleminde yerine yazarsak

#,(2° -1)+43z+¢(1-v*) =0, (4.109)
elde ederiz. (4.109) denkleminin her iki yanina N“ operatoriinii uygularsak

bo (2 -1)+¢.,2(22+3)+g, |:(a+1)2 —vz} =0, (4.110)
elde edilir.

a'y (a +1)2 —Vv? = Oolacak sekilde secelim. Boylece o =+v—1 olur.

I. a=v-1olsun. (4.110) denkleminde yerinde yerine yazarsak

¢1+V(22—1)+¢Vz(2v+1):0, (4.111)
elde ederiz. Kabul edelim ki

¢,=V=V(z), 4=V, (4.112)
olsun. Bu durumda (4.111) denkleminden

V, +V ﬁ(wﬂ):o, (4.113)
seklinde diferensiyel denklem elde edilir. (4.113) denkleminin ¢éziimii

V=h(z2-1)"", (4.114)

bi¢cimindedir. (4.112)’ den
= h|:(22 _1)(V+1/2)} 1 (4.115)

-V

elde edilir. (4.107) ve (4.115) yardimiyla (4.86) ¢6ziimiinii elde ederiz ve bu ¢oziim (4.83)
denklemini saglar.

ii. & =—v—1 olsun. Ispat (i) de v yerine —v yazarsak benzer islemlerle,

b= h[(zz _1)”/21, (4.116)
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elde edilir. Tersine islemle (4.87) ¢oziimii elde edilir.
3. Grup

p=(2-1)" ¢, p=¢(2), (221), (4.117)

olsun. Bu durumda
o =A(z-1)" p+(z-1)" ¢,

0, =A(A-1)(z-1) " p+24(z2-1) g +(z-1)" ¢,
olur. ¢ ve ¢, @, tirevlerini (4.83) denkleminde yerine yazarsak

9, (z2 _1)+¢1[Z(2/1 +1)+2/1]+¢{(12 _Vz)+%} (4.118)

elde ederiz. A y1 K(Z?» —1) =0 olacak sekilde segelim.

A=0veya r=1/2
olur.
1.) A =0 durumunda Grup-1 ¢dziimii ile ayni sonucu elde ederiz.

2.) x=1/2 olsun. (4.118)’ de yerine yazilirsa

¢, (2" -1)+¢ (22 +1)+¢G—v2j:o , (4.119)
elde edilir. (4.119) denklemine N“operatoriinii uygularsak

b0 (22 -1)+ 4., [2(2a+2)+1]+, [(a +1/2) —vz} -0, (4.120)
elde edilir.

Burada «'y1 (a+1/ 2)2 —v? =0 olacak sekilde segersek a =+v—1/2 olur.

I. a=v—1/2 olsun. (4.120) denkleminde yerinde yerine yazarsak

Broso (2 =1)+ B[ 2(2v+1)+1] =0 (4.121)
elde ederiz. Kabul edelim ki

B =U=U(Z), $=U (4.122)
olsun. Bu durumda (4.121) denkleminden

0+ Z(2V+l)+1:0 (4.123)

(z-1)
seklinde diferensiyel denklem elde edilir. Bu denkleminin ¢6ziimii
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()

u=h——-r, (4.124)
bigimindedir. (4.122)’ dan
_nl 21y v (4.125)
¢ h[(z 1) (z+1) :|(v+112)’

elde edilir. (4.117) yardimiyla (4.88) ¢oziimiinii elde ederiz. (4.125)’ de parantez igindeki
carpanlar yer degistirirse —(v +1/ 2) ¢ Z, i¢in (4.88)’ den farkli (4.89) ¢oziimii elde edilir.
ii. a=-v—1/2 olsun. Ispat (i) de v yerine —v yazarsak benzer islemlerle,

é= h[(z_l)“(m)q , (4.126)

v-1/2

elde edilir. Tersine islemle (4.90) ¢oziimii elde edilir. (4.126) denkleminde parantez
igindeki garpanlar yer degistirirse (v—1/2) ¢ Z; igin (4.90)’ dan farkh (4.91) ¢oziimii elde
edilir.

4. Grup

p=(2+1)" g,9=¢(2), (z2%-1), (4.127)
olsun.

o, =A(2+1) g+ (z+1) 4,

A-2 A-1 A
@, =A(A-1)(z2+1) " ¢+2A(z+1) g +(z+1) ¢,

olur. ¢ ve ¢, @, tiirevlerini (4.83) denkleminde yerine yazarsak

¢,(° —1)+¢1[z(2/1+1)—2/1]+¢[(,12 _Vz)_w}m

z+1 (4.128)
elde ederiz. Kabul edelim ki A.(2A—1) =0 olsun. Bu durumda
A=0veya r=1/2
olur.
1.) A =0 durumunda Grup-1 ¢dziimii ile ayni sonucu elde ederiz.
2.) x=1/2 olsun. (4.128) denkleminde yerine yazarsak
(4.129)

¢2(22 _1)+¢1(22_1)+¢G_V2):0’

elde ederiz. (4.129) denklemine N“ operatoriinii uygularsak
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b (22 -1+, [2(20+2)-1] 44, | (e +112) -V | =0 , (4.130)
elde edilir.
a'yl (a +1/ 2)2 —v? =0 olacak sekilde segersek a =+v—1/2 olur.
i. a=v—1/2 olsun. (4.130) denkleminde yerinde yerine yazarsak
s (2 —1)+ 4,0 2(2v+1)-1]=0 (4.131)
bulunur. Kabul edelim ki
B =W=W(Z), $=W ., (4.132)

olsun. Bu kabul ve (4.131) ile
z(2v+1)—1_0 (4.133)
G

seklinde diferensiyel denklem elde edilir. (4.133) denklemini ¢dzersek

=N

W, +W

W= (4.134)
elde ederiz. (4.132) kabulii ve (4.134)’ den
=l (z-1)" v+ (4.135)
¢ |:( z 1) (Z +1) :|—(v+l/2) ,

bulunur. (4.127) yardimiyla (4.92) ¢6ziimiinii elde ederiz. (4.135)’ de parantez igindeki
carpanlar yer degistirirse —(v+1/2) ¢ Zj igin (4.92)’ den farkli (4.93) ¢6ziimii elde edilir.
ii. a=-v—1/2 olsun. Ispat (i) de v yerine —v yazarsak benzer islemlerle,

¢=[(2-1)' (z+1)"] (4.136)

v-1/2 ’
elde edilir. Tersine islemle (4.94) ¢oziimi elde edilir. (4.136) denkleminde parantez
igindeki ¢arpanlar yer degistirirse (v—1/2) ¢ Z; igin (4.94)" den farkli (4.95) ¢oziimii elde

edilir.
5. HOMOJEN DENKLEMIN COZUMLERININ HIPERGEOMETRIK
GOSTERIMI

Teorem 5.1.
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P AN aﬁyw - ﬂk aﬂ+]/) c ‘
(((z—b) —c) ) =e"7(z-b) Z le (F<—ap) ((z—b)ﬂJ : (5.1)

4 k=0

“ ap-y k k +
(b ¢ ) = ey S b= [(Zfb)ﬁ] (nez;),
(5.2)
esitlikleri saglanir. Burada
r(pk- a,B+7/)| c_ |4
r(ak-ap) | |@oy|
ve
[/l]k:/1(/1+1)...(l+k—1):rg(:{)k), [4], =1,
Pochhammer semboliidiir [18].
Lemma 5.1.
. b i T (=D b-a I'(a—b
e ([
> a+1)
o], =S e o

esitlikleri saglanir [18].
Teorem 5.2. Homojen Chebyshev denkleminin ¢6ziimlerinin hipergeometrik gosterimleri,

1. Grup

(p[l]:_eim’ J; ZV2F1(XaV—+1;V+:L'Zi2} ((V+1)¢

2°VI(v+1/2) 2 2

,LTV;l—v;izj, ((1—V)§E

z; 2_12 <1J . (55)

N <

z

—izv \/; v
) e

1
=e Z Z,, =<1, 5.6
#a 22vI(1/2-v) ° |22 ] 6)

2. Grup
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Bra = e —J; (22 —1)1/2 7" F{%H, —V;rl;VJrl'ij,

2°T(v+1/2) 7
(5.7
[(v+1)¢zo 12 <1]
—izv ’\ﬁ 12 V= v 1-v . 1
=" gy (0 R )
(5.8)
[(1—v)¢z iz<1j
3. Grup
T o 1 1.z2-1 1
—je™ 1 El= 5.9
%o = F(1+v)(z+) 2 1(2+V '’ z+1 2+ (5.9)
by 2\/; S z+1)? 1 3 z+1 z+1
(p[G]z—Ie W(Z—l) (Zj 2F1(2+ 1+ ( j (510)
i N7 c e, Lzt z-1
—je i 1) FE|=-v, — <1 5.11
An =18 r(1—v)(z+) 2 1(2 vy z+1) =k (.11)
o N7 Sz (1 3.z+1 z+1
— _je “) [ = LR Z-vi-vis 2o | <] (22
Ao =71 1“(—v)(Z )(z—lj ? 1(2 AT z—lj 721 (5.12)
4. Grup
N (2= (1 3 z-1 z-1
=—ie" —— 1) | — F 1+v,——— —<1 5.13
e r Y (z+1] 2 1(2“’ Y z+1j 7+1]° 6139
- \/; v 1 1 z+1 z+1
=ie"™ z-1) F|=+v,v;—;— |, —<1 5.14
oy F(1+v)( ) 1(2+ 2 z—lj b (5.14)
N (z2-1V" (1 3.2-1 2,
— _jg ™ N[22 R Z-vi-vi2: , 5.15
Ao =~ 1“(—v)(ZJr ) (z+1j 2 1(2 Ty z+l} ( z+1| (6.15)
N v e(1, 1.z z+1
izv _1 F ——V, B — 1 516
P =18 Ty (7Y 1(2 P 1) = (5.16)

seklinde ifade edilirler. Burada ,F(.......) Gauss hipergeometrik fonksiyonudur.

Ispat: 1. Grup Teorem 5.1 den
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(v+172) v [V+1/2] T (2 +v)( 1 jk
_1 N o=V -
((Z ) ) e Z kT ( 2k+2v+1) Al

(5.17) olur. 7(M) )
rxzz):fZ;I(z)r(z+%j,

oldugundan,
F(Z(k +%D: 23;_1 F(k+%)l“(k+v7+1j,
F[Z(k +v+%D: 23; F(k+v+%jr(k+v+l),
r(v)= ?Elr[%jr(\%lj r(2v+1)= \Z/Zﬁlr(w%)r(vﬂ),

ve

A
oldugundan,
I

BRI

vl _F(VZH“(LF vl ) [ve] (veny
]y )
v+E :M:F v+1+k
{ l F(V+;j ( 2 )

_T(v+1+k)
[v+1], _W

Il
1
<
+
N |-
| |

L
=
VRN
<
+
N |-
N

=T (v+1+k)=[v+1] [(v+1),

yazilabilir. Bu esitlikler (5.17) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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22kt v v+1
L [v+1/2] F(k+jl‘(k+j K
(0[1] :((22 _1)(V+l/2)) _ iy —VZ k \/; 2 2 ( 1 j ’

_ g r[gr(v;lj Zvi[”ﬂk mk {Vﬂk ( 1 Jk,

F(v+;jr(v+1) k=0 k!|:V+;j|k [v+1],

v||v+l
rrw) M [2} 1Y
:_einvz—(v+l) 2 Z—vz K k(_zj ’
I
J?F(Zv+1) @ kve] Az
2V

e r(v) sz {Vﬂ ( 1 j |

2v2F(v)F(v+;j g Ki[v+1],

__eizrv J; -V Fl[x’ﬂ’v_'_l’ij’

4 Z
22V (v+1/2)
elde edilir.

Benzer sekilde ¢ in ispatinda v yerine —v yazarsak ¢, nin

_ 2 v-1/2 _ iy \/; v _X ]-__V _ i
(/’P]_((Z Y )V_l_e 2*2er(1/2—v)Z ZF{ 272 V’zzj’

formunda ki ¢6ziimii bulunur.

2. Grup Teorem 5.1 den

2 vzl o (V+1/2)i| inv 1’2 (v X V+1/2 (2k+v+1)(1)k
-1 -1 = |, (5.18
(Z ) [(Z ) v © ( ) kzz(; kIT( 2k+2v+1) z? (5.18)
bulunur.
222—1 l
I'2z)= I'(z)I' -1,
(22)-2r ({245
oldugundan,

2k+v
r 2(k+x+lj =2 F(k+v+1jl“[k+x+1j,
2 2 N 2 2
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(2(k +V+ ;D &\/;V [k+v+%jl“(k+v+l),

r(v)= %r(%)r(%ﬂj r(2v+1)= \Z/ZELF(V+3F(V+1),

ve

[ﬂ']kz r(2) ’

el
G
r{vs +kj _v+ﬂkr(v+%j

C(v+1+k)=[v+1] T'(v+1)

oldugundan,

1
<
l\)‘—l—
[HEN
;/
Il
1
<
l\)‘—i—
[HEN
lx__l
=
7\
<
+
[EEN
—

N |-

yazilabilir. Bu esitlikler (5.18) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

~(v+1/2)
Py = (Zz _1)1/2 I:(Zz _1) 1/2 :i
ver2) 2 [V”} r(”l){ 1} r(v+1j k
_ ei;rv (22 _1)1/2 Z—(v+l) 2 K 2 2 K 2 (ij

k![wﬂkr(”;j[“l]kf (v+1) i

1 F(Z”)( T Z{Vﬂ B 11(@

F(v+;jl“(v+1) = kv,

Zz

F(V+1) (22-2)" 79y [Vﬂk Bﬂl [i}k
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—e™ —ﬁ )(22—1)1/2 z(”l)zFl[X+1,v—+1'v+1 1)

2T (v+1/2 2 72T
hipergeometrik formda ki ¢6ziim elde edilir.
Benzer sekilde ¢; Un ispatinda v yerine —v yazarsak ¢, in hipergeometrik

formunda ki ¢6ztiimiinii buluruz.

3. Grup (5.4) den
Py = (2 ~1)” [(z —1)7(”1) (z +1)7VJ

~(v+1/2)
1y |
(Z”ﬂzgk;[%vjkj((zW)(@k ((z+2)"), o

elde edilir. (5.3) den

r(s-k)=(-1)" r(é), r(}_v_ka(_l)_kr(l/z—v)’ r(;_k)z(_l)_kr(l/z)

[1/2+v]k

oldugundan bu esitlikleri (5.19) da yerine yazarsak
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(_ )—k F(l/Z)

. v T(2-v) [1/2], T(k+v)(z-1)"
=ieT (241 kz_(;k| «(1/2-v) T(v+1) r'(v) £z+1j’
1) [1/2+v],

_m N7 ( )Vi[l/ZJrv]k[v]k[Z_ljk,

z+1

F(v+1)(z+1)V2 F{%+v,w%;§j) :
hipergeometrik formda ki ¢6ziim elde edilir.

Benzer sekilde @5 in ispatinda v yerine —v yazilirsa ¢, hin hipergeometrik
formunda ki ¢6ziimii bulunur.

(5.4) yardimiyla
a0 =(2-0"[(2+)" (z-0"]

—(v+1/2)

s
=(z _1)“2 > - j ((z +1)" )_(VH)_k ((z —1)7(V+1) )k :

I‘—Ok!F(Z—v—k 2
(5.20)
elde edilir. (5.3) den
1 r(_l_ }
((z +1)_V)(V+;jk _eﬂ(VTKJ F(Zv) (z +1)%+k,

(v S (k+v+1 -1k
((Z_l)( ))k - i“(v+1) )( 1)
bulunur.
Ayrica 1“(5—k)=(—1)7k L) olup
[1-5],
1 ok D(1/2-v) 1 ), «I(-1/2)

oldugundan bu esitlikleri (5.20) de yerine yazarsak
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(v+1/2)
r(l j I'(-1/2)
* 5V i/rv+l+
_( 1)1/22 2 o [ > kj [3/2]k (Z+1)%+k oink F(k +V+l)(z_1)7v717k,
= L(L/2-v) r'(v) r(v+1)
[1/2+v],
N 1 Vlk = [1/2+V] v+1]
— _jaiv N 1 1 k’
ie FV)(Z+)2 (z- kz; k'3/2]
1/2
:_ieiﬂvzﬁ(z_l)_v[z_ﬂj 2F1[1+ iy z+1j
r(v) z-1 2 '2'7-1

hipergeometrik formda ki ¢6ziim elde edilir.
Benzer sekilde ¢j;; min ispatinda v yerine —v yazilirsa ¢y in hipergeometrik

formunda ki ¢6ziimii bulunur.

4. Grup (5.4) den
A =(2+1)"| (2-1) " (2+1) |

—(v+1/2)

(5.21)

elde edilir. (5.3) yardimiyla
itk I (~1/ 2-K)

((Z —1)7v )(W;jk :eI ( 2 T( _1)1/2+k

C(k+v+1)

((z+) ™) =e Pz +1)

k F(V+l)

bulunur.

Ayrica 1“(5—k):(—1)_k 5(5) olup

1 L T(1/2-v) 1 L T(-1/2)
F(E—v—kj=(—1) Bzl F(—E—kj=(—l) e

oldugundan bu esitlikleri (5.21) de yerine yazarsak

42



r(-1/2)
[(1/2-v) is{wie) [3/2],

Tz v°
[12+v],

_ i &(Z_’_l)v ( A _1j”2 i[1/2+v]k [v+1], (z _ljk,

< kY3/2], 7+1

(Z _1)1/2+ke_i,,k F(k +V +1) (Z +1)—v—1—k '
I'(v+1)

1/2
=—ie"™ —2\5 (z+1)" ( . _1j , F1(1+v,1+v;§;z__1j ’

I'(v) z+1 2 2 z+1
hipergeometrik formda ki ¢6ziim elde edilir.
Benzer sekilde @5 un ispatinda v yerine —v yazilirsa ¢y, in hipergeometrik

formunda ki ¢6ziimii bulunur.

(5.3) den
Ao = (240 (2+2) ¥ (z-1)" |

(5.22)
elde edilir. (5.4) ile

in(v+£+kj T (1/ 2_ k)

(( 7 +l)—(v+l) ) _e 2 (Z n 1)—1/2+k ’

—(v+1/2)-k F(V +1)

((Z _1)*\/) _ g ik 1—‘(k +V)

k r(v)

(z —1)7V7k ,
bulunur.

Ayrica 1“(5—k):(—1)_k r() olup

[1- 5T
1 ok D(/2-v) 1 ), xT(1/2)

oldugundan bu esitlikleri (5.22) de yerine yazarsak
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Doy = ( Z+ 1)1/2 [( 74 1)f(v+1) ( 7 _1)7\, J

(v41/2
1)"(1/2)
(7412 - F(]-/Z—V) e"{"%*“) [1/2]k 1) V2 ik F(k +V) 1)
(2+1) kz-;'k!F(UZ—v) F(v+1)( ) r'(v) (z-1)

2-01[1/2+v]k [V], (ZHJK |

r(v+1)(z_1)_vk=0 kir2), \z-1

i 1 1 z+1
~1)7 R AV
r(v+1)(Z ) l(zwv 2 z—l]

hipergeometrik formda ki ¢6ziim elde edilir.
Benzer sekilde @, un ispatinda v yerine —v yazilirsa ¢,,, nin hipergeometrik

formunda ki ¢6ziimii bulunur.

Ornek 5.1 v=2 igin

Pz = ((22 _1)%1/2)

¢ozlimiiniin (4.83) numarali denklemi sagladigini gosterelim.

v-1

V=2 i¢in,

Q= ((22 —1)3/2) =3z (22 —1)1/2 ,

1
. (2)= 3(22 —1)1/2 +372 (22 —1)71/2,
0, (2)= 32(22 —1)_1I2 +6z(z2 —1)_1/2 -3z (22 —1)_3/2 ,
olur. Bulunan bu esitlikler (4.83) de yerine yazilirsa
32(22 —1)1/2 +62(z2 —1)1/2 ~-37° (22 —1)_1/2 +32(z2 —1)”2 +37° (22 —1)_112 —122(22 —1)1/2 =0

olacak sekilde denklemi saglar.
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6. SONUC

Bu tezde bazi kesirli diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimleri ve verilen
fonksiyonlar1 saglayan diferintegral denklemler elde edilmistir. Ayrica Genellestirilmis
Leibniz kurali yardimiyla homojen ve homojen olmayan Chebyshev denkleminin agik
¢oziimleri elde edilmistir. Son bolimde ise homojen Chebyshev denkleminin agik

¢oziimlerinin baska bir gosterimi olan hipergeometrik gosterim bulunmustur.
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