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                                                      ÖZET 
 

Yapılan çalışma beş bölüme ayrılmıştır. 

 

Birinci bölümde çalışmamızla ilgili genel bir literatür çalışması yapıldı. 

 

İkinci bölümde çalışmamıza yardımcı olacak temel tanım ve teoremlerden bahsedildi. 

 

Üçüncü bölümde Geliştirilmiş Bernoulli Alt-Denklem Fonksiyon  metodunun  genel yapısından 

bahsedildi. 

 

Dördüncü bölümde ise bazı kısmi diferansiyel denklemlerin Geliştirilmiş Bernoulli Alt-

Denklem Fonksiyon metodu ile çözümleri bulundu. Çözümlerin iki ve üç boyutlu grafikleri 

Mathematica 9 programından yararlanılarak çizildi. 

 

Beşinci bölümde ise genel bir sonuç verildi. 
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                                                  SUMMARY  

     SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS BY   

       IMPROVED BERNOULLI SUB-EQUATION FUNCTION METHOD 

 

This work is made of five sections. 

 

In the first part, a general literary work on our work has been done. 

 

In the second part, basic definitions and theorems that will help me to work have been 

mentioned. 

 

In the third chapter the general structure of the Bernoulli Sub-Equation Function method has 

been presented. 

 

In the fourth part, some partial differential equations have been solved by the improved 

Bernoulli sub-equation function method. Two and three dimensional graphics of the solutions 

were drawn using Mathematica 9 program. 

 

In the fifth section, a general result has been given. 
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         1.GİRİŞ  

Bilim dünyası özellikle son 20 yılda, bir çok problemin matematiksel denklemlerini elde 

etmek üzerine yoğun bir çalışma göstermiştir. Bir çok problem ise matematiksel olarak ifade 

edilmiştir. Bu modellerden bir kısmı temel düzeyde iken diğer kısmı lineer olmayan kompleks 

düzeydedir. Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam çözümlerini elde etmek için 

kullanılan yöntemlerden, tanh fonksiyon metodu, Sumudu dönüşüm metodu, Böcklund 

dönüşüm metodu, üstel fonksiyon metodu, modifiye edilmiş basit denklem metodu, inverse 

scattering metodu,  çeşitli deneme denklem metotları, tanh–sech metodu, homojen balans 

metodu, sine–cosine metodu, G G -açılım metodu,  değişkenlerine ayırma metodu, darboux 

dönüşüm metodu, varyasyonel iterasyon metodu gibi çeşitli yöntemler bir çok matematiksel 

modele uygulanmıştır.[7-29] 

Bu çalışmada, Geliştirilmiş Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon metodu (IBSEFM); 

doğrusal olmayan Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff denkleminin ve Prey-Predator denkleminin 

üstel fonksiyon, rasyonel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon ve kompleks fonksiyon türünden 

salınımlı dalga  çözümlerini elde etmek için kullanılmıştır. 

 

 Doğrusal olmayan Calogero–Bogoyavlenskii–Schiff diferansiyel denklemi  

                    2 4 0xxxz z xx x xz xtu u u u u u    , 

ve  Prey-Predator diferansiyel denklemi 

                     

2 3

3

1
,

,

t xx

t xx

u u u k u u uv

v v kuv v v




 

 
      

 

   

                                                                                            

olarak bilinir. Her iki denklem için yeni ve farklı salınımlı çözümler elde edilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                   1 



 

2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

           Tanım 2.1. Bağımlı bir değişkeni ve bunun bir ya da daha çok bağımsız değişkene göre 

türevlerini içeren bir denkleme diferansiyel denklem denir [3]. 

 

           Tanım 2.2. Bir bağımlı değişkenin yalnızca bir bağımsız değişkene göre türevlerini 

içeren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir. 

En genel adi diferansiyel denklem; 

        

2

2
( , , , ,..., ) 0

n

n

dy d y d y
F x y

dx dx dx
 ,                                                                               (2.1) 

  biçiminde yazılır [3]. 

 

Tanım 2.3.  Bağımlı değişkenin bir ya da daha çok bağımsız değişkene göre kısmi 

türevlerini içeren diferansiyel denkleme kısmi diferansiyel denklem denir [3]. 

 

Tanım 2.4. Bir diferansiyel denklemde görülen en yüksek mertebeden türevin 

mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir [5]. 

 

Tanım 2.5. Eğer bir diferansiyel denklem var olan tüm türevlere göre polinom denklem 

biçiminde ise ,en yüksek mertebeden türevin kuvvetine(üssüne) diferansiyel denklemin 

derecesi denir [5].  

 

             Tanım 2.6. x bağımsız değişkenine göre ; 

1

1 1 01
( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y g x

dx dx dx



 
     ,                                      (2.2) 

şeklinde yazılan ifadeye lineer diferansiyel denklem denir. 
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            Lineer diferansiyel denklemin iki özelliği vardır: 

i) y bağımlı değişkeninin türevleri hep birinci dereceden ve y bağımlı değişkeni bulunan 

yerde bu y değişkeninin üssü hep bir olmalıdır. 

ii) Her bir katsayı yalnızca x bağımsız değişkeninin bir fonksiyonu olmalıdır [1]. 

 

            Tanım 2.7. Eğer bir diferansiyel denklem lineer değilse bu denkleme lineer olmayan 

diferansiyel denklem denir [3]. 

 

Tanım 2.8. Bir diferansiyel denklem, denklemde bulunan en yüksek basamaktan 

kısmi türevlere göre lineer ise bu denkleme yarı lineer denir [2].  

 

            Tanım 2.9. Bir kısmi türevli denklem yarı lineer ve denklemde görülen en yüksek 

basamaktan türevlerin katsayıları yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonu ise bu denkleme 

hemen hemen lineerdir denir [2]. 

Tanım 2.10. Verilen diferansiyel denklem kendisi ve türevleri yerine yazıldığında 

diferansiyel denklemi özdeş olarak sağlayan bir I aralığında tanımlı herhangi bir y=F(x) 

fonksiyonuna diferansiyel denklemin I aralığındaki çözümü denir. y=F(x)’in grafiğine de 

integral eğrisi denir [1]. 

Tanım 2.11. Bir diferansiyel denklemin çözümü y=f(x) şeklinde yazılabiliyorsa buna 

açık çözüm, F(x,y)=0 şeklinde yazılabiliyorsa buna da kapalı çözüm denir [1]. 

 

Tanım 2.12. 

 

                         
( )( , , , , ... , ) 0nf x y y y y   ,                                                                 (2.3) 

diferansiyel denklemi verilmiş olsun. 1 2, , ... , nc c c  birbirinden bağımsız keyfi sabitler olmak 

üzere, 
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                     1 2( , , , , ... , )nF x y c c c  ,                                                                             (2.4) 

bağıntısıyla tanımlanan n parametreli bir fonksiyon ailesi göz önüne alalım. Eğer bu 

ailedeki her fonksiyon (2.3) denkleminin bir çözümü ise, bu fonksiyon kümesine (2.3) 

denkleminin genel çözümü denir [1].                   

  

           Tanım 2.13. Keyfi sabitlere özel değerler verilerek genel çözümden elde edilen 

çözümlere özel çözüm denir [1]. 

 

Tanım 2.14. Keyfi sabitlere özel değerler verilerek genel çözümden elde edilemeyen 

fakat verilen diferansiyel denklemi sağlayan çözümler de vardır. Bu tür çözümlere 

singüler(tekil) çözüm denir [1]. 

 Tanım 2.15. Diferansiyel denklemler içeren uygulamalarda, denklemin genel 

çözümünden çok, önceden verilen yardımcı koşulları sağlayan çözümünün bulunması istenir. 

Yardımcı koşullar, bağımsız değişkenin bir veya daha çok değeri için bilinmeyen fonksiyonun 

ve onun türevlerinin önceden verilmesi şeklinde ortaya çıkar. Yardımcı koşullar, bağımsız 

değişkenin bir tek değeri için veriliyorsa başlangıç koşulları; iki veya daha çok değeri için sınır 

koşulları adını alır. Bir diferansiyel denklem, başlangıç koşulları ile birlikte bir başlangıç değer 

problemi; sınır koşulları ile birlikte bir sınır değer problemi oluşturur [5]. 

 

 Teorem 1: (Varlık Teoremi) 

            a ve b/M pozitif sayılarından küçük olanı  olmak üzere, eğer f fonksiyonu D 

bölgesinde sürekli ve her (x, y) D için ( , )f x y M ise, 0x x    aralığında , 

                                           ( , )y f x y  , 

diferansiyel denkleminin   

                                          0 0( )x y   , 

başlangıç koşulunu sağlayan bir   çözümü vardır [1]. 
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          Teorem 2: (Varlık ve Teklik Teoremi) 

            f  ve /f y  , 0x x   , 0y y b   eşitsizlikleri ile tanımlı D bölgesinde sürekli ve 

sınırlı ise , 

                                             ( , )y f x y  , 

diferansiyel  denkleminin   0 0( )x y    başlangıç  koşulunu sağlayan en çok bir çözümü vardır 

[1]. 

            Tanım 2.16. ( , )f x y  fonksiyonu ( , )x y  düzleminin açık veya kapalı D bölgesinde 

tanımlanmış bir fonksiyon olsun. Eğer keyfi 1( , )x y , 2( , )x y D noktaları için 

                                   1 2 1 2( , ) ( , )f x y f x y L y y    

koşulu sağlanıyorsa, bu halde ( , )f x y  fonksiyonu y değişkenine göre Lipschitz koşulunu 

sağlıyor denir. Burada L , ( , )x y  değişkenlerine bağlı olmayan bir sabittir.[4] 

 

              Tanım 2.17. Eğer birinci mertebeden ve birinci  dereceden bir diferansiyel denklem , 

uygun bir çarpanla çarpıldıktan (veya bölündükten) sonra 

                X(x)dx + Y(y)dy = 0, 

      biçimini alıyorsa, denkleme değişkenleri ayrılabilir denklem denir. Burada X yalnız x’in ve 

Y de yalnız y’nin bir fonksiyonudur [5]. 

 

              Tanım 2.18. Verilen bir bölgede sürekli kısmi türevleri olan bir ( , )u x y  

fonksiyonunun tam diferansiyeli, 

                        
( , ) ( , )

( , )
u x y u x y

du x y dx dy
x y

 
 

 
,                                                             (2.5) 

denklemi ile verilir. (2.5) denkleminin sağ tarafına tam diferansiyel denir. Bu ifadenin 

                           
( , ) ( , )

0
u x y u x y

dx dy
x y

 
 

 
,                                                                    (2.6) 

olarak  yazılmasına da tam diferansiyel denklem denir. Buna göre ( , )u x y , (2.6) şeklindeki tam 

diferansiyel denklemin çözümü olur [5]. 

 

 

 

                                                                    5 



            Teorem 3. ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy   diferansiyel denkleminin tam olması için gerekli 

ve yeterli koşul, 

                         
M N

y x

 


 
, 

olmasıdır [5]. 

 

           Tanım 2-19: 

          ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy  ,                                                                                        (2.7) 

şeklindeki denklemi göz önüne alalım.(2.7) denklemi tam değil  fakat; 

           ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0x y M x y dx x y N x y dy   ,                                                               (2.8) 

denklemi tam ise ( , )x y  fonksiyonuna (2.7) denkleminin bir integral çarpanı (integrasyon 

çarpanı) denir [5]. 

 

          Teorem 4: 

         ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy  ,                                                                                         (2.7)      

diferansiyel denklemini göz önüne alalım. Eğer,    

                                       ( )

M N

y x
f x

N

 


 
 , 

ifadesi yalnız x değişkenine bağlı ise verilen denklemin 

                                      
( )

( )
f x dx

x e  , 

şeklinde bir integrasyon çarpanı vardır. Benzer şekilde, 

                                     ( )

M N

y x
g y

M

 


 



, 

ifadesi yalnız y değişkenine bağlı ise verilen denklemin 

                                      
( )

( )
g y dy

y e  , 

şeklinde bir integrasyon çarpanı bulunmaktadır [1]. 
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             Tanım 2.20: 

                          ( ) ( )
dy

P x y Q x
dx

  ,                                                                                     (2.9) 

şeklinde yazılabilen diferansiyel denklemlere birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem 

denir [1]. 

 

            Tanım 2.21. n bir doğal sayı olmak üzere, 

                        ( ) ( ) ndy
P x y Q x y

dx
  ,                                                                                 (2.10) 

şeklindeki denklemlere Bernoulli diferansiyel denklemi denir [1]. 

 

            Teorem 5. 1n   olsun. Bu durumda  

                     ( ) ( ) ndy
P x y Q x y

dx
  ,                                                                                  (2.10) 

Bernoulli denklemi  
1 nv y   dönüşümü yardımıyla lineer diferansiyel denkleme dönüşür [1]. 
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 3. MATERYAL VE METOTLAR  

3.1. GELİŞTİRİLMİŞ BERNOULLİ ALT-DENKLEM FONKSİYON METODU 

Kısmi diferansiyel denklemlerde farklı analitik çözümler veren IBSEFM  bu alt 

bölümde göz önüne alındı. IBSEFM ’nin genel yapısı dört bölümde ele alınabilir. 

Adım 1: Bir bağımlı değişken ve üç bağımsız değişkenden oluşan ve doğrusal olmayan kısmi 

diferansiyel denklemi aşağıdaki gibi ele alalım; 

            ( , , , , , ... ) 0x z t xt xxP u u u u u  ,                                                                                        (3.1) 

ve, 

             ( , , ) ( ), ,u x z t u x z t                                                                                           (3.2) 

şeklinde tanımlanan dalga dönüşümünü göz önüne alalım. Burada   sıfırdan farklı bir 

değerdir. (3.2) denklemi (3.1) denkleminde yerine konulursa; 

               , , , , ... 0,N u u u u                                                                                                (3.3)  

olacak şekilde doğrusal olmayan adi diferansiyel denkleme ulaşılır.  

Adım 2: (3.3) diferansiyel denkleminin çözümü aşağıdaki gibi olsun: 
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 

 

     

     

2

0 1 20

2

0 1 2

0

,

n
i

ni
ni

m m
j m

j

j

a F
a a F a F a F

u
b b F b F b F

b F


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

   
 

   




                                              (3.4) 

ve 

          , 0, 0, 0,1,2 ,MF bF dF b d M                                                                     (3-5) 

denkleminde  F   Bernoulli diferansiyel polinomudur. (3.3) denkleminde; (3.4) ve (3.5) 

denklemlerinin yerine yazılmasıyla, 

              1 0. . . 0.
s

sF F F                                                                       (3.6) 

olacak şekilde  F  ’i içeren   F   polinomu elde edilmiş olur. Denklemde balans 

prensibi uygulanırsa n , m ve M arasında bir bağıntı elde adilir.  
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Adım 3:   F   polinomunun bütün  katsayıları sıfıra eşitlenirse, aşağıdaki denklem 

sistemi elde edilir: 

         0, 0, , .i i s                                                                                                           (3.7) 

Bu sistemi çözerek naa ,,0  ve 0 , , mb b katsayılarının değerleri elde edilir.  

Adım 4:  (3.5) Bernoulli diferansiyel denklemi bilinen metotlarla çözersek, 

             , 0, 0, 0,1,2 ,MF bF dF b d M                                         (3.8) 

 (3.8) denklemini MF  ile çarparsak aşağıdaki denklemi elde ederiz. 

     
1. ( )M MF F bF d        ,  0, 0, 1,2,3b d M     ,                                                     (3.9) 

 (3.9) denkleminde 
1( ) ( )My F    dönüşümü yaparsak (3.10) lineer denklemini elde 

ederiz. 

        
1( ) ( )My F    (1 ) .My M F F    .

(1 )

M y
F F

M

 
 


,
 

      
(1 )

y
by d

M


 


,
 

      (1 ) (1 )y b M y d M     ,
 

     
 

(1 ) (1 )y b M y d M     ,
                                                                                             (3.10) 

(3.10) denklemini ,   

       

( )(1 ). (1 )b M b Mw e e
       ,

 

integral çarpanı ile çarpılır ve gerekli işlemler yapılırsa (3.11) denklemini elde ederiz.     

  
(1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 )b M b M b Me y b M ye d M e            , 

                             (1 ) (1 ). (1 )b M b Me y d M e    
  , 

                         (1 ) (1 ). (1 )b M b Me y d M e     
    , 

                             
(1 ) (1 ).b M b Md

e y e E
b

       ,
 

                                          
  ( 1)b M

d E
y

b e 
   ,

                                                                    (3.11) 
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1( ) ( )My F   
1

1( ) MF y 
  denklemi (3.11) denkleminde yerine yazılırsa  (3.12) 

denklemi elde edilmiş olur. 

            

1

1

1
, ,

M

b M

d E
F b d

b e







 
   
 

                                                                            (3.12) 

 

(3.12) denkleminde d=b alınırsa (3.13) denklemi elde edilir.            
 

          

1

1

( 1)
( ) 1

M

b M

E
F

e 






 
   
   ,                                                                                      (3.13) 

(3.13) denkleminde     
(1 ) 2

1
(1 )

1 tanh
2

b Me
b M




  

 
  

 

   yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa (3.15) denklemi elde edilir. 

(1 )

( 1)

( 1)

2
1 1 1 1

(1 )
1 tanh

2

2
1 1

(1 )
1 tanh

2

b M

b M

b M

E
Ee E

b Me

E E
E

b Me

















 
 
         

  
   

  

     
 

  
 

 ,                               (3.14)
 

 ( 1)

(1 )
( 1) ( 1) tanh

2
1

(1 )
1 tanh

2

b M

b M
E E

E

b Me 





 
    

   
 

  
 

,
 

              

   
 

 

1

11
1 1 tanh

2
, , .

1
1 tanh

2

Mb M
E E

F b d E
b M






  
    

    
  

  
   

                   (3.15)
 

(3.12) ve (3.15) un farklı çözümlerine göre (3.4) denklemi için  bazı yeni analitik çözümler 

yazılabilir. Bu çalışmada uygulanan yöntemle bulunan  analitik çözümleri fiziksel olarak daha 

iyi yorumlamak için, uygun parametreler göz önüne alınarak iki ve üç boyutlu grafikler 

Mathematica 9 programıyla çizilmiştir.    
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 4. METODUN UYGULANMASI  

Bu kısımda, IBSEFM’den yararlanarak doğrusal olmayan bazı denklemlerin  üstel, 

rasyonel, kompleks ve hyperbolik fonksiyon çözümleri gibi yeni bazı analitik çözümleri 

bulundu. 

Örnek-1.  Doğrusal olmayan Calogero–Bogoyavlenskii–Schiff denklemi, 

     2 4 0xxxz z xx x xz xtu u u u u u    ,                                                                           (4.1) 

 0   bir reel sayı olmak koşuluyla, 

              ( , , ) ( ) , ,u x z t u x z t                                                                                                   

              , ,x zu u u u    

              , , ,xx xz xtu u u u u u                                                                                          (4.2) 

             , ,xxx xxxzu u u u    

Geliştirilmiş Bernoulli alt-denklem Fonksiyon Metodu (4.1) denklemine uygulanırsa, (4.1) 

denklemi aşağıdaki gibi doğrusal olmayan adi diferansiyel denklem (4-3)’ e dönüşür; 

           
23(( ) ) 0u u u       ,                                                                                               (4.3) 

(4.3) denkleminde integral alınır ve integral sabiti sıfır alınırsa, (4.3) denklemi aşağıdaki gibi 

(4.4) denklemine dönüşür;  

          
23( ) 0u u u     ,                                                                                                      (4.4) 

(4.4) denkleminde  u v   dönüşümü yapılırsa (4.4) denklemi aşağıdaki gibi yeniden yazılabilir; 

            23 0v v v    ,                                                                                                       (4.5)      
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
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  








   
 

   






                                                   (4.6) 

        , 0, 0, 0,1,2 ,MF bF dF b d M                                                                   (4.7) 
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 Denklem (4.6)’nın  birinci ve ikinci türevi alınıp (4.7) denklemi de  yerine yazılırsa aşağıdaki 

eşitlikler elde edilir; 

         

1

2 2

3 3

,

,

,

,

n m

n m M

n m M

n m M

v F

v F

v F

v F



  

  

  



 

 

 

 

Balans prensibi gereği; 

     
2v v   

    
2 2 2 2n m M n mF F     

       2 2 2 2n m M n m      

       2 2M m n   .                                                                                                           (4.8) 

          Durum-1: 

  Eğer (4.8) denkleminde  3, 1, 5M m n    alınırsa, ,v v  ve  v  denklemleri aşağıdaki elde 

edilir: 

2 3 4 5

0 1 2 3 4 5

0 1

( )
( )

( )

a Fa F a F a F a F a
v

b Fb






    
 
 

 ,                                                         (4.9)    

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( )
v

   




    
 


                                                                                        (4.10) 

       

 

           

 

2

22

4

2

)

,

(v
   




     



     



          



   









                                                (4.11) 

şeklinde yazabiliriz. Burada  , 0, 0, 0,1,2MF bF dF b d M      ’dir. Denklem (4.5)’ 

de (4.9) ve (4.10) denklemleri  yerine konulursa , (4.5) denkleminde   ’nun  aynı kuvvetleri 

için bir denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi Mathematica 9 programı kullanılarak 

çözülürse aşağıdaki gibi farklı katsayılar elde edilir. 

 Durum-1a.  b d durumu için aşağıdaki katsayılar elde edilir: 

2 2 2 2 2

0 0 1 1 2 0 3 1 4 0 5 1

4 4
8 8 8 8 4

3 3
, , , , , ,a b b a b b a bdb a bdb a d b a d b b                (4.12) 

 (4.9) denkleminde (4.12) katsayıları yerine konulursa, doğrusal olmayan Calogero-

Bogoyavlenskii-Schiff denklemi için üstel fonksiyon çözümü aşağıdaki gibi bulunur; 
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          2 2 2 44
( ) ( 6 6 ),

3
v b bdF d F                                                                                                       (4.13) 

1

1
( 1)

( ) M
b M

d EE
F

b 





    (4.13) denkleminde yerine yazılır ve u v   olduğundan integrali 

alınırsa aşağıdaki üstel çözüm elde edilir; 

        2

2

4
( )

3
( )

3 b

EE
bu

d bEE
   

 
,                                                                               (4.14) 

x z t     (4.14) denkleminde yerine konulursa çözüm aşağıdaki gibi elde edilir; 

       2

2 2

2 (4 )

4 3
(( , , ) 4 )

3 b b t x z
u x

EE
b b t x z

d bE
z t

E 
    

 
                                                (4.15) 

 

 (4.15) denkleminde b, d, EE sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere (4.15) denkleminin üç 

boyutlu ve iki boyutlu grafiği parametrelerin uygun değerlerine göre aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

                                

                              

                  

Şekil 1. 2, 3, 4, 5, 5 2.2, 0.1 0b d EE z x t            değerleri dikkate alındığında   

(4.15) denkleminin analitik çözümünün üç boyutlu görünüşü 
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Şekil 2. 2, 3, 4, 5, 0.05, 5 2.2b d EE z t x           değerleri dikkate alındığında                                                           

(4.15) denkleminin analitik çözümünün iki boyutlu görünüşü 

Örnek 2:Prey-Predator denklemi, 

2 3

3

1
,

,

t xx

t xx

u u u k u u uv

v v kuv v v




 

 
      

 

   

                                                                                (4.16) 

 0c   bir reel sayı olmak koşuluyla, 

 

 

, ,

1 1
,

u U x y ct

v u U

 


 

   

 
                                                                                                 (4.17) 

     
1

, , , ,t xx t xx

c
u cU u U v U v U

 
                                                                           (4.18) 

dönüşümleri  Prey-Predator denklemine yerine yazılırsa, denklem  (4.16) aşağıdaki gibi 

doğrusal olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir; 

2 3 0,U cU U kU U                                                                                                   (4.19) 

 
 

 

     

     

2

0 1 20

2

0 1 2

0

,

n
i

ni
ni

m m
j m

j

j

n m

a F
a a F a F a F

U
b b F b F b F

b F

U F


  


  









   
 

   






                                           (4.20) 

 , 0, 0, 0,1,2 ,MF bF dF b d M                                                                        (4.21) 
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Denklem (4.20)’nin birinci ve ikinci türevini alınıp (4.21) denklemini de yerine yazarsak 

aşağıdaki eşitlikler bulunmuş olur; 

1

2 2

3 3

,

,

,

,

n m

n m M

n m M

n m M

U F

U F

U F

U F



  

  

  



 

 

 

 

Balans prensibi gereği, 

  

3

2 2 3 3n m M n m

U U

F F   

 


 

  
2 2 3 3

2 2 2 2 1

n m M n m

M m n M m n

    

      
                                                                                 (4.22) 

Durum-1: 

  Denklem (4.22)‘de 3, 1, 3M m n    alınırsa , ,U  U ve U denklemlerini; 

2 3

0 1 2 3

0 1

( )
( ) ,

( )

a Fa F a F a
U

b Fb






  
 
 

                                                                                           (4.23) 

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( )
U

   




    
 


                                                                                                       (4.24) 

       

 

           

 

2

22

4

2

)

,

(U
   




     



     



             











                                                         (4.25) 

şeklinde  yazabiliriz. Burada  , 0, 0, 0,1,2MF bF dF b d M      dir.Denklem (4.23), 

(4.24) ve (4.25),denklem (4.19) da  yerine konulursa, (4.19) denkleminde   ’nun aynı 

kuvvetleri için bir denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi Mathematica 9 programı 

yardımıyla  çözülürse aşağıdaki gibi farklı katsayılar  elde edilir; 

Durum-1a.  b d durumu için aşağıdaki katsayılar elde edilir : 

2 2

0 0 1 1 2 0 3 1

1 1 1
(2 2 ) (2 2 ) 2 2 2 2 , ( 8 ),

2 2 4
, , ,

2
,

k
a b k b a b k b a db a db c b k              (4.26) 

Denklem (4.23) de (4.26) katsayıları yerine konulursa, Prey-Predator denkleminin üstel 

fonksiyon çözümünü aşağıdaki gibi buluruz; 
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1
2 ( )

2

2
( , , ) 2 ( 1 ) ,

2
kt

b x y

bEE k
u x y t b

d bEE
  

   

 

 

                                                                                                                                             (4.27)                                             

2 ( )
2

1

2
2 ( 1 )

2

( , , ) .

kt
b x y

bEE k
b

d bEEv x y t


  

  

   

(4.27) denkleminde b, d, EE, k sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere (4.27) denkleminin üç 

boyutlu ve iki boyutlu grafiği parametrelerin uygun değerlerine göre aşağıdaki gibi elde edilir. 

                                                                              

             

      

Şekil 3. 1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.01, 0.05 25 15, 15 15,b k EE d y x t           değerleri 

dikkate alındığında (4.27) denkleminin analitik çözümünün üç boyutlu görünüşü                                    
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Şekil 4. 1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.01, 0.05, 0.01, 1 12,2b k EE d y t x         değerleri 

dikkate alındığında (4.27) denkleminin analitik çözümünün iki boyutlu görünüşü 

 

Durum-1b.  b d durumu için aşağıdaki katsayılar elde edilir: 

        

2 2

2 20 1 1

0 1 1 1

1

2 2 2 2

1 1

2 0 3 1

1 1

( 2 (2 ) )
, 2 (2 ) ,

2 (2 ) 2 (2 )
2 2 2 2 , ,, ,

b bb b b
a a bb b b

b

b b b b
a db a db c k

b b




 

  
    

 
      

                    (4.28)                                                                                                                                             

denklem (4.23) de (4.26) katsayıları yerine konulursa, Prey-Predator denkleminin üstel 

fonksiyon çözümünü aşağıdaki gibi buluruz; 
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2 2
1

1

2 2

1

2
2 (2 )

2 ( ) 1

(2 )2
( , , ) 2 (1 ) ,

t b b
b x y

b

b bbEE
u x y t b

b
d bEE






 


  



 

                                                                                                                                             (4.29) 

2 2
1

1

2 2

1

2 (2 )
2 ( ) 1

2

(2 )2
2 (1 )

( , , ) .

t b b
b x y

b

b bbEE
b

b
d bEEv x y t








 


 

  

(4.29) denkleminde b, d, EE ve 1,b   sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere (4.29) denkleminin 

üç boyutlu ve iki boyutlu grafiği parametrelerin uygun değerlerine göre aşağıdaki gibi elde 

edilir. 

                                        

            

Şekil 5. 11, 0.6, 0.2, 0.3, 0.4 25 15, 15, 0.01, 0.05, 15b d b EE y x t             değerleri 

dikkate alındığında (4.29) denkleminin analitik çözümünün üç boyutlu görünüşü 
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Şekil 6.  11, 0.6, 0.2, 0.3, 0.4, 0 12.0 12,1, 0.05, 0.001,b d b EE y xt            değerleri 

dikkate alındığında (4.29) denkleminin analitik çözümünün iki boyutlu görünüşü 
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    5.  SONUÇLAR 

        Bu çalışmada , Geliştirilmiş Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon metodu  , doğrusal olmayan 

kısmi Calogero–Bogoyavlenskii–Schiff diferansiyel denklemi ve Prey-Predator diferansiyel 

denklemine uygulandı. Bu diferansiyel denklemlerin rasyonel fonksiyon ve üstel fonksiyon gibi  

yeni bazı salınımlı dalga çözümleri bulundu. Geliştirilmiş Bernoulli Alt-Denklem fonksiyon 

metodu kullanılarak elde edilen tüm salınımlı dalga çözümleri doğrusal olmayan kısmi 

Colagero-Bogoyavlenskii-Schiff ve Prey-Predator diferansiyel denklemleri sağladığı Wolfram 

Mathematica 9 programı kullanılarak kontrol edildi. Bulunan salınımlı dalga çözümlerinin iki 

ve üç boyutlu grafikleri olan Şekil 1. , Şekil 2. , Şekil 3. , Şekil 4. , Şekil 5. ve Şekil 6. aynı 

program kullanılarak çizildi. 

Kullanılan bu yöntemde algoritmasının rahat yapılması ve birbirinden farklı çok sayıda 

katsayı elde edilmesi gibi bir çok önemli özelliğinin  olması, bu tarz diferansiyel denklemlerin 

çözümlerini elde etmek için güçlü bir yöntem olduğunu göstermektedir.  
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