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Ug boliimden olusan bu ¢alismanin ilk boliimiinde, daha sonraki boliimlerde kullanila-
cak olan bazi tanimlar verilmis, istatistiksel yakinsaklik, fark dizileri ve konveks fonksiyon-
larin 6zel bir sinifinda yer alan N —fonksiyonlar1 ve Orlicz fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri
incelenmigtir.

Ikinci boliimde, fuzzy kiime, fuzzy sayisi ve calismamizin temelini tegkil eden fuzzy
say1 dizisi kavramlar verildikten sonra fuzzy say:1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ve
siirliligi érneklerle aciklanmaistir.

Uciincii bolimiin ilk kisminda bir M Orlicz fonksiyonu ve A™—genellestirilmis
fark operatorii  kullamilarak ¢ (A™, F,M,p), co(A™,F,M,p), {oo(A™ F, M,p),
S (A™ F,M,p) ve Sy (A™,F,M,p) dizi uzaylar1 tammlanmig ve bu uzaylarim bazi to-
polojik ozellikleri incelenmistir. Ikinci kissmda A = (),,) pozitif sayilarin azalmayan bir
dizisi olmak iizere A—fuzzy fark dizi simiflar1 tanimlanmig bu uzaylara ait birkag bagint:
verilmigtir. Son kisimda ise § = (k,) lacunary dizisi kullamlarak fuzzy say1 dizilerinin

kuvvetli hemen hemen yakinsakligi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy kiime, Fuzzy sayisi, Fuzzy say1 dizisi, Orlicz fonksi-

yonu, Istatistiksel yakinsaklik, Lacunary dizi.
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In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, we give some fun-
damental definitions and theorems which will be used in the later chapters and examine
difference sequences and N —functions in the special class of convex functions and some
properties of Orlicz functions.

In the second chapter, we give the concepts of fuzzy set, fuzzy number and the se-
quences of fuzzy number which forms base of this study and show statistical convergence
and boundedness of them by giving some examples.

In the first section of third chapter, we define the fuzzy sequence spaces
c(A™, F,M,p), co (A™ F,M,p), loo (A™ F, M,p), S (A™ F,M,p) and
So (A™, F, M, p) using an Orlicz function M and A™—generalized difference operator and
examine some topological properties of these spaces. In the second section we define
A—fuzzy difference sequence classes and give some relations that belong to these classes,
where A = (),) is a non-decreasing sequence of positive real numbers. In the last sec-
tion, we examine strongly uniform convergence of sequences of fuzzy numbers by using a

lacunary sequence 0 = (k).

Key Words: Fuzzy set, Fuzzy number, Sequence of fuzzy numbers, Orlicz function,

Statistical convergence, Lacunary sequence.
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GIRIiS

Kesin bir tanimi yapilamamakla beraber bir kiime bazi1 ozelliklere sahip nesnelerin
bir toplulugu olarak diigiiniilebilir. Bir kiimenin verilmesi i¢in o kiimenin elemanlarinin
belirlenmesine yarayan karakteristik ¢zelliklerinin verilmesi gerekir. Yani bir nesnenin
kiimeye ait olup olmadigini ayirmaya yarayan kesin bir kural verilmelidir. Buna ragmen
kiime kavrami taniminda hala bazi yetersizlikler goriilmektedir. Cogu kez, giinliik hayatta
karsilagilan bazi nesnelerin sinifi igin karakteristik kriter kesin olarak belirlenemeyebilir.
Ornegin, bir hayvanlar kiimesine atlar ve kuslar: dahil edebiliriz, ama bir viriisiin bazi 6zel-
likleri sebebiyle canli m1 cansiz m1 oldugunda bir belirsizlik s6z konusudur. Veya, bir sinif-
taki 6grencilerden, uzun boylu olanlarin kiimesinin olusturulmas: istense, bu kiime farkl
kisiler tarafindan farkl gsekilde olugturulabilir. Ciinkii uzun boylu 6grencilerin kiimesi olus-
turulurken ne kadar boy uzunlugundan sonrakilerin bu kiimeye dahil edilecegi hususunda
kesin bir kriter yoktur. Bir kiginin uzun boylular kiimesine koydugu bir 6grenciyi bagka bir
kisi orta boyludur diyerek kiimeye dahil etmeyebilir. Dolayisiyla uzun boylu 6grencilerin
kiimesi bildigimiz klasik kiimeyi olusturmaz. Bu nedenle bazi nesnelerin baz1 kiimelere ait
olmasi veya olmamasi kavraminda ortaya cikan belirsizlikler, nesnelerin kiimelere ait ol-
masi kavraminin derecelendirilmesi geregini ortaya koymustur. Bu ihtiyactan dolay: fuzzy
kiime kavrami dogmustur.

Bugiin 1965’te Lotfi A. Zadeh [1] tarafindan yayinlanan makale modern anlamda be-
lirsizlik kavraminin degerlendirilmesinde énemli bir nokta olarak kabul edilir. Zadeh, bu
makalede, kesin olmayan sinirlara sahip nesnelerin olugturdugu fuzzy kiime teorisini ortaya
koymustur.

Bir fuzzy kiime, ¢alisma yapilan alana ait her bir elemana matematiksel olarak kiimedeki
tiyelik derecesini temsil eden bir deger atanarak tanimlanir. Bu deger, elemanin fuzzy kiime
tarafindan ifade edilen kavrama uygunluk derecesini ifade eder. Bundan dolay: eleman-
larm kiimeye ait olmasi farklilagir. Uyelik dereceleri 0 ile 1 arasindaki reel sayilarla temsil
edilir. Tam iiye olma ve iiye olmama durumu, fuzzy kiimede sirasiyla 1 ve 0 degerleriyle
kargilanir. Bundan dolay1 da, klasik kiime kavrami fuzzy kiime kavraminin bu iki degere
kisitlanmig 6zel bir sekli olarak goriilebilir.

"Fuzzy kiime" kavram literatiirde yerini aldiktan sonra 1972’de Chang ve Zadeh [2]
tarafindan "fuzzy say1" nin tanmimi yapilmig ve klasik kiimelerde ¢aligilan alanlarin hemen
hepsinin fuzzy kiimelerdeki teori ve uygulamalardaki karsiliklarina birgok bilim adami

tarafindan ¢aligilmaya baglanmigtar.



Fuzzy say1 dizileriyle ilgili ilk ¢aligmalara 1986 yilinda baglanmigtir. Matloka [3], "Se-
quences of fuzzy numbers" adli makalesinde fuzzy say1 dizisinin tanimini yapmais, reel say1
dizilerindeki yakinsaklik ve smirliligin fuzzy say1 dizilerinde nasil oldugunu aciklamig ve
reel say1 dizilerinde gecerli olan pek ¢ok 6zelligin fuzzy say1 dizilerinde de gegerli oldugunu
ifade etmistir. Matloka’nin bu calismasindan sonra fuzzy say1 dizileri, toplanabilme teorisi
ile iligkilendirilmis ve bu konuda bir¢ok ¢aligma yapilmigtir. 1989’da Nanda [4], siurh ve
yakinsak fuzzy sayi dizi uzaylarini ¢aligmig ve bu uzaylarin tam metrik uzay oldugunu
gostermigtir. 1990°da bir grup Japon bilim adami, fuzzy say1 dizilerinin birinci ve ikinci
mertebeden farklarini kullanarak deprem tahminleri iizerine ¢aligmalar yapmigtir. 1995’te
Nuray ve Savag [5], fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakimsakligim tanimlamig, 1998’de ise
Nuray [6] fuzzy say1 dizilerinde lacunary istatistiksel yakinsakligi tamimlayarak fuzzy say1
dizileri ile lacunary istatistiksel yakinsak ve lacunary istatistiksel fuzzy say: dizileri arasin-
daki iligkiyi vermigtir. Daha sonra Kwon [7], fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsaklig
ile fuzzy say1 dizilerinin kuvvetli Cesaro yakinsaklig1 arasindaki iligkiyi incelemigtir. Son
zamanlarda Mursaleen ve Bagarir [8], Tripathy [9], Et, Colak, Altin ve Altinok [10-14], ve

Aytar [15] tarafindan fuzzy say1 dizileri iizerine pek ¢ok galigma yapilmigtir.



1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1.1.1. X # () bir kiime ve K kompleks sayilar cismi olmak {izere

+: X xX - X,
K xX - X

fonksiyonlar: agagidaki dzellikleri sagliyorsa, X kiimesine K skaler cismi iizerinde bir vektor
uzay1 (lineer uzay) adi verilir. Her z,y,z € X ve her A\, u € K i¢in

He+y=y+z

i) (z4+y)+z=a+(y+2)

iii) Her x € X i¢in = + 6 = x olacak sekilde bir § € X vardir.

iv) Herbir x € X i¢in x + (—z) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardir.

v)loz==x

vi) Az +y) =z + Ay

vil) A+ p) x = A\x + px

viii) A (px) = (Ap) x [16].

Tanim 1.1.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Her z,y, z € X i¢in
i) d(z,x) =0
i) d(z,y) =0=>z=y
iii) d (z,y) = d(y, )
iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)
ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir [16].
Tanim 1.1.3. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
Il X — RY
z— |||

doniigiimii agagidaki sartlar1 saghyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de bir
normlu uzay denir. Vz,y € X igin

N1) [lz]| = 0



N2) |z| =0z =146

N3) [laz|| = |af[[z]| (a skaler)

N4) [lz + ol < ol + 1y

(N3) sart1 p > 0 olmak iizere ||ax|| = |a|” ||z|| sart1 ile degistirilirse bu taktirde X e bir

p—normlu uzay denir [17].

Tanim 1.1.4. Bir (X, d) metrik uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik uzaya

tam metrik uzay denir [17].

Tanim 1.1.5. Bir (X, ||.||) normlu uzay1 tam ise, yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi

bu uzaymn bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay1 denir [17].

Tanim 1.1.6. Kompleks terimli biitiin z = (zy), (k= 1,2,3,...) dizilerinin kiimesini w

ile gosterecegiz. x = (xx), y = (yx) ve « bir skaler olmak iizere

z+y = (k) + (yx)
ar = (axy)
seklinde tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir
dizi uzay1 denir [20].
Tanim 1.1.7. Bir X vektor uzayimin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y1, 72 € Y oldugunda
M={yeY:y= n+(1-Ny, 0<AL1}CY

oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [17].

Tanim 1.1.8. Bir A C R kiimesinin her acik ¢rtiisiiniin sonlu bir alt ¢rtiisii varsa A
ya kompakt kiime denir. Yani A kiimesi kompakt ise her A acik ortiisiiniin sonlu sayida,
ornegin n tane, acgik kiimeden olugan bir {4; € A:¢=1,...,n} alt smufi vardir ve A C

J A; yazilabilir [19)].
i=1

Tanim 1.1.9. X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve

Tp: X — C, k() =2 (k=1,2,3,..)

doniisiimii siirekli ise X e bir BK—uzay1 denir [18].



Tanmim 1.1.10. (Minkowski Esitsizligi) i) p > 1ve k =1,2,...,n i¢in ag, by > 0 ise

n ) VR
Swenr] <[Sa] 34
k=1 k=1 k=1
esitsizligi saglanir.
i) 0<p<lvek=1,2..,nicn ax,br > 0 ise
n n n
St <3+ 3
k=1 k=1 k=1

esitsizligi saglanir [21].

Tanmim 1.1.11. (Hoélder Esitsizligi) 1 < p,q < oo ve % +% = 1 olsun. ay,b; > 0,

(k=1,2,...,n) olmak iizere

n n 1/p n 1/q
Len= () (%)

k=1

esitsizligi vardir [21].

Tanim 1.1.12. (pg) kesin pozitif reel sayilarm simirh bir dizisi ve H = sup py olsun. Bu

takdirde D = max (1, 2H*1) ve ag, by € C olmak iizere
|ag, + bg[”* < D {|ap[™ + |bg[**} (1.1.1)
esitsizligi saglanir [22].

Tanim 1.1.13. (Hausdorff Metrigi) (X,d) bir tam metrik uzay olsun. X in bos ol-
mayan biitiin kompakt alt kiimelerinin siifim b (X) ile gosterelim. A, B € h (X) kiimeleri
icin A kiimesinin B kiimesine uzakhg d (z, B) = ;Ieljg d (z,y) olmak iizere
d(A,B) =supd(z,B)
€A
seklinde tanimlamr. A ve B kiimeleri igin genellikle d (A, B) # d (B, A) dir (Sekil 1.1).
Burada d (A, A) = 0 oldugu aciktir. A, B,C € b (X) kiimeleri igin

d(A,B) < d(A,C)+d(C,B)

bagintis1 saglanir. Gergekten, her z € C' noktasi igin

d(A,B) = supinf d(z,y) <sup inf [d(z,z)+d(z,y)]
z€AYEB z€AYEB
< supd(z,z)+ inf d(z,y), Vz€ C
zEA yeB



yazilabilir. Bu bagint1 sag taraftaki her iki terimde de C kiimesinin her z noktasini yer-
lestirdigimizde gegerli olduguna gore birinci terimde d(x, z) uzakhigimi minimum, ikinci
terimde ise d (z,y) uzakhigimi maksimum yapan z noktalarmi kullanirsak
d(A,B) < iggi@gd('x’ z) + igg&g)fgd(z,y) =d(A,C)+d(C,B)

buluruz.

Simdi b (X) tizerinde bir h : h (X) x b (X) — Rt U{0} fonksiyonunu her A, B € b (X)
icin

h(A,B) =max{d(A,B),d(B,A)} (1.1.2)

seklinde tamimlayalim. Bu fonksiyon h (X) iizerinde metrik sartlarim saglar. Yani bu h

kiime fonksiyonu gergekten bir metrik olup Hausdorff metrigi adini alir [19].

Sekil 1.1. ki kiimenin birbirine uzakliklari

1.2. istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast ve Schoenberg [23],[24] tarafindan birbirlerinden
bagimsiz olarak verilmigtir. O zamandan beri istatistiksel yakinsaklik, farkli isimler al-
tinda Fourier analiz, ergodic teori ve sayilar teorisinde kullanilmigtir. Her iki aragtir-
mac1 tarafindan sinirh istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugu ifade
edilmistir. Daha sonra istatistiksel yakmsaklik, Fridy [25], Salat [26], Connor [27], Mur-
saleen [28], Tripathy [29], Savag [30], Fridy ve Orhan [31] gibi bircok matematikci tarafin-
dan galigilmigtir. Son zamanlarda, kuvvetli integral toplanabilmede ve lokal kompakt
uzaylar tizerindeki sinirh siirekli fonksiyonlarin ideallerinin yapisinda istatistiksel yakin-

sakligin genellegtirilmesi goriilmektedir.

Tanim 1.2.1. K C N olmak {izere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

J(K) = lim%]{k‘gn:kEK}\

n—oo



seklinde tanimlanir. Burada [{k < n: k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik olmayan
elemanlarimin sayisini gostermektedir [32].

Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 1.2.2. Herhangi bir z = (x},) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir
kiime diginda biitiin k lar i¢in saghyorsa, (x) dizisi hemen hemen her & igin P 6zelligini
sagliyor denir ve “h.h.k” bigiminde gosterilir [25].

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agsagidaki

gibi verilebilir.
Tanim 1.2.3. z = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her £ > 0 igin

1
lim —|{k<n:|zgy—L| >} =0

n—oo N

veya h.h.k i¢in |z — L| < ¢ olacak sekilde bir L sayis1 varsa = (xy) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve S—limz = L veya x3, — L biciminde gosterilir [25].
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi S ile gosterilir. Eger ozel olarak L = 0 ise z = (zx)

dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin kiimesi Sy ile

gosterilir. Buna gore
.1
S:{x:(zk):hm5|{k§n:|a:k—L| 25}|:0}
ve
1
So = {x: (k) :limg Hk <mn:lxg| > e} :O}

seklinde tanimhdir.
Agikga goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limz, = L ise
S—limz, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

1, k=m? m=12,..

0, k#m?

T =

seklinde tanimlanmig © = () dizisini gz 6niine alahm. Her € > 0 i¢in
(k< nlagl = e} < {k < nap £ 0} < v

oldugundan

=15

1
limg|{k§n:mk7é0}\§lim =0

7



elde edilir. Bu S—limz; = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak (zj) yakmsak degildir.
Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirhi olmak zorunda degildir. Yani £, ve

S uzaylar birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten,

Vi, k=m2 m=12,..
1, k+#m?,

seklinde tamimlanan = = (z) dizisi igin S—limz, = 1 dir, ancak = ¢ (o dir. z =

T =

(1,0,1,0,...) dizisi stmirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S—limx, = L,

S—limx, = Ly ise L1 = Lo dir.

Tanim 1.2.4. Bir x = (z3) kompleks terimli dizisini gtz 6niine alalim. ¢ > 0 verilsin.
Eger h.h.k i¢in |z — zn| < € olacak sekilde bir N = N () dogal sayis1 varsa yani,
1
lim —|{k <n:|zy—2an|>c} =0
n—oo n
ise © = (xy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [25].
Teorem 1.2.5. § —limzg = a, S — limyi = b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde

i) S —limcxy = ca dir,

ii) S —lim (zx + yx) = a + b dir [23].

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.
Teorem 1.2.6. Asagidaki 6nermeler denktir.
i) x dizisi istatistiksel yakinsaktir,
ii) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k i¢in x; = yi olacak sekilde yakinsak bir y = (yi) dizisi vardir [25].

1.3. Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanmim 1.3.1. 6 = (k,), pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. kg = 0 olmak {izere
r — oo igin h, =k, — ky—1 — o0 ise 0 = (k,) dizisine lacunary dizi denir. § = (k) dizisi

tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_1, k,| ile gosterilecektir. Lacunary dizilerinde

kr
> el =2l
i=k,_1+41 icl,



olarak alinacak ve ¢, = kfil olacaktir [33].

Tanim 1.3.2. Herhangi bir § = (k) lacunary dizisi i¢in
li ! LI | =0
Jim | o= > ok — Ll | =
kel

olacak sekilde bir L sayis1 varsa (xy) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir

ve kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin kiimesi Ny ile gosterilir [33], yani

. 1
Ng =< z=(x): lim h—Z|xk—L] =0

T—00

dur.

Ny uzay1 ||z]lg = sup | 7= > |2/ | normu ile bir BK—uzayidur.
r " kel,
Lacunary istatistiksel yakinsaklik, Fridy ve Orhan [31] tarafindan agagidaki gibi tanim-

lanmigtir.

Tanim 1.3.3. 0 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
r—00

1
lim h—]{k‘EIr:]wk—L\Ze}\ZO
i

ise © = (zy) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Eger bir x = (zy,) dizisi bir L sayisina lacunary istatistiksel yakinsak ise bu Sp—lim z =
L veya x, — L (Sp) bigiminde gosterilir. Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi Sy

ile gosterilir, yani
. 1
S@:{:Ez(l‘k)l lim —|{k€IT:|xk—L|25}|:0}
r—00 h,,
dur.

Teorem 1.3.4. 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Bu durumda
i) z — L (Np) ise x, — L (Sp) dir.
ii) 2 € b ve x, — L (Sp) ise z, — L (Np) dir.
i) Sp N loo = Np Nl dir [31].

1.4. \—Istatistiksel Yakinsaklik
A = (\,) dizisi, pozitif sayilarin

>\n+1§)\n+17 )\1:1



sartina sahip, co a giden ve azalmayan bir dizisi olsun. Bu gartlar1 saglayan A dizilerinin
kiimesi A ile gosterilir.

I, = [n — A\, + 1,n] olmak iizere genellestirilmis de la Vallée-Pousin ortalamasi

ty (z) = S Z Tk
An kel,

seklinde tanimlanir.

Eger n — oo iken ¢, () — L ise x = (xy) dizisine L saywisia (V, A) —toplanabilirdir
denir [34].

Eger A\, = n ise bu durumda (V, ) —toplanabilme, (C, 1) —toplanabilmeye indirgenir.

Kuvvetli (C, 1) —toplanabilir ve kuvvetli (V; \) —toplanabilir dizilerin kiimeleri sirasiyla

1 n
]={z=(22):3LER, lim = -
C,1] {w (zn) : ALER,  lim — |ax —L| 0}

k=1

ve

) 1
V,\ =< z=(z,):3L R, nllﬂng“—nkez[ lzr, — L] =0

seklinde tanimlanir.
Tanim 1.4.1. Her € > 0 igin
) 1
lim —{ke€l,:|zy—L| >} =0
n—o0 >\n

sart1 saglamyorsa © = (x,,) dizisi L ye A—istatistiksel yakinsaktir veya L ye S)—yakinsaktir

denir [28]. Bu durumda Sy — limz = L veya xj — L (S)) yazlr.
An = n ozel halinde S) ile S uzaylar1 birbirine denk olur.

Teorem 1.4.2. A € A olsun. Bu takdirde
i) z, — L[V, = z — L(S)) ve [V, A] C S kapsamas: kesindir.
ii) Eger x € loo ve xp, — L (S)) ise xp — L[V, A] dir.
i) Sy N loo = [V, A] N €oo dir [28].

Teorem 1.4.3. S C S olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim inf ’\7" > 0 olmasidir [28].

n—oo

1.5. Fark Dizi Uzaylar1

Fark dizisi ve bazi fark dizi uzaylar, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [35] tarafindan

tanimlanmaigtir.
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Tanim 1.5.1. z = (z3) kompleks terimli bir dizi ve Az = (zy — xp41) olmak iizere
loo (A), c(A) ve ¢o (A) dizi uzaylar
{z = (a): Az € s},
c(A) ={x = (zx) : Az € ¢},
{

x = (xg): Az € o},
seklinde tamimlanir. Kizmaz, bu uzaylarin
zlly = fza] + [[Az]

normu ile birer BK uzay1 oldugunu gostermigtir. Daha sonra Et ve Colak [36], m € N,

Az = (x1), Az = (zp — xpp1), Ay = (AMap) = (A™ oy — A" agyy), Ay, =

m
(—1)° (") ki olmak tizere
=0

dizi uzaylarini tanimlamis ve bu uzaylarin
m

lzlla = o] + A2
i=1

normu ile birer BK—uzay1 olduklarini gostermislerdir.
Daha sonra Et ve Nuray [37], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukaridaki dizi
uzaylarimi X (A™) dizi uzaylarina genisleterek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.

Fark dizi uzaylari ile ilgili bazi 6zellikleri s6yle siralayabiliriz.
Teorem 1.5.2. Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [37].
Teorem 1.5.3. Eger X C Y ise X (A™) C Y (A™) dir [37].

Teorem 1.5.4. X bir lineer uzay ve A C X olsun. Bu takdirde A konveks ise A (A™)
uzayl X (A™) uzayinda konvekstir [38].

Teorem 1.5.5. Eger X, ||| normu ile bir Banach uzay1 ise X (A™) uzay1 da

n

lzlla = lwil + [ A™]

i=1

11



normu ile bir Banach uzayidir [37].

Tamim 1.5.6. = = (z,) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna goére her ¢ > 0 i¢in

1
lim— |{k <n:|A™xp — L| >¢c}| =0,
non

yani h.h.k. i¢in |[A™z, — L| < € ise © = (x) dizisi L sayisina A™—istatistiksel yakinsaktir
denir. A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S (A™) ile gosterilir. Ozel olarak L = 0

olmasi halinde Sp (A™), yani sifira A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 elde edilir

[37].
Sonug 1.5.7. S (A™) uzay1 bir lineer uzaydir [37].

Tanim 1.5.8. p pozitif bir reel say1 ve x = (xj,) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

1 n
lim — > Az, — LIP =0
k=1

olacak sekilde bir L sayisi varsa x dizisi L ye kuvvetli AJ'—Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli Aj'—Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi
1 n
my __ o L1 - m _ P _ . o .
wy (A™) = {x = (xg) : 1171111 - kg_l |AMz — LIP =0, p >0, en az bir L 1g1n}

ile gosterilir ve z € wy, (A™) olmasi durumunda z; — L (w, (A™)) yazilir [37].

Teorem 1.5.9. 0 < p < oo olsun.
i) o, — L (wy (A™)) ise x, — L (S (A™)) dir.
ii) € loo (A™) ve x, — L (S (A™)) ise z, — L (w, (A™)) dir [37].

Sonug 1.5.10. i) SNles C S (A™) Nls (A™)
i) S (A™) N log (A™) = wp (A™) N leo (A™) [37].

Tanim 1.5.11. x = (x1) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin

1
lim — [{k <n:|A"zp — ATzy| >e}| =0

n—oo n

olacak gekilde bir N = N () sayis1 varsa « = (xy) dizisine A" —istatistiksel Cauchy dizisi

denir [37].

Teorem 1.5.12. A" —istatistiksel yakinsak her dizi A™—istatistiksel Cauchy dizisidir
[37].

12



Teorem 1.5.13. y = (yi) dizisi A™—istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger x = (z),
h.h.k. i¢gin A"z, = A™y; olacak gekilde bir dizi ise bu dizi A™—istatistiksel yakinsak bir
dizidir [37].

1.6. Orlicz Fonksiyonu ve Orlicz Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanmis Bazi

Dizi Uzaylar:

Orlicz fonksiyonuyla yakindan iligkisi olan N fonksiyonlari, temeli 1906’da Jensel tara-
findan olusturulan konveks fonksiyonlar teorisinin 6zel bir sinifinda yer almaktadir. N
fonksiyonlar1 ilk defa 1931°de Birnbaum ve Orlicz tarafindan tanimlanmigtir. Daha son-
raki zamanlarda N fonksiyonu pek ¢ok matematik¢i tarafindan galigilmig, gerek konveks
fonksiyonlarin gerekse Orlicz uzaylarin yapilarinda genis bir gekilde kullanilmigtir. 1970°de
Lindberg, Banach uzaylari ve Orlicz uzaylarinin iligkisi iizerine galigmig, daha sonra Lin-
denstrauss ve Tzafriri, Orlicz dizi uzaylarimi ayrintili bir gsekilde incelemis ve Banach u-
zaylarinda bulunan ¢ok 6nemli ve ilging yapisal problemleri ¢ozmiislerdir.

Bilindigi gibi ¢, uzaymin ingasinda aP fonksiyonu onemli bir rol oynar. Orlicz, £,
uzayimi genellestirme fikrini ortaya atarak zP fonksiyonunun yerine genel bir M fonk-
siyonu alarak § M (|zg|) < oo sartimi saglayan dizilerin kiimesinin Banach uzayi sartlarin
saglamasi i(;ink:]Tf1 fonksiyonu tizerinde nasil degisiklikler yapilmas: gerekecegini incelemistir.

Orlicz’in burada kullandig1 M fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denilmektedir.

Tanim 1.6.1. (a,b) iizerinde tanmimlanms reel degerli bir f fonksiyonu her z,y € (a,b)
ve t € [0, 1] igin
fltz+(1—t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

esitsizligini sagliyorsa bir konveks fonksiyon adini alir.

Buna gore M Orlicz fonksiyonu konveks bir fonksiyon olup, ¢zel olarak t = % segilirse

her x,y € R igin

M (55Y) < M @)+ 01 )

esitsizligini saglar [39].

Tanim 1.6.2. i) M (0) =0,
ii) Her > 0 i¢in M (z) > 0,
iii) z — oo igin M (x) — oo,

iv) M siirekli, azalmayan ve konveks,
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sartlarim saglayan M : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonuna bir Orlicz fonksiyonu denir [40].

Bir Orlicz fonksiyonunun, a > 0 olmak iizere daima

seklinde bir integral gosterimi vardir. Burada p(t), M nin gekirdegidir ve ¢ > 0 i¢in pozitif
olup
p(0) =0, t— ooikenp(t)— o0

sartlarini saglayan, azalmayan bir fonksiyondur [39)].

Simdi, M (t) Orlicz fonksiyonunun p (¢) gekirdegini goz oniine alalim ve

q(s)=sup{t:p(t) <s}

olsun. Bu durumda ¢, p ile aym o¢zelliklere sahiptir. ¢ kullanilarak

seklinde tanmimlanan N fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur. M ve N fonksiyonlarina
tamamlayict Orlicz fonksiyonlar: ad: verilir [40].
Lindenstrauss ve Tzafriri [41], bir M Orlicz fonksiyonunu kullanarak
- |k
Uy = xew:ZM<—k> < o0, dp > 0 igin
k=1 P
dizi uzayim inga etmis ve bu uzayin
= £
|#|| = inf ,0>O:ZM<—k> <1
k=1 P
normuyla bir Banach uzay1 oldugunu gostermistir. Bu uzay Orlicz dizi uzayr adini alir.
M (z) = 2P, 1 < p < oo igin {py uzay klasik ¢, dizi uzayma doniisiir.
1994’de Parashar ve Choudhary [42] pozitif terimli ve smurh bir p = (pg) reel say:

dizisini kullanarak

o0 ’xk’ Pk
Uy (p) = wa:ZM(—) < 00, dp > 0 igin
k=1

p

dizi uzayim tanimlamig ve baz ozelliklerini vermislerdir.
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2. FUZZY KUMELER VE FUZZY SAYI DiZiLERi

Bu boliimiin ilk kisminda fuzzy kiimenin tanimini ve bu kiimenin bir sonraki kisimda
tanimi yapilacak olan fuzzy saymnin tamiminda kullanilacak bazi 6zelliklerini verecegiz.
Ikinci kisimda fuzzy sayilar arasindaki bazi cebirsel islemlerden ve bu sayilarin olustur-
dugu L (R) fuzzy sayilar kiimesinin iizerinde tanimlanan metrigin yapisindan bahsedecegiz.
Ugiincii kisimda ise ilk defa Matloka [3] tarafindan tanimlanan fuzzy sayi dizilerini ve bu
dizilerin baz1 temel 6zelliklerini verip Nuray ve Savas [5] tarafindan tanimlanan fuzzy say1
dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavrami hakkinda kisa bir bilgi sunacagiz. Bu kisimda
ayrica, reel say1 dizilerinde tamimlanan istatistiksel yakinsaklik ve sinirlilik kavramlariin

fuzzy say: dizileri bakimindan karsiliklarini ifade etmek icin aciklayici ornekler ekleyecegiz.
2.1. Fuzzy Kiimeler

Fuzzy kiimeyi tanimlamadan ¢nce bir kiimenin karakteristik fonksiyonunu tanimlamak

gerekir. Karakteristik fonksiyon agagidaki gibi tamimlanir.

Tamim 2.1.1. X herhangi bir kiime ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

1, ze€Aise
0, = ¢ Aise

fa(z) =

seklinde tanimlanan f4 : X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Buna gore X in bir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A={zeX: fa(x)=1}

seklinde tanimlayabiliriz.
Karakteristik fonksiyonu kullanarak X in herhangi bir elemaninin A kiimesinin elemani

olup olmadigimi kesin olarak anlayabiliriz.

Tanim 2.1.2. x, elemanlar z ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. x kiimesinde bir
A fuzzy kiimesi x deki herbir noktay: [0, 1] araligindaki bir reel sayiya kargilik getiren bir
X 4 (z) karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir [1].

x deki bir A fuzzy kiimesinden bahsedilirken X 4 : x — [0, 1] seklinde bir karakteristik
fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon z € A i¢in X4 (z) € (0,1], z ¢ A igin X4 () =
0 bi¢giminde tamimlanir. Bu gekilde tanimlanmig karakteristik fonksiyona bundan sonra

tiyelik fonksiyonu diyecegiz.



Uyelik fonksiyonunun tanimindan yararlanarak bir A fuzzy kiimesini
A={zex:X4(z) € (0,1]}

seklinde tanimlayabiliriz. Burada X 4 (x) in degeri A fuzzy kiimesindeki 2 noktasinin tiyelik
derecesini gostermektedir. Buna gore X4 (z) in 1 e en yakin degeri, A fuzzy kiimesindeki
x in en yiiksek iiyelik derecesidir. Eger A kiimesi klasik anlamda bir kiime ise iiyelik
fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada X4 (z) = 1 veya X4 () = 0 olmas
x in A ya ait olmasi veya olmamasi demektir. Buna gore X4 (x), A kiimesinin bilinen

karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur.

Tanim 2.1.3. Bir A fuzzy kiimesinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart X (z¢) = 1

olacak sekilde en az bir zg € x olmasidir [1].

Konvekslik kavrami, klasik kiimelerdeki pek ¢ok ¢zellik korunacak gekilde fuzzy kiime-
lere genisletilebilir. Bu kavram, fuzzy saymin tanimini yapabilmek icin gerekli olan énemli

ozelliklerden birisidir. Konveksligin tanimini vermeden énce a—kesim tanimini verelim.

Tanmim 2.1.4. A bir fuzzy kiime olsun ve o € (0, 1] verilsin. A fuzzy kiimesinin a—kesimi
A% ile gosterilir ve
A ={z e x: Xa(z) > a}
seklinde tanimlamr [1].
Bu tamimin benzeri olan ve fuzzy kiimelerde sik kullanilan "Destek" kavramimi su

sekilde tanmimlayabiliriz.

Tanim 2.1.5. A bir fuzzy kiime olsun. A nin destegi, iiyelik derecesi sifir olmayan biitiin

noktalarin kiimesidir ve
supp (A) = {z € x : X4 (z) > 0}

seklinde tanimlamr [1].

Tamm 2.1.6. y, n boyutlu R Oklid uzay1 olsun. Bir A fuzzy kiimesinin konveks olmasi
icin gerek ve yeter gsart her « € (0, 1] i¢in A® kiimesinin konveks olmasidir [1].

Konveksligin diger bir tanimi ise s6yle verilebilir.

Tanim 2.1.7. Bir A fuzzy kiimesinin konveks olmas: icin gerek ve yeter sart her A € [0, 1]

ve her x1, x5 € x icin
Xa(Az1+ (1= A)z2) >min{ Xy (1), X4 (z2)}
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esitsizliginin saglanmasidir. Bu tanimdan X 4 (z) in z e bagh bir konveks fonksiyon oldugu

anlagilmalidir [1].
2.2. Fuzzy Sayilar
Fuzzy say1 kavramini tanimlamadan 6nce reel sayilarda aralik kavramini tanimlayalim.

Tamim 2.2.1. a ve b iki reel say1 olmak iizere
{reR:a<x<b}

seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir.

A bir aralik olmak tizere bu araligin uc noktalarmi A ve A ile gosterecegiz. Yani
A= [A, Z] seklinde bir gosterim kullanacagiz. Ayrica bir [a,a] araligin a reel sayisina
karsilik getirecegiz.

A ve B yukaridaki gsekilde tanimlanmus iki aralik olmak iizere reel sayilar i¢in tanimlan-

mig olan “ <7 ve “ <7 siralama bagintilarini araliklar icin agagidaki gibi genigletebiliriz:

|
s

A < B&A<Bve A<Z

ol
&

A < B A< Bve <

A ve B araliklar: birer say1 gibi diigiiniilebilecegi icin bu araliklarin olusturdugu kiimede

toplama iglemi A = [A, Z] ve B = [ﬁ ) F] olmak {izere
(A, 4] + [B, B] = [A+ B, A+ B

geklinde tanimlanir. Buna gore iki araligin toplami yine bir araliktir.

A ve B araliklan arasindaki ¢ikarma iglemi de

4,4~ [B.B)=[A-B, 45

seklinde tanimlanir.
Reel sayilar dogrusu iizerindeki biitiin kapali ve sinirh [A, Z] araliklarinin kiimesini D

ile gosterelim. Herhangi iki A, B € D i¢in

d (A, B) = max (|A—§\,

A-B|)
seklinde tanimlanmig bir d fonksiyonunun D iizerinde bir metrik tamimladigi ve (D, d)

nin de bir tam metrik uzay oldugu kolayca gosterilebilir [43]. Ayrica “ < 7 bagintisi D

tizerinde kismi siralama bagintisidir.
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Tanmim 2.2.2. Bir reel fuzzy say1 agagidaki sartlar1 saglayan bir X : R — [0, 1] fonk-
siyonudur.
i) X normaldir, yani X (z9) = 1 olacak sekilde bir zp € R mevcuttur,

i) X fuzzy konvekstir, yani herhangi z,y € R ve 0 < A < 1 igin
X (Az+(1-A)y) >min{X (), X (y)}

egitsizligi saglanir,
iii) X iist-yari-siireklidir,

iv) X0 = {z € R: X (z) > 0} kiimesinin kapanigt kompakttir [2].

Biitiin reel fuzzy sayilar kiimesini L (R) ile gosterecegiz. L (R) kiimesinde a—kesim
kiimeleri icin bazi aritmetik islemler su sekilde tanimlanir.

X,Y € L(R) fuzzy sayilarinin toplami ve fark: sirasiyla

(X +Y) () = S min{X (y),Y (2)}

ve

(X —Y) (@) = sup min{X (y),Y ()}

T=y—z

seklindedir [44].

X ve Y gibi iki fuzzy sayimmin a—kesim kiimelerine gore toplami ve fark: ise su sekilde
tanimlanir.

X,Y € L(R) ve bunlarm a—kesim kiimeleri o € [0,1] i¢in [X]* = [X*,X"] ve
[Y]* = [¥*Y"] olsun. Bu takdirde

(X +Y]" = [X*+Y" X7 +Y7],
(X -y = [X*-Y"X" Y],
dir.
Bir X fuzzy sayisimin bir k € RT reel sayisiyla carpimi da
k- A% = [k, k] - [X*,X"] = [kX*, kX"

seklindedir.

Her bir reel say1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica fuzzy
saymin tanimina gore her bir karakteristik fonksiyon bir fuzzy say1 olur. Yani r € R i¢in
7 € L(R) fuzzy sayis

1, z=rise

0, x=#rise
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seklinde tanmimlanir. Boylece her r reel sayisi igin 7 = [r, r] seklinde bir gosterim vardir.
Bu diigiinceden hareketle R reel sayilar kiimesi, L (R) fuzzy sayilar kiimesine gémiilebilir
[45].

Fuzzy sayilar kiimesi iizerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasindaki siralama
bagintisina benzerlik gosterir.

X,Y € L(R) igin "<" kismi siralama bagintisi
X<Y&aeVacl0l]ign X*<Y%ve X <Y"
seklinde tanimlanir [46].

Tanim 2.2.3. A C L(R) kiimesi verilsin. Her X € A fuzzy says1 igin X < U olacak
sekilde bir U fuzzy sayisi varsa A kiimesine iistten sinirhdir ve U fuzzy sayisina da A
kiimesinin bir iist sinir1 denir. Eger A kiimesinin her p iist sinir1 icin U < p ise U fuzzy
sayisina A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir. Bir kiime i¢in alttan simirhlik

ve infimum kavramlar1 da benzer gekilde tanimlanir [4].

L (R) iizerinde Hausdorff metrigi olarak bilinen metrik,
d(X*Y?) =max (| X* - Y, [X" -Y"|)

olmak iizere

d:L(R)x L(R) >R

d(X,Y)= sup d(X* Y
0<a<l1

seklinde tanimlanir. (L (R) ,CZ) , bir tam metrik uzaydir [47]. Bu metrik, R iizerindeki
mutlak deger metrigine indirgenir.

C (R™), R™ sklid uzaymin bog olmayan, kompakt ve konveks biitiin alt kiimelerinin
ailesini gostersin. Bu takdirde C (R™) iizerinde toplama ve skalerle garpma her A, B €
C (R") igin

A+B={z:z=x+y, x € Avey € B}

ve her A € C(R") ve A € Ricin
M={z:2= Xz, z € A}

seklinde tanmimlanir. Buradaki toplama ve garpma iglemleri C' (R™) iizerinde bir lineer yap1

iiretir.
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A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik

5o (A, B) = max {223 int o o] sup int la - bu}

Hausdorff metrigiyle tammlanir. Burada ||-|| sembolii ile R™ deki aligilmig Oklid normu
gosterilmektedir. (C (R™),do0) uzayimin bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir.

Bir fuzzy sayinin tanimi agagidaki bigimde genellegtirilebilir.

Tanim 2.2.4. n—boyutlu Oklid uzay1r R” iizerindeki bir fuzzy say1 asagidaki sartlari
saglayan bir X : R"— [0, 1] fonksiyonudur:
i) X normaldir, yani X (z9) = 1 olacak sekilde en az bir zp € R™ mevcuttur,

ii) X fuzzy konvekstir, yani herhangi z,y € R" ve 0 < A < 1 igin
X (A + (1 A)y) = min {X (2), X ()}

esitsizligi saglanir,
iii) X tist-yari-siireklidir,

iv) X0 = {z € R" : X (z) > 0} kiimesinin kapanis1 kompakttir.

R™ iizerindeki biitiin fuzzy sayilarin kiimesi L (R") ile gosterilir.
0 <a <1igin X* kesim kiimesini goz oniine alalim. Tanimdan, X € C' (R") oldugu

agiktir. L (R™) deki toplama ve skaler ile carpma X,Y € L (R") ve k € R olmak {izere
(X +Y]*=X"4+Y"ve [kX]* =kX®

seklinde tanimlanir.
Simdi, herbir 1 < ¢ < oo igin

1

dy (X,Y) = </01 5oo (Xa,Y“)qda> ’

ve

doo = sUp oo (X, YY)

0<a<1

metriklerini tanimlayalim. ¢ < s icin dy < d, olmak {izere

doo (X,Y) = lim d, (X,Y)

q—00

oldugu aciktir. (C'(R™),d,) metrik uzay: tamdir [48].

Bundan sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullanilacaktir.
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Acgikca n =1 i¢in L (R™) kiimesinden L (R) ve tizerinde tanimli metrik elde edilir.
2.3. Fuzzy Say1 Dizileri ve Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 2.3.1. Fuzzy sayilarinm bir X = (Xj) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L (R")
i¢gine tamimh bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir k pozitif tamsayisina bir X (k)

fuzzy sayisi karsilik gelir. Bundan sonraki bsliimlerde X (k) yerine X}, yazacagiz [3].

Tanim 2.3.2. X € L (R") ve ¢ > 0 verilsin. Buna gore Xy fuzzy sayisinin e —komgulugu
d (X, Xp) < € olacak sekilde biitiin X fuzzy sayilarinin kiimesidir. Bir X fuzzy sayisimin

e—komgulugu K (Xo,¢) ile gosterilir [3].

Tanim 2.3.3. X = (Xj) bir fuzzy say:1 dizisi olsun. Her € > 0 sayisi i¢in £ > N iken

d (X, Xo) < € olacak sekilde bir N sayis1 mevcut ise (Xj) dizisi yakinsaktir ve limiti Xy

dir denir. Bu durumda klim X = Xo yazilir. Eger lim X} mevcut degilse (X}) dizisi
—00

waksaktir denir [3].

Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F') ile gosterecegiz.

Ornek 2.3.4.

k 22k 2k—2 ‘

2t + T 3:6[ T ,3] ise

Xe(@) = —pho 52, o 552 e
0, diger durumlarda

seklindeki X = (Xj) fuzzy say1 dizisini goz oniine alalim. Bu dizinin limiti

x — 2, x €[2,3] ise
Xo(z) =4 —z+4, =xc[3,4 ise
0, diger durumlarda

fuzzy sayidir (Sekil 2.1).

0

Sekil 2.1. (X«) fuzzy say dizisinin Xo fuzzy sayisina yakinsamasi
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Teorem 2.3.5. Yakinsak bir X = (X}) fuzzy say1 dizisinin limiti tektir [3].

Teorem 2.3.6. X = (Xj) ve Y = (Y)) fuzzy say1 dizilerinin limitleri sirasiyla Xo ve Yp
olsun. Bu durumda agagidaki ozellikler saglanir.

i) lm (Xp+Yp) = Xo+ Yo,

ii) klgrolo (Xr —Yr) = Xo — Yo,

iii) leHgO (X5 Yr) = Xo.Yo,

iv) klgglo ()}f—]’:) = %, ( Eger biitiin k lar igin 0 ¢suppY}, ve 0 ¢suppYp) [3].

Tanim 2.3.7. Her ¢ > 0 igin k,m > N oldugunda d (X, X,,) < € olacak sekilde pozitif
bir N tamsayis1 mevcutsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir [3].
Reel say1 dizilerinde oldugu gibi yakinsak her fuzzy say1 dizisi aym zamanda fuzzy

Cauchy dizisidir.

Tanim 2.3.8. Her k € N sayisi i¢in L < X < U olacak sekilde L ve U fuzzy sayilar
meveut ise X = (X}) fuzzy say1 dizisine sirhdir denir [3]. Biitiin sirh fuzzy say:

dizilerinin kiimesini /o, (F') ile gosterecegiz.
Teorem 2.3.9. Yakinsak her fuzzy say: dizisi simrhdir [3].

Tanim 2.3.10. Bir X = (X}) fuzzy say: dizisini ve dogal sayilarin artan bir {k,} dizisini

goz oniine alalm. Bu durumda (X, ) dizisine (Xj) dizisinin bir alt dizisi denir [3].

Teorem 2.3.11. Yakinsak bir X = (X}) fuzzy say1 dizisinin her alt dizisi de yakinsaktir

ve alt dizinin limiti X = (X}) dizisinin limiti ile aymdir [3].

Reel say1 dizilerinin istatistiksel ve kuvvetli Cesaro yakinsakligi kavramlari birbir-
lerinden bagimsiz olarak tanimlanmig ve ilk ortaya ¢iktigi zamanlardan giiniimiize kadar
birbirlerinden bagimsiz bir sekilde ayri ayr1 olarak gelistirilmelerine devam edilmistir.
Bununla birlikte bu iki tanim genel yapi itibariyle birbirlerine benzemekte olup sinirh
diziler i¢in denktirler.

Reel say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik kavrami pek ¢ok matematik¢i tarafindan
caligilmigtir.

Fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavrami Nuray ve Savag [5] tarafindan
tanmimlanmistir. Daha sonra Kwon [7], fuzzy say: dizilerinin istatistiksel yakinsaklhig: ile

fuzzy say1 dizilerinin kuvvetli Cesaro yakinsakligi arasindaki iligkiyi incelemigtir.
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Tanmim 2.3.12. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her € > 0 i¢in,

1
lim —{k <n:d(Xg, Xo)>e} =0

n—oo N

olacak sekilde bir X fuzzy sayisi mevcut ise, yani h.h.k i¢in d (X, Xo) < € esitsizligini
saglayan bir X fuzzy sayisi varsa X = (X}) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina istatistiksel
yakinsaktir denir. (X}) dizisi Xo fuzzy sayisina istatistiksel yakinsak ise X — Xo (S (F))
yazilir.

S (F) ile istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz. Ozel olarak
Xo = 0 alimirsa S (F) yerine Sy (F) yazacagiz [5)].

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 ¢ (F') C S (F)

kapsamasi aciktir. Bu kapsamanin kesin oldugunu da agagidaki ornekte gorebiliriz.

Ornek 2.3.13. X = (X}) fuzzy say1 dizisini

20— (2k—1), wz€[k—1k] ise
2z + (2k + 1) [k, k+ 1] b= mise
—2x + +1), x€|k,k+ 5| ise
Xp (2) = 2 (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ Xo (2), k # n? ise

olacak bigimde tanimlayalim. Burada

2¢ — 1, T € [%,1] ise
Xo(z) =9 —2z+3, T € [1, %] ise
0, diger durumlarda

olup, her € > 0 icin
{keN:d(X, Xo) >} C{4,9,16,...}

oldugundan 6 ({k € N : d (X}, Xo) > ¢}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X},) dizisi Xy a istatis-
tiksel yakinsaktir. Ancak {k € N: d (X, Xo) > €} kiimesi sonlu olmadig: igin (X}) dizisi
Xo a yakimsak degildir (Sekil 2.2).

> > “".'-'-"E
Zhaeee

T =
1>
x

p
Py

4

0 1 4 9

Sekil 2.2. (X) fuzzy say dizisinin Xo fuzzy sayisina istatistiksel yakinsamasi
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S (F) ve L (F) uzaylar birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki érnekte verilen X =
(X)) fuzzy say1 dizisini goz Oniine alahm. Bu dizi istatistiksel yakimsaktir fakat sinirh

degildir. Simdi de siirh olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi érnegi verelim.

Ornek 2.3.14.

2x — 1, T e [%,1] ise
Up(z) =19 —2z+3, T € [1, %] ise
0, diger durumlarda
ve
20 — 17, T € [%,4] ise
Uz(z) =¢ —22+9, wz€[4,3] ise
0, diger durumlarda
olmak tizere
Ui, k tek ise
X (x) =

Us, K cift ise
seklinde tanmimlanan (X%) fuzzy say1 dizisi sinirhdir, ancak istatistiksel yakimsak degildir

(Sekil 2.3).

Sekil 2.3. istatistiksel yakinsak olmayan,
ancak sinirli olan bir fuzzy say dizisi

Yakinsak her fuzzy say1 dizisi aynm1 zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de sinirh
oldugundan S (F) Nl (F) # 0 dir. Hatta ¢ (F) C S(F) Nl (F) kapsamas: kesindir.

Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir:

Ornek 2.3.15. X = (X},) fuzzy say1 dizisini

(

k 22k 2k—2 :
s E e me[ T ,3] ise I
k 4k+2 4k427
Xk (x) — _k?_+2x + k42 RS [3’ k ] 156 (n —1.2.3 )
0, diger durumlarda T
Xo (2), k # n? ise
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seklinde tamimlayalim. Burada

x —8, z € [8,9] ise
Xo(z)=4 —z+10, x€]9,10] ise
0, diger durumlarda

olup X = (Xj) dizisi hem sinirhdir, hem de Xy fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Ancak bu dizi yakinsak degildir (Sekil 2.4).

X4

|

5 4 —>
o >
9

i
0 32 1609 3 389 92 6 8

Sekil 2.4. Yakinsak olmayan, ancak istatistiksel yakinsak bir fuzzy sayi dizisi

Tanim 2.3.16. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger
N R
T}Lnéoﬁ %d(Xk,XO) =0
olacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina
kuvvetli Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli Cesaro yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini

w (F) ile gosterecegiz. Bir bagka ifadeyle
SRS e
w(F) = {X = (Xg): lim — E d (Xg,Xo) =0, en az bir Xy 1(;111}
n—oo M
k=1

dir. X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina kuvvetli Cesaro yakinsak ise Xj —

Xo (w (F)) yazacagz [7].

Nuray [6], § = (k,) lacunary dizisini kullanarak istatistiksel yakinsaklik kavramini

agagidaki gekilde fuzzy say1 dizilerine genigletti.
Tanim 2.3.17. Eger her € > 0 i¢cin

1
lim - |{k € I, : d (X}, Xo) 2 €} =0

r—00
olacak sekilde bir Xy fuzzy sayisi varsa, X = (X}) fuzzy say1 dizisi Xy fuzzy sayisma lacu-
nary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda Sy —lim X, = Xg yazilir. Lacunary ista-
tistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sy (F') ile, sifira Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin

kiimesi ise S (F) ile gosterilir.
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3. ORLICZ FONKSiYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI FUZZY
FARK DiZi UZAYLARININ TOPOLOJIK OZELLIiKLERI

U¢ kisimdan olusan bu béliimde bir Orlicz fonksiyonunu ve A™ genellestirilmis fark
operatoriinii kullanarak birkag fuzzy dizi sinifi tamimlayacagiz.

Ik kisimda bir M Orlicz fonksiyonu ve A™ operatorii yardimiyla baz fuzzy fark
dizi smiflarin1 genellestirecegiz. Ikinci kisitmda A = (\,) 6zel olarak tanimlanmis, po-
zitif sayilarin azalmayan bir dizisi olmak tizere A\—fuzzy fark dizi simflarim tamimlaya-
cagiz. Uciincii kisimda ise bir = (k,.) lacunary dizisini kullanarak X = (X},) fuzzy say1
dizilerinin kuvvetli hemen hemen yakinsakligini verip baz1 fuzzy dizi siniflarini tanimla-
yacaglz.

Bu boliimde tamimlanacak olan dizi siniflar1 arasinda bazi bagintilar verecek ve bu
simiflarin baz1 topolojik ozelliklerini inceleyecegiz. Ayrica, M (x) = x ©zel hali i¢in bazi

uzaylarin tamlhigi gosterilecektir.
3.1. Genellestirilmis Baz1 Fuzzy Fark Dizi Uzaylar:

Bu kisimda p = (pg) kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi, M bir Orlicz fonksi-
yonu ve A™ genellegtirilmis fark operatorii olmak tizere ¢ (A™, F, M,p), co (A™, F, M, p),
loo (A™, F, M,p), S (A™, F, M,p) ve Sy (A™, F, M, p) dizi stmflarin1 tanimlayip bu simflar-
dan faydalanarak m (A™, F, M, p) ve mqy (A™, F, M, p) dizi simflarim olusturacagiz. Ayri-
ca, bu smuflar arasinda bazi bagintilar verecek ve p = (p) dizisinin sinirh olmasi duru-

munda { (A™, F, p) fuzzy dizi uzaymin tam oldugunu gosterecegiz.

Tanim 3.1.1. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger {A™ X} : k € N} fuzzy sayilar
kiimesi siirh ise X = (X}) fuzzy say1 dizisine A™—smirhdir denir. Bu durumda her
k € Nigin K < A™X, < M olacak gekilde K ve M fuzzy sayilari mevcuttur. Eger
her ¢ > 0 ve her k& > N i¢in d(A™X}, Xo) < ¢ olacak sekilde pozitif bir N tamsayisi
mevcut ise X = (X) fuzzy say1 dizisi, X¢ fuzzy sayisina A™—yakinsaktir denir. Burada
A™X = (A™Xy) = (A™71X), — A™ X 4) , AX = (Xy — Xgy1) ve A'X = (X)), m €
N dir. boo (A™,F), c(A™, F) ve ¢ (A™, F) ile sirasiyla biitiin A™—simirli, A" —yakinsak
ve sifira A™—yakinsak fuzzy say1 dizilerinin simiflarini gosterecegiz [11].

loo (AT F), c(A™, F) ve co (A™, F) fuzzy dizi simiflar1 sinirsiz ve yakinsak olmayan

fuzzy dizileri de ihtiva eder.



Ornek 3.1.2.
r—2k+1, ze€l[2k—1,2k] ise
Xip(x) = —x+2k+1, xc |2k 2k+1] ise
0, diger durumlarda
fuzzy say1 dizisini gz oniine alahm. (Xj) dizisi A™—simirh ve A™—yakinsak bir dizidir.

Ancak bu dizi ne sinirli ne de yakinsaktir.

Gergekten, (Xj) fuzzy say1 dizisinin a—kesim kiimesi o € (0, 1] i¢in
[(Xi]* =2k -1+ a,2k+1—q]
olup buradan m = 1,2, ... icin

[—4 + 2a, —2a] m =1 ise
2" (1 - @),2™ (1 — )], m>2ise

[A" XY =

elde edilir. Bu takdirde [X(]® = [-2™ (1 — «),2™ (1 — «)] olmak tizere m > 2 igin (A™ X})
fuzzy say1 dizisi Xo fuzzy sayisina yakinsaktir. Ayrica bu dizi simirh bir dizidir.
Buna gore A™—simirh diziler sinifi ve A™—yakinsak dizilerin siniflari, sinirh ve yakin-

sak fuzzy dizi simiflarindan daha geneldir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Am-sinirli ve Am-yakinsak, ancak sinirsiz ve iraksak bir fuzzy sayi dizisi

Ayrica cg (A™, F) C ¢(A™, F) C s (A™, F') olup bu kapsama kesindir.

Ornek 3.1.3.

x—1, x €[1,2] ise
—x+3, x € [2,3] ise k tek ise
Xy () = 0, diger durumlarda
x — 3, x € [3,4] ise
—z+5, xe[4,5] ise k cift ise
0, diger durumlarda
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fuzzy say1 dizisini gz oniine alalhm. Bu dizi A™—smirh oldugu halde A™—yakinsak

degildir. Gergekten, (X}) fuzzy say1 dizisi igin a—kesim kiimesi « € (0, 1] olmak iizere

N 14+ a,3—a, ktekise
[Xk] =
B+ a,b—al, kgift ise
olup buradan m = 1,2, ... icin
[-2" (2 — @), —2"a], k tek ise
2", 2™ (2 — )],  kcift ise

[A" X" =

elde edilir. Bu takdirde (A™X},) dizisi smirhdir, ancak yakinsak degildir (Sekil 3.2).

A (K tek) A (ktek)  AXe (ktek) | AXe (kgif) A, (kgify A% (K gift
<o Z i._.?"'-' LS >
2m o - 4 - 2\ 4 g om 2m+

Xe (ktek)  Xe (kgift

Sekil 3.2. Am-sinirli, ancak Am-yakinsak olmayan bir fuzzy sayi dizisi

Tanim 3.1.4. X = (Xj) fuzzy sayilarmin bir dizisi, p = (pg) pozitif reel sayilarin bir

dizisi, M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere agagidaki fuzzy dizi simflarini tanimlayalim:

m Pk
c(A™ F,M,p) = <X =(Xg): lim [M<M>} =0, enazbir,o>0igin},

d(A™ X1 0 Pr
X = (Xg): lim [M <w>] =0, en az bir p >0 iqin},

{
{

loo (A™ F, M,p) = {X:(Xk):sup [M(
{

CO(AmaFqup) -

)] < 00, en az birp>Oi(;in},

S(A™,F,Mp) = 1X =(X): lim M( (4 X’“’XO )} —Oenazbirp>0igin},

d (Aka,
1)

k—o0

So (A™, F,M,p) = {X = (Xg) : lim [M < )] Z 0 en az bir p > 0 1(;1n}
Yukarida tanmimlanan dizi siniflarindan yararlanarak,

m(Am7F?M7p) = S(Am7F7M7p)m£00(Am7F7M7p)

mO(Am>F1M7p) = SO(Am,F,M,p)ﬂﬁoo(Am,F,M,p)
arakesitlerinden olusan dizi simiflarin1 da olusturabiliriz.
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Teorem 3.1.5. Zile ¢, ¢y , loo, S, So, m, my siniflarindan birini gosterelim. (pg) kesin po-
zitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun. Bu takdirde Z (A™, F, M, p) dizi simiflar1 toplama
ve skaler ile carpma iglemlerine gore kapahdir.

Ispat. Sadece Z = S icin ispat yapaca@iz. Digerleri benzer gekilde gosterilebilir.
a € [0,1] olmak tizere A™X}y, A™Y}, Xo ve Yo m a—kesim kiimeleri sirasiyla A™ X,

ATY >, X§ ve Yg* olsun. Bu durumda

Joo (AXE,AXG) = [Al 6o (X, X§')

Joo (Xj + Y5, Xg' + V")

IN

Foo (X575 X§) + doo (Y5, Y5')

oo (ATXE + APYE XG4 V) < Goo (ATXEXE) + 600 (ATYE, V)

oldugundan dolay1

d (A Xk, AXo) = |Md(Xk, Xo) (3.1.1)
d(Xg+ Y, Xo+Yy) < d(Xg,Xo)+d(Y,Yo) (3.1.2)
d(A" Xy +A"Y, Xo+Yy) < d(A" Xy, Xo) +d(A™Y, Y0) (3.1.3)

dir.
X € S(A™ F,M,p) ve A € R olsun. A\ = 0 iken ispat agikardir. A\ # 0 olsun ve
p = |A| py segelim. A™ operatoriiniin lineerligi kullamlarak,

(AR (00

_ [M (M)]p’“

1

yazilabilir. Sag taraftaki son ifade k& — oo igin istatistiksel olarak sifira yakinsar ve boylece

AX € S(A™, F, M,p) elde edilir. Simdi de X,Y € S (A™, F, M,p) olsun. p = 2p; secelim.

0 <pr <suppp = H ve D = max (1,2H*1) olmak iizere M nin konveksligi ve (1.1.1)
k

esitsizligi kullanilarak

d(A™X A"YL, X Y, Pk 1 d(A™X,.. X, d(A™Y:, Y, Pk
[M< ( K+ s X0 + 0))} Sﬁ{M< ( ks 0)+ ( s o)ﬂ

p P1 P1
< [M <d(Aka,X0) . d(AmYk’YO)Hpk
P1 0
<o (B[ ()]

yazilabilir. Sag taraftaki son iki ifade k& — oo igin istatistiksel olarak sifira yakimsar ve

boylece X +Y € S (A™, F, M, p) elde edilir.
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Teorem 3.1.6. (o, (A™, F,p) ve m (A™, F,p) uzaylar1 K = max(1,sup py) olmak iizere
k>0

PE
K

= d(X,Yi) + sup [d (A" X, ATY},)]
el k>0

metrigiyle birer tam metrik uzaydir.

Ispat. Ispat1 o (A™, F,p) icin yapacagiz. 6a nin lo (A™, F,p) iizerinde bir metrik
oldugu gosterilebilir. £, (A™, F,p) uzaymm tam oldugunu gostermek igin X* = (X}), =
(X7,X35,...) olmak iizere (X®), lso (A™, F,p) de bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

s,t — 00 icin

5a (X°,X") =0
olur. Buradan s,t — oo ve k € N igin

m
> d (X}, X}) — 0 ve d(A™ X}, A X}) — 0 (3.1.3)
k=1

elde edilir.

m m
A (X5 s Xbopm) < d (AmX,g,AmX,i)Jr(O)d (X;,X;;)+...+<m B 1>d (X5 1> Xhrm—1)

oldugundan her k € N ve s,t — oo i¢in d (X}, X)) — 0 dir. Boylece (X}), = (X}, X7, ...)
dizisi L (R™) de bir Cauchy dizisidir. L (R") tam oldugundan (X}), dizisi her bir k£ € Nigin
yakinsaktur. lign X} = X}, alahm. Simdi (X*®) dizisinin yakinsak ve limitinin X = (Xj) =
(X1, X2, ...) oldugunu gosterecegiz. (X?), loo (A™, F,p) de bir Cauchy dizisi oldugundan
her € > 0 ve s,t > ng igin

oa (X, X" <e

olacak sekilde bir n = ng (¢) sayis1 vardir. Buradan s > ng igin

hrnZd X3, X)) :ijd (X7, Xp) <
k=1

k=1
ve
. t Pr P
lim [d(A"XE, A™X[)]E = [d(A™XR, A" Xp)| K <e
olup boylece her s > ng igin
Sa (X5, X Zd (XE, X +sup [d(A™ XS, AM X)) % < 2,

k=1

yani s — oo i¢in X® — X elde ederiz. Diger taraftan
d(A™X,,0) < d(A™X7°,A™Xy) +d (A" X[, 0)
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oldugundan (1.1.1) kullanilirsa
[d (A™ X}, 0)]P < D ([d (A™ X}, A™X,)]™ + [d (A™ X, 0)]™)
dir. O halde X € l (A™, F,p) dir.
m (A™, F.p) igin ispat benzerdir.
Teorem 3.1.7. M; ve My iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde
Z (A™, F,My,p) N Z (A™, F, Ma,p) C Z (A™, F, My + Ma, p)

dir.
Ispat. Ispati Z = (, icin yapacagiz. Digerlerinin ispat1 benzer sekilde yapilir.
X €loo (A™, F, My,p) Nls (A™, F, Ms, p) olsun. Buna gore

o ()] ¢ pf, (R

o (A

olup her iki tarafin k > 0 iizerinden supremumu almirsa X € { (A™, F, My + Ma, p) elde

edilir.

Teorem 3.1.8. m > 1 olsun. Z (Am_l,F, M) C Z(A™ F,M) dir. Genel olarak 0 <i <
m icin Z (Ai,F, M) C Z(A™ F,M) dir.

Ispat. Ispati sadece Z = (o icin yapacaglz. p = 2p; secelim.

o (MR < g { o (HEER) o () )

esitsizliginden (X%) € loo (Amfl, F, M) olmasimin (Xj) € loo (A™, F, M) olmasin gerek-

tirdigini elde ederiz.

Burada tiimevarim prensibi uygulanirsa ¢ = 0,1,...,m — 1 i¢in
loo (A", F, M) C loo (A, F, M)
elde edilir.
Teorem 3.1.9. Her bir £ i¢in 0 < pg < g < 0o olsun. Bu durumda
c(A™ F,M,p) C c(A™, F,M,g)

ve

Co (Am7F7M7p) g Co (Am7F7Mvg)
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olur.
Ispat. (X}) € ¢o (A™, F, M, p) olsun. Bu takdirde
m N Pk
Jim [M <M>] —0
k—o0 P

olacak sekilde bir p > 0 mevcuttur.

Bu ise yeterince biiyiik k£ lar igin

o (d(Aka,(_))> <1
p
olmasinmi gerektirir. Boylece her bir & i¢in pr < g oldugundan
e () (L

elde edilir. Yani (Xj) € cg (A™, F, M, g) dir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

c(A™ F,M,p) C c(A™, F, M, g) oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teoremde sirasiyla her k£ € N icin pr = 1 ve g = 1 alimirsa asagidaki

sonuclar elde edilir.

Sonug 3.1.10. (a) 0 < inf px < pr < 1 olsun. Bu takdirde
i) c(A™ F,M,p) C c(A™, F, M)
ii) co (A™, F, M,p) C co (A™, F, M)
kapsamalar: gecerlidir.
(b) 1 < pr < suppg < oo olsun. Bu takdirde
i) c(A™ F,M) C c(A™, F,M,p)
i) co (A™, F, M) C co (A™, F, M,p)

kapsamalar1 gecerlidir.
3.2. A—Fuzzy Fark Dizi Uzaylari

Bu kisimda A = (\,), pozitif sayilarin azalmayan, A\,41 < Ay +1, Ay = 1, A, — o0
(n — o0) sartlarim saglayan bir dizisi, p = (pg) kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi, A™
genellegtirilmis fark operatorii ve M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere w (A™, F, M,p, \),
wo (A™, F, M,p, \) ve ws (A™, F, M,p,\) dizi simflarii tanmimlayip bu simflara iligkin
baz 6zellikleri inceleyecegiz ve 1 < p < oo igin w (A™, F, ) dizi uzayinin tamhgini gostere-
cegiz. Ayrica Sy (A™, F) dizi smifim tanmimlayip bu smuf ile w (A™, F, M, p, A) dizi sifi

arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.
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Tanim 3.2.1. M bir Orlicz fonksiyonu, p = (pg) kesin pozitif reel sayilarin herhangi bir
dizisi, A = (\y,) pozitif sayilarin azalmayan, A,+1 < A\, +1, Ay = 1, A, — 00 (n — 00) sek-

linde bir dizisi ve I, = [n — A, + 1, n] olmak iizere agagidaki dizi simflarini tanimlayalim:

. 1 m Pk
X = (X)) lim — ¥ [M (W)} —0,
w(A™ F, M, p,\) = =0 Ay e, ,

en az bir p > 0 i¢in

X = (Xg): lim L > {M (—d(Amek’ﬁ))]pk =0,
wo (A™, F,M,p,\) = =00 An kel,
en az bir p > 0 i¢in

1 m 0 p
X = (Xg):sup— > [M (—d(A pX’“’O)>] "< 00,
Weo (Ama F7 M7p7 )‘) - " )\n keln
en az bir p > 0 i¢in

Eger X € w(A™, F,M,p, \) ise X = (X}) dizisi M Orlicz fonksiyonuna gore X fuzzy
sayisina kuvvetli AY'—Cesaro yakinsaktir diyecegiz.

Tanimlanan bu dizi simiflar1 oldukga geneldir. Gergekten m sayisi, A ve p dizileri ile M
fonksiyonunun farkl segiliglerinden farkli dizi simiflar1 elde edilir. Asagida bununla ilgili
birkac 6rnek verelim:

1) Her n € N igin \,, = n segilirse

wam pary = ) JH{:O%é [ (Haal) 17,

en az bir p > 0 igin
12 m 0
X = (X ¢ lim = 3 [ (482X0) ™ —
wo (A™, F,M,p) = oM =
en az bir p > 0 igin

1 n m 0
X = (Xg):sup— > [M (—d(A pX’“’O)ﬂpk < 00,
Woo (A™, F,M,p) = n M g=1 ,

en az bir p > 0 igin

2) Her k € N igin pp = p segilirse

1 m
X = (X)) lim — ¥ [M (M)r:o,
0 < p < oo, en az bir p > 0 igin
1 m 0
X = (X0 lim - ¥ [M (M)rzo,
wo (Avaa M7 )‘) = n—oe >\n keln
0 < p< oo, en az bir p > 0 igin
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weam =] Slip%nk;n [ (482207 < o,

0 < p < o0, en az bir p > 0 igin
3) M (z) = x segilirse

X = (X): lim — 3 [d(A™X,, Xo)J* =0,
w (Am, F7 )\,p) = n—00 )\n kel,

en az bir p > 0 i¢in
1 _
X = (Xp): lim — > [d(A™Xy,0)]"" =0,
Wo (Ama F, )‘ap) = oo Ay keln
en az bir p > 0 icin
1 _
X = (Xg) :sup— > [d(A™X}, 0)]P* < o0,
Woo (Am, F> )‘ap) = " " kEln
en az bir p > 0 icin

elde edilir.

Teorem 3.2.2. (py) dizisi simirli olsun. Bu takdirde, w (A™, F, M,p, \) , wo (A™, F, M,p, \)

Ve Weo (A™, F, M, p, ) simflar1 toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri altinda kapalidir.
ispat. Ispat: sadece w (A™ F, M, p, \) i¢in yapacagiz. Digerleri benzer sekilde yapila-

bilir. « € [0,1] ve ¢ € R olmak iizere A" Xy, A™Y), Xo ve Yp in a—kesim kiimeleri

sirasiyla A™ X, A™YY X ve Y olsun. Bu takdirde
boo (A" (cX) , ¢X§) = [e] 0o (A™XF, X¢')

oldugundan

d(Am (CXk) ,CX()) = |C‘d(Aka,X0) (3.2.1)

elde edilir.

boo (A™XP + ATV XG4+ YL) < 600 (A™XE + ATV, ATV + XQ)
+oo (A™Y + X§, X5 + Y5

= Ooo (A™XE, X§) + 000 (A™Y}, Y5
yazilabileceginden Minkowski egitsizligi kullanilarak
d (Aka + A"™Y,, Xo + Yb) <d (Aka, Xo) +d (AmYk, Yb) (3.2.2)

elde edilir.
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X,Y € w(A™, F, M,p, \) olsun ve p = 2p; alahm. M azalmayan ve konveks oldugun-
dan (1.1.1) ve (3.2.2) kullanilarak

_Z[ < AmXHAmYk,XOerO)ﬂpk

kel,

IN

A
o Flo -

ME
w|
S| =
=

m m Pk
[M (d(A ch,Xo)er(A Yk,Yo)ﬂ
P1 P1

M (d (A™ X, X@)]pk

P1

e (5]

ve boylece X +Y € w (A™, F, M, p, \) elde edilir.
X ew(A™ F,M,p,\), c € R ve p=|c|p; olsun. (3.2.1) kullanilarak

%Z [M<d(Am(ch),cX0)>r’“ . Z{ <c|d Aka,Xo)ﬂ

x
m
;

x
m
;

+

x
m
;

" kel, P kel, p
gzl
ke, P1

elde edilir. Buradan ¢X € w (A™, F, M, p, A) olur. Bu ispati tamamlar.

Teorem 3.2.3. w (A™, F, \) dizi uzay1, 1 < p < oo i¢in

B =

S 1 m m

metrigiyle bir tam metrik uzaydair.
Ispat. Herbir s € N i¢in X* = (Xp), = (X{,X5,...) € w(A™, F,p,\) olmak {izere
(X*#) bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde, s,t — oo igin

m p
o (X1 = 32 (0, ) o 5 3 [ (a7 x A7) 0
k=1 ”lceln

olur. Boylece s, — oo ve her k € N igin
1

m P

Zd X3, X;) — 0 ve sup P Z d (Ang,AmX}i)]p — 0

k=1 kel,
olur. Buradan £ < m ve s,t — oo iken d(X,‘j,X,tc) — 0 ve her k£ € N ve s, — o0 i¢in
d (Ang, AmX};) — 0 elde edilir. d nin tanimi ve

m

m
d (X} s Xbym) < d (A" X, Amx,g)+<0)d (X,‘j,X,’;)+...+<m B 1>d (X7 1> Xfrm—1)
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esitsizligi her k£ € N igin saglanacagindan s,t — oo ve her £ € N igin d (X s X,i) — 0 elde

edilir. Bu, (X§), = (X}, X7, ...) dizisinin L (R") de bir Cauchy dizisi olmasim gerektirir.

L (R™) tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. Herbir k£ € N i¢in lim X7 = X}, olsun. (X?)
S

bir Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 ve her s,t > ng igin
Sh (X, X" <&

olacak gekilde ng = ng (¢) mevcuttur. Boylece her n € N ve her s,t > ng igin

= 1

t\1P

> d (X}, X)) < e ve o > [d(AmX;, AKX < eP

k=1 kely,
elde edilir. Son iki ifadede ¢ — oo i¢in limit alinirsa s > ng ve her n € N i¢in

hrnZd (X3, XL :ijd (X7, Xp) <
k=1 k=1

ve
. 1 m m m S m
11{n—kzl [d (A" X}, A™XE)]P - ];‘ (A™XR, AT X)P < eP
Eln Eln

olur. Bu ise X = (X}) olmak iizere s — oo igin

3=

m
Op (X5, X) =) d(X}, X) + sup A [ dATXEAMX)P | =0
k=1 kely,

olmasimi gerektirir. O halde s — oo i¢in X*® — X dir.

o Z (A™X}, Xo)]P < 27 Ai > [d(amxge, X)) + Ai > d(amXge, Am X))
kel, " kel " keln

oldugundan X € w (A™, F, \) dir.
w (A™ F, \) dizi uzaymm 0 < p < 1 igin
“ 1
=Y [d (X, Vi)’ +sup— > [d (A" X, A"Y)P
k=1 n An kEl,

metrigiyle bir tam metrik uzay oldugu yukaridaki yolla kolayca gosterilebilir.

Tanim 3.2.4. X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi ve M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Her ¢ > 0

oo (e
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1
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olacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina M
Orlicz fonksiyonuna gore Ag}p)—istatistiksel yakinsaktir denir. Bir M Orlicz fonksiyonuna

gore AT(p)—yakmsak biitiin fuzzy say1 dizilerinin simfin1 S (A™, F, M, p, \) ile gosterecegiz.

S (A™, F, M, p,\) dizi sinifi oldukga genel bir dizi sinifidir. m, M, p ve A 6zel segilirse
agsagidaki dizi simiflar1 elde edilir:

1) M (z) =z ise
1
S(A™ F,p,\) = {X = (Xg): lim = Hk € I, : [d (A" Xk, Xo)]PF > e} = O}.
2) Her k € Nigin pp = p ve M (x) = x ise

S(A™, F,\) = {X — (X)) lim Ain (k€ I : [d(A™ X, Xo)JP > £} = o} .
:o}.
:0}.

3) Her k € N igin py, = 1 ise

n—oo n

S(A™ F,M,\) = {X:(Xk): lim )\i {ke[n: [M (M)] 25}
4) Her n € N igin A, = n ise

S(A™, F, M, p) = {X: (X4) : lim 1'{kgn; [M (MHM 25}

n—oo N P

5) Her n € Nigin A, = n, p =1 ve M (z) = x ise
1
S(Am,F) = {X: (Xk) lim E!{kgn [d(Aka,XO)] 2€}| :0}.

Eger X € S(A™,F,\) ise X = (X},) dizisi Xo fuzzy sayisina AY'—istatistiksel yakin-

saktir denir.

Eger bir X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisma A™—yakinsak ise X = (Xj)
dizisi Xy fuzzy sayisina A" —istatistiksel yakinsaktir. Ancak tersi dogru degildir. Bunun
igin X = (Xj) dizisi Ornek 2.3.13 deki gibi segilsin. Bu dizinin a—kesim kiimesi o € (0, 1]
olmak tizere

X, = t(1-a)k+3(1-a)], k=n?ise (n=1,2,...)
;1+a),5B-a), diger durumlarda

seklindedir. (A™X}) fuzzy fark dizisinin m = 1 i¢in a—kesim kiimesi

k—2+a,k—a], k =n? ise
[AXp]* = [~k—1+a,~k+1—a], k=n>—1, (n>1) ise,
-1+ a,1—q], diger durumlarda
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olarak bulunur. Buna gore [X]|* = [-1+ «a,1 — a] olmak iizere (AX}) fuzzy fark dizisi
X e istatistiksel yakinsak oldugu halde yakinsak degildir.

Bilindigi gibi reel say1 dizilerinde z, = L iken Az, > 0 dir. Fakat, yukaridaki
ornekte goriildiigii gibi fuzzy say1 dizilerinde bu ozellik saglanmaz. Gergekten, [L]* =
[1(1+a),3(3— )] olmak iizere X; > L oldugu halde [X]* = [-1+ a,1 — o] olmak
iizere AX), = X dir.

Teorem 3.2.5. S (A™, F, M,p, \) dizi sinifi toplama ve skaler ile garpma iglemlerine gore
kapalidir.

Ispat. Teorem 3.2.2 de verilen metod kullanilarak yapilabilir.

Teorem 3.2.6. M bir Orlicz fonksiyonu, p = (py) dizisi simirh, X = (X}) bir fuzzy say1
dizisi ve 0 < infpp = h < H = suppr < oo olsun. Bu takdirde

i) X = (X}) dizisi M Orlicz fonksiyonuna gore X fuzzy sayisina kuvvetli A} —Cesaro
yakinsak ise AY'—istatistiksel yakinsaktir.

ii) X = (Xi) fuzzy say1 dizisi A™—smurh ve AY'—istatistiksel yakinsak ise X = (X)
fuzzy say1 dizisi herhangi bir M Orlicz fonksiyonuna gore Xy fuzzy sayisma kuvvetli
AY'—Cesaro yakinsaktir.

Ispat. i) € > 0 verilsin ve X = (X},) dizisi bir M Orlicz fonksiyonuna gére X sayisina

kuvvetli AY'—Cesaro yakimsak ve 0 < inf py, = h < H = suppy < oo olsun. Bu takdirde

e R

kel, kel, p
d(A™ X}, Xo)>e

]

kel P
d(A™ X5, Xo)<e

w3 (e

kel, P
d(A™ X}, Xo)>e

Vv

AV
2
]

[M (e1)]™",

AV
)
S |
AR
=3
=
gt
<
o
=z
<
)
=
T
——

kel,
d(A™ X, X0)>e
-1 . m : h H
= A2tk € Ly s d(A™ Xy, Xo) = el min {[M ()", [M (1)) |

olur. Buna gore X dizisi Xo fuzzy sayisia AY'—istatistiksel yakinsaktir.
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ii) X = (Xj) dizisi A™—smirh ve Xy sayisina A} —istatistiksel yakinsak olsun. (Xj)
dizisi A™—smirh oldugundan her k£ € N i¢in d (A™ X}, Xo) < T olacak gekilde bir 7' > 0
sayist vardir. € > 0 verilsin. Herhangi bir M Orlicz fonksiyonu i¢in

Ry [t

kel p kel, p
d(Aka,Xo)ZE

w3 [u(temap

kel, p
A(A™ X, Xo)<e

oy );ax{[M S PG
oy ()

A(A™ X, Xo)<e

< max{[M (K", (M (K)]H} Ak € I - d(A™ Xy, Xo) > e}

—i—max{[M(el)]h,[M (51)]H}, K S_g

P
yazilabilir. X = (X}) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina istatistiksel yakinsak oldugundan

yukaridaki ifadenin sag tarafindaki son iki terimden ilki n — oo i¢in; ikincisi de M sifirda
sagdan siirekli oldugundan ve M (0) = 0 oldugundan sifira gider. Bu da n — oo igin sol
tarafin sifira gitmesini gerektirir ki bu, X = (X}) fuzzy say1 dizisinin X fuzzy sayisina M
Orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli AY'—Cesaro yakinsak olmasini gerektirir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.7. liminf (Anﬂ) > 0 olsun. Eger X = (X}) fuzzy say1 dizisi M Orlicz

n—oo

fonksiyonuna gore X sayisina A&)—istatistiksel yakinsak ise bu sayiya aym zamanda

A’/’\”(p) —istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. € > 0 verilsin.

oo (S o e (A0

oldugundan
m Pk
1 {kgn: [M<M>] 25}
n P
m Pk
2o 1 {ke]n: {M (—d(A X’“’XO)H 25}
- n A P

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda n — oo icin limit alinirsa sol taraf sifira gide-

ceginden ve lim inf (Anﬂ) > 0 oldugundan sag taraf da sifira gider. Bu X = (X}) dizisinin

n—oo
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Xo fuzzy sayisina, M Orlicz fonksiyonuna gore A;\rzp)—istatistiksel yakinsak oldugunu ifade

eder.

Teorem 3.2.8. p = (pg) ve t = (tj) pozitif sayilarin herhangi iki dizisi, her k£ € N igin 0 <
pr <t ve (;)—’;) dizisi sinirh olsun. Bu takdirde w (A™, F, M, t,\) C w (A™, F, M,p, \)
dir.

Ispat. X € w(A™, F,M,t,)\) olsun. wy, = [M (Wﬂth ve py, = f—: diyelim.
0 < pr <t oldugundan 0 < p;, < 1 dir. (;—’;) dizisi sinirli oldugundan her £ € N igin
0 < p < py, <1 olacak sekilde bir p sayisi bulabiliriz. (uy) ve (vg) dizilerini agagidaki gibi

tanmimlayalim.

wg, wg > 1 ise
up =
0, wg<1ise

0, wp>1ise
wg, wi <1 ise
Buna gére wy = ug + vy, w/,;’“ = ug’“ + vg’“ dir. Buradan u/,:’“ < up < wy ve v;:’“ < v’,:
yazabiliriz. Boylece
T S ) < Y e Yo
kel, keln kel, kely

dir. p <1 ve % > 1 oldugundan Holder egitsizligi kullanilarak her n € N i¢in

7 1—p

1

/\;1 Z ol = Z ()\glvk)u (/\;1)1—u < Z [(A;lvk)“]‘l‘ Z [()\;1)1—/1} T

kEl, kel, kel, kel,
elde edilir. Boylece
o
A T wE <A S+ [ AT
keI, keI, kel,

olur. Buise X € w(A™, F, M, p, A) olmasin gerektirir.

Teorem 3.2.9. M; ve M> iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde
i) w(A™ F, My, p,\) Nw (A™, F, My, p, \) C w(A™, F, My + M, p, \)
i) wo (A™, F, M1,p, \) Nwo (A™, F, Ma,p, \) C wg (A™, F, My + Ma,p, \)
i) weo (A™, F, M1,p, \) N weo (A™, F, Mo, p, \) C Weo (A™, F, My + Ma,p, \)

bagintilar: saglanir.
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Ispat. i) (X;) € w(A™, F,Mi,p,\) Nw (A™, F, My, p,\) olsun. Buna gére (1.1.1)

kullanilirsa
d(A™ X, X P 1 d (A™ Xy, X

Z (Mi + Ma) ( k: Xo) < = DZ M, d(A™ Xy, Xo)
An p p

kel, kely,

d(A™ X, X Pk
DY [ (UA7He )]
kel, P

olur.  Bu mnedenle (X;)ecw (A™, F,My,p,A) N w(A™, F,Ms,p,\) iken (X}) ¢
w (A™, F, M1 + Ms,p, \) bulunur.

3.3. Kuvvetli Hemen Hemen Lacunary Yakinsak Fuzzy Dizi Uzaylari

Bu kisimda A™ genellegtirilmig fark operatorii, bir M Orlicz fonksiyonu, kesin po-
zitif reel sayilarm bir p = (pg) dizisi ve bir § = (k,) lacunary dizisini kullanarak fuzzy
say1 dizilerinin 6nce kuvvetli hemen hemen yakinsakligini tanimlayacagiz. Daha sonra bu
kavrami kullanarak bazi dizi simiflar1 verip bu siniflara ait bazi topolojik ¢zellikler elde ede-
cegiz ve siirl bir p = (pg) dizisi igin We, (A™, F, p, 0) uzayimin tamhgini gosterecegiz. Son

olarak w (A™, F, M, p, 0) dizi siifi ile S (A™, F,0) simfi arasindaki iligkiyi aragtiracagiz.

Tanim 3.3.1. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi, § = (k,) bir lacunary dizi, p = (pi) kesin
pozitif reel sayilarin bir dizisi ve M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Asagidaki fuzzy dizi

siiflarim1 tamimlayalim:

w (Amv F, M,p, 0) = r=o0 hy kel P ,

i ye gore diizgiin, Jp > 0 igin

X = (Xp): lim — 3 [M (w)]pk —0,

X = (X): lim L > {M (—d(Amfk“’ﬁ))}pk =0,
wo (Amv F: M7p7 0) = e hT kel )

1 ye gore diizgiin, dp > 0 icin

1 m -0 p
X = (Xg):sup— >, [M (—d(A f’“*“o))} § < 00,
AOO <Am7F7 M7p79) - ) h"' kel,.
dp > 0 icin
X € w(A™, F,M,p,0) ise X = (Xj) dizisi M Orlicz fonksiyonuna gore X sayisina
kuvvetli hemen hemen A(mp)—lacunary yakinsaktir denir. M fonksiyonu, m sayisi, p = (p)

ve 0 = (k) dizilerinin 6zel se¢ilmeleri halinde agagidaki dizi siiflar elde edilir.
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1) 6 = (2") seqilirse

sy - | K= S [ (e, |

i ye gore diizgiin, dp > 0 icin
1z my  n
X =(Xg): lim — > [M <M>}pk o

o (AT, F,M,p) = O =) ’ :

1 ye gore diizgiin, Jp > 0 igin
wOO (Am7 F7 M; p) - nvi n k=1 P s
dp > 0 icin

X = (Xg): supl Zn: [M (W)}pk < 00,

2) M (z) = z segilirse

r

1
w(A™ F,p,0) = {X = (Xg) : lim . Z [d(A™ X} 1i, X0)]PF =0, i ye gore dﬁzgﬁn} ,

kel
1 _
wo (A™, F,p,0) = X =(Xp): lim — Y " [d(A™ Xz, 0)* =0, i ye gore diizgiin p
T—00 hr
kel
~ m 1 m N\ 1Pk
oo (A", F,p,0) = X =(Xp):sup— > [d(A"Xpyi, 0)]P* <005,
ne T kel

3) Her k € N igin pg, = p segilirse

1 m X
X =(X): lim — 3 [M (d(A_)i)k-wLo))]p —0,
W (A™, F,M,0) = r—oo hy yeg, ’
i ye gore diizgiin, dp > 0 igin
1 m N
X = (X)) s lim o= 3 [ (487207,
wo (A™, F,M,0) = r—0 hy yet, 7

i ye gore diizgiin, dp > 0 igin

X = (Xg): suphi > [M (w)}p < 00,

Woo (Ama F, M) 9) = i e kel ’ s
dp > 0 icin
4) M (x) = x ve her k € N i¢in py = p ise
1
W (A™ F,0) = { X =(X;): lim - > [d (A Xpyi, Xo)IP = 0, i ye gore diizgiin

" kel,

r—00 h

wo (A™, F,0) = {X = (Xg): lim — Z (A" X1 5,0)]P =0, i ye gore dﬁzgﬁn} ,
kel

~ m 1 m N
Woo (A , F, 9) = X = (Xk) : Suph_ Z [d (A Xk-‘riao)]p <0
mt T kel
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dizi smiflar elde edilir.

Teorem 3.3.2. (py) dizisi stmirli olsun. Bu takdirde w (A™, M, p, F,0) , wo (A™, M, p, F, 0)
ve Weo (A", M, p, F,0) dizi simiflar1 toplama ve skaler ile garpim iglemlerine gore kapahdir.
Ispat. Ispati sadece w (A™ F, M, p,0) igin yapacagiz. Digerleri benzer gekilde yapila-
bilir.
X ew(A™ F,M,p,0), c € R olsun ve p = |c| p; segelim. Bu takdirde

i |

" kel, P

o Z |: < ktis 0)>:| — 0, <’I“ — OO), iye gﬁre dﬁzgﬁn

1

elde ederiz. Boylece ¢X € w(A™, F,M,p,0) dir. X,Y € w(A™, F,M,p,0) olsun ve

p = 2p; alalm. M azalmayan ve konveks oldugundan (1.1.1) kullanilirsa

_Z{ ( " (Xpri + Yia) X0+}/E))>:|pk

kel, P
< 1 Z 1 [ ( d (A" Xpi, Xo) | d(AmYkH,Yt)))rk
h 2P% P1 P1
m . Pk
< BZ d(A™ Xk+z>X0) +22 a (LA™Y, Yo)
hr (e hr et 1

ve boylece X +Y € w (A™, F, M, p,0) elde edilir. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.3. W (A™, F,p,0), wo(A™, F,p,0) ve e (A™, F,p,0) uzaylann K =

max (1, supy, pr) olmak {izere

x|~

m

SA(X,Y) = d(Xp, Yi) +sup | by ) [d (A" Xpps, A™ Vi) P*
k=1 Tt kel,

metrigi ile bir tam metrik uzaydair.
Ispat. §'A nin bu simiflar tizerinde bir metrik oldugu gerekli iglemler yapilarak dogrudan
dogruya gosterilebilir. X* = (X)), = (X{, X3, ...) olmak tizere (X?) dizisi e, (A™, F, p,0)

uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde s,t — oo igin
5 (X X t) — 0
dir. Buradan s,t — oo ve her r, ¢ igin

Zd Xi Xp) = 0ve byt > [d(A™XG, A™XE )] — 0
kel
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yazilabilir. Buradan s,t — oo ve her sabit j igin
m
> d (X}, X}) = 0ved(ATX5,AMXY) — 0
k=1

olur.

S m S m m S m S
A (X5 Xfpm) < d(A™XF,A X§)+<0>d(xj,x;)+...+<m_ 1>d()(j+,n_1,)(]'?+m_1)

esitsizliginden s,t — oo ve her sabit j icin
¢
d (X X j) — 0

o " s\ 1 v2 n . NP n
elde edilir. Boylece (X7)s = (Xj,X7,...), L(R") de bir Cauchy dizisidir. L (R") tam

oldugundan (X ]5) s her bir j icin yakinsaktir.
li;n X7 =X;

diyelim. (X?), o (A™, F,p,0) da bir Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 i¢in s,t > ng
oldugunda &g (X 5. X t) < € olacak sekilde bir ng = ng (¢) dogal sayis1 vardir. O halde
s,t > ng ve her r,7 € N icin

Zd (X5, Xp) <eveh, ! Z [d (A" X} AT X] )] < e
k=1 kelr

dir. t — oo igin limit alinirsa s > ng ve r,7 € N i¢in
m
> d(XP Xp) <evehy 'Y [d(ATXR AT Xpy) [P < e (3.3.1)
k=1 kel

bulunur. Boylece her € > 0 ve s > ng igin

x|~

m
= d(X{, Xp)+sup [ At Y [d(ATXE AT X )| <2
k=1 T kel,

bulunur. Bu X = (X;) olmak iizere X* — X (s — o0o) demektir. Diger taraftan D =

max (1, 2H*1) olmak iizere

Bt DA™ Xy O < bt § ) [d (ATXGS0) +d (A™XER, AT Kyi) ™
kel kel
< htDY (A (AT 01"
kel
+h, 1D [d (ATXR AT X )|
kel
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yazabiliriz. X% € W, (A™, F, p,0) oldugundan (3.3.1) goz dniine alimirsa X € wq, (A™, F,p,0)
elde edilir.

Teorem 3.3.4. M; ve Ms iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde
i) wo (A™, F, My, p,0) Ny (A™, F, Ma,p,0) C o (A™, F, My + Mas,p,0),
i) w (A™, F, M1,p,0) Nw (A™, F, Ma, p,0) C w (A™, F, M1 + Ma,p,0),
iii) Weo (A™, F, M1,p,0) N Weo (A™, F, Ma,p,0) C oo (A™, F, My + Ma,p,0)
dir.

Ispat. Teorem 3.1.7 nin ispatia benzer olarak yapilabilir.

Teorem 3.3.5. 0 < pp < gi ve (g—:) simurli olsun. Bu takdirde @ (A™, F, M, g,0) C
w (A™ F, M, p,0) dir.

. m ) p

Ispat. X = (Xj) € w(A™,F,M,g,0) olsun. t; = [M (M)] ¥ ve Wy = ]g’—:

yazalim. (Z—i) dizisi sinirh oldugundan her bir £ i¢in 0 < p < p;, < 1 olacak gekilde bir

sayis1 vardir. (ug) ve (vg) dizilerini agagidaki gibi tanimlayalim:

0, tp<1 te, tpr <1

Bu takdirde her k£ € N icgin tx = ug + v ve t’,;k = ug’“ + v,’j’“ dir. Buradan da uzk <

up, <t ve U;;k < Uf: elde edilir. Boylece

he' Y T wht =Y (o) <Y we bty ol

kel kel kel kel

dir. Holder esitsizliginden her r € N igin

B o =3 (o) ()T

kel, kel
) W ) 1—p
< [ty () )T
kel kel,
o
= h;l Z Vg
kel
yazilabilir. Buradan da
”w

Rt gt < By Twe+ [ AT o

kel kel kel

olur. Buise X € w (A™, F, M, g,0) demektir.
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Teorem 3.3.6. liminfg, > 1 olmak tizere § = (k,) bir lacunary dizi olsun. Bu takdirde

7—00

herhangi bir M Orlicz fonksiyonu igin w (A™, F, M, p) C w (A™, F, M, p, ) dir.
Ispat. X € (A™, F, M, p) olsun ve lim inf ¢, > 1 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
T—00

her r > 1 igin ¢, =
X € w(A™,F, M, p) igin

A, = W Z[ <d Am)ifH’Xo))]pk

kel

1o
- |
k=1

=
N
QL
>
>
T
=
—
|
| —
=
N
QL
>
>
T
=
—

:
[«9)
e
L
IN

% olup bu degerler kullanilarak

<1 + 5 Z [ ( Aka+i>X0)):|pk _ %k;31 — [M (d(Aka:H,Xo))rk
1

yazabiliriz. h, = k., —k,_1 oldugundan h—T < 50 ve T

=

p P
elde edilir. Sag taraftaki

k k",«71

5 A™ X0 Xo)\ 1™ 3 A™ X Xo)\ P
kr_l |:M <d( k+i» 0)):| ve k;}l |:M <d( k+i» 0)>:|

k=1 k=1

p p

terimlerinin her ikisi de r — oo i¢in sifira yakinsadiklarindan r — oo igin son esitsizligin
sag tarafi sifira gider. Bu r — oo igin A, nin sifira yakinsak olmasini gerektirir, yani

X € (A™, F, M, p,0) dir.

Teorem 3.3.7. 0 = (k,) bir lacunary dizi, ¢, = kfil ve limsup g, < oo olsun. Bu
r—00

takdirde herhangi bir M Orlicz fonksiyonu igin w (A™, F, M, p,0) C w (A™, F, M, p) dir.
Ispat. limsup ¢, < oo oldugundan her r € N icin ¢, < B olacak sekilde B > 0 sayis1

T—00

mevcuttur. X € w (A™, F, M,p,0) ve € > 0 olsun. Her j > R igin

Aj= hi Z [M <d(Aka+i7X0)>:|pk _.

T k‘EIj P

olacak sekilde R € N sayis1 mevcuttur. Her j = 1,2, ... icin A; < K olacak sekilde K > 0
bulabiliriz. n sayis1 » > R olmak tizere k,_; < n < k, olacak gekilde herhangi bir tamsay1

olsun. Aligilmig iglemlerle

%é[zw (d(Ame,Xo))rk - kl kZ{M (d(AmXHi,XO))rk

P P
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=1 keny P kel P
d(A™ X}, X Pr
Y [M( ( kT 0)>]

kel, P

k1 kg — k1 kr —kr—1 ky — k1
= A Ay + ...+ ———-A e —A,

krfl Lt krfl 2 * krfl R * krfl
k k., — k

< sup Aj SR sup A; R

1<j<R k1 >R k1
< K Fr +eB

kr—l

oldugu hemen goriiliir. n — oo igin k.1 — 0o oldugundan % i [M (W)}pk —
0 ve dolayisiyla X € w (A™, F, M,p) elde edilir. =

Teorem 3.3.6 ve Teorem 3.3.7 yi birlestirirsek asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 3.3.8. 0 = (k,) dizisi 1 < l1m 1nf ¢- < limsupq,. < oo olacak sekilde bir lacu-
nary dizi olsun. Bu takdirde herhangi blI‘ M OrhC;_)fcc))Onkmyonu icin w (A™, F, M, p,0) =
w (A™, F, M, p) dir.

Teorem 3.3.9. klim pr = s > 0ve X = (Xj) dizisi bir M Orlicz fonksiyonuna gore X
—00

sayisina kuvvetli hemen hemen A’(”';)—lacunary yakinsak ise limit tektir.

ispat. klim pr = s > 0 ve Xo # X olmak iizere, i ye gore diizgiin olarak
— 00

[ d(A™ X .. X, 1Pk
lim Aty M( (A" Xt °)> =0
T e L P d
ve
r m . / 1Pk
lim h;l Z M <d(A Xk+17XO)> =0
T gern b P J

olsun. p = max (2p;,2py) segelim. M nin konveksligi ve (1.1.1) kullanilirsa

o B ()] 2y [ (et

ke, kel 1
d(A™ X i, X{ Pr
BEEEE e
ke, 1
yazilabilir. Buradan
(Xo, X))

1 0, A0 _

o (]
kel
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elde edilir. Ote yandan klim pr = s oldugundan

o (S - o (1259

’ S
ve boylece son iki esitlikten [M (CI(XO—pXO)>] = 0 elde edilir. s > 0 ve M bir Orlicz

fonksiyonu oldugundan bu d (Xp, X)) = 0 ve dolayisiyla Xy = X olmasin gerektirir.

Tanim 3.3.10. 6 = (k,) bir lacunary dizi, p = (pi) kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi

ve M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Her € > 0 igin

oo o (2220) " )

olacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisi Xy sayisina hemen

lim h, !

T—00

=0

hemen A“A}[(p)—lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Hemen hemen Aﬁ(p)—lacunary
istatistiksel yakinsak dizilerin siifini Sy (A™ F, M,p) ile gosterecegiz. Eger M () = z ve
her k € N icin pp = p almrsa Sy (A™, F, M, p) = Sp (A™, F) olur. § = (2) ozel secimi
icin Sy (A™ F,M,p) = S (A™ F, M, p) elde edilir.

Teorem 3.3.11. S (A™ F,M,p) dizi simfi toplama ve skaler ile ¢carpma iglemine gore
kapalidir.
Ispat. X € S, (A™ F,M,p), c € R ve p=|c|p; olsun. Bu takdirde

i

{k €l [M (|C|d(Am;(k+i,Xo)>rk 28}‘

fren (e

oldugundan ¢X € Sy (A™ F, M, p) dir.

h*l

— pt

= ht — 0, (r— o0)

X, YeS (A™, F, M, p) olsun ve p = 2p; alalim. M azalmayan ve konveks oldugundan

{k el [M (d(Aka-l-i+AmYk+i>X0‘|‘YO)>]pk > 5}
p

{rem g o (T o (E ) 2
o e (25

o (et g o

olur. Boylece X +Y € Sy (A™ F, M, p) dir. Bu ispat1 tamamlar.

h*l

< h

IN

+ Dh!
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Teorem 3.3.12. 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun.
i) X = (Xg) dizisi X sayisma kuvvetli hemen hemen A™—lacunary yakinsak ise bu
dizi X sayisina hemen hemen A" —lacunary istatistiksel yakinsaktir.
ii) A™—simirli ve hemen hemen A™—lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi kuvvetli
hemen hemen A™—lacunary yakinsaktir.
Ispat. i) € > 0 verilsin ve X € @ (A™, F,6) olsun.
ST A X X =S A X X))

kel kel
d(Aka+¢,X0)ZE

eP ’{k el : d(Aka_H‘,Xo) > E}|

\Y]

oldugundan X € Sp (A™, F) dir.
ii) X € Sy(A™ F) ve (X}) dizisi A™—smurh olsun. Bu durumda her k,i € N igin
d(A™ X1, Xo) < K olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. ¢ > 0 verilsin. N, sayisini

her r > N ve her i icin

hSA

bt {k €l d(A™ X4, Xo) > (E)

2

P
2KP

olacak gekilde secelim ve

1
E,; = {k €L d(A™ Xy s, Xo) > (%)”}

kiimesini goz 6niine alalim. Bu takdirde her » > N ve her ¢ icin

het Y A Xy, Xo)lP = bt Y (A (A Xyi, Xo)lP b Y [d (A Xy, Xo)IP

kel, kel, kel,
k‘éEm' keEm'
€ h,e
< —h+h = |KP=
= g, <2Kp> c

elde edilir. O halde X dizisi kuvvetli hemen hemen A™—lacunary yakinsaktir.

Teorem 3.3.13. 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Eger ligicgf g > 1ise S(A™,F)
Sy (A™, F) dir.

Ispat. liTrg golf gr > 1 olsun. Bu takdirde yeterince biiyiik r ler igin ¢, > 1 + § olacak
sekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir. h, = k, — k,_1 oldugundan yeterince biiyiik r ler igin
}’i—: < ITM olur.

XeS (A™, F) ve € > 0 verilsin. Bu takdirde yeterince biiyiik = ler ve her i i¢in

- m hy 1 m
Bt [k € I 2 d (A Xpi, Xo) 2 e} = =3 {k € L d (A" Xy, Xo) > €}

6 1
1+ h, {k € I : d (A" X4, Xo) = €}
T

AV
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elde edilir. Buradan X € Sy (A™, F) dur.

Teorem 3.3.14. 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. limsupgq, < oo ise Sy (A™, F) C
S(A™, F) dir.

Ispat. limsupg, < oo olsun. Bu durumda her r € N icin ¢, < B olacak sekilde bir

r—00
B > 0 sayis1 vardir. ¢ € N olmak {izere

= |{]€ el : d(Aka+z‘,X0) > €}|
kiimesini goz oniine alalm. X € Sy (A™ F) oldugundan i ye gore diizgiin olarak
lim h, ' [{k € I, : d (A" Xy, Xo) > €} =0

dir. Buradan her € > 0, 7 > rg ve her ¢ > 1 icin JX—:Z < ¢ olacak gekilde ro € N vardir. ¢ ye

gore diizgiinliik her ¢ € N i¢in N,; = N, olmasini gerektirir. Simdi
K =max{N,;:1<r<rg, i e N} =max{N, : 1 <r <rp}

diyelim ve k,_1 < n < k, olacak gekilde bir n € N segelim. Bu durumda

1 1
~[{k <n:d (A" X Xo) 2 e} < T {k < ke 1 d (A" Xppi, Xo) 2 ¢}

r—1
1
= k i + Noj + N3; + .. +N7"07,+N(r0+1) ++Nm}
(ro+1)i Nm
< +...+—h
- kr 1 { 7'0+1 } rotl hr "
S ?”0 + <Sup > {hro+1 +...+h }
kr 1 \r>ro r
kr ro

< ro+ €
- krfl krfl
< K +

T &
S ke 0 qr
< ro +eB
- krfl

yazilabilir. 7 — oo i¢in k,_1 — oo oldugundan X € S (A™, F) elde edilir.

Teorem 3.3.15. M bir Orlicz fonksiyonu, § = (k,) bir lacunary dizi, X = (Xj) bir
fuzzy say1 dizisi ve 0 < h = i%f pr < pr < s%p pr = H < oo olsun. Bu takdirde
w (A™ F,M,p,0) C Sp (A™, F) dir.

Ispat. X € @ (A™, F, M,p,0) olsun ve £ > 0 verilsin. >y ile d(A™Xypi, Xo) > €
olacak sekilde k € I, iizerinden toplami ve ), ile de d (A™X}4;, Xo) < € olacak gekilde
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k € I, tizerinden toplami gosterelim.

%}:pqﬁﬁw?%xwﬂm::%EL{M<MAM%%xwﬂm

" kel,

> h%zl [M <d(AmX;f:+szo)>]pk
oo > min (13 @) [ ()" &1 =

£
p
= hi [{k € I : d (A" X1, Xo) > €}| . min ([M ()", [M (51)]H>

v

yazilabilir. X € w (A™, F, M, p,0) oldugundan

lim hi > [M (d(AmX’““’XO)ﬂpk =0

" kel P

olur. min ([M (e))", [M (51)]H) > 0 olmas: nedeniyle de yukaridaki esitsizlikten

1

T—00 [y

elde edilir. Bu X € Sp (A™, F) oldugunu ifade eder.

Teorem 3.3.16. M bir Orlicz fonksiyonu, § = (k) bir lacunary dizi, X, A™—smirh
bir fuzzy say1 dizisi ve 0 < h = i%fpk < pp < sgppk = H < oo olsun. Bu takdirde
Sp (A™ F) C w (A™, F, M, p,0) dir.

ispat. X € Sy (A™, F) olsun. X = (X},) dizisi A™—simirh oldugundan her k € N igin
d(A™X}, Xo) < T olacak sekilde bir T' > 0 sayis1 vardir. Y, ve > ,, Teorem 3.3.15'in

ispatinda verildigi gibi olsun. Herhangi bir € > 0 igin

! Z [M <d(Aka+i,X0)>]pk _ ;12 [M (d(AkaHaXo))rk
p ) -
Y [M (WMXM,XO)HM

p

Sl o (] (D)) QT
< max {[M (K)",[M (K)[" } |k € 1 d (A™ Xy, Xo) > e}
max {1 @O M T}, S = K S

yazilabilir. X € Sp (A™ F) ve M Orlicz fonksiyonunun sifirda siirekli oldugu gtz 6niine

IA
>
T

:61

alimirsa yukaridaki egitsizlikten X € w (A™, F, M, p, 6) elde edilir.
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