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2002, Sayfa:101

Bu ¢aligma d6rt bdliim halinde diizenlenmistir,

Birinci bsliimde; baz1 temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci, figlincti ve dordiincii bolim ¢ahsmanin orijinal kisimlanidir,

Ikinci bdlimde; n-boyutlu Lorentz uzayinda genellestirilmis null scrolli’lar
tammlandi ve bunlara ait 6zelikler incelendi.

Ugiincti bolimde; genellestirilmis null scroll’larin Gauss egriligi, Ricci egriligi,
Lipschitz-Killing egrilii ve skalar normal egriligi hesapland1 ve bunlara baghi olarak
bazi teorem ve sonuglar verildi.

Dérdiinct béliim , ¢ alt bdlimden olugmaktadir, Birinci alt b§liimde, n-boyutlu
Lorentz uzayinda bir hiperyiizey olan (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’lar ve
egrilikleri verildi. Ikinci alt bSlimde, genellestirilmis null scroll’lar igin j.ortalama
efrilik hesaplanarak bazi sonuglar elde edildi. Ayrica Euler Teoremi ifade ve ispat
edildi. Son bdlimde de n-boyutlu Lorentz uzayinda 2-boyutlu null scroll i¢in Massey

Teoremi verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Lorentz Uzayi, Regle Yiizey, Genellestirilmis Null
Scroll, Pseudo-Ortogonal Yoriinge.
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ABSTRACT
PhD Thesis

GENERALIZED NULL SCROLLS IN THE LORENTZIAN SPACE

Handan BALGETIR

Firat University
Graduate School of Science and Technology
Department of Mathematics
2002, Page:101

This study has been arranged in four chapters.

In the first chapter; fundamental definitions and theorems are given.

Second, third and fourth chapter are original parts of the thesis.

In the second chapter; the generalized null scrolls are defined in the
n-dimensional Lorentzian space and their properties are studied.

In the third chapter; curvature of Gauss, Ricci, Lipschitz-Killing, and scalar
normal of the generalized null scrolls are calculated and some theorems and results are
given.

In the fourth chapter is seperated into three sections. The curvatures of the
(n-1)-dimensional generalised null scrolls which are hypersurface in the n-dimensional
Lorentzian space are studied in section one. In section two, the j-th mean curvature of
the generalized null scrolls is calculated and some results are given. Also, the Euler
Theorem is expressed and proved. In the last section, the Massey Theorem for

2-dimensional null scrolls in the n-dimensional Lorentzian space is given.

KEY WORDS: Lorentzian Space, Ruled Surface, Generalized Null Scroll,
Pseudo-Orthogonal Trajectory.
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GIRIS

Glnlimiiz diferensiyel geometrisinde regle ylizeyler oldukga ¢ok ele
alinmaktadir. 3-boyutlu Oklid uzaymnda en basit anlamda bir regle yiizey bir
parametreye bagh dogrular ailesinin geometrik yeri olarak tanimlanmaktadir. Regle
yiizey kavrami, Fransizca “ surface regleé ” den gelmis olup, adint buradan almaktadir.
Literatlirde ¢izgiler uzay: olarak da adlandrilir.

Miroslav Juza’ ya ait “ Ligne de striction sur une generalisation a’plusieurs
dimensions d’une sultface regleé, Czechosl. Math.J.12(87), 243-250,1962. ” ¢calisma ile
daha 1960 L yillarda ortaya atilan genellestirilmis regle yiizeyler teorisi tizerinde son
yillarda yapilan ¢aligmalar olduk¢a yogundur. Daha sonra bu ¢alismalar H. Frank , O.
Giering ve C. Thas’in ¢alismalan ile devam etmistir. Ulkemizde bu konular {izerinde
yapilan galigmalari ele alacak olursak; 1982 yilinda A. Sabuncuoglu, “Genellestirilmis
Regle Yizeyler ” adli Dogentlik tezinde genellestirilmis regle yiizeylerin 6zeliklerini
inceledi. Daha sonra M. Ergiit, 1983°’de yapmug oldugu “Genellestirilmis Regle
Yiizeylere Dair ” adli Doktora tezinde; C. Thas’in E" de 2-boyutlu regle yiizey igin
verdigi skalar normal egriligi, (r+1)-boyutlu genellestirilmis regle yiizey igin
hesaplayarak bazi sonuglar elde etti. Bunlara bagh olarak genellestirilmis regle
hiperyiizeyler i¢in dnemli teorem ve sonuglar verdi. S.Keles ve N. Kuruoglu, 1983 ‘de
bu ¢ahigmalar dogrultusunda n-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeylerin Szeliklerini ve
Massey Teoremini ifade etti. A. Altin, 1994°de “Yiiksek Mertebeden Regle Yiizeyler”
adh Doktora teziyle genellestirilmig regle ylizeylerin kapali olmas: durumunda agilim
uzunlufu ve agilim agisim inceledi.

Gerek 3-boyutta ve gerekse n-boyutta, regle yiizeyler igin yapilan bu ¢aligmalar
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inceledi. Bu regle yiizeyler daha sonra n-boyutlu Lorentz uzaymna genellestirildi. Bu
yondeki caligmalar M. Tosun, “On the (k-m+1)-dimensional Time-like Center ruled

Surface in the Minkowski Space IR;' , SAU, Fen-Bilimleri Enstitisit Dergisi 1(1997)
69-74”, C. Ekici ve A.Gorgili “ On The Curvatures of (k+1)-dimensional Semi-Ruled
Surface in E7*', Math.&Comp. Applications, Vol.5. No.3pp.139-155.2000 > ve benzer

caligmalar diger Matematikgiler tarafindan da ¢aligildi. Literatirde bu alanda birgok
makaleye rastlanmaktadir.

Dayanak egrisi null olan time-like regle yiizeyler olduk¢a yenidir. 3-boyutlu
Lorentz uzayindaki bu tip regle yiizeyleri ilk olarak L. K. Graves “ Codimension One
Isometric Immersions Between Lorentz Spaces, Trans. AM.S. 252(1979),367-392 ”
adli ¢aligmasinda tanimlamig ve B-Scroll olarak adlandirmistir. Bu ytizeylerin Gauss
Déniigiimii L. J. Alias, v.d. tarafindan incelenmigtir. Yine bu tip regle yiizeyler olan null
scrollar’in Gauss Doniigiimii ile ilgili gahiyma S. M. Choi, v.d. aittir.

3-boyutlu Lorentz uzayinda birer time-like yiizey olan B-scroll ve null scrollar’a
ait ozeliklerin incelendigi c¢aliymalar tarafimizdan yapilmigtir. Burada ise regle
yiizeylere ait bilinen ve galigilan 6zeliklerin 15131 altinda n-boyutlu Lorentz uzayinda
genellestirilmis regle yiizey olan ve adina genellestirilmis null scroll dedigimiz

manifoldlan ve bunlara ait 6zelikleri inceledik.



BIRINCi BOLUM

1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Simetrik Bilineer Formun Ozelikleri
Tamm 1.1.1. V bir reel vektdr uzay: olsun.
<,>:VXV->IR
doniiglim{, Va, b € IR ve Vu, veV igin
i) <u, v>=<v,u>
ii) <autbv, w> = a<u, w>+b<v, w>

<u, av+bw,> = a<u, v>+b<u, w>

Ozeliklerine sahip ise, <, > doniiglimiine V vektdr uzay1 Gizerinde bir simetrik bilineer
form denir ( O’Neill, 1983).

Tamm 1.1.2. V bir n-boyutlu reel vektdr uzay: ve V iizerinde simetrik bilineer form
<>:VXV->IR

olsun. V veV igin <€, v> = 0 olacak sekilde bir & # 0€V vektdrii mevcut ise g ye V

tizerinde dejenere simetrik bilineer form denir. Aksi taktirde g ye nondejeneredir

denir. Buradan g nin nondejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart V veV igin

<g,v>=0=u=0



olmasidir. Bir V reel vektdr uzay: Gizerindeki simetrik bilineer form, V uzayinn altuzay:
izerine dejenere veya nondejenere bir bilineer form indirger (Duggal ve Bejancu,
1996).

Tamm 1.1.3. <, >, V vektdr uzay: tizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik
bilineer form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir;

1) Definit Durum: Eger,

i) VveV, v=#0igin <v, v> > 0 ise <,_> simetrik bilineer formuna pozitif
definit,
i) V veV, v =0 igin <v, v> <0 ise <, > simetrik bilineer formuna negatif
definit denir.
2) Semi-definit Durum: Eger,

) V veV igin <y, v> > 0 ise <, > simetrik bilineer formuna pozitif
semi-definit,
i) V veV igin <v, v> < 0 ise <, > simetrik bilineer formuna megatif
semi-definit denir.
3) Nondejenere Durum:

Eger, V weV i¢in <v, w> = 0 iken v = 0 ise <, > simetrik bilineer formuna

nondejenere simetrik bilineer form denir (O’Neill, 1983).
Tamim 1.1.4. V bir reel vektdr uzay: ve
<,>:VXV->IR

simetrik bilineer form olsun. WV olmak iizere
<> WXW->IR




negatif definit olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altvektSr uzaymin boyutuna <, >
simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gdsterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.1.5. V bir n-boyutlu reel vektdr uzayt ve V dzerinde simetrik bilineer form

<, > olsun. V uzaymnin
Rad V= {EcV|<E, v>=0,V veV}

seklinde tammli alt uzaya <, > simetrik bilineer formuna gdre V nin radikal veya null
uzay: denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.1.6. Reel sayilar cismi {izerinde, r-tane vektdr uzayi, Vi, V», ...,V; olsun.
f:ViXVX...XV,»> IR

fonksiyonu, 1 <i<r, i¢inu;, v; € V; ve a, b € IR olmak iizere,

f (V1,..., Vi1, aVitbui, Visl, ..., Vo) = af{(Vi,..., Viel, Vi, Vit1, ooey Vo FORVi,eeey Vict, Ui, Visl, voey Vi)

seklinde tammli ise f ye r-lineer fonksiyon denir(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.1.7. V;XV,X ... XV, den IR ye taniml biitiin r-lineer fonksiyonlarin cimlesini,
L(Vi, V3, ...,V IR)

ile gosterelim. Bu cilimlede toplama ve skalar ile ¢arpma islemleri, sirasiyla,

V(u, up, ..., u)eViX VoX ... XV;igin

(Fi+£)(uy, uy, .., u=fi(uy, vy, ..., u)tHH( uy, vy, -..uy)

ve LelR olmak tizere,

(}\'t) (ul’ Uy, "-’ur)= A'ﬂul, Uy, "-’ul')



seklinde tanimlanirsa, bu iki isleme gore L(Vi, V3, ...,Vr; IR) IR iizerinde bir vektor

* % *
uzayi olur. Bu vektdr uzayma V;, V,.. V, dual vektdr uzaylarmm tensdr

¢arpimu denir ve

L(Vi, V2, ..V5IR)= V,® V, ®..8V,

ile gosterilir. V; ® V; .8 V: tens6r uzaymn herbir elemanina r.dereceden bir

tensdr denir. Eger
Vi= Vo= =VEV

ise V*® V*®..®V* uzayma bir kovaryant tensdr uzayr ve bu uzayin herbir
elemamna da r.dereceden bir kovaryant tensor denir ve T'(V) veya &V* ile
gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.1.8. Kovaryant tensérler i¢in verilen tanimda V yerine V* (V nin dual uzayi)
aliirsa (V*)* uzayr V ye izomorf oldugundan V* {izerinde s-lineer fonksiyonlarin
vektSr uzayim elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant uzay denir ve T{(V*) veya ®%(V)
ile gosterilir. Bu uzayin elemanlarina s. dereceden kontravaryant temsirler denir
( Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.1.9. IR reel sayilar cismi {izerinde bir vektdr uzayr V ve V*, V nin duali
olsun.

(r+s)—lineer

L(V', V¥ IR) = {f| f: V'XV**

> IR}
ciimlesi yukarida verilen toplama ve skalarla ¢arpma iglemlerine gdre bir vektor
uzayidrr. Bu uzaya r.dereceden kovaryant ve s.dereceden Kkontravaryant tensir

uzay: denir. Bu uzayin elemanlarina da (r, s)-tipinde tensdr denir ve

T(V) @ T(V*) = ®V* ® (V)




veya T; (V) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.1.1. V bir reel vektdr uzay: ve V tizerinde simetrik bilineer form <, > olsun.
Bu taktirde V izerinde

i) <oy, 0>=0, i#j

i) <oy, a>=1, 1<i<p

jii) <ay, o>=-1, pt1 <j<r
iv) <oy, o0p>=0, r+1<k<n

olacak sekilde {o, a,...,0,} bazi mevecuttur (Nomizu, 1966).
Tamm 1.1.10. V bir reel vektdr uzay1 ve V iizerinde nondejenere simetrik bilineer form
<, > olsun. Bu durumda <, > ye bir skalar ¢arpma veya semi-Oklidyen metrik; V
vektor uzayma da semi-Oklidyen uzay denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Tamm 1.1.11. V bir semi-Oklidyen uzay olsun. ve V olmak tizere

i) <v, v>> 0 veya v=0 ise v ye space-like vektor,

ii) <v, v> <0 ise v ye time-like vektdr,

iii) <v, v> =0 ve v # 0 ise v ye null (veya ligt-like) vektor,
denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 1.1.1. V # {0} semi-Oklidyen uzaymn bir ortonormal bazi mevcuttur.

Ispat. ispat: n tizerinden timevarimla yapalim. V nondejenere oldugundan

<up, up> #0

olacak gekilde bir u; € V vektdrii mevcuttur. Dolayisiyla



!
el = ———
Judll
bir birim vekt6rdiir. Simdi kabul edelim ki, k<n olmak {izere
Ex = {e1, ....ex}

ortonormal cimlesi mevcut olsun. Ex mn V nin bir ortonormal bazma

genigletilebilecegini gdsterecegiz. Bunun igin ilk 6nce

Vie1 € V-Sp{Ex}

vektSriinli gdzbniine alalim. Gram-Schmidt metoduna gbre € = <e;, > = *1 olmak
lizere

k

Upsl = Viwl - E € <Vk+1-8i > &
i=l

yazabiliriz. Vi € {1, ...k} i¢in

<Ug+1, &> = 0

oldugu agiktir. Dolayisiyla

Ug4t
[ veal

Crt1 =

Ey ya birim ortogonal vektdrdir. ||uy,; | # 0 dir. k < n-1 igin |uy,q | = 0 dir. Aksi

taktirde V dejenere olurdu. Simdi <wia, Wwi> % 0 olacak sekilde

Wi € V-Sp{ey, ..., €, Uk} vektOriini gdzdniine alalim ve

Kk
Zgtl = Wkl — E & <Wgk41,6 > €

i=l

olsun. ie{1, ..., k} i¢in

<zk+1’ ei> =0

ve



<Zi+1, Ug+1> = <Wiet, Uer1> #0
dir. Simdi
|zt [

1
Vi1 = —————{Zg41 — Uy}
< Zg41,Uk+1 > 2 <z, Ukqg >

null vektdriini géz6niine alalim. Bu taktirde,
<yi+1, Wet1> =1 ve <yx+1, 6> =0

dir. Ayrica

_ 1
ksl = ﬁ(ukﬂ +Yi+1)

_ 1
€xs2 = ﬁ(ukﬂ =~ Yi+1)

ortonormal birim vektdrlerdir. Bdylece

Exr1= { €1, ..., €k, €k+1, €k+2}

Ex nin bir ortonormal genisletilmis climlesidir. Bu gekilde devam edilirse V nin

E = { el’ cogl en}
ortonormal bazi elde edilir. Bu da ispat: tamamlar.
Tamm 1.1.12. V. bir n-boyutlu semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir altuzay1 olsun.
Eger <, >|w dejenere ise W ya bir null (light-like veya dejenere) altuzay denir
(Duggal ve Bejancu,1996).
Tamm 1.1.13. V bir n-boyutlu semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir altuzay1 olsun.

wi= {veVl <v,w>=0, VweW}

altuzayina W nin dik wzay: denir. Burada 6nemli bir nokta genel olarak

TR
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WA W = {0}
olmasidir.
V bir n-boyutlu uygun semi-Oklidyen uzay olsun. {ej, e, ...,eq} birim time-like
ve {eq+1, €qt2, ..,8qtp} birim space-like vektSrler olmak tizere V nin bir {e), €2, ...,€a}
ortonormal bazim gbzdniine alalim. V nin en az bir null vektdr igeren bir bazimt inga

etmek i¢in agagidaki haller incelenebilir:

L HAL (q <p) .Budurumdai e {1, ...,q} i¢in

<f, f>=<f,£{>=0 (1.1.1)
ve

<, £]>= 8 ij € {1, ...q} (1.12)
olacak gekilde

1 ﬁ Syt VR | ﬁ Gt~ 1 she

vektorleri inga edilebilir. Boylece {fi, ...f5, fi , - f; , €q+1 , €qrpy V Nin 2g-tane null

vekt6r ve (p-q)-tane space-like vektor ihtiva eden bir bazidur.

II. HAL (p < q). Bu durumda a € {1, ...,p} igin
f=—1—(e +e,) f*=L(e - €a) (1.1.4)
a ‘\/—2- qta ’ a —\/E qta~ “a, -1

vektorleri insa edilebilir. Bu vektorler i¢in de, (1.1.1) ve (1.1.2) egitlikleri gegerlidir. Bu

durumda {fi, ..., f;', ..., £, €1, ..., €prq} V nin 2p-tane null vektdr ve (q-p)-tane

time-like vektSr ihtiva eden bir bazidir.

T.C. YOKSEKOCRETIM KURUEY,
BOKDBANTASYON MERIZ:)
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ML HAL ( p = q). Bu durumda n = 2p = 2q oldugundan, {f;, ...f, i, ..., £, }

null baz (1.1.3) veya (1.1.4) esitligi ile tanimlanr,

Tamm 1.1.14. V bir semi-Oklidyen uzay olsun. Vi, je{l, ..r} ve
Va, B e {1,...1} igin

<fi, ﬁ>=<f:,f;>=0
<fi’ fj >= 81_]
<u113 fi>=<ucl, fi*>=0

<Uq, Ug> = eaaaﬂ

olacak sekildeki {fi, ....f, £, ..., £, U1, ...,s} bazina V nin quasi-ortonormal bazm
denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm1.1.15. V n-boyutlu semi-Oklidyen uzay olsun. V nin m-boyutlu bir null altuzay:
W olsun. Bu taktirde Vnin m=r+s , 1<s<ti¢in,
W = Sp{fy, ...f, u1, ...,.us }

olacak sekilde ve n<r igin

W = Sp{fl, ...,fm}
olacak gekildeki
B={fl, oo iy £y 5 ooy £ , U1, wuusllt}

quasi-ortonormal bazina W boyunca V nin bir quasi-ortonormal bazt denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Onermel.1.2. V bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir null altuzay: olsun. Bu
taktirde W boyunca V nin bir quasi-ortonormal bazi mevcuttur (Duggal ve Bejancu,
1996).
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1.2. Lorentz i¢ Carpim Uzay:

Tanim1.2.1. M bir C*-manifold olmak tizere,
<, > 1 x(M) X xM) - C°(M, IR)

seklinde tammli simetrik , bilineer, nondejenere fonksiyona M tzerinde metrik tensér
denir. Bu metrik tensdriin indeksine M manifoldunun indeksi denir ve v ile gdsterilir
(O Neill, 1983).

Tamm1.2.2. M bir C”-manifold ve <, > de M {izerinde sabit indeksli metrik tensdr
olmak tizere (M, <, >) ¢iftine bir semi-Riemann manifold denir (Ferrandez ve Lucas,
1992).

Tamm1.2.3. boyM = n olmak {izere (M, <, >) ¢ifti bir semi-Riemann manifold olsun.
Eger v =0 ise (M, <, >) ciftine bir Riemann manifoldu denir. Ayrica n>2 ve v=1 ise
(M, <, >) ¢iftine bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Bundan sonra Lorentz manifoldunu M ile gsterecegiz.

Tamm1.2.4. n-boyutlu reel vektdr uzay1 IR* ve VX, Y e IR®igin,

olmak iizere

=

<X,Y>= EiXiY;
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seklinde tanimli
<,>:R"XIR"> IR

fonsiyonuna Lorentz i¢ ¢carpimu denir. Bu fonksiyonla birlegen IR" vektdr uzayina da

n-boyutlu standart Lorentz uzay: veya kisaca Lorentz uzay: denir ve
Ln(l ’n"l) = (IRH, <7 >)
veya kisaca IR7 ile gbsterilir (Bektas, 1998).

Tammm 1.2.5. M bir Lorentz manifoldu olsun. M manifoldunun bir noktasindaki null

vektdrlerin climlesine null konisi denir (O’Neill,1983).

Tamm1.2.6. n-boyutlu Lorentz uzayi IRf in biitiin time-like vektdrlerinin ciimlesi &

olsun.i €9 i¢in

C(d)={Veb|<i, ¥y><0}

olmak tizere C(1i) ya i yu ihtiva eden IR] in time konisi denir ( O’Neill, 1983).

Tamm 1.2.7. IR} n-boyutlu bir Lorentz uzay: olsun. VX, ¥ IR} igin<X, Y>=0

ise X ve Y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir (Ergin, 1989).

Sonug1.2.1. Her ikisi de time-like olan iki vektdr birbirine dik olamaz. Benzer diigiince

her ikisi de space-like olan iki vekt6r igin de gegerlidir (Ergin, 1989).

R
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Tamm 1.2.8. IR} n-boyutlu Lorentz uzayinda bir vektdr W olsun. W min normu
o=l ww 3
seklinde tanimlamr (E¢giit,vd.,1988).

Tamm 1.29. X, Y € y(IR{) vektdr alanlar: verilmis olsun. Vpe IR} igin

Xp=(X1, X2, «esXn) l pE€TK IR7) dir. Y=(y1, ¥2, ---.¥a) vektor alan1 i¢in

vi: RIF> IR, 1<i<n

koordinat fonksiyonlar1 C*-sinifindan iseler, Y vektdr alanina C*-sinifindandir denir.
Bu durumda, Y nin X e gore kovaryant tiirevi

VY = X[y;] =< Vy;, X >=(X[y,}, Xy,},.... XIy.])
=(< Vy,,X >, <Vy,,X>,...,< Vy,,X>)
seklinde tammlamir. Burada V ya Y vektdr alanimin X vekt6r alam ydniindeki Lorentz
anlaminda kovaryant tiirevi denir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Teorem 1.2.1. IR} n-boyutlu Lorentz uzayinda X, Y, Z ve¢ W C”-simifindan vektdr
alanlar1 olsun. Bu taktirde,

i) Vx(Y+Z) = VxY+ sz
ii) V(X+W)Y = VxY+ VwY
i) VepxY = f(p)VxY, feC(IR{,R), peIR}

iv) Vx(fY) = fVx Y+ X(H) Y
dir (Bektas,1995).



15

Teorem 122. IR] n-boyutlu Lorentz uzayr ve IR] iizerinde tanmh vektdr
alanlarinin cimlesi x( IR} ) ve V da Lorentz anlaminda kovaryant tiirev olsun. O zaman

VX, Y € x(IR]) vektor alanlar: C*-simifindan olmak tizere

i) VxY-VYx= [X, Y]
i) Vx (< Y,Z>)=<Vx¥,Z>|,+<Y, VxZ>|,

dir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Tamm 1.2.10. Teorem 1.2.1 ve Teorem 1.2.2 yi saglayan kovaryant tiireve Levi-Civita
konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).

Sonu¢ 1.2.1. V bir Levi-Civita konneksiyonu ve (IR} ) de Lorentz uzayinda vektor

alanlar1 climlesi olmak iizere V X, V, W € y(IR]') i¢in

2 <VyW, X> = VSW,X> + W<X,V> - X<V, W> - <V, [W, X]>
+<W, [X, V> + <X, [V, W]>

dir. Bu esitlige KOSZUL FORMULU denir (O’ Neill, 1983).

Tamm 12.11. M bir Lorentz manifoldu olsun. Bu manifoldun bir U komsulugu

tizerinde bir koordinat sistemi {xi, X2, ...,Xa} seklinde verilsin. Bu koordinat sistemi i¢in

V5. (09 = Zrlf Oy ij=1,2,.,0
k

esitligi ile tammh I}k, k,i, j =1, 2, ..., n reel degerli fonksiyonlarina Christoffel

sembolleri denir (Beem ve Ehrlich, 1981).
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1.3. Lorentz Alt Manifoldu ve Egrilikler

Tamm 1.3.1. J: M — M inclusion déniigimi olmak iizere J* pullback donigiimii ile
elde edilen J*(g), M iizerinde metrik tensor ise M ye M nin Lorentz alt manifoldu
denir (O’Neill, 1983).

Tamm1.3.2. n-boyutlu Lorentz uzay1 IR] in W alt uzayim gozonine alahm. W

tizerinde tanimlanan ig ¢arpim
< >|w: WXW > IR

olmak tizere

<> |w dontisimi indeksi O(sifir) olan pozitif definit bir i¢ carpim ise W ya
space-like alt uzay,

i) < > w doniisiimii indeksi 1 olan nondejenere bir i¢ ¢arpim ise W ya
time-like alt uzay,

i) < > lw doniigiimii dejenere bir ig garpim ise W ya light-like veya null alt
uzay,
denir (O’ Neill, 1983).

Tamm 1.3.3. M Lorentz manifoldunun alt manifoldu M olsun. M alt manifoldu

tizerinde tammlanan metrik tensor Riemann metrigi ise M alt manifolduna space-like
alt manifold denir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Tamm 1.3.4. IR? de bir Lorentz alt manifold M olsun. Eger boy M = (n-1) ise M ye

IR} in Lorentz hiperyiizeyi denir.
Burada M timelike alt manifold ise M ye time-like hiperyiizey; M space-like
alt manifold iss M ye space-like hiperyiizey denir.
Ayrica M time-like bir hiperyiizey ve  bu hiperyiizeyin birim normali ise
<n,n>=1
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dir, yani n space-like birim normal vektor alamidir.
Benzer sekilde M space-like bir hiperyiizey ve 1 bu hiperyiizeyin birim normali
ise

<, M= -1

dir, yani ) time-like birim normal vektér alanidir (Ferrandez ve Lucas, 1992).

Tanmim 1.3.5. IR] bir n-boyutlu Lorentz manifoldu ve IR} in m-boyutlu bir Lorentz alt

manifoldu M olsun. IR} ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlari, sirasiyla, V ve

V olmak iizere genellestirilmis Gauss denklemi X, Y ey (M) olmak tizere,

VxY= VxY+h(X, Y) (1.3.1)

seklinde tanmimlanir, burada h, M nin IR deki ikinci temel formudur (O’Neill,1983).

Xey(M) herhangi bir vektor alam ve Eeyx(M)- birim normal vektor alam

olmak iizere Weingarten formiilii,

VxE=-AgX + Vit (1.3.2)
seklinde verilir. Buradaki Ag, & ye gore M nin sekil operatdridiir. v' ise M nin
normal demeti iizerinde metrik konneksiyondur.

(1.3.1) ve (1.3.2) esitliklerinden;

<VxY,&=<h(X,Y),& (1.3.3)
Ve

<VxY,& =<AgX, Y> (1.3.4)
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olur. Bu son iki esitlikten

<h(X, Y), &> =<AeX, Y> (1.3.5)
dir.
xl(M) nin ortonormal baz vektor alam {&;, &,..., &.mp oOlsun. WX, Y),

j=1,..., n-m, fonksiyonlan C*-sinifindan diferensiyellenebilir olmak tizere,

B(X, Y) = Zhj(X,Y)gj (13.6)

=l

seklinde yazilabilir. (1.3.3) ve (1.3.5) esitlikleri (1.3.6) da gozoniine alinirsa,

n—m
h(X, Y) = Z< VY, & >%; (1.3.7)
1
veya
n-m
h(X, Y) = Z< AL XY 5% (13.8)
=1

elde edilir (Chen ve Ishikawa, 1998).

Tanim 1.3.6. M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger X, Y, € T,(M) olmak iizere

h(X;, ¥,)=0

ise X, ve Y, vektorlerine konjuge vektorler veya eslenik vektdrler denir. Eger

h(Xp, Xp) =0
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ise X;, ye p noktasinda asimptotik vektdr denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.3.7. M, m-boyutlu bir Lorentz manifoldu X, Y € x(M) ve h da M nin ikinci
temel formu olsun. VX, Y € x(M) i¢in,

h(X, Y)=0

ise M ye IR] de total geodeziktir denir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.3.8. M, IR] de m-boyutlu bir Lorentz alt manifold olsun. & x‘L (M) birim

normal vektér alant olmak iizere

G(p,§)=det Ay, peM

degerine M nin p noktasinda, £ dogrultusundaki Lipschitz-Killing egriligi denir.

G(p) Gauss egriligi olmak iizere, IR]' deki biitiin yiizeyler igin

Sr)= Y Gr.E)
j=1
dir.

Tamm 1.3.9. G(p) = 0 ise peM i¢in M yuzeyi agilabilirdir denir. Buradan her nokta ve
normal dogrultuda Lipshitz-Killing egriligi sifir ise yiizey agilabilirdir.

Tamm 1.3.10. IR de m-boyutlu bir Lorentz alt manifoldu M olsun.

{&1, &a,..., &am}, xJ' (M) nin ortonormal bazi ve {ey, €3, ..., €n} de M nin bir ortonormal

bazi olmak tizere
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m
H=Liz = lZsih(ei,ei)
m m

i=1

nom[7A

H-5

=1 m

Ej &
3

(1.3.9)

(1.3.10)

seklinde tammh H vektor alanina M nin IR} de ortalama egrilik vektdr alam ve |[H|

fonksiyonuna da ortalama egrilik fonksiyonu, peM noktasindaki [H(p)| degerine de

M nin p noktasindaki ortalama egriligi denir (Chen ve Ishikawa, 1993).

Tamm 1.3.11. IR]' de m-boyutlu bir Lorentz alt manifold M olsun. xl(M) nin

ortonormal baz vektor alam {&;, &»,..., En.m} Olmak lizere

—Im
Ky = ZM(A%A% - Ag Ag,)

i,j=1

(1.3.11)

seklinde tanimlanan Ky fonksiyonuna M nin skalar normal egriligi denir. Burada

A=[a;] matrisi igin

dir.

MA)= ) (@)
i,

Tamm 1.3.12. IR] de bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. M nin normal vektor alam &,

M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere
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S :q(M) = x(M)
X - S(X)=-Vx&

seklinde tanimli S déniigiimiine M nin sekil operatdrii veya Weingarten doniigiimii
denir (Ekmekgi, 1991).

Tamm 1.3.13. IR} de bir Lorentz hiperylizeyi M olsun. peM noktasinda M nin sekil
operatdrii S olmak fizere

G:M->IR
p — G(p) = detS,

seklinde tammlanan G fonksiyonuna M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve G(p)
degerine de peM noktasinda M nin Gauss egriligi denir.

Tamm 1.3.14. IR]' de bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. peM noktasinda M nin sekil
operatdril S olmak {izere

S(X)=2X, AeIR, XeT,M)

olacak sekilde bir X # 0 vektdrii varsa A sayisina S nin karakteristik degeri ve X
vektoriine de S nin karakteristik degerine kargilik gelen karakteristik vektdrii denir. S
nin karakteristik degerine M nin p noktasindaki asli egrilikleri ve bu degerlere kargiik
gelen karakteristik vektdrlere de M nin p noktasindaki asli vektdrleri veya asli egrilik
dogrultulan denir (Alias, vd., 1995).

Tamm 1.3.15. IR} de bir Lorentz hiperyiizeyi M olsun. peM noktasinda M nin sekil

operatdrii S olmak {izere
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Ps (M) = det (S-Alp) = A +a A%+ +a,

seklinde tanimlanan polinoma S nin karakteristik polinomu ve
Ps(A) =det (S-Al.1)=0

denklemine de S nin karakteristik denklemi denir ( O’Neill, 1983).

Teorem 1.3.1. n. mertebeden bir A karesel matrisinin ranki r ise A nin en az (n-r)-tane
karakteristik degeri sifirdir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.3.16. IR} de bir Lorentz hiperyiizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun.

Vpe M igin X,eT,(M) tanjant vektdri “Xp" =1 olmak {izere

ka(Xp) = < Sp(Xp), Xp>

seklinde tanimh
ko : To(M) > IR

fonksiyonuna M nin X, ydniindeki normal egriligi denir ( O’Neill, 1983).

Tanmm 1.3.17. M bir Lorentz manifoldu ve M {izerindeki vektor alanlariin uzayr (M)
olsun. VX,Y,Z € y(M) i¢in

R : y(MXx(M)Xy(M) — (M)
X,Y,Z) - RX, Y,Z)=R(X,Y)Z
Oyleki;
R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ-Vix v|Z (1.3.12)

we
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seklinde tammlanan R fonksiyonu y(M) iizerinde 3.dereceden bir kovaryant tensor
alamdir. Bu kovaryant tensoér alamina M nin egrilik tensdr alami ve bunun bir peM
noktasindaki degeri olan R(X;, Yp)Z, tensorine de M nin p noktasindaki egrilik
tensorii ya da kisaca M nin p deki egriligi denir (Aiyama, 1991).

Rig :M > IR
olmak tizere (1.3.12) de X =ey, Y = 1, Z = ¢; yazilirsa,

R(e,.e)e;= D Riye (1.3.13)

i, 3k, 1=1
gOsterimi kullanilir,

Tamim 1.3.18. M bir Lorentz manifoldu ve M iizerindeki vektdr alanlarimn uzayr y(M)
olsun. VX, Y, Z € (M) i¢in

K : y(MXx(M)Xyx(M)Xy(M) - C°(M, IR)
(X,Y,Z, W) —5>K(X, Y, Z, W)=<R(Z, W)Y, X> (13.14)

seklinde tanimlanan 4.dereceden kovaryant tensdre M {izerinde Riemann-Christoffel
egrilik tensdrii denir. Bir p noktasindaki Riemann-Christoffel egrilik tensériiniin
degeri, VX, Y, Z,W € y(M) i¢in

K(p) =<R(Z, W)Y, X>
seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.32. Bir M Lorentz manifoldunun Riemann egrilik tensdri asagidaki
bagintilart saglar:
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i) R(X, Y)Z + R(Z, X)Y + R(Y,Z)X =0 (1. Bianchi Ozdesligi)
i) <R(Z, W)Y, X> = -<R(Z, W)X, Y>

iii) <R(Z, W) Y, X> = <R(W, Z) Y, X>

iv) <R(Z, W) Y, X> = <R(X, )W, Z

(Martin, 1991).

Tanim 1.3.19. M bir n-boyutlu manifold ve M tizerindeki afin konneksiyon V olsun. Bu
taktirde

T : y(M)Xy(M) - x(M)
(X,Y) -TX Y)=VxY-VyX-[X,Y]

seklinde tanumli vektdr degerli tensdre V mn torsiyon tensori denir (Martin, 1991).

Teorem 133. (Semi-Riemann Geometrinin Temel Teoremi) M bir n-boyutlu

manifold olsun. M iizerinde

i) Torsiyon tensord stfirdir,

i) Bir egri boyunca paralel 5teleme T,(M) tanjant uzayinda i¢ garpimi1 korur,

ozeliklerine sahip bir tek V afin konneksiyonu vardir (Martin, 1991).

Tamm 1.3.20. M bir n-boyutlu Lorentz manifoldu olsun. M nin p noktasindaki tanjant
uzaymn 2-boyutlu bir alt uzayt ¢ ve c y1 geren birim vektorler X, ve Y, yani
o = Sp{X,, Yp} olsun. Bu taktirde M izerindeki Riemann- Christoffel egrilik tensérd K
olmak Gizere

K(X;, Yp, Xp, Yp)

degerine M nin p noktasindaki o diizlemine gore kesit egriligi denir (O’Neill, 1983).

-----
T <
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Tamm1.321. M bir Semi-Riemann manifoldu ve UeTy(M) bir null vektdr olsun.
Tx(M) de bir diizlem, yani 2-boyutlu bir alt manifold P olsun. Eger P, herhangi bir WeP
i¢in

<U,W>=0

olacak gekilde bir U vektSr alamm ihtiva ediyorsa ve

<Wo, Wo> =0
olacak sekilde bir Woe T,(P) mevcut ise P diizlemine U dogrultusunda bir null diizlem
denir. U ya gore P nin null kesit egriligi; W, P de keyfi bir nonnull vektdr alam olmak

lzere

<R(W,0)U,W >
<W,W>

Ku(P) = (1.3.15)

seklinde tanimlanir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.3.22. n-boyutlu bir Lorentz manifolda M ve R de M nin Riemann egrilik
tensori olsun. {ej, e, ...,ea} Tp(M) nin Lorentz ortonormal baz1 olmak iizere,

Ric : T,(M)X T,(M) - IR
(U, V)  —>Ric(U, V)
Gyleki;

n
Ric(U, V) = Zei <R(e, UV, g > (1.3.16)

i=1

seklinde tammh Ric egrilik tensdr alanina Ricci egrilik tensdr alams ve Ric(U, V) nin
peM noktasindaki degerine de M nin p deki Ricci egrligi denir. Ayrica Ricci egriligi
asagidaki 6zelikleri saglar
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i) Ric(U, V) = Ric(V, U)
if) Ric(U+V, U+V) = Ric(U, U+ Ric(V, V) +2Ric(U, V)

dir (Bektas ve Ergit, 1995).

Tamim 1.3.23. M bir n-boyutlu Lorentz manifoldu ve peM igin Ty(M) tanjant uzayimin

ortonormal bazi {ey, e, ...,ea} olsun. M nin Ricci egrilik tensdr alam Ric olmak iizere,

n
r= ZzziRic(ei,ei) (1.3.17)

i=1

seklinde tanimli r degerine M nin skalar egriligi denir. (1.3.17) de (1.3.16) esitligi

g6z6niine alinirsa,

n n
r= E E eiej<R(ej,ei)ei,ej)

i=1 j=l
seklinde tamimlanir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Tamm 13.24. IR] de bir k-boyutlu alt manifold M olsun. M nin p noktasinda k-tane
asli egriligi Ay, Ay, ..., Ax olsun. peM noktasinda M nin j-yinci ortalama egriligi H;,

ij<ip..<ij

seklinde tammlanir, burada



27

[k} k!
i) M=

dir (Aledo ve Alias, 2000).
1.4. Lorentz Manifoldlarinda Null Egriler

Tanim 1.4.1. M ve E, strasiyla, m ve (m+n)-boyutlu iki reel C*~manifoid olsun.
n:E->M
drten ve C*-dOniigiimi igin agagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

i) VpeM igin E, = w'(p) n-boyutlu bir reel vektdr uzay1 olup bu vektdr uzayma p
noktasinda lif(fibre) denir.
ii) M nin
n(U,) 2> UXIR"
. X
UicM

diyagrami degisimli ve lif tizerine indirgenmis
$ip : Ep —> {p}XIR"

donilgiimi bir izomorfizm olacak sekilde bir {Ui} aik drtiisti ve ¢; : 7 (U;) - UiXIR®
diffeomorfizmi mevcut olsun. Bu taktirde A = {U;, ¢;} sistemine ¢; ve m agikar
donistimleri i¢in bir agikar ortii denir. Eger A; ve A asikar Ortiileri i¢in A1 VA, i)
sartin1 saghiyorsa A; ve A, denktirler denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

%,



28

Tamm 1.4.2. Asikar Ortiilerin bir denklik sinifi E {izerinde bir vektor demeti (vector
bundle) yapisi belirler. Bu durumda (E, M, =) {iglisiine bir vektdr demeti denir.

Bir vektdr demetinde E ye demetin total uzayr, M ye demetin baz (taban) uzay
ve T ye de projeksiyon (fibrasyon) doniisiim{i denir.

Ayrica, E nin lifleri n-boyutlu oldugundan E ye M f{izerinde rank: n olan bir

vektor demeti denir, yani
rank (E, M, ®) =boy E,
dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.4.3. ® 0 X = Iy olacak sekildeki X : U > E C”-fonksiyonuna Uc M iizerinde
tamm1 E nin bir C*-kesiti denir ve ['(E | u) ile gbsterilir.

Tanmim 1.4.4. M iizerinde bir vektdr demeti E ve E nin bir alt ciimlesi F olsun. Eger
herbir peM i¢in E nin bir (U, ¢, IR") vektdr demeti mevcut ve ¢('(U) NF) = UXIRK
olacak sekilde bir 1 < k < n dogal sayisit mevcut ise F ye E nin bir alt vektor demeti

denir.

Tanim 1.4.5. M bir n-boyutlu C”-manifold olsun. VpeM igin T,M tanjant uzaylarimn

ayrik birlesimi olan

™ = UTPM
peM

ye M nin tanjant demeti (tanjant bundle) denir. TM tanjant demetinin kesitine M

tizerinde vektdr alam denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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Egriler teorisi diferensiyel geometrinin temel konularindan biri olup giiniimizde
tizerindeki ¢ahiymalar devam etmektedir. Son zamanlarda en gok ¢aligilan konulardan
biri de dejenere alt manifoldlardir. Null egriler de 1-boyutlu dejenere alt manifoldlar
oldugundan null egriler fizerine olan ¢aligmalar oldukga Gnemlidir.

Tamm 1.4.6. M sabit v indeksli reel (n+2)-boyutlu bir semi-Riemann manifold olsun. I,
IR de bir agik aralik olmak fizere o : I - M diferensiyellenebilir doniigtimiine M de bir
egri ad1 verilir (O’Neill, 1983).

M de bir epri,
ita>M
immersiyonu ile de tammlamr. $imdi o, M {zerinde diferensiyellenebilir bir egri ve a
tizerinde bir koordinat komsulugu U olsun. U ya karsilik gelen lokal parametrenin de t
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde o egrisi lokal olarak Vtel igin,

doy dopyy 1=1
dt

o= ay(t), ie€f{l2,.,n+2}, rank[ it

gesey

denklemi ile verilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.4.7. M bir (n+2)-boyutlu Lorentz manifoldu ve a : I — M diferensiyellenebilir
bir egri olsun. a egrisinin tel ya karsilik gelen ot) noktasindaki hiz vektdrii ya da

tanjant vektorii

, da do dog, ;s
a(t) =—=(—tseer
=g =g lo-"g v

seklinde tanimlanir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.4.8. M bir (n+2)-boyutlu Lorentz manifoldu ve o : I — M diferensiyellenebilir

bir egri olsun. o min tanjant vektorii ?i—(: olmak tizere
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« _do do .
1) <—, —>> 0 ise o ya space-like egri,
) i q yasp gri

... _d .

ii) <?(:, C(li—?> <0 ise a ya time-like egri,

iii) <d— —>=0 ve ((11—(:;/:0 ise o ya null veya light-like egri denir (O’ Neill, 1983).
M bir (n+2)-boyutlu Lorentz manifoldu ve o, M de bir null egri olsun. o mn

tanjant demetine Ta diyelim. o nin nonnull egri olmasi durumunda, &, p noktasmda o

ya teget null vektér olmak tizere

Tal = UTp(lJ‘; Tp‘ll - {VPGTPM| <Vp, &p> =0}

pea

tamimlayalim. Burada T ot , o tizerinde (n+1)-rankl bir vektér demetidir.
<&p, &> =0

oldugundan o min To tanjant demeti T o in bir alt vektor demeti olup ranki 1 dir.

Simdi Tol de Tanm timleyeni olan S(T ot ) vektdr demetini gézonine alalim.

Bu taktirde
Tot =To L S(Tab)

yazabiliriz. Burada pea noktasinda S(Tal) in lifleri Tpotl in enaz bir

goriintit (ekran=screen) altuzay1 olup S (Tal) nondejenere bir vektér demetidir.

Dolayisiyla

TM | =8 (Tat) L S(Tat)" (1.4.1)

£C. YOKSEKOCRETIV KURTT T
BOKIMANTASYON Limy "
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olur. Burada S(T at )l, TML, da T (x"‘) ¢ ortogonal tiimleyen vektér demetidir
(Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 1.4.1. M bir Lorentz manifoldu ve M de bir null efri o olsun. o mn

gorintli (ekran=screen) vektér demeti S(T u‘L) olsun. Bu taktirde o {izerinde ranki 1

olan bir tek E vektor demeti mevcuttur, 6yleki herbir U < o kordinat komsulugu
tizerinde

<fdﬁ, N>=+1
dt

(1.4.2)
<N, N>=<N, X>=0, VX e [(S(To* ) | v)

olacak sekilde bir tek N € T'(E l v) meveuttur(Duggal ve Bejancy, 1996).
Buradaki E vektér demetine o min null transversal demeti denir ve ntr(a) ile

gosterilir. Simdi
te(or) = ntr(or) L S(T o) (14.3)

vektor demetini gozonine alalim. Bu tr{a) vektdér demeti TM lo ve (1.4.2) ifadelerine

gore timleyen uzaylardir, ancak TM |« daTa ya ortogonal degildir. Boylece

T™ |y = To ® tra = (Ta®ntr(a))LS(Tat)
elde edilir.

Tamm 1.4.9. (1.4.3) esitligi ile verilen tr(a) ya o nin S(Tal) e gore transversal
vektor demeti denir. Teorem 1.4.1 de verilen N vektér alanina da o nin i—‘: ye gore

null transversal vektor alami denir(Duggal ve Bejancu, 1996).
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M, (n+2)-boyutlu bir Lorentz manifoldu ve o da M iizerinde bir null egri olsun.

Bu taktirde M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu Vve do _ A olmak tizere n 2 5 igin,

Vih =1k + Wi
VN = kN + koW, + ksWs
VAW, = ok - kN + kg Wa + ksWs
Va W, = ksk - keW) + keWs + ky W,
VyWs =-ksWi - keWs + keW, + koW (1.4.4)
VoW, 2= KkonsWans —KonaWhes + Kon oWt + Kop i Wh
VaWoo1= “kon3sWh3 Ko aWaa + k2a Wy
VaW, = -kon1Wno kWit

dir. Burada x ve {ki,..,k;n} M iizerinde C -sinifindan diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir. {W;, W,,...W,}, T( T aJ‘)lM) nin ortonormal bir bazidir
(Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.4.10. n>0 olmak {izere {%, N, W; ,...,W,} sistemine S(TaL) e gore o

boyunca M iizerinde bir Frenet gatis1 ve {ki,...,k»,} fonksiyonlanna da o min Frenet
catisina gore egrilik fonksiyonlart denir. (1.4.4) esitliklerine Frenet denklemleri adi
verilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 1.4.11. M (n+2)-boyutlu Lorentz uzay olsun. {X, Y, Zi, ...,Zn} baz1 igin

<X, X>=<Y,Y>=0
<X, Z>=<Y,Z>=0
<X, Y>=-1

<Z,Z>= 98 1<ij<n

ij -
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esitliklerini sagliyorsa bu baza M nin pseudo-ortonormal bazi ad: verilir(Magid, 1985).

Bu tanima gore; X=A,Y=-NveZ;=W;, 1 < i £ n, olmak izere (1.4.4)
esitlikleri

VX =X+ kiZ;

VxY =Y - koZi - kaZs

VxZ; = kaX +kiY + kaZs + ksZs

VxZy =X -KaZy + keZs + kiZa

VxZs =-ksZi - keZs + keZa + koZs (14.5)
VxZy 5= konsZns—KonaZns + KonoZny + Kon1Zn
VxZn_1 = konsZns—KonaZns + konZy

VxZ, = -kmi1Zno—KonZn,

seklinde olur.

Tamm 1.4.12. M bir Lorentz manifoldu ve M iizerinde bir egri o olsun. o tizerinde bir

Z vektor alani igin VZ = 0 ise Z vektor alanina o egrisi boyunca paralel vektor

alamdir denir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.4.13. M bir Lorentz manifoldu olsun. M iizerinde bir a egrisi igin

ise o egrisine bir geodezik egri ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Tamm 1.4.14. M bir Lorentz manifoldu ve M iizerinde bir null egri o olsun. Eger a. null
egrisi igin
Vg =0

ise o egrisine M nin bir null geodezigi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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Tamm1.4.15. M bir Lorentz hiperyiizeyi olsun. peM noktasindaki sekil operatdri S ve
M de bir egri a. olsun. Eger tel olmak {izere a egrisi i¢in

<S(a'(t)), a'()>=0
ise o ya M iizerinde bir asimptotik egri denir (Turgut, 1995).

Tamm 1.4.16. M bir Lorentz hiperyiizeyi ve peM noktasindaki sekil operatdri S

olsun. Eger bir o : I — M egrisinin teget vektdr alani igin,
S(@®|)=kp) ' ®)l, Vpea

ise a efrisine M {izerinde bir egrilik ¢izgisi denir (Turgut, 1995).



iKiNci BOLUM
2.GENELLESTIRILMIS NULL SCROLLAR

2.1. IR} n-Boyutlu Lorentz Uzaymda Genellestirilmis Null ScrolP’larm Ozelikleri

Tamm 2.1.1. IR} n-boyutlu Lorentz uzayinda bir null egri

a:IcR - IR}
t —> o)

olsun. a(t) boyunca (1.4.5) esitlikleri saglanacak sekilde bir pseudo-ortonormal ¢cati
{X7 Y’ le veey Zn-z}

olsun. IR{ in o(t) noktasindaki tanjant uzayt To;y(IR{') olmak dzere;

{Y(), Zi(t), ..., Z:1(1)}

ciimlesi bu uzayin bir r-boyutlu alt vektdr uzayim gerer. Bu alt vektdr uzayr W.(t),
1<r<n-2, ile gdsterelim.

M=y (G
olmak iizere W(t) tarafindan olusturulan bu nokta ciimleleri bir

IXIR =G c R{*!

bolgesi izerinde bulunan IR} uzayinin bir (r+1)-boyutlu alt manifoldudur. Bu manifold

i¢in bir parametrizasyon, u = (ug, uy,...,u,.1) olmak iizere,
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y:IXIR > IR}

r-1
(tu) =y (Lo, Wy tnr) = (t) + W Y(E) + ZuiZi(t) @2.1.1)
i=1
olup
-1
rank (W, W, Wy, oWy, )= rank(a'(t) +uoY' (t)+ ZuiZi (1), Y(1),Zi(1),....,Zc1(1)
i=1
—rt (2.12)

icin M manifolduna (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll; o egrisine
genellestirilmis null scroll’'un dayanak egrisi ve W(t) uzayma da oft) noktasinda

genellestirilmis null scroll’un dogrultman uzay: veya dejenere dogrultmam denir.

<W19Wt> <W17Wuo> <Wt7 Wu >

-1

<\{l“o,\|1t > <\|]“°,lll“° > .. <\|l“°,,\tl“‘_l >

<Y, LW > <, LW > e <Y, LW,

(r+1)X(r+1)
olmak iizere,
detg = -(1+ukytusks)’ <0

elde edilir. Bu da M null scroll’unun Lorentz yiizeyi oldugunu ve (2.1.2) esitliginin
saglandigim gosterir.

IR X IR™! = IR" oldugundan M igin y parametrizasyonu , 1 <i<rt-1 olmak

lizere,
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w: I XIRX IR™'— IR}

r-1
(t U0, ) =Y (40, Utpeostisr) = () + WY () + Zuizi(t)

i=l

seklinde de alnabilir. Aksi belirtilmedikge ¢alismamiz boyunca (2.1.1)

parametrizasyonunu kullanacagiz.

Tamm 2.1.2. W/(t) lineer alt uzaylarinin, dogrultman vektdr uzaylari tarafindan

belirlenen noktalar ctimlesi,

A:IXIR — IR}
-1
tu) —>AU=uY(t)+ Zuili(t) , u = (uo, U1,...,Ur-1)
i=l
olmak tizere,

rank (At,Auo,Aul sy, )=1H1

icin A ye genellestirilmig null scroil’un (r+1)-boyutlu yén konisi denir. Bu koninin
tepesi civarinda Si‘_lc IR] Lorentz kiiresi ile olan kesitine (r+1)-boyutlu

genellestirilmis null scroll’un dogrultman resmi (tasviri) denir.

Tamm 2.13. S{‘_l Lorentz kiiresi izerindeki M nin kiiresel dogrultman resminde

bulunan Y(t), Zi(t), ..., Z.1(t) kiiresel egrilerini ve Y'(t), Z'l(t), vs Z'r__l(t) teget

vektdrlerini gozdniine alalim.

AW = Sp{Y®), Zi(®), o Zea(®), YO), Zi(t), oy Zeyg(t)}
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seklinde tanimli A(t) alt vektdr uzayma genellestirilmis M null scroll’unun W)
icindeki asimptotik demeti denir.

A(t) uzayt W(t) yi kapsayan bir alt vektor uzay1 olup bu uzaymn ortonormal
bazim agagidaki sekilde bulabiliriz:

<W;, W20

olacak sekilde

\ ] r—l .
We=7Zy-<Zy,Y>Y-» < Z},Z, > Z,

s=1

=koX + (ki-k2)Y, ki#0, k20
vektdriinii inga edelim. Bu taktirde
<W., Z>=0, i=1,..r-1

dir. Simdi
2
— 1 I1 uwl' “

= {Wr - Y}
<W,Y> 2<W,Y>

Y;

vektdriinGi gbzdniine alalim. Y, null vektdrdir. Gergekten,

Y1=-X

olup, X null vektdr oldugundan Y; de null vektdrdiir. Bdylece

<Y, Y>=1 ve <Y,,Z>=0, i=1,..r-1

olur. Buradan
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1
Zr = E—'(Y +Yl)

1
—;(Y—Yl)

Zﬂ=J_

vektdrleri, sirastyla, birim space-like ve birim time-like vektdrlerdir. Dolayisiyla

{Z40), Zo(), - Zea(®), Zd1), Zens(®), Y1), Z3(1), o Zea (1)}
_ ciimlesini elde ederiz. Burada
(Z4(D), Za(t), - Zea(®)y Ze1), Zens (1)}
ortonormal bir ciimle oldugundan

1 , 1<j<r
-1, j=r+l

<Zi, Zy> = &0k, €j ={
esitliklerini saglar.

Ayrica, Gramm-Schmidt metoduyla < Arm, Arm™> # 0 olmak {izere,

r+l

Avm=Zg-2 <Zp,Z,>Z~<Z,,Y>Y, 2<m<r-1
s=1
ve
A
W — r+m
Al

segilerek isaretleri diginda;
{Z1(D), Zo(1), ....Z1(1), ZA1), Zenr(1), Wea2(1), oo, Weem(t)}
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ortonormal baz1 bulunabilir. Burada 2 < m < r-1dir. Dolayisiyla;

boy A(t)=r+m
olur. Buradan
T+l m
Y'= > boiZj+ ) CoxWrik
j=1 k=2
i=1,..,r-1 (2.1.3)
1+l m
Z; ZbijZ i +ZcikWr+k
j= k=2
olacagt agiktir.

< Zi,Zj >+< Zi,Z'j >=0, 1<gijsr1

oldugundan,
by = -bji

elde edilir.
Teorem 2.1.1. toeJ olmak tlizere, W(t) dogrultman uzaymnin bir {Y(t), Z;(to),...,Zr1(t0)}
bazi verildiginde, J nin to‘1 kapsayan Gyle bir I agik aralifi bulunabilir ki, bu aralikta
W(t) uzaymin {Y(t), Z(t),...,Z:-1(t)} baz1 Vtel igin
<Ly, Z> =&;
<Z;,Z;j>=0 i,j=1,., 11 (2.1.4)
<Y,Z>=0
<Y, Y>=0

olacak sekilde tek olarak belirlenir.
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Ispat. {Y(t), Z(%),....Z.1(t)} ciimlesini

<Zi(1), Zi(t> = &
<Y, Y(E>=0 ij=1,.,rl @2.1.5)
<Y(t)a Zl(t)> =0

olarak alalm. aﬁ-’, j, =1, ... r-1 fonksiyonlarim

r~1
(a}‘)‘+2a]j1 <Zi,Zy >=0 (2.1.6)

i=1

diferensiyel denkleminin ¢5ziimleri olacak sekilde tanimlayahm.

Z;= Za}zi @2.1.7)

vektdrlerini tammiayahm. Bu taktirde;

Y'= (@)Y +aly

-1 -1

Z,= Z(ag)'zi +Za‘jz; 2.1.8)

i=1 i=1

olur. (2.1.5) ve (2.1.8) den
<Y, Y>=0
oldugu agiktir. Ayrica
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r—1
< 23,Zh >= (a_li‘)'+2ag <Z;,Zy >=0
i=1

ve
—_ — r-1 —
<ZpZi>= Y ay<Z,Z,>=0

h=1

bulunur, Bdylece

bazlarimin bu sistemi (2.1.4) {in ikinci, Giglincii ve dordiincii sartint saglar. (2.1.7) den

A
=

I
if
[~

ve

A
=
|
M
(=]

oldugu agiktir. Buradan
(<Z,Z,>)=0

elde ederiz, yani Z; ve Z, nin i¢ carpimlan sabittirler. (2.1.7) den

- NI
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dir. Eger (2.1.6) sisteminin ¢5ziimlerini belli bir to baglangi¢ degeri i¢in [a;‘ (t,)] matrisi
ortogonal olacak gekilde alirsak {?(to),-zj (tg) } baz1 ty degeri igin oldugu gibi t nin tiim

degerleri igin de aymi sekilde ortogonal kalacaktir. O halde (2.1.4) dn ilk sart1 da
saglanmis olur.

Simdi { Y(t),Z;(t),..., Z,_;(t)} bazmn tek oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Y'
ve Z; lerin Y ve Z;, i=1,..,r-1, vektorlerine ortogonal oldugunu gostermeliyiz. Bu
bir anlamda tim ﬁ'j vektdrlerinin Y, Z;, i=1, ..., -1 lere dik olmasi demektir. Y ve Z;

lerle Y, Z; ler lineer bagimli oldugundan alj’ fonksiyonlar1 (2.1.6) sistemini saglayacak

sekilde tek olarak bellidir. Bdylece ispat tamamlanmig olur.
<Z,Zp=0, <Y',Y>=0 (2.1.9)

Herbir W(t) dogrultman uzay: S} cIR? fizerinde bir SI™! Lorentz kiiresini belirler.
Vt € 1igin S;™' Lorentz alt kiireleri w nin dogrultmanimin kiiresel resmini tararlar.
(2.1.9) a gore Vt e Ligin Y(t), Zi(t), 1 <i<r-1, kiiresel egrilerinin tegetleri, yani Y'(t),
Z; (t) ler, swrasiyla, Y(t) ve Zi(t) lere diktir. Bu nedenle Y(t) ve Zi(t) kiiresel egrileri
S7! Lorentz alt kirelerinin dik izdiigimidir. Buna y nin dogrultmanimn kiiresel

resminin izddiglimi diyecegiz.

Teorem 2.1.2. Bir M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’unun Wt) dogrultman
uzaylarin {Y(t), Z(t),...,Z-1(t)} bazlar1 Ic] acik araliginda

<Y), Y(t)> =0, <Y°’(t), Z2()>=0 (ko= 0 olmak tizere)
<Z{(®),20®)>=0, ij=1,.,-1, i#, 2, Vtel

<L), Z}(1)> 2. 2<Z) (1), Z) ,(1)> 20

olacak gekilde segilebilirler. Burada
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r-1
Y= Y'—Z< Y',Zi > Z;
i=1
z) =1, —§< Z,Z,>Z;-<Z,Y>Y, i=1,..,r1 (2.1.10)
=t
dir.
ispat.
r-1
Y'= Y'—Z< Y',Zi>Z;
=1
esitlifinde (1.4.5) esitlikleri kullanilirsa;
Y’=-hyY

olup Y null vektor oldugundan Vtel i¢in
<Y(), Y(> =0

bulunur. Ayrica,
<Y, Z(t)>=-h<Y, Z>

olur. Burada (1.4.5) esitlikleri kullanilirsa; 1 > 2 i¢in

<Y, Z(®)>=0

vei=1igin

<Y'(), Z{(t)>=hk,

olur. Buradan
<Y'w), Z2(t)>=0 k=0

bulunur.
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t € Jigin, <Z(t), Z(t)> = 1 olacak sekilde herhangi bir birim vektdr

r-1
() = Zai(t)Zi(t) raoY() o =sbt. 2.1.11)
i=1
olsun. Bu taktirde,
-1 r-1
Z(t) = Za}(t)zi(t) + Zai(t)Z'i(t) + 30y () (2.1.12)
i=1 i=1

olur. Diger taraftan (2.1.10) esitligi gdzOniine alinirsa,

-1
2°=2-3<2.2,>2~<2,Y>Y (2.1.13)
=1

seklinde yazilir. (2.1.13) de (2.1.12) esitligi yerine yazilirsa,

r— r-1
Z()= Zfai(t) [z; ()~ Q< Zi(), Z;(1) > Z(t)— < Z;(), Y(1) > Y(t)}
i=1

5=l
-1
+ 2 [Y‘—Z< Y,2;>7]
=1
bulunur. Burada (2.1.10) yerine yazilirsa,

-1

Zt) = 2.&HMZ(O+2,Y° M), tel (2.1.14)

elde edilir. Boylece (2.1.11) den Z°(t) de Z(t) nin katsayilar1 ile belirlenmis olur.

Buradan

<Z°(1),2°(t)>= iai (Da; () <Z](1),Z (1) > +2§ a;(t)a, <Z(1),Y'(t) > (2.1.15)

i,j=1 i=1
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olur. S;™ Lorentz birim kiiresinin kompakthigindan dolay: <Z°, Z* fonksiyonu belli bir
t aninda aj,...,a,; degiskenlerine bagli bir fonksiyondur. Ayrica <Z(t), Z(t)> =1 den

a? +ad+..+a2 -1=0 (2.1.16)

olur. Buna gore <Z°, Z% fonksiyonunun (2.1.16) sart: altinda ekstremum degerlerini
aragtiracagiz. Bunun igin A Lagrange ¢arpani yardimiyla

2
B o1 e = [2°] 6 2, e S22 oy 1] @.1.17)

fonksiyonunu g6zoniine alalim.

-1

-1
<Z°0), 2°W>=fay, ... .a)= D a3, <Z],Z) > +2) aa, <Z],Y* >, t=sbt.

i
i,j=1 i=1

seklinde alip (2.1.16) esitligini de gzOniine alirsak, t=sbt. olmak tizere

-1 -1
F(t, a1, ... ,a)= D 88, < Z,Z0 > +2) a8, < Z],Y° >-%2.2(a12 +a3 +..+a>;-1)

i,j=1 i=1
(2.1.18)
elde edilir. Buradan Ey, (),....,Fa (1) ye gdre tiirev alirsak ve bunu genel olarak By, (1)

ile gbsterirsek, ekstremum olma sartindan,

r-1
Faj(t)= Y a;<Z{,Z) > +2a, < Z{,Y° > ¥a; =0,  i=1,..,r1
=1

bulunur. Bu ay, a, ..., a.1 lere gore bir lineer denklem sistemidir. Buna gore
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r-1
Fay(t) =).a;<Z},Z} > X2, =0
=1

-1
Fay(t) =) a;< 23,20 > -Na, =0 (2.1.19)
P

.......................................

~1
Fa,(t) =) a;<Z),,Z] >-¥a, , =0
=1

sisteminin katsayilar matrisinin determinanti

<W,20wW>-2  <200,280> .. <ZB0.z%0>
A=det] 290,20 >  <ZI®, 23> ... <Zy1),Z0(1)>
<20,200 > <2023 > ... <Z®),20,®) > -3

simetrik bir matris oldugundan “ simetrik matrislerin tiim karekteristik degerleri reeldir
ve det(A—lzlr_1)= 0 = A2> 0 dir.” Dolaysiyla A2 nin {by, ..., b.i} gibi (r-1)-tane
degeri elde edilir. Buna bagl olarak aj, ..., a.1 lerin ¢8ziimleri bulunur. Bulunan bu

¢6zim takimi1
-1
Z°(t) =Y a,(DZ) (1) +2,Y°(1), te]
i=1
esitliginde yerine yazilirsa elde edilen deger Z°(t) nin ekstremum degeridir. to €J igin
2
W(t) dogrultman uzayinda herhangi bir kisitlama yapmaksizin VteJ igin de "ZO(t)“

nin ekstremum degeri bulunabilir. Buna karsilik Vt,€J i¢in de bu ekstremum degeri
mevcuttur. Diger taraftan Wi(ty) in {Y(to), Zi(to), ..., Z~1(to)} bazmm 3yle secelim ki,

2
Wilto) da [z0_,|" nin mutlak minimumu Z,.(ty) olacak sekilde Wi(to) m bir bazim

alalim. (2.1.11) den
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-1
Z,,(ty)= Z 2;(t)Z;(ty) +2, Y (t,)

i=1
yazabiliriz. {Z1(t), ..., Z:1(to)} lineer bagimsiz oldugundan
8 =0, ai(to) = ax(to) = .... =aa(to) =0 ve a.;=1 (2.1.20)

bulunur. toe]J i¢in bu sartlar altinda (2.1.19) dan

<20,20 1 >=<23,70 \>=..=<2,,7% ;>=0 (2.1.21)

0,0 __n2
<Zr 1,2 3> =k

elde edilir. Burada A7y (to) degeri [< Z{(tg),Z{(to) >] matrisinin Z.,(to) vekiSring

veren karekteristik degeridir. A,_; =0 ise
<Zra(to) ZP-1(t0)> = 0

olacagindan Z?_l (to) = 0 olur. Aynica (2.1.10) esitliginden

r~1
ZY1(t0)= Zy4(t) - 3 2,(t)Z;(to) + 8, Y (t5)

P

oldugundan
. 1
Z ()= Zaj(to YZi(ty) —apY(ty)
=1
bulunur. Bu
Zr-4(to) € SP{Y(to), Zi(to), -, Zucs(to)}
oldugunu gdsterir.
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F, ()= Siaj(t) <Z)(0),Z](t) > M (ta;(t) + 28, < Z2(1), Y'(t) >, i=1, ..., 1-1
=1

esitligiyle tanimli F,, fonksiyonu t ye gdre siirekli oldugundan (2.1.20) ve (2.1.21)
esitlikleri Vt € I..; igin saglanacak sekilde I nin I,.; agik aralift vadir. r=3 ise m < 3 dir
ve t € L.y igin Sp{Y, Zi, Zo, Y', Zj, Z,} uzay 4-boyutlu genellestirilmis M null
scroll’unun asimptotik demetidir. W3(t) uzayinin Z,(t) baz vektdrii yukaridaki sekilde
segilirse Z;(t) isareti diginda tek olarak bellidir. <z3,zg> minimum olacak gekilde
segtigimizden,

<O, 0> 2<Z31),Z3(1)>

M) 2B, Viel=l,
olur. (2.1.21) den
<Z0(),291)>=0, Vtel=I (2.122)

elde edilir. Bdylece r = 3 igin teorem ispatlanmig olur. r > 3 ise t € I igin W(t)
dogrultman uzayinda Z.(t) vektdriiniin ortogonal tiimleyeni olan vektdr uzayinda
Z.a(t) yi (2.1.20) ve (2.1.21) deki gibi alabiliriz. Bdylece I.; igin bir I, agik alt

aralifinda
<2],2) 5 >=<2)3,2)1>=0
<20 5,20 5 >=0 20
esitlikleri gegerli olur. Bu gekilde devam edersek W(t) uzayinin {Y(t), Z1(%), ... ,Z~1(t)}

bazi I arahfinda teoremin hipotezini saglayacak sekilde bulunabilir. Bu da ispati

tamamlar.
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Tamm 2.1.3. M genellestirilmis null scroll’unun sabit bir noktas1 P olsun.

P =w(t, uo, uy, ..., Ur1)

ise P noktasindaki T;M tanjant uzaymin bir bazi
{Wt ’ “Pun ’ Wu, 9”’3“’“,_. }

yani
r-1
{a'+upY'+ 2 WZi, Y, Z1, oy Zea} (2.1.23)

i=1

dir. t sabit tutularak u;, 0 < i < r-1 sayilan degistirilirse, P noktasit W{t) uzayinin

noktalarini tarar, Buna gére
Spla, Y', 2y, Zy, ., Zo_g, Y, ZiyZea} (2.124)

uzay1 W,(t) nin her P noktasindaki tanjant uzaylarin birlesimini kapsar. Bu uzaya M nin
W(t) igindeki tegetsel demeti denir ve T(t) ile gdsterilir. T,(M) uzay1 a(t) noktasina
kaydirlirsa T,M < T(t) olur. Ayrica A(t) < T(t) dir. (2.1.24) den teBetsel demetin
boyutu

r+m < bc;y T(t) < r+m+1 (2.1.25)
dir, yani

boy T(t) = r+m
ya da

boy T(t) = r+m+1
dir.

M genellestirilmig null scroll’unun dogrultman uzayini
Wi(t) = Sp{Y(t), Z:(t), ..., Zea(1)}



51

olarak tanimlamistik. W(t) bir dejenere uzaydir. Dolayisiyla

Rad (W(t)) = Sp{Y(1)}
S(Wdt))= Sp{ Zi(t), ..., Z:.i(1)}

olmak {izere
W) = Rad (W(t)) L S(W(1))

seklinde yazabiliriz. Burada Rad (W(t)) ye dogrultman uzayin radikal uzayi, S(W(t))
ye de dogrultman uzayin screen (gdriintli=ekran) uzay: denir. Dolayisiyla Teorem 2.1.1
ve Teorem 2.1.2, S(W(1)) ye gbre asagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 2.1.3. toeJ olmak {izere, S(W(t)) nin bir {Z;(t),...,Z-1(to)} ortonormal bazi

verildiginde, J nin to‘1 kapsayan 8yle bir I agik aralif1 bulunabilir ki, bu aralikta S(W(t))
uzaymn {Z(t),...,Z..(t)} ortonormal bazi Vtel i¢in

<z, Zp> =5

<Z;,Zj >=0 i,j=1,..,1-1

olacak sekilde tek olarak belirlenir.
Teorem 2.1.4. (r+1)-boyutlu bir genellestirilmis null scroll M ve M nin dogrultman

uzayt Wd{t) olsun. Wq(t) nin screen (goriinti=ekran) uzaylan S(W(t)) lerin
{Z:(1)....,Z:-1(t)} ortonormal bazlari IcJ agik araliginda

<Z0(1),2)(1)>=0, ij=1,..r1, i#j, 2, Vtel

<ZY(1), Z (t)> 2 ... 2 <Z{ (1), Z),(t)> 20

olacak sekilde segilebilirler. Burada



52

-1
Z?:Z;—Z< ZI’ZJ >ZJ’ i=1, eeey r'l
=

dir.
Tanmmm 2.14. M, IR} de bir genellestirilmis null scroll olsun. M nin dogrultman

uzaylarinin her birini dik olarak kesen egriye genellestirilmis null scroll’un ortogonal

yOriingesi denir.
Tanim 2.1.5. M bir genellestirilmig null scroll olsun. M {izerinde bir egri

-1

B(t) = alt) + uo() Y1) + Y u;(DZ;(t)
i=1

olsun. Eger Vtel i¢in
<F®, Y(t)>=-1
<p'(t), Zi(t)>=0, 1<i<r-1
esitlikleri saglaniyorsa B egrisine M nin pseudo-ortogonal ydriingesi denir.

Burada Tamm 2.1.4 {i ySriingenin time-like veya space-like olmasi halinde ve

Tamm 2.1.5 i ydriingenin null olmasi halinde verdik.

Simdi M (r+1)-boyutlu bir genellestirilmis null scroll ve M nin Vtel igin
{Y(®), Zi(2), ..., Z,.1(t)} bazlan ile belirtilen bir dogrultman uzayr W(t) olsun. o(t) de M

nin dayanak egrisi olsun. M nin diger bir dayanak egrisi de
r-1
BO) = at) + uo(®Y(® + D w(DZ;(t)
i=1

olmak {izere B, M nin pseudo-ortogonal ydriingesi olsun. Bu taktirde
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<B’7 Y>='1
<f,Z>=0, 1<i<r-1

olmasi igin gerek ve yeter sartlari arayalim:

r-1
<B,Y>=-1 Dy <Z,Y>=0
i=1

olur.

<p,Zp=0ux<Y,Z>+ u; =0

diferensiyel denklemini saglayan u; leri aragtiralim:
Eger

<Y',Z>=0veya up=0

ise bu taktirde u; = sabit elde edilir.
Eger

Ww#0ve<Y',Z>=0ise <Y',Z>=A

olmak fizere
w(®) = - [up(t)dt+C

¢Oziimleri mevcut olur. Bdylece agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 2.1.5. M, IR} de bir genellestirilmis null scroll olsun. Vtel igin M nin
{Y(®), Z:(v), ..., Z.1(t)} bazlan ile belirtilen bir dogrultman uzayr W{t) ve a(t) de M nin

dayanak egrisi olsun. Bu taktirde M nin pseudo-ortogonal ySriingesinin mevcut olmasi

icin gerek ve yeter gart
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§Ui <Z.,Y>=0

i=1
ve i=1,..,r1

U =-A Juo(t) dt+C

olmasidir. Burada A= <Y’ Z> dir.

Sonu¢ 2.1.1. M, IR} de bir genellestirilmis null scroll olsun. Vtel igin M nin
{Y(t), Z\(1), ..., Z1(1)} bazlan ile belirtilen bir dogrultman uzay1 W(t) ve a(t) de M nin
dayanak egrisi olsun. o(t) egrisinin M nin pseudo-ortogonal ydriingesi olmas: i¢in gerek
ve yeter sart ug(t) =0 ve ui(t)=0,i=1, ...,r-1 olmasidur.



UCONCU BOLUM
3.1. Genellestirilmigs Null Scroll’larin Egrilikleri

M, IR] de (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. M nin dayanak egrisi
a(t) ve W(t) dogrultman uzaymn baz vektérleri {Y(t), Zi(t), ....Z:1(t)} olsun. M nin
o(t) dayanak egrisini W,(t) dogrultman uzaylarimin pseudo-ortogonal yoriingesi olarak
secelim. Bu taktirde M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’u (2.1.1) den

r-1
W (G, Ut 00) = )+ 00Y() + D wiZi(0), G.11)

i=1
seklinde parametrelendirilir. {X, Y, Z,, ..., Z.;}, %(M) nin bir pseudo-ortonormal baz
olacak sekilde

)
X =y, (—
w(at)

vektor alanim segelim. (3.1.1) den

r-]

W = o)+, Y (D) + 0,2 (1)

i=1
W, =Y(1) (3.1.2)
W, =Zi(1), i=1,.,r-1
dir.
v, IR] n-boyutlu Lorentz uzayimn Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere

(3.1.2) esitliklerinden
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Vz.Z;=0

VyZ; =0, i,j=1,..,r11, (3.1.3)
VzY =0

(1.3.1) de (3.1.3) esitlikleri géz6niine alinirsa;

h(Z;, Z)) =0
ij=1,..,rl (3.1.4)

h(Z;, Y)=0
bulunur. Bu demektir ki W(t) dogrultman uzayi total geodeziktir.

{X,Y, Z, ..., Z.;} bir pseudo-ortonormal ¢at: oldugundan (3.1.3) esitlikleri de
kullanilirsa,

<VzX,Zj>=0 (3.1.5)
ve

<VzX,X>=0 (3.1.6)
elde edilir. (3.1.5) ve (3.1.6) dan

VzX 1Z; ve  VzX1X
olur, yani

Vz.X e x(M)*

dir. Boylece
VzX=whZ;,X), welR, 1<i<r-1 (3.1.7)
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olur. Benzer sekilde,

V,X=uhX,Y), pnelR (3.1.8)
bulunur. Burada p=p;=1,1<1i<r-1, olarak kabul edecegiz.

Teorem 3.1.1. M (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. peM noktasinmn
komsulugunda, {X, Y, Z,, ..., Z..} pseudo-ortonormal bazim gézéniine alalim. (Zy)p ve

X, vektorleri ile gerilen T,M nin 2-boyutlu P null diizleminin null kesit egriligi;
Kx(P) =-<VzXVz X>|,, i=1,..,r1 (3.1.9)

dir.
Ispat. Tamm1.3.21 den

K (P)¥ <R(Z;,X)X,Z; >
X < Zi,Zi >

dir. {X,Y,Zi, ..., Z.1} pseudo-ortonormal baz oldugundan,

Ky (P)= <R(Z;,X)X,Z; > (3.1.10)

olur. Burada

<R(Z;, X)X, Z> = <h(Z;, Z;), W(X, X)>-<(Z;, X), h(Z;, X)>

olup, (3.1.4) esitligi kullamlirsa,

<R(Z;,X)X,Z; > = -<h(Z;, X), h(Z;, X)>
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elde edilir. Dolayisiyla (3.1.7) den
<R(Z;,X)X,Z; > =-< V7. X, V7. X >

bulunur. Bu son esitligi (3.1.10) da yerine yazarsak, p € M i¢in
K, (P) =-< VZix,VZix >lps i=1, 0,11

olur. Bu da istenilendir.
p € M noktasinda {X,, Yp} ile gerilen 2-boyutlu ¢ Lorentz diizleminin kesit
egriligi

K(X,.Y,.X,,Y,)

Kx(o) =
X(0) <X,,X,><Y,Y,>-<X,,Y, >

den, {X,Y, Z,, ..., Z;1} nin pseudo-ortonormal baz oldugu da gdzdniine alinirsa,

olur. Burada
K(Xp, Yp, X, Yp) = <h(Yp, Yp), H(Xp, Xp)> -<h(X,, Yp), KX, Yp)>

oldugu ve W(t) nin total geodezik oldugu gﬁzénﬁne alinirsa,
Kx(c) = <h(X,, Yp), h(Xp, Yp)> (3.1.11)
olur. Boylece (3.1.8) den

Kx(0) =<V, X,V X>|, (3.1.12)
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elde edilir.

{&1, &,..., Enr-1} sistemi TpM'L in ortonormal baz vektdr alan sistemi olsun. Bu
taktirde {X, Y, Z\, ..., Ze1, &1, &,..., Enr1} sistemi M genellestirilmis null scroll’unun

her noktasinda T,,IR{l uzaymin bir pseudo-ortonormal bazi olur. Dolayisiyla (1.3.2)

den,
r-1 n-r-1
Vx& i = ajpX +bloY +ch,tzt + Ze{) ga» J=1 e mrl
t=1 g=1
-1 n-r—-1
Vit =aloX +bloY + ) oz, + Ze{ng (3.113)
t=1 q=1
r-1 n-r-1
V., E:=a) J i j = -
Vz.85=2a;;X+b;Y + Z%Zt + Zfing , i=1,..,r11
t=1 q=1

yazabiliriz. Agj(X), Agj Y), Agj (ZPeyM), i=1,.,r-1,j=1, .., nr-1, oldugu ve

s __ee e

(1.3.2) esitligi gozoniine alinirsa, Agj matrisi

af?o b%o c{i,l cf?z cf?(,_l)
aio bio ci . c{z e ci(,_l)
Ag, =~ afl b dh A diy (3.1.14)
an b, d}, d .. d%(r-l)
3l Dl i A - dfetye- |

seklinde yazilabilir. (3.1.13) den

<VY§j,Zt>= c{t
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ve

<“'711,gj,zt>=-<sz,,§j >

oldugundan

<VyZ,&>=-ci; j=1,.,nrlt=1, .11
bulunur. W(t) total geodezik oldugundan

VYZ‘; = 0
olup

f =0, j=1,.,nr1Lt=1,.,rl (3.1.15)
elde edilir. Benzer gekilde;

I |
<VyY,§,>= ay
ve

V.Y =0 (3.1.15"

oldugundan

al, =0,, j=1,.,nr1 (3.1.16)
olur, (3.1.13) den

<V Y, &> = aj;

ve burada

Vz,-Y =0

oldugu gbzdniine alinirsa,
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a’iii =0’ i=1""’ I'-l,j= 1’-", n'r'la (3.1.17)
elde edilir. Ayni gekilde,

<V Z,E>=-d}
olup, (3.1.3) den

dgt_ = 0’ i’ t= 1: esey r'l’ j = 15 [ n'r‘l, (3.1.18)

bulunur. Béylece (3.1.14) deki Agj matrisi

ayg bg?o o1 Cp e cg)(r—l)
0 b{o 0 0 0
0 ] 0 o0 .- 0
Ag. = - bl.‘ i=1,...,n-1-1 (3.1.19)
i 0 b, o0 0 0
i
L 0 bl(’—l) o 0 de+nyxe+1)
seklinde bulunur. Ayrica (3.1.13) den,
<VxY.g>=al
<VyX,§;>= bl
dir. Dolayisiyla
aly = bl (3.1.20)

elde edilir. Boylece A‘,;j matrisi
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bl bf?o €1 €2 °(]>(r-1)
0 b, 0 o0 0
0 bl 0 0 0
Ap =~ n i=1,...,n-r-1 (3.1.21)
i 0 b, 0 o0 0
j
0 bl(r_l) 0 0 0 J(r+D)x(e+1)

olur. Burada r >1 i¢in

det Ay =0 (3.122)

dir.

Sonug 3.1.1. IR] de (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll M olsun. r >1 i¢in M nin,
ber noktada ve her normal dogrultuda Lipschitz-Killing egrilifi sifir olup,

genellestirilmis null scroll agilabilirdir.
Ispat. Tanim 1.3.8, Tanim 1.3.9 ve (3.1.22) den agiktir.
(1.3.1) ve (1.3.2) den

<V X8> =<h(Z,X), &> j=1,..,nr-1 (3.1.23)

olur. Ayrica

<h(Z;, X), &> = <X, A (Z))> (3.124)

elde ederiz. (3.1.13) den
<V, E;,X>=-b},
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ya da
<—V—Zixa §J> = bi‘l

olur. Benzer sekilde

<VyE;, X>=-b,
ya da
<VyX,E;>= b,

bulunur. (3.1.24) den
<h(Z;, X), &> = b},

elde edilir. Boylece

n-r-1

B(Z, X)= Y biE;
=1

ve

n—r-1

VX = D biE,

j=1

olur. Benzer gekilde

n-r-1

h(X, Y)= V,X = Y big;
i=1

i=1,.,r-1,j=1,

weny D11

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.127)

(3.1.28)

(3.1.29)

elde edilir. Burada (3.1.9) ve (3.1.12) de, sirastyla, (3.1.27) ve (3.1.29) kullanilirsa,

n-r-1
K(Z, X)=- Y (bi)’

=

ve i=1,..

n-r-1
KX, Y)=- >(b})?

=

(3.1.30)



64

bulunur. (3.1.4) esitlikleri gbz 6niine alinirsa, IR} de M, (r+1)-boyutlu genellestirilmig
null scroll’unun i, j = 1, .., r degerleri i¢in, her bir dogrultman uzay: ile eslenen
r-boyutlu alt manifoldu total geodeziktir. Bu taktirde {Z; Z;} ve {Y, Zi
dogrultusundaki Riemann egrilizi

K(Y,Z)=K(Z;, Z)=0, i,j=1,....r-1

dir. Boylece agagidaki sonuglar verebiliriz:

Sonu¢ 3.1.2. Bir (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’unun agilabilir olmast igin
gerek ve yeter gart
K(Z;, X)=KX,Y) =0
olmasidir.
Ispat. Tanim 1.3.9. dan agiktir.

Sonu¢ 3.1.3. Bir (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’unun total agilabilir olmas:
i¢in gerek ve yeter sart kesit egriliginin 5zdes olarak sifir olmasidir.
ispat. Tamim 1.3.9, Tanim 1.3.20 ve Taum 1.3.21 den agikardr.

Teorem 3.1.2. IR} de (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll M ve M nin dogrultman

uzaymin bazi da {Y, Zi, .., Z.1} olsun. M nin pseudo-ortonormal baz da
{X,Y, Zy, ..., Zs1} olsun. M nin dayanak egrisi dogrultman uzaylarinin pseudo-
ortogonal ydriingesi ise, X vektdr alam y8niindeki ricci egriligi dogrultman uzayimn her
bir vektdr alam dogrultusundaki ricci egrilikleri toplamina esittir.

Ispat. M bir genellestirilmis null scroll olsun. {X, Y, Zi, ..., Zr.1} de M nin pseudo-
ortonormal bazi olsun. {Y, Z,, ..., Z.1},W{t) nin bazi olmak {izere M nin {Y, Z;},
i=1,...r-1, vektdr alanlar1 dogrultusundaki Ricci egriligi (1.3.16) dan,

r-1
Ric (Y,Y)= Y K(Z,,Y,Z,,Y)+K(X, Y, X, )+ K(Y, Y, Y, Y)
i=1
(3.131)
ve

r-1
Ric (Zy, Z)= Y K(Z;,Z,,Z;, Z,)*K(X, Zo, X, ZHH K(Y, Z1, Y, Z9), t= 1,11

i=1
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olur. Burada;
K(Y,Y,Y,Y)=0
K(Z, Y,Z,Y)=0
KX, Y, X, Y)=-<hX, Y), KX, Y) (3.1.32)
KZ;, Z,Z;,Z,)=0
KX, Z, X, Z)) = <h(X, Z), h(X, Z,)>
K(Y,Z,Y,Z)=0

esitlikleri gz dniinde bulundurulursa,

Ric (Y,Y) = <h(X, Y), h(X, Y)>
(3.1.33)

Ric (Zts Zt) = '<h(X, Zt)s h(Xa Zt)>

elde edilir. Burada (3.1.27) ve (3.1.29) esitlikleri kullanilirsa,

n—r-1
Ric (Y,Y)=- > (b))’
j=1
n~r-1 |
Ric (Zta Zt) =- Z(b{t)z , t= 19"" r-1
=l

olur. Simdi M nin X vekt6r alan1 dogrultusundaki Ricci egriligini hesaplayalim; (1.3.16)
dan,

r-1
Ric (X, X) = ZK(Zi,X,Zi,X) +K(Y, X, Y, X+ K(X, X, X, X)

i=1

(3.1.35)

Ric (X,X) = - §< h(X,Z,),h(X,Z;) >-<h(X,Y), h(X,Y)>

i=1

olur. Burada (3.1.27) ve (3.1.29) esitlikleri kullanilirsa
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-1 n—r-| n-r-1

Rie (X,X)=-3 3" (b)* = X (b)) (3.1.36)
i=l =l j=1
elde edilir. i=t alinirsa,
. =l o-r-1 5 n-r-1 5
Ric (X,X)=-> > (b})> - D (bly) (3.1.37)
t=l j=1 j=t

Bulunur. Burada (3.1.34) g6z 6niine alinirsa,

Ric (X,X) = iRic(zt,zt)mic(Y, Y) (3.1.38)

t=1
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 3.1.4. M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. M nin pseudo-
ortogonal ySriingesi dayanak egrisi olarak alimirsa, M nin skalar egriligi, X vektdr alam

.....

Ispat. Tanim1.3.23 den

-1
r = Ric(X, X) + Rie(Y, Y) + D Ric(Z,,Z,) (3.1.39)

t=1

dir. (3.1.38) den
r-1
Y Ric(Z,,Z,) = Ric(X, X) - Ric(Y, Y)
t=1

esitligi (3.1.39) da yerine yazilirsa,

r=2Ric(X, X) (3.1.40)
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elde edilir. Bu da istenilendir.

(3.1.40) esitliginde (3.1.37) kullanilirsa,

-1 n—r-1 n-r-1

r=-2{) >, (i)’ + X (b)) (3.141)

t=1 =1 1

elde edilir.
(3.1.13) ve (3.1.20) den

n-r-1

h(X, Y)= D blog; (3.1.42)
=1

yazilir. Ayrica (3.1.21) den
zA, =-2b}, (3.1.43)

olur. Bu son iki egitlikten,

n-r-1

h(X, Y) = -% 3 izAE; (3.1.44)
=)

elde edilir. Boylece Tanim 1.3.10 dan M nin ortalama egriligi

= -_Z_h(x, Y) (3.1.45)
r+1

olarak bulunur.
Burada (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll minimal ise H = 0 olacagindan,
(3.1.45) den
h(X,Y)=0 (3.1.46)
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elde edilir.
Boylece agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.1.3. M, (r+1)-boyutlu bir genellestirilmis null scroll ve M nin dogrultman
uzaymin bazi {Y, Zi, ..,Z.i} olsun. Dogrultman uzaylarmin pseudo-ortogonal
yoriingesi de M nin dayanak egrisi olsun. Genellestirilmis minimal null scroll’un total
geodezik olmas: igin gerek ve yetet sart X in bir asimptotik vektdr alami ve her bir Z;,

i=1,...r-1, vektdr alanina eslenik olmasidur.

ispat. {X, Y, Zy, ..., Z;1} (M) nin bir pseudo-ortonormal bazi olsun. Bu taktirde
U, V € y(M) i¢in

r-1
U=a,X+b,Y+) bZ,

i=1

r-1
V=a,X+c)Y+) ¢;Z;
l

yazilabilir. Boylece,

-1 ~1
h(U, V) =b(agX +byY + Y b, Z;, a,X +¢oY + ) ¢;Z;)
i=1 j=t
= aph(X, X) + (aoCotboanh(X, Y)+bocoh(Y, Y)

r-1

-1
+3 " (3g0; +a,b;) (X, Z)+ Y (boc; +¢ob;)h(Y,Z)
i=1 i=1

r-1
+"bic; h(Z, Zj) (3.147)

i,j=1

olur. Buna gore,
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(:=) Genellestirilmis minimal null scroll M, total geodezik olsun. Bu taktirde
VX, Yex(M) igin h(X, Y) = 0 olacagindan (3.1.4), (3.1.15”) ve (3.1.46) esitlikleri,

(3.1.47) de g6zbniine alinirsa,

h(X, X)=0
ve
h(X, Zi) =0

elde edilir. Bu X in asimptotik bir vektdr alam ve Z; ye (i = 1, ... ,r-1) eslenik olmasi

demektir.

(«<:) Kabul edelim ki, X bir asimptotik vektdr alani ve her bir Z; ,i=1, ..., r-1,
ye eslenik olsun. O zaman (3.1.4), (3.1.15°) ve (3.1.46) esitlikleri, (3.1.47) de
kullanilirsa,

h(X,Y)=0

elde edilir ki, bu M nin total geodezik olmasi1 demektir. Bu da ispat1 tamaml|ar.

n-r-1
H= 1Yz E, (3.1.48)
r+l 5

ortalama egrilik vekt6r alaninda (3.1.43) yerine yazilirsa,

n-r-1 |
= ——= ) biog; 149
H it jglblogj (3.1.49)
ve
5 4 a~r-1 i \2
1] PACH) (3.1.50)

B (r +1)° =1
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veya

(”‘1) D g2 Sl y? (3.1.51)

j=t

elde edilir.

Teorem 3.1.4. M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. Bu taktirde M nin

skalar normal egriligi,

Kn= (l";l) Hzni_li(cm)z (r+ (r+1)2H2)((r+1) .
i=l t=1

n_r_l r—l - . - - . R
+2 Z Z((Ctnb{t)z —c:)tb{tc()tblt °€nbio°§nb bltb ob{tb 0)

L=l t=1

a-r-1 r-1

+2 Z Z(c()tbltcokblk +cOtbltc'(i)kbilk) (3.1.52)
,j=1 tzk=1

dir. Burada H ve r , M nin, sirasiyla, ortalama egrilik vektdr alan1 ve skalar egriligidir.

¢l blo, b t=1,., -1, j=1,..,nr-1, lerde A, matrisinin elemanlardrr.

Ispat. 7(,(M)l in ortonormal baz vektdr alam {&;, &, ... ,Ear1}0lsun. (3.1.21) den A:

matrisini i, j = 1, ..., n-r-1 igin

10 b’f.)o Cor oz - CB(r—l)
0 by 0 0 .. 0
0 0 0 - 0 o
A@, = - ill IRr+{
0 b, 0 0 0
| 0 biey O 0 .. 0 |

ve
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blo bl b €2 - Cogp

0 b, 0 0 0
A =0 b, 0 0 . 0
g 0 b, 0 0 0

[0 bl 0 0 .. 0 ]

olarak alalim. Bu taktirde, AgiAgj ve A,:jAZéi matrisleri, sirasiyla,

- . - . - . . _1 . . . - - » . . —1
bigbly bigbgy +byobiy +zc:>tb{t bioCh bl -+ bioCoqy
t=1
0 b1obls 0 0 0
0 1ibd; 0 0o - 0
0 12bl 0 0 ... 0
0 bienblo 0 0 W O X
ve
M. o N . o o]
1 1 1 1 1
biobi  blgbgg +bigbio +Z°fnbit blpcor  bipcoy - bfocou—l)
t=1 :
0 bisblo 0 0o .. 0
bi bi, 0 0 - 0
0 b, b, 0 0 .. 0
0 bleyblo 0 0 .. 0

seklinde bulunur. Buradan A‘;ﬁAE)j - A,;jAgi matrisi
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r_l M H 4 . - - R - . - - - . . . .
0 Z(c:)tb{t —Cuby)  Cyblp —Cubly  Cpbi —Cobiy oo Coeenybio "c:)(r—x)b{oW
t=1
0 0 0 0 0
0 b;lb{O - bflb;o 0 0 0
0 b},bl, —bi,b, 0 | 0 0
10 b:(r—])bio - bii(r~l)b:o 0 0 0 |

olur. Burada i = j dzel hali i¢in M nin hiperyiizey oldugu agiktir. Tamm 1.3.11 den

-1 -1 2
M(AésAéj' A§A§i)= ’:Zc:)tb{t _Zlcét llt}

t=1 t=
T
+ 3 [(c bi0)? — 26, bigei bl +(chibiy)? ]
t=1

r-1 R 4 . . PR
+ 3 [(0,b3)? — 26 bigbi,bi, +(bi,big)?
t=1

bulunur. Burada,

S VIS = S
1 1 1 1
Zc()tb{t =Z(c0tbit) + ZCOtbi‘tCOkbi,k

t=1 t=1 tzk=1
ve
r-1 X -1 ~lr-1
i 1] AR TS S 1t Al Wi
Z%tbu Zcm 1t "ZZCOtbltCOk 1k
t=1 t=1 t=1 k=1
oldugu gbzdniine alinirsa,
) -1 5 -1 =1
— 1 ] 1 1 Al J R 1 1 A 1
M(Ag Ay - A Ay) 2. (ol + 2. Coiblicordl 2 X cabiiedbi
t=1 tzk=l t,k=1
r.‘l - . 2 r_l . . . . !‘~1 . . 2
ini ihiad hi i hi
+)(edbi)? + D edibicd, by + > (cdibyg)
=1 tek=1 1=1

-1 r-1
-2 (cdbioCo,blo +biblblbie) + 3 (coiblo)
1=1 t=1

r-1

. . r-l . -
+(bjbdy)* + Y (blb, )
t=1 t=1
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elde edilir. (1.3.11), (3.1.41) ve (3.1.51) gdzdniine alinirsa,

5 0e r~1 11 2
SLALET 3 N ERN SR, AL T

i=1 t=1
n-r-1r-1 L a-r-1 -1
12 3 D ((cobd)? +2 ) D cpiblichbly
i,j=1 t=1 i,j=1 tzk=1
n-r-1r-1 = a—r-lr-t e
-2 Z Zcbtb{th)kbik -2 Z Zcf)tblloc:)tbio +3,b4b{;blo)

i,j=l tk=1 ij=1 t=1

olur. Burada

a-r-1 r-1 n-r-1 r-1 a-r-1 r-1

Z Zcﬁtb{tcﬁk ilk = Z Zci)tbllitc'(i)t it+ Z Zcf)tb{tcg)kbilk

i,j=1 tk=l ij=1 t=k=1 i,j=1 tzk=1

yazilabilecegi gozoniinde bulundurulursa (3.1.52) esitligi elde edilir. Bu da ispati
tamamlar,
Sonug 3.1.5. M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’u minimal ise

n—r-1r-1

Kn=2{ Z Z[(C?nb{t) — €D, € b1 —C2:b10C0: b1y — b1bigbYib30]
i,j=1 t=1
a-r-l =1 L.
1 1
+ Z Z(c:)tb{tcmcbi’k +C0bf o bl) (3.1.53)
L,j=1 tek=1

dir.
Ispat. M minimal ise H = 0 dir. Dolayisiyla (3.1.52) den ispat agikardir.

Sonug 3.1.6. M minimal ve total geodezik ise Ky = 0 dur.
ispat. M total geodezik ise (3.1.42) ve (3.1.27) den bi, =0 ve bl, =0, j=1, ..., nr-1;
t=1, ..., r-1 dir. Dolayisiyla (3.1.52) den

Kn=0

bulunur. Bu da istenilendir.




DORDUNCU BOLUM

4.1. IR} de (n-1)-Boyutlu Genellestirilmis Null Scroll’lar

Burada IR] de bir hiperyizey olan (n-1)-boyuttu M genellestirilmis null
scroll’unun asli egrilikleri ile skalar ve ortalama egrilikleri arasindaki iligki ve normal
egriligi hesaplandi. M nin herhangi bir U, dogrultusunun egrilik ¢izgisi olmas ile ilgili bir
karekterizasyon verildi.

IR{ de (n-1)-boyutlu genellestirilmig null scroll M ve M nin dayanak egrisi de

dogrultman uzaylarimin pseudo-ortogonal yéringesi olsun. o : I — IR] bir null egri olmak

izere M igin bir parametrizasyon;

n-3

W(tUo, Ut,...,Un3) = o(t) + W Y(O) + Y u,Z;(t) (4.1.1)

i=]

seklinde verilir. Burada {Y(t), Z;(t), ...,Zn3(t)} sistemi (n-1)-boyutlu genellestirilmis null
scroll’unun dogrultman uzaymmn bazi ve dayanak egrisinin teget vektor alam X =\u.(§)

olmak iizere {X, Y, Z, ..., Z,3} sistemi M nin bir pseudo-ortonormal vektor alam

sistemidir.  regiiler oldugundan {y,, v, , ¥, , .., W, , } sistemi lineer bagimsizdir.

M nin p € M noktasindaki sekil operatorit S olmak tizere (3.1.21) den A g matrisi

S sekil operatorii matrisine esittir, yani
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- .
by by Cu Cp Co(n-3)
0 b, 0 0 0
g=_0 bu 0 0 0 (4.12)
0 b, 0 0 0
0 bl(n-3) 0 0 0
dir.
Ps(A) = det(S-Alpy) =0
den S nin karekteristik denklemi;
- 1
=b—A  -by -y —Cr - ~ Co(a-3)
0 -by~A 0 0 .. O
det 0 -b;, -A 0 .. 0 A
0 -b, 0 -A ... 0
0  ~bgy,; 0 0 ~A
olup buradan da
(bt =0 (4.1.3)

elde edilir. Teorem 1.3.1 den S nin (n-3)-tane karekteristik degeri sifirdir. Dolayisiyla,

AT =0
veya
M=M= A =0 (4.1.4)



76

olur. Bu taktirde (4.1.3) den
7\. = -b10
yani
AL =Xy =-byo
elde edilir. (4.1.5) den
7\.1 = 7\.2 = b10 = -27\,1 = 2)\,2 =.2 blo
dir. (4.1.2) den

iZS'—'—"-Zblo

olur. M, (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’u igin

esitliginde (4.1.6) yerine yazilirsa,

H=--2_ by
n-1

elde edilir. Dolayisiyla

=l1+12
n-1

H

olur. Eger M minimal ise

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)
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A +A2=0

ve A1 = Az oldugu da géz6niine alinirsa
Ai=i=0

bulunur. Bylece agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 4.1.1. M, (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’u minimal ise M nin biitiin asli
egrilikleri sifirdr.

(3.1.41) de j =1 alinirsa, (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’un skalar egriligi

n-3

r=-2 Z(bli )2 —2(byo )?

i=1
seklinde olur. (4.1.5) den
731 = 2-22 = (blo)2

oldugundan
n-3
r=-2 Z(bli )* - 27\'%
=l
veya

n-3

r=-23"(by;)* - 245

i=1
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seklinde elde edilir. Burada A; (= A;) M nin sifirdan farkli asli egrilikleridir. Boylece
asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1.1. (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll’un skalar egriligi

r= -Zl:ﬁ(bu)z +7\,2}, (M =X2=MA)

i=1
dir,
(4.1.2) de n = 4 igin det S = 0 dir. Buradan agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonu¢ 4.1.2. (n-1)-boyutlu genellegtirilmig null scroll M olsun. n > 4 ise M nin her
noktasinda Gauss egriligi sifirdir.

Ispat. n> 4 igin det S = 0 oldugundan G = det S =0 olur, Bu da istenilendir.

Sonu¢ 4.1.3. M, (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. M nin normali
dogrultusundaki Lipschitz-Killing egriligi ile Gauss egriligi biribirine esittir.

Ispat. M nin normal demeti
£ (M) = Sp{&}

oldugundan VpeM i¢in Tanim1.3.8 ve Tanum 1.3.13 den
G(p) = G(p, &) = detS

olur. Bu da istenilendir.

Ve Ty(M) ve V, = (V,Vo, Vi, ..., Va-3) Olsun. (4.1.2) den
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by by Co Cpp Cow-n | [ V]
0 b, 0 o0 0 Vo
S (V)= - 0 by, 0 0 0 \Z
| 0 b, 0 0 0 vy
0 bgs 0 0 .o 0 ||vys]
ve buradan da
n-3
S (Vp) = (-b10v-booVo- ) Cq;V; » ~b1oVo, -b11Vo, ..., D1azvo) - (4.1.8)
i1
elde edilir. Bdylece
n-3 n-3
<8 (Vp), Vp> = (brovtboovot Do v; W=D bysv; Vo
i=1 i=0
olur. Burada (4.1.7) gbzbniine alinirsa,
(Il _ l) n-3 n-3
<8 (Vp), Vo> =(- > Hv+bgvo + D Co Vi)V — (Zblivi)vo
i=1 i=0
bulunur. Tanim 1.3.16 dan
(l’l _ l) n-3 n-3
ka(Vp) =(- 2 Hv +bgv, + ZCOiVi)V - (an"i)Vo
i=1 i=0

elde edilir.

Sonug 4.1.4. M, (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. M de birinci ve ikinci
bileseni sifir olan tiim dogrultular asimptotik dogrultulardur.

Ispat. Tamum 1.3.16 ve Tamm 1.4.15 den agiktir.




80

Teorem 4.1.2. M, (n-1)-boyutlu genellestirilmis nuil scroll olsun. M nin herhangi bir
Vp = (V,Vo, V1, ..., Va3) dogrultusunun egrilik ¢izgisi olmas: igin gerek ve yeter sart

n-3
b bov+bgyVy +2:cmvi
1ivo S0, j=0,1,.,n3

Vj A%

olmasidir, burada bgg, byj, coi, i=1, ..., n-3; j =0, 1, ..., n-3, ler S matrisinin elemanlandir.
Ispat.

(:=) Kabul edelim ki, V; bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu taktirde Tamm 1.3.14 ve
(4.1.8) den

n-3
(-b10v-booVo~ ), Co; Vs , -b1ovo, bi1Vo, ..., bi3yva) = MV,Vo, V1, -..» Va3)
i=1

yazabiliriz. Buradan

n-3
-me-booVo- Z CoiV; = AV (4. 1.9)
i=1
n-3
bV +bgvy + ZCOiVi
A=— i=l
v

Ve
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elde edilir. Bu son iki esitlikten

n—3

— + = =0, J= o, 1,..,n-3
v, v
i
bulunur ki, bu da istenendir.
(¢<=:) Kabul edelim ki,
_ n-3
bleo boV+byvy +Zlc0ivi .
- + = =0, j=01,..,n3
v, v
i
olsun. Bu taktirde,
bleoV ’
V= 3 , j=0,1,...,n-3 (4.1.10)
b,V +bgev, + Zcoivi
i=l
bulunur. Boylece
b, v,V b, v,V bin-3y VoV
Vp =(V, 1070 — , i1¥o — yeees n-3) — )
byoV+bgoVo + D CoiV;  bygV+bgoVo + D coiv; byoV +bggVo + D, CoiV;
i=1 i=1 =l
olur. Buradan da
i N
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n-3 n-3
(brov+boovot Y € v; )Vp = V(biov+boavot D €4;v; , brovo, bi1vo, ..., bia3Vo)

=1 =1
elde edilir. BSylece (4.1.8) g6z6niine alinirsa,

n-3
bloV + bOOVO + Z CoiVi
S(Vp)=- = Vs

v

bulunur. Bu V; nin bir egrilik ¢izgisi olmas: demektir. BSylece ispat tamamlanmi§ olur.

Sonug 4.1.5. M, (n-1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. M nin a dayanak egrisinin
egrilik ¢izgisi olmas: igin gerek ve yeter sart

da da da j da da Gy 3

-b ] a1 [ o —iy=0, j=0,1,..,n3, 4.1.11
1 dt dt dat (byg dt 00 ,Zx 01 ) = I ( )

denklem sisteminin saglanmasidir,

Ispat. Teorem4.1.2dev= %%, Vi = %“— k=0, 1, ..., n-3, alinirsa (4.1.11) elde edilir.

Teorem 4.1.8. M, (n-1)-boyutlu genellegtirilmis null scroll olsun. M nin herhangi bir B
egrilik ¢izgisinin diferensiyel denklem sistemi

dp dB dB; dg, L3 d, :
—Dy; dto dt (10 B‘*‘boo Bo é 0i b, =0, j=0,1,..

dir.

,0-3, (4.1.12)

Ispat. Teorem4.1.2dev= %%, Vg = iﬁ-“—, k=0, 1, ..., n-3, alimirsa (4.1.12) elde edilir.

dt
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4.2. Genellestirilmis Null Scroll’lar Igin j. Ortalama Egrilik ve Euler Teoremi

IR} de (r+1)-boyutlu genellestirilmig null scroll M olmak tizere (3.1.21) deki Agj

lineer déniisiimiiniin karekteristik denklemii= 1, ..., r+1 ve j=1, .., nr-1igin

det

den

- b{o - 7"1;
0
0
0

~blo
~blo =i
-bl

—bl
b5

i
- bl(r—l)

(b, + A2 () =0

bulunur. Boylece

- c(jn
0
— in
0

(bl, +23)% =0 veya ()™ =0
10 i i

M

ve

=_hJ
blO’

sz =-bi,

M=M= =M=

=0

- Cf)z
0
0

2

0

- c%(r—l) 1

0
0
0

— Xj.

(4.2.1)
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elde edilir. Boylece Tanim 1.3.24 den M nin birinci ortalama egriligi

+1) . L
(1

ve burada (4.2.2) gz Oniine almirsa,

. 1 .
HJ = _ b-‘ 4.2.4
! r+1 1° ( )

elde edilir.

M nin ikinci ortalama egriligi

r+1) . . g
( 2 )sz = )'11 A,

den
irzilng = (bi,)? (4.2.5)

seklinde bulunur. Béylece (4.2.1) denklemini yeniden diizenlersek,
)™ 26l D)+ (b2 =0 (4.2.6)
olur. (4.2.6) da (4.2.4) ve (4.2.5) kullanlirsa,

M) — 20+ DHIQA) + ifzi‘lH;w;y-l 0 42.7)

olur. (4.2.4) den
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bl =-(r+)H]
oldugu (4.2.5) de yerine yazilirsa,

-;-sz ~(c+DED? =0 (4.2.8)

elde edilir. (4.2.2) esitligini H} ve Hi cinsinden ifade edersek,
M =-bl =) H ve A =(c+1)H] (4.2.9)
olur. Ayrica (4.2.5) den

: f DH!
bi, = ¥ r(r+2) 3

olup Al ve A, yi Hi cinsinden

. Ty
M = :1/’—(’% = (4.2.10)

olarak elde edilir.

Sonug 4.2.1. M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. k > 3 olmak {izere M nin k.
ortalama egrilii 6zdes olarak sifirdir.

Ispat. Tanim1.3.24, (4.2.2) ve (4.2.3) den agiktir.

Sonug 4.2.2. M, (r+1)-boyutlu genellestirilmis null scroll olsun. Bu taktirde
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r=ln-r-1 n-r-1 .
r=-2% % (b})* +2 ) (r+)(H])? (4.2.11)
t=1 j=1 j=t
veya
r=l n-r-1 n—1r~1 .
r=2% > (b)) - D r(r+1)(H)) (4.2.12)
t=1 j=1 j=t
dir.

ispat. (3.1.41) de (4.2.4) ve (4.2.5) kullamlirsa (4.2.11) ve (4.2.12) elde edilir.

Teorem 4.2.1.(Euler Teoremi) M, (r+1)- boyutlu genellestirilmis null scroll olsun.
U,eT,M tanjant vektdriinii gbzoniine alalm. A! (= Al,) asli egriligine karsilik gelen vektor
Ul (= U)) olsun. U, ile UJ (= Ui) asli vektorii arasimdaki ag1 8) (= 8]) ise

ki (Up) =-2M ch?0] = -2}, ch?6}
dir.
Ispat.

U, = ch?6{X + ch?0} Y+ fchcpgzi, Ju,| =1

i=t

Birim vektoriinii alalim. U, dogrultusundaki normal egrilik

ki (U,) =< Ay (U,),U,>
olup

Ay, (X) = A X

A, (V) =2 Y=NY

Ag] (Zl) = O.Zj, i= 1, seny I'-l
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esitlikleri ve A L, nin lineer oldugu g6ézoniine alinirsa
ki (U,) =-M ch?8{ ch?0}-}, ch?8{ ch’0}
olur. Burada A} = 7\.j2 ve 0) = 912 oldugu gdzoniine alinirsa,
ki (Up)=-2M ch?0) =23, ch®0) (4.2.13)

elde edilir. Bu da istenilendir.

(4.2.13) de (4.2.9) ve (4.2.10) egitlikleri kullanilirsa,

k) (Up)=-2(r+1)H} ch’6

, DH ,
ki (Up)=¢1’-————-r(”2) 2 ch%e)

bulunur, Bdylece agagidaki sonucu verebiliriz.

veya

Sonug 4.2.3. Minimal genellegtirilmis null scroli’un normal egriligi sifirdir.

4.3. IR! de 2-Boyutlu Null Scroll i¢in Massey Teoremi

IR} de bir null efri o olsun. IR] de 2-boyutlu null scroll’un dayanak egrisini,
dogrultman uzaym bir pseudo-ortogonal yoriingesi olarak alalim. Bu taktirde M null

scroll’unu Y null vektor alam olmak iizere (2.1.1) den
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v (Lu) = oft) +uY(t) (4.3.1)
seklinde ifade edebiliriz.

Tamm 4.3.1. IR} de 2-boyutlu bir null scroll M olsun. M nin ikinci temel formu h olsun.
Eger VWe x(M) i¢in h(W,W) = 0 ise W ya M iizerinde bir asimptotik vektér alam denir.

Teorem 4.3.1. IR; de 2-boyutlu bir null scroll M olsun. Bu taktirde M nin dogrultmanlari

M nin asimptotikleri-ve null geodezikleridir.

Ispat. IR} nin dogrultmaniart IR® de null geodezikler oldugundan
Vy¢Y =0

dir. Bu taktirde (1.3.1) den
VyY =-h(Y, Y)

elde edilir. Buradan VyY e x(M) ve h(Y, Y) € x*(M) oldufundan V,Y = 0 ve
h(Y, Y) = 0 olur. Dolayisiyla Tamm 1.4.14 ve Tamm 4.3.1 den M nin dogrultmanlari
asimptotik ve null geodezik vektdr alanlaridir.

Simdi kabul edelim ki, {X, Y}, x(M) nin bir baz1 ve {&, &, ..., Ea2}, % -(M) nin bir

space-like ortonormal bazi olsun. Bu taktirde

. . n-2
VY&J = a60X+a61Y+ Zbi'lg.:l s j = l, voey n-2

i=t

(4.3.2)

— . . n-2 .
Vx&; =ajoX+al, Y+ blE,

i=1
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yazabiliriz. (4.3.2) esitliklerinden
al, aj .
A§j= —[ (J)o ‘_‘)1] ’ J=1, cesgy n-2
2 2y
olur. Burada

ViE LE  ve Vi) L
oldugundan (4.3.2) den

b{i = b121 =O> j= 1, RPN n-2
elde ederiz. Ayrica (4.3.2) esitliklerinden

<_V~Y§j9 Y>= -af}o
ve

<Vyk,, Y>=<VyY, &>
oldugundan

<VyY, &> =al,

bulunur. Y, M nin null geodezigi oldugundan
al, =0, j=1,..,n2
elde ederiz. Ayrica Gauss denkleminden

i =4
ajp = 3y

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)
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olur.

ah, =< VyX, £;> (4.3.6)
<VX,Y>=<X,V,Y>=0 4.3.7)

bulunur. Ayrica

<VyX,X>=0 | (4.3.8)
dir. (4.3.7) ve (4.3.8) den

VX ex*(M) veya VyX =h(X,Y)

oldugu agiktrr. (4.3.6) dan
— =2 n-2
VyX =h(Y,X)= Y < VyX,E; >&; = Y a) &, (4.3.9)
Fl i=
elde ederiz.

<h(Xa Y)s &> = <Y9 Ag (X)>
esitligi ve (4.3.2) esitlikleri gbzoniine alinirsa;

-af, =<k, X> =<V X, £>=<h(X, X), £> = <A, (X, X> (43.10)

ve

IzA, =-ai, =-<h(X, X), &;>, 1<j<n-2 (4.3.11)

bulunur.
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Teorem 4.3.2. M, IR} de 2-boyutlu null scroll olsun. {X, Y} M nin pseudo-ortonormal
baz1 olsun. Bu taktirde V, IR} de Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere M nin Gauss
egriligi

- G=<VyX,VyX>
dir.
Ispat. Teorem 3.1.1 in ispatmna benzer olarak yapilabilir.

Teorem 4.3.2. ve (4.3.9) esitligi kullanilirsa;

n~-2
G=> (a},)’ (4.3.12)
i=1
elde ederiz. Ayrica
n-2 1ZAF,J~
H= ZT i
=

esitliginde (4.3.11) kullanlirsa

H= -‘fd(x’?’g" -3 (43.13)

=1

bulunur.

Tanmm 4.3.2. M, IR} de 2-boyutlu null scroll olsun. Eger M nin teget diizlemleri M nin
anadogrular1 boyunca sabit ise M ye agilabilirdir denir (Turgut, 1995).

Tamm 4.3.3. M, IR} de 2-boyutlu null scroll olsun. M nin ikinci temel formu h olsun.
Eger VZ,Wey(M) i¢in
hZ, W)=0

ise M ye total geodeziktir denir(Duggal ve Bejancu, 1996).

oo cn O CRETHA UL .

R LA Y

LIS
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Teorem 4.3.3. IR} de bir 2-boyutlu null scroll M olsun. M nin agilabilir ve minimal
olmas: i¢in gerek ve yeter sart total geodezik olmasidir.

Ispat. M ag1labilir ve minimal olsun. Z, Wey(M) i¢in

Z =aX+bY
W=cX+dY

yazabiliriz. Buradan,

h(Z, W) = ac h(X, X) + (ad + bc) h(X, Y) + bd h(Y, Y) (4.3.14)

olur, Teorem 4.3.1 ve (4. 3.13) den M minimal ise,

h(Y,Y)=0 ve h(X,X)=0

elde ederiz. Ayrica M agilabilir oldugundan Teorem 4.3.2 den
VyX =0

ve burada Gauss denklemi gdzoniine alinirsa ,

VYX = 'hW, X)

olur. VX ex(M) ve h(Y, X) ex-(M) oldugundan

h(Y,X)=0
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elde edilir ki, bu VZ,Wex(M) i¢in
h(Z,W)=0
demektir. Bu ise Tanim 4.3.3 den M nin total geodezik oldugunu gsterir.
Tersine, VZ,Wex(M) igin h(Z, W) = 0 olsun. Bu taktirde
h(X,X)=0, Y, Y)=0,h(Y,X)=h(X, Y)=0
dir. Teorem 4.3.1 den ve

<VYX I3 Y> = '<X, -V—YY>

ve

V,Y =0

oldugundan
<VyX,Y>=0 ve <VX,X>=0

bulunur. Bu demektir ki, VX bir normal vektsr alandir ve

VX =h(Y, X)

dir. h(Y, X) = 0 oldugundan VX = 0 olur ki, bu M nin agilabilir olmasi demektir.
h(X, X) = 0 oldugundan H = 0 bulunur. Bu ise M nin minimal olmasi demektir. Bu da ispat1
tamamlar.
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IR} de 2-boyutlu bir null scroll M olsun. {X, Y}, x(M) nin bir pseudo-ortonormal
baz1 ve {&1,€, ..., &na} de x'(M) nin space-like ortonormal bazi olsun. Bu taktirde
{X,Y, &, &, ..., &na}, Vpe IR} noktasinda IR] in bir pseudo-ortonormal baz olur.

{X,Y, &, &, ..., &xa} pseudo-ortonormal bazinin kovaryant tirev denklemleri
(1.4.5) den

¢, 0 ¢, 0 0 0 .. 0]fx]
(VX1 [0 -¢cp -Cpy —C5 O O ol Y
VY Cy Cx» 0  cy c 0 ... 0] &
V& _ Ca 0 ~cgu 0 ¢4 Cu ... O} &, (4.3.15)
Vx&, 0 0 ~Cs3 —Csy 0 cCg 01 &
: 0 0 0 -cg 0 -cg 0|l &,
vaén_z | : : : : - : : :
(0o 0o 0o o 0 o .. ofle.,]
seklindedir.

Simdi E* de regle yiizeyler igin iyi bilinen Massey Teoremini IR? de 2-boyutlu
null scroll’lar i¢in verelim:
Teorem 4.3.4.( Massey Teoremi) M, IR} de 2-boyutlu bir null scroll olsun. {X, Y},
%(M) nin bir pseudo-ortonormal baz1 olsun. M nin dogrultmanlarinin bir pseudo-ortogonal
yoringesi a(s) olsun. Bu taktirde agagidaki 6zellikler denktir:
i) M agilabilirdir,
ii) Lipschitz-Killing egriligi
G(p, &)=0, 1<j<n2
dir.
iii) Gauss egriligi
G=0
dir.
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iv) (4.3.15) denkleminde c3; = c4; = O dir.
v) Agj (X) =0dir

vi) VY ex(M) dir.

Ispat. (i=ii): M agilabilir olsun. Bu taktirde (4.3.4) ve (4.3.5) den al, =0 ve aj, = a),

oldugunu biliyoruz. Béylece,

_ 10 ag)l
As, _'Lj ai }
01 11
seklinde olur. Dolayisiyla 1 < j < n-2 igin p noktasinda &; dogrultusunda M nin
Lipschitz-Killing egriligi
G(p, &) =detAy =~(ap(p)), 1Sj<n-2

dir. (4.3.9) dan

n-2

V—YX = Z(ao{)éj

i=l

olur. M agilabilir oldugundan

VX =0

dir. Boylece
G(p, &) =0, 1<j<n2

elde ederiz.
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(ii=>iii): G(p, &) =0, 1<j<n-2 olsun.

n-2

Gp) = 2.G(p.&;), VpeM

i=1

oldugunu biliyoruz. Buradan G =0, VpeM bulunur.
(ili=>iv): G=0ise (4.3.12) den
af,l =0
olur. Bu demektir ki, V& ; nin X dogrultusunda bilegeni yoktur. Dolaysstyla (4.3.15)

c31=cy =0

elde edilir.
(iv=>V): c31 = c41 = 0 olsun. Bu taktirde Vy&; nin X dogrultusunda bilegeni yoktur.

Béylece (4.3.2) den al, =0 dir.

<—V—Y§j’ Y> =‘ag)o = '<§j,_V_YY>= 0

N L
g oafl

olur. Bu demektir ki,
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Ag (X)=0, 1<j<n2
dir,

(vovi): A g (X) = 0 olsun. Bu taktirde Weingarten denkleminden

dir. Ayrica

<VyY, &;>=<Y, Vit ;>=-a},
olup a}, = 0 oldugundan
<VxY,&>=0
elde edilir. Bu demektir ki, V4 Y ex(M) dir.
(vi>i): VY ex(M) olsun. Bu taktirde
<VyY, &>=-a}; =0
olur. Diger taraftan
<VyX,X>=0
ve

<Vy¢X,Y>=0

olur. Bdylece bu son iki esitlikten VX ex(M) bulunur. (4.3.9) dan ve a{,l =0
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oldugundan,
VyX =0

bulunur. Bu demektir ki, M nin teget diizlemleri M nin anadogrular1 boyunca sabittir, yani
M agilabilirdir.

Sonug¢ 4.3.1. M, IR} de Gauss egriligi sifir olan bir 2-boyutlu null scroll olsun. Eger M

minimal ise Ciz3=C31 =Cq1 ™ 0 dir.
Ispat. M minimal olsun. Bu taktirde (4.3.13) den
h(X, X)=0

olur. Boylece Gauss denkleminden

VX = ViX

bulunur. Bu demektir ki, VX nin x"(M) de bilegeni yoktur. Boylece (4.3.15) den ¢13 =0

bulunur. Diger taraftan G = 0 oldugundan Teorem 4.3.4 gbzdniine alinirsa ¢3; = ¢4 = 0
olur. Boylece ci3 = c31 = ¢41 = 0 elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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