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OZET

3 BOYUTLU MINKOWSKIi UZAYINDA KUATERNiYONIK
BAZI YUZEYLERIN KARAKTERIZASYONU

Bu calisma yedi boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim ¢aligmanin girig kismi olup, Minkowski uzayinda egriler,
yiizeyler, deniz kabugu yiizeyi ve agiortay yiizeyi iizerine yapilan ¢aligmalar
hakkinda literatiirdeki bilgiler verildi.

Ikinci boliimde; calismada siklikla kullanilacak olan temel tanimlar ve
teoremler verildi.

Uciincii boliim calismanin materyal ve metod boliimiinii olusturmaktadar.

Dordiincii, besinci ve altinci boliimler ¢alismanin orijinal kismini olugtur-
maktadir.

Dordiincii boliimde; ilk olarak Minkowski uzayinda helikal spiral tanim-
landi. Bu helikal spiralin timelike ve spacelike olma durumlarina gére bu
egriyi merkez egri olarak alan ve Minkowski uzayinda yeni bir yiizey olan
deniz kabugu yiizeyi tanimlandi. Daha sonra bu yiizeylerin farkl karakteri-
zasyonlari ile kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyleri olusturuldu ve son olarak
bu yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri klasik diferensiyel geometriden farkh
olarak kuaterniyonik yontemlerle elde edildi.

Besginci boliimde; ilk olarak spatial split kuaterniyonik egri-egri agiortay
yiizeyi tanimlandi. Ayrica bu yiizeyin dejenere durumlar: aragtirildi. Daha
sonra bir nokta ile bir spatial split kuaterniyonik egrinin aciortay yiizeyi
olusturuldu ve bu yiizeyin dejenere durumu elde edildi. Son olarak bu iki
yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri klasik diferensiyel geometriden farkl
olarak kuaterniyonik islemlerle elde edildi.

Altinc1 boliimde; kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyleri ve kuaterniyonik
aclortay yiizeyleri ile ilgili baz1 uygulamalar verildi.

Yedinci boliim ise ¢alismanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzayi, regle yiizey, deniz kabugu yiizeyi,
aclortay yiizeyi, Gauss egriligi, ortalama egrilik, split kuaterniyonlar.
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SUMMARY

CHARACTERIZATION OF QUATERNIONIC SOME
SURFACES IN MINKOWSKI 3-SPACE

This thesis consist of seven chapters.

The first chapter is an introduction which information about studies of
curves in Minkowski space, surfaces, sea shell surface and bisector surface.

In the second chapter; fundemental definitions and theorems used in the
study are given.

In the third section includes material and method section.

Fourth, fifyh and sixth sections are the original part of the study.

In the fourth chapter; helical spiral in Minkowski space is defined firstly
a new surface in Minkowski space called sea shell surface is defined which
consider this curve as central curve in the case of this helical spiral timelike
or spacelike. Then, quaternionic sea shell surface is created from different
characterization of this surface. Finally, Gaussian and mean curvatures is
obtained by quaternionic method different from differential geometry.

In the fifth chapter; spatial split quaternionic curve-curve bisector sur-
face is defined. Furthermore, degerenate case of this surface is investigated.
Then, bisectors of split quaternionic curves is created from a point and degen-
erate case of this surface is obtained. Finally, Gaussian and mean curvatures
of these two spaces are obtained by quaternionic operations different from
classical differential geometry.

In the sixth chapter, some application concerned about quaternionic sea
shell surfaces and quaternionic bisector surfaces are given.

The seventh chapter is a devoted to the conclusion.

Keywords: Minkowski space, ruled surface, sea shell surface, bisector
surface, Gaussian curvature, mean curvature, split quaternions.
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1. BOLUM
GIRIS

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda William Rowan Hamilton tarafindan tanim-
lanmigtir. Degismeli olmayan reel cebir yapisina sahip olan kuaterniyonlar,
kompleks sayilarin 6zelliklerinin cogunu tagidigindan kompleks sayilarla ben-
zer bir yapiya sahiptir. Bu calismada kuaterniyonlar cebiri H ile goster-
ilmistir. Giiniimiizde, kuaterniyonlar, ¢zellikle fizik, kinematik, bilgisayar
grafikleri, animasyon, kati cisim déniigiimlerini igeren optimizasyon problem-
lerinde kullanilmaktadir.

Kiire {izerinde iki nokta arasindaki en kisa uzaklik geodezikler ile 6l¢iiliir.
Kuaterniyonlar yardimiyla kiire iizerinde iki nokta arasindaki geodezik egri
tanimlanabilmektedir, bu ise kiire iizerinde kiiresel lineer interpolasyonu miimkiin
kilmaktadir. Slerp gosterimi ile bu konu robot kinematiginde genis bir sekilde
islenmektedir. Kinematikte, robot hareketlerinin modellenmesinde kiiresel
interpolasyonlar énemli bir yere sahiptir. Kol ve ayak hareketlerinde kiire-
sel model esastir. Kuaterniyonlar bu hareketlerin modellenmesinde aktif bir
sekilde kullanmilmaktadir. Kuaterniyonlar yardimiyla, i2 = —1 = j2 = k* =1
kabul edilerek olusturulan split kuaterniyon ciimlesi, kuaterniyonlarm Oklid
uzayinda kullanmildig1 gibi, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda da kullanilabilir.
Split kuaterniyonlar cebiri Qp ile gosterilmistir, [20]. Kuaterniyonlar ve split
kuaterniyonlar ge¢gmisten giiniimiize kadar bu 6zelliklerinden dolay1 énemli
calisma alanmi olmustur.

Minkowski uzayinda sabit ortalama egrilikli timelike yiizeyler split
kuaterniyonlar kullanarak Inoguchi tarafindan yeniden karakterize edilmistir.
Daha sonra Ozdemir, 3 boyutlu Minkowski uzayinda birim timelike kuater-
niyonlar ile donmeleri, non-lightlike egrilerin timelike kuaterniyon catilarii
ve split kuaterniyonlarin kokleri yardimiyla De Moivre formiillerini ifade et-
mistir. Kula ise yar1 Oklid uzayinda siplit kuaterniyonlar1 ve dénmelerini
aragtirmigtir. Ayrica Alagoz siplit kuaterniyon matrislerini, kompleks ad-
jonit matrislerini inceledi, [1,12, 16, 24, 25, 26].

Diger taraftan, eski Yunan déneminden baglayarak Isaac Newton’un, difer-
ensiyel ve integral hesab1 bulmasina kadar gegen zaman boyunca, yiizey ve
egri geometrisi matematikle ilgilenenlerin biiyiik ilgisini ¢cekmistir. 18. yiizyil
boyunca diferensiyel hesabin kullanilmasi ile geometri caligmalar: diferensiyel
geometrinin gelismesini saglamigtir. Ayrica Carl Friendrich Gauss difer-
ensiyel geometrinin gelismesine onciiliik etmis ve diferensiyel geometriye,



matematigin diger branglarinin da kullanabilecegi bir bakig acis1 getirmistir.

Gauss, 6zellikle birinci temel form {izerinde durmus ve bir yiizeyin Gauss
egriligini veren Egregium teoreminin sadece birinci temel formun katsayilar
ve onlarin tiirevleri ile ifade edilebilecegini gostermistir.

19. yiizyilda regle yiizeyler ve ozellikle acilabilir regle yiizeylerin tiim
ozelliklerinin c¢ok iyi bilindigi ve kayda deger tiim sonuclarinin bulundugu
diigtiniiliiyordu fakat bu konular gectigimiz yarim yiizyildan beri tekrar aragtirma
konusu olmug ve bir ¢ok énemli 6zelligi kegfedilmigtir, [30]. Bu konuda birgok
matematikci tarafindan bilimsel arastirma, yapilmaktadir. Ornegin;

Korpinar, Sols uzayda genel helisler ile olusan regle yiizeylerinin paralel
yiizeylerini ve Lorentz Heisenberg grupta timelike biharmonik egrilerin rekti-
fyan acilabilir yiizeylerini, Shen rasyonel regle yiizeylerin karakterizasyonunu
ve Yu, 3 boyutlu Oklid uzaymnda regle yiizeylerin yapilarini ve karakteriza-
syonlarim incelemistir, [14, 15, 31, 37].

Deniz kabugu yiizeyinin zarif sekli sanatgilarin, bilim adamlarinin ve
matematikcilerin goziinde daima dikkat cekmigtir. Dogada bulunan deniz
kabuklarinin gagirtic: bir sekilde cesitliligine ragmen, hemen hemen tiim deniz
kabugu yiizeyinin biiyiimesi ii¢ iistel fonksiyon ve kapali bir egri ile tanim-
lanabilir, [2].

Sekil 1.1 Deniz kabugu yiizeyleri, [2].

Ayrica sekil 2’den deniz kabugu yiizeyinin geometrisi araligin sekli, eksen ile
deniz kabugunun merkezi aras1 uzaklik, yaricap ve yiikseklik olmak {izere dort
temel parametre ile ifade edilir. Bu sekilde elde edilen yiizeyler matematik



ve mimari gibi farkh bilim alanlarda kullamlr. Ornegin farkli matematiksel
egriler ile iiretilen sekil 3 deki gibi farki mimari yapilar elde edilmektedir,
[13].

Eksen = - - cAralkc

Sekil 1.2 Deniz kabugu yiizeyi geometrisi.

Sekil 1.3, Deniz kabugu yiizeyinin mimaride kullanima, [13].

Agiortay yiizeyleri nokta, egri ve yiizey gibi herhangi iki obje ile iiretilir.
Bu objelerin araliklari her iki objeye ortogonal olarak olgiiliir. Ayrica bu

3



objeler siirekli ve koge noktalara sahip oldugu zaman bu agiortay yiizeyin
hesaplanmasi kolay degildir. Fakat bu durumda offset uygulamalarla hesa-
planabilir, [9, 27]. Bu ozellikleri ile agortay yiizeylerin kiiresel egri-nokta,
¢ember-cember, iki koni yada iki silindir gibi farklh cesitleri

Sekil 1.5 Cember-cember agiortay yiizeyi, [27].



Sekil 1.6 Iki koni ve iki silindir aclortay yiizeyi, [27].

genellikle Oklid uzaymda gecmisten giiniimiize kadar bilimsel arastirmalarla
incelenmistir. Ornegin; Zhao, kesisen aciortay yiizeylere dayanan 3D nes-
nelerin siniflandirilmasini, Elber ise egri-yiizey ve yiizey-yiizey agiortay yiizey-
lerinin modellemesi tizerinde ¢aligmigtir, [8, 38].

Bu caligmada ise 3-boyutlu Minkowski uzayinda ilk olarak helikal spiral
ve deniz kabugu yiizeyi tanmimlandi. Daha sonra bu deniz kabugu yiizeyinin
bazi kuaterniyonik karakterizasyonlar1 ve klasik differensiyel geometri yon-
teminden farkl olarak kuaterniyonik iglemlerle egrilikleri elde edildi. Diger
taraftan 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki kuaterniyonik egri ve bir sabit
nokta ve bir kuaterniyonik egri yardimiyla rasyonel aciortay yiizeyleri olus-
turuldu. Ayrica bu yiizeylerin dejenere durumlar: arastirihip bu yiizeylerin
egrilikleri yine kuaterniyonik islemlerle hesaplanildi.



2. BOLUM
Bu boliimde calismada sikca kullanilan temel tanim ve teoremler verildi.
2.1. Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Teoremler
Tanim 2.1.1
V' bir reel vektor uzay1 olsun,
(,):VxV-—=R

doniisiimii Va,b € R ve Yu,v € V igin
i) (u,0) = (v,1),
ii) (au + bv,w) = a (u, w) + b (v, w)
(u,av + bw) = a(u,v) + b {u, w)
ozelliklerine sahip ise (, ) doniigiimiine V' vektor uzayi tizerinde bir simetrik
bilineer form denir, [23].

(,), V vektor uzay: iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik
bilineer form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir;

1) Tamimh Durum: Eger,

i) Vo € V, v # 0 igin (v,v) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif
tanimli,

ii) Yo € V, v # 0 igin (v,v) < 0 ise (,) simetrik bilineer formuna negatif
tanimh

denir.

2) Semi-tanimli Durum: Eger,

i) Yo € V i¢in (v,v) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif semi-
tanimli,

ii) Yo € V' i¢in (v,v) < 0 ise (,) simetrik bilineer formuna negatif semi-
tanmimli

denir.

3) Non-dejenere Durum: Eger,
Vw € V igin (v,w) = 0 iken v = 0 ise (,) simetrik bilineer formuna
non-dejenere simetrik form denir, [23].



Tanim 2.1.2
V' bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde tanimh
g:VxV -V

doniigiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V' iizerinde bir skalar
carpim, bu durumda V' vektor uzayima da bir skalar ¢arpim uzay: denir, [23].

Tanim 2.1.3

V' bir skalar ¢arpim uzayi, W da iizerindeki skalar ¢arpim negatif tanimli
olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu altuzayi olsun. Bu durumda W nin
boyutuna g skalar carpiminin indeksi denir. g skalar carpiminin indeksi v ise
0 <wv < boyV dir. Ayrica V skalar ¢carpim uzayimin indeksi, iizerinde tanimli
g skalar garpimimin indeksi olarak tanimlanir, [23].

Tanim 2.1.4

V' bir skalar carpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak iizere v = 1 ve
boyV > 2 ise V skalar ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay: denir, [23].

Tanim 2.1.5
V' bir Lorentz uzay1 olsun. Vv € V igin

g(v,v) >0 veya v =0 ise v ye space-like vektor,
g(v;v) <0 ise v ye time-like vektor,
v#0 iken g(v;v) =0 ise v ye light-like (null) vektor

denir, [23].
Tanim 2.1.6
V' skalar ¢arpimli bir uzay ve v € V' olsun.
oIl = |g (v, 0)]""

esitligi ile tamiml ||v]| reel sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan
vektore de birim vektor denir, [23].



Tanim 2.1.7
V' bir Lorentz uzay1 ve W , V nin bir altuzay: olsun. Bu durumda

gw pozitif tamimh ise W ya space-like altuzay,
gw non-dejenere ve indeksil ise W ya time-like altuzay,

gw dejenere ise W ya light-like altuzay
denir, [23].
Teorem 2.1.8

V' bir Lorentz uzayi, V nin bir altuzayr W ve boyW > 2 olsun. Bu
durumda agagidaki énermeler birbirine denktirler, [23].

i) W time-like altuzay ise W bir Lorentz vektor uzayidir,

ii) W uzay: iki tane lineer bagimsiz null vektor igerir,

iii) W uzay1 bir tane time-like vektor igerir.

Tanim 2.1.9

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, non-
dejenere ve sabit indeksli (0, 2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensor
denir. Bagka bir degisle g, M manifoldunun her p noktasma 7}, (M) tanjant
uzay1 lizerinde bir g, skalar ¢arpim karsihik getirir ve ¢ skalar carpiminin
indeksi her p € M i¢in aymdir, [23].

Tanim 2.1.10

R™; n-boyutlu standart reel vektor uzayr Vp € R™ {izerinde Vv, w, €

T, (R™) igin
n—uv n
(Up, wp) = Z V;W; — Z V;W;
i=1 i=n—v+1
esitligiyle verilen v—indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yari
Oklidyen uzay denir ve R" ile gosterilir. Burada 1 < i < n olmak iizere,
sirastyla v; ve w; ler v, ve w, tanjant vektorlerinin bilegenleridir, [23].



Tanim 2.1.11

R” yar1 Oklidyen uzaymda v = 1 ve n > 2 ise R? yar1 Oklidyen uzayina
Minkowski n—uzay1 denir, [23].

Tanim 2.1.12

M bir diferensiyellenebilir (C*°) manifold olsun. M iizerindeki C'*° vektor
alanlarimin uzay1 x(M) ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzay1 C*°(M,R)
olmak {iizere, M iizerinde

() x(M) x x(M) — C*(M, R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2—lineer (, ) fonksiyona M iizerinde bir
i¢ carpim, metrik tensor, diferensiyellenebilir metrik veya Riemann metrigi
denir. (M, (,)) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir, [21].

Tanim 2.1.13

M bir diferensiyellenebilir (C'*°) manifold olsun. M tizerindeki C*° vektor
alanlariin uzay1 x(M) ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzay1 C*°(M,R)
olmak tizere, M tizerinde

g x(M) x x(M) — C=(M,R)

olmak tizere
i) Simetrik: Y € x(M) igin

9(X,Y) = g(Y, X)
ii) 2-lineer: VX,Y, Z € x(M) ve Va,b € R igin

90X +Y.2) = ag(X.Z) + bg(Y.2),
g(X,aY +0Z) = ag(X,Y)+bg(X,2)

iii) Non-dejenere: VX,Y € x(M) igin
X, Y)=0=Y =0

ozeliklerini saglayan g tensoriine bir yar1 Riemann metrigi ve (M, g) ikilisine
de yar1 Riemann manifoldu denir, [23].

9



Tanim 2.1.14

M bir yar1 Riemann manifoldu olsun. boyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise
M ye bir Lorentz manifoldu denir. Bu tan1 ma gore bir M Lorentz manifoldu
icin
n—1

9p (Up, wp) = Zvi lp Wi lp —n [p W |p, P € M, vy, w, € T, (M)
i=1

dir, [23].
Tanim 2.1.15

M bir Lorentz manifoldu ve o : I C R — M bir egri olsun. « egrisinin
teget vektor alani 7' olmak tizere

i) g(T,T) > 0 ise « egrisine spacelike egri,

ii) g(T,T) < 0 ise « egrisine timelike egri,

iii) g(7,T) = 0 ve T' # 0 ise « egrisine null egri

denir. Egrinin bir 6zel hali olan dogru gozoniine alinsin. Dogrunun
dogrultman vektorii space-like ise dogru space-like dogru, dogrultman vek-
torii time-like ise dogru time-like dogru, dogrultman vektorii null ise dogru
null dogrudur, [23].

Tanim 2.1.16

M ve M sirasiyla n ve (n + d)-boyutlu birer C* manifoldlar olmak iizere
x : M — M diferensiyellenebilir bir déniigiim olsun. Vp € M icin

dz, : T, (M) — T (M)

tiirev doniigiimii birebir ise x fonksiyonuna bir immersiyon (daldirma) denir,
[7].

Tanim 2.1.17

M ve M sirasiyla n ve (n+ d)-boyutlu birer C*° manifoldlar olmak iizere
x : M — M doéntigimii bir immersiyon olsun. M manifoldu bir Riemann
yapiya sahip ise z yardimiyla M den indirgenen metrik icin, Vp € M olmak
lizere

(X,Y), = (dx, (X),dz, (Y)) ), VXY €T, (M)

z(p
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esitligi saglandiginda x e bir izometrik immersiyon denir, [7].
Tanim 2.1.18

M™ m—boyutlu ve v indeksli bir yar1 Riemann manifoldu ve M, 4 n—boyutlu
ve ¢ indeksli bir diger yart Riemann manifoldu olsun.

g M — M

doniistimii bir izometrik immersiyon ise (rankj = m) M™ manifolduna M, .
nun bir yar1 Riemann altmanifoldu denir, [23].

Tanim 2.1.19

M, M nin bir yar1 Riemann altmanifoldu ve iizerindeki Levi-Civita kon-
neksiyonu D olsun.

D x (M) xx (M) — x (M)
in M ye indirgenmis olan
Dy (M) x x (M) — x (M)

fonksiyonuna M den M yar1 Riemann altmanifoldu iizerine indirgenmis kon-
neksiyon denir. Buradaki y (]\_4 ) M nin herbir p noktasma T, (]\7[ ) de bir
tanjant vektor karsihik getiren vektor alanlarimin § (M ) modiiliinii goster-
mektedir, [23].

Lemma 2.1.20
M, M nin bir yar1 Riemann altmanifoldu olsun.

11 x (M) < x (M) — (M)
% , W) — II(V,W) =norD,W

doniigimii § (]\7[ ) bilineer ve simetriktir. Burada I ye M nin ikinci temel
form tensorii denir, [23].

Tanim 2.1.21

n—boyutlu bir yar1 Riemann manifoldunun (n — 1) —boyutlu bir M yar
Riemann alt manifolduna M nin bir yar1 Riemann hiperyiizeyi denir, [23].

11



Tanim 2.1.22

M nin bir yar1 Riemann hiperytizeyi M ve M nin birim normal vektr
alant N olsun. Her V. W € x (M ) icin

g(S(V), W) = g(1I(V, W), N)

seklindeki (1;1)—tipinden tensor alan1 S ye M nin N den elde edilen sekil
operatorii denir. Diger bir degisle, S sekil operatorii, N birim normal vektor
alan1 olmak iizere, M nin her p noktasinda

S T,(0) — T,(0)
X, — S(X,) —DxN

p

bir lineer operatordiir, [23].
Tanim 2.1.23

R3 Minkowski 3-uzaymda iki vektor o = (v1,ve,v3) ve @ = (wy, wq, ws3)
olmak tizere bu iki vektoriin skaler carpimi

() : R} x R} — R
(U, W) — (U,d) =vjw + vewy — vaws
bi¢iminde tanimlanir. Eger v = w ise

191l = (¥, @

esitligi ile tanimli ||7||; reel sayisina, v vektoriintin Lorentz anlaminda normu
denir. Normu 1 olan vektore de Lorentz anlaminda birim vektor denir, [23].

Tanim 2.1.24

R? Minkowski 3-uzaymda iki vektor ¢ = (vy, v9,v3) ve @ = (wy, wq, ws3)
olmak tizere
(vows — Vswa, v3wy — v1Ws, Vawy — VIW2)

vektoriine ¢ ve w nin vektorel garpimi (dig ¢arpimi) denir. UAW geklinde

gosterilir.
1 =y
%_{Oi#J}
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ve
€; = {5il> diz, 5i3}
olmak iizere
€1 €2 —€3
vAw=—det | vi vy U3
w1 Wy ws
veya
—€1 —€y €3
vAw = det U1 Vg U
wp w2 W3

olarak hesaplanir. Burada
61/\62 = €3, 62/\63 = —€1, 63/\61 = ()

dir. Saat yoniiniin tersi pozitif olarak alinmigtir. Saat yoniinde tersi negatif
yon olarak kabul edilecek olursa o zaman

61/\62 = —e€g3, 62/\63 = €1, 63/\61 = €2
dir. Bu durumda
€1 €2 —¢€3
vAw = — det U1 V2 Vs

wy W2 W3

seklindedir, [23].
Tamm 2.1.25

R3 Minkowski 3—uzaymda A'cA = ¢ esitligini saglayan A matrisine semi-
ortogonal matris denir. Burada, detA = 1 olup

0
0
-1

™
I

oo

oo

matrisine igsaret matrisi denir, [23].
Teorem 2.1.26

V' bir Lorentz uzay1 ve v, w iki timelike vektor olsun. Bu durumda

13



i) |g (v,w)| > ||v|| ||w]| esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin
gerek ve yeter sart v ve w vektorlerinin lineer bagiml olmasidir.
ii) v, w timelike vektorleri ayni time-konide ise

g9 (v, w) = — o] lw]| cosh

olacak sgekilde bir tek ¢ > 0 sayisivardir. Bu ¢ sayisina v ve w timelike
vektorleri arasindaki hiperbolik ac1 denir.

Burada v ve w vektorleri ayni time-konide degilseler o zaman

lg (v, w)| = [[o]l [lwl] cosh
dir.
V' Lorentz uzayinda spacelike vektorler v ve w olmak iizere
cosf = I 1) v, w)
[l flw]

olacak gekilde bir tek 0 < ¢ < 7 sayis1 vardir. Bu sayiya v ve w spacelike
vektorleri arasindaki agidenir. v ve w spacelike vektorler icin

g (v, w) < o {lw]]
esitsizligi vardir, [23].
Tanim 2.1.27
R3 de 1-parametreli kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir. Alter-
natif olarak kanal yiizeyi, merkezlerinin yoriingesi bir B(t) egrisi ve yarigap
fonksiyonu r(t) olan degisiken yarigapli hareketli bir kiirenin zarfi olarak
tanimlanir, [10].

Teorem 2.1.28

« bir timelike egri olsun. Her s i¢in « Frenet ii¢ ayakhsi {T, N, B} olmak
tizere Frenet denklemleri

T'(s) 0 x O T(s)
N@Gs)|=|-x 0 7 N (s)
B’ (s) 0 —7 0 B (s)



seklinde ifade edilir.
a bir spacelike egri olsun. Bu durumda
i) T' vektorii spacelike ise Frenet denklemleri

T(s) 0 0 T(s)
Ns)|=|—-r 0 7T N (s)
B’ (s) 0 70 B (s)

olur.
ii) T’ vektorii timelike ise Frenet denklemleri

T'(s) 0 ~ O T(s)
Ni(s)|=|rk 0 7 N (s)
B’ (s) 070 B (s)

olur, [18]. Ayrica Frenet vektorleri arasnda
Er = <T,T>, EN = <N,N>, EB = <B,B>

olmak tizere

T(s) AL N(s) = erenB(s),

N (8) Nr, B (S) = 8N€BT(S>,

B(s) AL T(s) = eerN(s)
esitlikleri vardir, [18].

Teorem 2.1.29

v € V olmak {izere

i) [lvf| >0,

ii) ||v|| = 0 < v bir null vektordiir,

iii) v bir timelike vektor ise [|v]|* = —g (v, v),

iv) v bir spacelike vektor ise ||v|* = g (v,v) dir, [23].

2.2 Kuaterniyonlar Teorisi
Tanim 2.2.1 ag, a1, as, az € R olmak iizere bir ¢ kuaterniyonu

q = (a(); ai, Gz, a/3)
= (CLO,W)
= a01+a1i+a2j+a3k
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seklindedir, burada S; = ap, ¢ nun skaler kism1 ve V, = (a1, ag, a3) da
vektorel kismudir. Boylece ¢ kuaterniyonu g = S, + V, seklinde yazlabilir,
[4].

Tanim 2.2.2

q = 54 + V4 kuaterniyonu ve p = S, + V,, kuaterniyonlarinin toplami
q+p= (Sq + Sp) + (Vq +Vp)
dir, [4].

Tanim 2.2.3

q = S, + V, kuaterniyonunun bir A € R skaleriyle ¢arpimi
Aqg = AS; + AV,
seklindedir, [4].

Tanim 2.2.4

q = Sy + V4 kuaterniyonunun eslenigi
q=1:5—V,4
dir, [4].

Tanim 2.2.5

H ={q = aol + a1i + asj + azk |ag, a1, as, az € R} kuaterniyon cebiri ol-
mak iizere H iizerinde taniml reel degerli, non dejenere bilineer form ¢, p € H
icin

h : H x H — R
(@ . ») — Nap) =3lg*p+p*
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dir, [32]. Diger taraftan, q¢;.go = (q1, g2) olmak {izere
q1-q2 = Re(q1 * ¢2) = Re(q1 * ¢2)
dir, [19, 35].

Tanim 2.2.6

q = agl + aqi + asj + ask kuaterniyonun normu

N, = \/ag—l—a%—i-a%—kag
dir, [4]. Benzer sekilde
2 v
lglI* = hg,q) = g% G = aj + af + a3 + a3

yazilabilir, [36].

Tanim 2.2.7

q = aol 4+ a1 + asj + ask kuaterniyonu icin N, = 1 ise ¢ ya birim kuater-
niyon denir. Her ¢ kuaterniyonu

q = N,(cos +sinfv)

seklinde kutupsal bigimde yazilabilir, burada, [4],

Qo
cosf)l = —
Nq7

/2 2 2

sinf = a1+a2+a37

N,
. . Kk
vV = 1+ ax) + a3 € R3.

Va2 + a3 + a3

17



Tanim 2.2.8

q=S,+ V,ve p=.25,+V, kuaterniyonlariin, kuaterniyon ¢arpimi
q*p =845, — (Vg, V) + SV, + S5,V + VAV,

esitligiyle verilir, burada (V,, V,) ve V,AV,, sirasiyla V,, ve V,, arasindaki
i¢ carpimi ve vektorel garpimi gosterir, [4].

Eger a = S,+a, b= S,+b ve c = S, + c ise agagidaki esitlikler saglanir,
[17];

i) axb = —(a,b)+aAb,
ii) ax(bxc) = axb+axc,

iii) (a+b)x*c = axc+bxc,

iv) (ax*xb)*c = ax(bxc),

v) (a,bAc) = (aAb,c),

vi) aA(bAc) =4 b<a, c)—c(a,b),
vii) (aAb)Ac = b(a,c)—a(b,c),
viii) (aAb,cAd) = (a, b/\ (cnd)),

= (a,¢)(b,d) - (a,d) (b,c),
ix) (aAb)A(cAd) = (a/\b d)c—( Ab,c)d.

Tanim 2.2.9
Kuaterniyonlarin H = (¢ = agl + a1i + asj + ask |ag, a1, as, az € R} ce-

biri, (1,1, j,k} bazi ile R iizerinde 4-boyutlu vektor uzayidir. Baz elemanlar
arasinda asagidaki ozellikler vardir;

iZ = =K =ixjxk=—1,
ixj = —jxi=k

dir. Acgikca H, birlesmeli fakat degismeli olmayan bir cebirdir ve H 1 birim
eleman 1 dir, [3].

Tanim 2.2.10

¢ kuaterniyonunun tersi [, = a + a? + a3 + a3 # 0 olmak iizere

1
-1_ =
q [q

q

18



dir. Ayrica
ve

dir, [4].

Tanim 2.2.11

q = S;+V, kuaterniyonu i¢gin S, = 0 ise ¢ ya piir kuaterniyon denir, [4].
Tanim 2.2.12

Herhangi iki ¢ ve p kuaterniyonlar: icin

_qxptpxgq
(q.p) = T2

dir. Eger ¢ = p ise
Iy ={0,q) =q*q
dur, [33].

Tanim 2.2.13

Bir w piir kuaterniyonu iizerinde
o : R® — R3
w — d(w) = grwxqg!

seklinde taniml ¢ fonksiyonu lineerdir. Genelligi bozmadan N, = 1 segilirse
R3 = span {i,j,k} oldugundan eger q = agl + a;i + asj + aszk ise

o(i) = (a2 +a]—a3— ad)i+ (2apas + 2a1a2)j + (2a1a3 — 2apas)k,

¢(3) = (—2a0a3 +2a1a2)i + (ag + a3 — ai — a3)j + (2a0a1 — 2aza3)k,

o(k) = (2apass + 2a1as)i+(2azas — 2a0a,)j + (aj + a3 — a® — a3)k

dir. Boylece ¢ doniisiimiiniin matris gosterimi;

a% +a? —al — a?,, 2apa3 + 2a1a4 2a1a3 — 2a9a2
R, = —2agpaz + 2a1a4 a(z) + a2 —a? — ag 2ap0a1 — 2a9a3
2a0a93 + 2a;a3 2asa3 — 2apa; @i+ ai —a} — a3

19



seklindedir. R, ortogonal yani R,R! = I ve det Ry = 1 dir. Boylece ¢(w) =
q * W * ¢~ 'lineer doniigiimii R? de bir dénme gosterir, [4].

Tanim 2.2.14

R? {i¢ boyutlu Oklid uzay1 {p € Qu | p + p = 0} spatial quaterniyonlarm
uzay1 olarak tammlamr. 7 = [0,1] C R olarak alrnmirsa R?® de kuaterniyonik
bir egri

a : ICR — Qg
s = a(s) = Y0 as)d, 1<i<3

ve bu egrinin egrilikleri{k, 7} , Frenet vektorleri {T(s),N (s),B (s)} olmak
tizere Frenet formiilleri

T'(s) 0 %k O T(s)
NGs)|=|-k 0 7 N (s)
B’ (s) 0 —7 0 B (s)

olur, [22].

Tanim 2.2.15

R* dort boyutlu Oklid uzay1 quaterniyonlarin uzay: olarak tanimlanir.
I =[0,1 C R olarak alirnirsa R* de kuaterniyonik bir egri

a : ICR — H
s = oals) = YL ias)d, 1<i<4e =1

ve bu egrinin egrilikleri { K, k, r — K} , Frenet vektorleri {T(s), N (s),B1(s),B2(s)}
olmak {iizere Frenet formiilleri

T'(s) 0 K 0 0 T(s)
N(s)| | —-K 0 k 0 N (s)
Bi(s) | | 0 -k 0 r—K B (s)
B; (s) 0 0 —(r—K) 0 B; (s)

olur, [22].
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2.3 Split Kuaterniyonlar Teorisi
Tanim 2.3.1

Split kuaterniyon cebiri,
—i? = 2=k =1,
1xj = k, jxk=1, kxi=7
kogullarimi tagiyan ¢ = qol + 17 + ¢2J + sk (¢; € R) say1 dortliilerinin

olusturdugu birlesimli fakat degismeli ve bolmeli olmayan bir cebirdir. Bu
say1 dortliilerinin olugturdugu ciimle Qg ile gosterilir, [26].

Tanim 2.3.2

Qu split kuaterniyon kiimesi ve p,q € Qg i¢in ¢ = (g0, 41,2, q3) ve p =
(po, p1, P2, p3) split kuaterniyonlarimin split kuaterniyon ¢arpim,

* 0 Qu x Qu — Qu
(C] ) p) — g*p :SQSP+<%7%>L+Sq%+5p‘/:1+‘/(]AL‘/p

seklinde ifade edilir. Burada (,); ve Apsirasiyla, Lorentzian i¢ carpim ve
Lorentzian vektorel ¢arpimi gostermektedir, [26].
Diger yandan

G —q1 G2 g3 Po
dGi qo 43 —Q2 P1
% —
7P 2 43 4Jo —q1 D2
g3 —q2 @1 Qo b3
dir.
Tanim 2.3.3

Qmu split kuaterniyon kiimesi, ¢ € Qg ve ¢ = S, + V, i¢in, S, = 0 ise,
bu durumda ¢ ya saf split kuaterniyon denir. Iki saf split kuaterniyonun
carpimi, ¢ = q1¢ + g2j + qsk, p = p1i + p2j + psk olmak tizere

qgxp = (Vo, Vo) + VALY,

—i § ok
= — @1t @Ep2t+@ps+ | @1 2 g3
b1 D2 D3
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seklinde ifade edilir, [20].

Tanim 2.3.4

q = @l + qt + qj + qzsk = S, + V, bir split kuaterniyon olmak tizere,
split kuaterniyonun eslenigi ¢ ile gosterilir ve K, = ¢ = S, + V; seklinde
tanimlanir, [26].

Tanim 2.3.5

Bir ¢ split kuaterniyonu i¢in

I;=G*q=q*q=q3+q — ¢ — ¢

seklinde tanimlanir, [20].

Tanim 2.3.6

q = (qo, ¢1, g2, g3) split kuaterniyonunun normu

NqZ\/!qurQ%—qg—%\

seklinde tammlamr. N, = ¢* ¢ = ¢ * ¢ = 1 oldugu zaman, ¢ ya birim
split kuaterniyon denir. Qp ile birim split kuaternionlar kiimesini gosterelim.
Ayrica N, # 0 olmak {izere,

bir split kuaterniyonunun tersini belirtir, [20].
Teorem 2.3.7

Split kuaterniyonlar Vq,r, s € Qp i¢in agagidaki ozellikleri saglarlar, [26];

gx(rxs) = (qgxr)x*s,
gx(r+s) = q*xr—+q*s,
K(gxr) = K;xK,,
Iy = 1,1,

Nq*r = Nqu

V, paralel V, olmasi i¢in gerek ve yeter sart g * r = r * ¢ olmasidir.
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Tanim 2.3.8

Kompleks sayilarda ve kuaterniyonlarda oldugu gibi split kuaterniyonlar
da kutupsal formda ifade edilebilir. Fakat, split kuaterniyonlarda, split ku-
aterniyonun spacelike yada timelike olmasi hatta timelike kuaterniyonlarda
vektorel kismin timelike ya da spacelike olmasi bu kutupsal formu degistirir.
Yani, split kuaterniyonlar igin ayr1 ayr1 kutupsal formlar belirtilecektir, [26].

i) Her ¢ = (¢o, q1, G2, q3) € Qg birim spacelike kuaterniyonu

V@ + @+ ¢

N,

q

sinh p = XZ—O, cos p =
q

ve , ,
4 + q2J + qzk

V-G +aé+ a6

spacelike birim vektor olmak iizere

q = N, (sinh ¢ + € cosh ¢)

formunda yazilabilir. .
ii) Vektorel kismi spacelike olan her ¢ = (qo, ¢1, ¢2, ¢3) € Qu timelike birim

kuaterniyon
Qo . V-G +aé+4a
_ 40 —
cosh ¢ N, sinh N,
ve

_ Qi+ q2J + g3k
V@& +d+a

spacelike birim vektor olmak iizere,

q = N, (cosh ¢ + esinh )

formunda yazilabilir. .
iii) Vektorel kismi timelike olan her ¢ = (qo, ¢1, g2, ¢3) € Qp timelike birim

kuaterniyon
B V@i — @ - @
cosp = ——, sinp =
i Nq i Nq
ve

- Q11+ q2J + g3k

VE -6 — ¢
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timelike birim vektor olmak {izere
q= N, (cosp +esinp)
dir.
Tanim 2.3.9

Bir ¢ split kuaterniyonu igin
I;=qxq=q%q=qy+ ¢ — 65—
seklinde tanimlanan esitlige gore
i) 1, > 0 ise ¢ ’ya timelike kuaterniyon,
ii) 1, < 0 ise ¢ ’ya spacelike kuaterniyon,
iii) 1, = 0 ise ¢ ’ya lightlike kuaterniyon
denir. Agik¢a goriilmektedir ki burada

—I, =g — i + & + a3
esitligi ¢ = (qo, 1, 2, ¢3) split kuaterniyonunun dort boyutlu bir vektoér olarak
(q,q); seklinde yar1 Oklidyen i¢ carpimina esittir, [26].
Teorem 2.3.10

Vektorel kismi spacelike olan her ¢ = cosh ¢ + esinh ¢ timelike kuater-
niyonu, aralarindaki ag1 ¢ olan iki u, v Lorentz vektorleri cinsinden

vEu (2.1)

olarak yazilabilir, [26]. Ayrica bu vektorler agagidaki kogullar: saglarlar:

i) u ve v timelike vektorleri e spacelike vektoriine dik vektorlerdir,

ii) u ve v spacelike vektorleri [(u,v)| > 1 ve € spacelike vektoriine dik
vektorlerdir.

Teorem 2.3.11

Vektorel kismi timelike olan her ¢ = cos ¢ + ¢ sin ¢ timelike kuaterniyonu,
¢ timelike vektoriine dik, aralarindaki agi ¢ olan iki spacelike u, v Lorentz
vektorleri cinsinden

Uk v (2.2)

olarak yazilabilir, [26].
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3. BOLUM

Bu boéliim ¢aligmanin materyal ve metod kismini olugturmaktadir ve bu
boliimde calismanin temelini olusturan literatiirdeki bazi1 kavramlar detaylh
bir gsekilde ele alinmigtir.

3.1. Oklid Uzayinda Koordinat Catilar:

3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, I C R bir acik aralik olmak iizere
(I, ) koordinat komgulugu ile tammlanan

a : ICR — B3
s — als)

diferensiyellenebilir fonksiyonu ile tamimlanir. Burada s degiskeni I ’da ar-
tarak degistirildiginde « birim hizli egrisinin « (s) noktasi hangi yonde iler-
liyorsa o (s) vektorii yani T (s) birim teget vektorii o yondedir denir.

Buna gore T, a egrisi iizerinde bir vektor alamdir ve T (s), «(s) nok-
tasinda To(s) (R?) vektor uzaymm bir alt vektor uzayim gerer. Bu alt vektor
uzayl 1 boyutlu bir vektor uzayidir. Geometrik olarak «a (s) noktasindan
gecen ve T (s) vektoriine paralel olan bir dogrudur. Bu dogruya egrinin « (s)
noktasindaki teget uzay1 denir ve Ty (o (1)) big¢iminde gosterilir.

Diger yandan bu « egrisi tizerindeki bir koordinat ¢atis1 olarak {T, L, M}
vektorlerini alirsak egri iizerindeki bir P noktasi egriyi ¢izerken T, L, M vek-
torleri degisirler. Dolayisiyla kiiresel gostergeler olusurlar. Egrinin T, L, M
ii¢ ayaklisinin her s anina bir eksen etrafinda ani helis hareketi yaptigi kabul
edilir. Bu eksene egrinin bu s parametresine kargilik gelen « (s) noktasindaki
Darboux (ani dénme) ekseni denir. Bu eksen F ile gosterilirse genellegtirilmis

Darboux vektor alan:
F =k T + kL + ksM (3.1)

dir, [5, 29).

(3.1) denklemiyle verilen Darboux vektor alani kullamilarak {T,L, M}
catisi icin
T = FAT,
L' = FAL
M = FAM



denklemleri yazilir. Yani genellestirilmis Darboux vektor alam icin E3 ’de
genellegtirilmis bir ¢at1 denklemi

T 0 ky —ko T
L | =| ks 0 Kk L (3.2)
M/ ke —ki 0 M

dir. (3.2) egitligi yardimiyla « egrisinin herbir noktasindaki lokal koordi-
natlar kullanilarak E? ’de klasik bir cat1 olan Frenet-Serret catisi elde edilir.
Frenet catisi icin k1 = 7(s), ko =0, k3 = k (s) alinarak

T'(s) 0 K (s) 0 T(s)
N’ (s) = —£ (s) 0 7(s) N (s) |, (3.3)
B’ (s) 0 —7(s) 0 B (s)
T(s) = a'(s), (1)
_ _T(s)
NG = EEn )
B(s) = T(s)AN(s), (3)
k(s) = [T, (4)
7(s) = —(B'(s),N(s)) (5)

esitlikleri elde edilir.

Benzer diisiinceyle Bishop catisi igin ky = 0, ky = —ksy, k3 = kp alinarak

T'(s) 0 ki(s) ko T(s
Ni(s) | = | —ki(s) O 0 N (s) (3.4)
Ny (s) —ko(s) O 0 N (s)

N; = Ncosp —Bsing
N; = Nsinp+ Becosyp

t ks
— arctan —
@ >

K = \/k3+ k2

yazilir.
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(3.2), (3.3), (3.4) denklemleriyle elde edilen ve diger tiim 3-boyutlu ko-
ordinat c¢atilar1 kuaterniyonlarin déonme matrisi yardimiyla kuaterniyon for-
munda ifade edilir. Bu dénme matrisinin siitunlar sirasiyla {T, L, M} vek-
torleri oldugu diigiiniiliirse bunlarin herbiri;

d ¢ —q2 g3
[Wl] = 3 492 G 4qo |,

—q2 43 —qo G

—q3 42 q1 —qo
W] = o ¢ G2 —g |,

qi do 493 Q2

q2 qs 9 q1
[WB] = -1 —qo g3 Q2

G —q¢1 —q2 ¢3

olmak {izere

T =[W][q], L =[Wa][g], M =[Wx][q]

olarak yazilir. Son olarak elde edilen esitlikleri (3.1) de goz niine alinirsa

dp(s) 0 —k —ky —ks do(s)
q; (s) _ ki 0 —kg ke ai (s)
a5 (s) ky ks 0 —k a2 (s)
qg (S) ]Cg —/{52 /{?1 O qs (S)

elde edilir. Bu yolla alternatif bir yol olarak déonme doniisiimii kullanilarak
Ry (V) =qxVsqg!
esitligi dogrudan yazilir. Kuaterniyonlarin tiirev 6zellikleri geregince

dg = qx* (q_1 * dq) , (3.6)
¢ lxdg = — (dq_1 * q) (3.7)

esitlikleri goz oniine alinarak
, 1
q = §q>k (Oaklak2ak3)

_ %q £ (0,K) (3.8)
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ve
1

(") = —3 (0,k) ¢
yazilir. Burada k = 2 (qodq — qdgo — q X dq) oldugundan

ko = 2(qdq: + q2dgs + qsdgs + qodgo) = 0,

ki = 2(qdq — qidgo — q3dge + q2dgs) ,
ky = 2 (qodga — q2dgo — qsdqr + q1dgs)
ks = 2 (qodgs — q3dqo — q1dga + g2dqy)

olup (2.5) geregince ky = 0 dir, [11].

Diger taraftan {T', L, M} ii¢ koordinat ekseninin herbirini déndermek igin
keyfi bir ¢ kuaterniyonu kullanilarak R’ nin bir siitunu olarak her bir orto-
normal cati bilegeni

T = ¢x(0,4)%q ",
L = ¢x(0,9)%q ",
M = ¢*(0,2)xq!

olarak ifade edilebilir. Daha sonra (3.6), (3.7), (3.8) esitlikleri gtz oniinde
bulundurularak T icin agagidaki esitlik hesaplanabilir, [11];

dT = dg*(0,2)*q "4+ q*(0,2) xdg™*
1 1
= §Q*(Oak)*(07'f>*qil—i_qﬂ((oa‘%)*_i(oak)*qil
1 A . _
= 5 lax[(0,k)*(0,2) = (0,2) x (0, k)] x¢"']
= % (0,k)* (0,&) % g

3.2 Bir Yiizeyin Egriliklerinin Hesaplanmasi

Non-dejenere (u, v) koordinatlariyla verilen bir yiizey K (u, v) olsun. K (u,v)
yiizeyinin birinci tiirevleri Ty, = K, = 0K/0u, Ty = K, = 0K/0v olmak
iizere (IC,.KC, # 0 ise Gram-Schimidt yontemiyle ortogonallestirilerek)

N = K, AL,
dir. O halde K (u,v) yiizeyi tizerinde bir yiizey gatist

{T (u,v), T (u,v),N (u,v)} (3.9)
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olarak yazilabilir, [11].
U=K,-V,V =K,V olarak alinirsa

VuNAVyN = K (U, V), (3.10)
VuNAV + UNVyN = 2H (U, V) (3.11)
egitlikleri (U, V') vektor alanlarinin herhengi lineer bagimsiz lokal egrilikleri

olarak ifade edilebilir, [10, 11]. Ayrica (3.9) catis1 ve (3.1), (3.2) esitlikleri
gbz Oniine alinirsa

s | T (u,v) 0 as (u,v) —as (u,v) T (u,v)
0 Ty (u,v) | = | —as(u,v) 0 ay (u,v) Ty (u,v)
YN (u,v) as (u,v)  —ay (u,v) 0 N (u,v)
(3112)
ve
o | T (u,v) 0 bs (w,v)  —by (u,v) T (u,v)
E Ty (u,v) | = | —bs(u,v) 0 by (u,v) Ty (u,v)
Y| N(u,v) by (u,v)  —by (u,v) 0 N (u,v)
(3.13)
yazilabilir. (3.12) ve (3.13) egitliklerinden
ON (u,v) T (U ’U)
u _ 1 )
[ aNa(Z,y) = [£] l Ty (u, v) } (3.14)

elde edilir. O halde K (u,v) yiizeyinin Gauss egriligi (3.14) den
K = det [£]

ve ortalama egriligi .
H = 522 (L]

dir, [11].

Diger yandan 3-boyutlu Minkowski uzayimda bir K (u, v) yiizeyinin Gauss
ve ortalama egrilikleri agagidaki gsekilde de hesaplanilabilir:

K (u,v), R3 de bir yiizey ve ¢ : K —R? bir immersiyon olsun. Yani ¢
diferensiyellenebilir déniigiim ve VP € I igin

dop : Tp (K) = Typ) (RY)
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birebirdir. R} uzaymnda (, ), Lorentz metriginin ¢ ile geri getirilmisi gp olsun.
Buna gore gp = ¢* ((, ) p) oldugundan Vu,v € Tp (K) olmak iizere

gr (u7 U) = <u7 U>P = <d90P (u) ,dpp (’LL)>

olur. Burada T'p (K) uzay iig tipte olabilir:
i) gp pozitif tamimh ise T (K) spacelike diizlemdir,
ii) gp metriginin indeksi 1 ise Tp (K) timelike diizlemdir,
iii) gp dejenere metrik ise T (K) lightlike diizlemdir.

IC (u,v) yiizeyi i¢inde ¢(U) diferensiyellenebilir yiizeyi i¢in Q) € U ve
©(Q) = P olmak iizere

0@ =7 @). 0@ =v.(5@)

olarak tamimlanir. {¢, (Q), ¢, (Q)} kiimesi Tp (K) uzaymin bir bazidir.
{u (@), ¢, (Q)}

bazinin denklik smifini, 75 () vektor uzayim pozitif yonii olarak alacagiz.
Boylece ¢(U) basit yiizeyinin her bir P noktasindaki teget diizlemi yon-
lendirilmis olur. ¢(U) basit yiizeyinin her bir P noktasinda {¢, (@), ¢, (Q), N (P)}
kiimesi T (R?) uzaymin pozitif yonlii bir baz1 olacak bigimde ¢(U) {istiinde,
to birim normal vektor alanm tek olarak belirlidir ve
XA,
[ XuA X |

dir. Bu to vektor alanina ¢(U) basit yiizeyinin pozitif yonlii birim normal
vektor alani diyecegiz.

1, p(U) basit yiizeyinin pozitif yonlii birim normal vektor alani ise,

{0, (@), ¢, (Q), —w (P)}

kiimesi TpR? uzaymin negatif yonlii bir ¢ati alani olur. —w vektor alanina,
©(U) basit yiizeyinin negatif yonlii birim normal vektér alam denir. R? uza-
yinda bir I yiizeyini gozoniine alalim. P € K olsun, P noktasii iceren en
az bir ¢(U) basit yiizeyi bulundugunu biliyoruz. Buna gore, P noktasinda
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©(U) basit yiizeyinden elde edilen pozitif yonlii bir w(P) birim normal vek-
torii vardir. P noktasinda, P noktasin igeren bagka bir ¢, (H) basit yiizeyine
gore de pozitif yonlii Y (P) birim normal vektor alani vardir.

Y(P) = w(P) veya Y(P) = —o(P)
oldugu agiktir, [18].

K yari-Riemann manifoldu olarak 3—boyutlu Minkowski uzay1 ve K yari-
Riemann hiperyiizeyi olarak da (U, ¢) parametrizasyonu ile verilen, Yu,v €
R? icin

o : U Cc R - R}
('LL ) U) - ¥ (ua U) = ((pl (ua U) y P2 (U, U) » P3 (ua U))
ile belirli olan ¢ (U) yiizeyi goz éniine alinsin. Lineer bagimsiz {p,,, ¢, } clim-
lesi, yiizeyin vektor alanlarinin bir bazidir. Yiizeyin birim normali
_ PNy
leue, |

ile belirlidir. Yiizeyin /. formunu, yani metrigini hesaplamadan 6énce bazi
esitlikler verilecektir.

E =0, 0., F={(0u,), G={(0y,¢,)

(1o, 10) _< PNy Uy >
7 L ||(10u/\wv||’ ”Spu/\SDUH L

olup

dir. Lagrange 6zdegliginden

(), = (00, L)) = (Pus Pud i (Pus Pl
F? - EG

elde edilir. Yiizeyin . temel formunu hesaplamak i¢in, ¢ nin tam diferensiyeli

) )
dp = a—idu + a—fdu

ile belirlidir. Buradan

I = (ds)® = (dp,dp)

dp Oy 2 dp Oy dp Oy 5

= E(du)’® + 2Fdudv + G (dv)”
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bulunur. Boylece

(ds)® du > du
=F|— 2F—+ G
(dv)2 dv + dv +

ve \ =2 ' = % olmak iizere

I'=EN +2F\+G

elde edilir. K yiizeyi iizerindeki I = (ds)2 indirgenmis metriginin pozitif
tanimh veya indefinit olup olmadigim incelemek ile, I = (dv)* I’ oldugundan
I’ yii incelemek aynidir.

R? 3—boyutlu Minkowski uzayinda bir ytizey K olsun. p € K ve Vv, w, €

T, (I@) igin (v, w,) = 0 = v, = 0 6nermesi saglaniyorsa v, ye R3 uzayinda

bir non-dejenere yiizey denir. K yiizeyi iizerindeki metrigin matris formu
E F
F G

ile belirlidir. K yiizeyi tizerindeki metrigin non-dejenere olmas icin gerek ve
yeter sart

det{E F}%OveyaEG—Fz#O

F G
olmasidir, [6,23].

Tanim 3.2.1

3—boyutlu Minkowski uzaynda bir yiizey K olsun. K yiizeyi tizerine
indirgenmis metrik pozitif tamimh ise K ye R? de bir spacelike yiizey denir,

[5]-

Tanim 3.2.2

3—boyutlu Minkowski uzaymnda bir yiizey IC olsun. K yiizeyi iizerine
indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise K ye R? de bir timelike yiizey denir,

[5].
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3—boyutlu Minkowski uzaymda bir ytizey KC ve M nin sekil operatériine
kargilik gelen matris S olsun. Vp € K icin

K(p) = edetS,

ifadesine, K yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K : L —R fonksiy-
onuna K yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Burada, e = (to, w) = £1
ile belirlidir. tv, K yiizeyinin birim normal vektor alamdir. K yiizeyi space-
like ise € = (v, w) = —1 dir. Bu durumda, K(p) = —detS, dir. K yiizeyi
timelike ise ¢ = (tv,tv) = 1 dir. Bu durumda, K(p) = detS, dir. Ayrica
Vp € K icin

Iy
H(p) = iezzSp

ifadesine, K yiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi ve H : K —R fonksiy-
onuna K yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Burada, ¢ = (v, 0) =
+1 dir. w, K yiizeyinin birim normal vektor alamdir. K yiizeyi spacelike
ise e = (1w, w) = —1 dir. Bu durumda, H(p) = —3izS, dir. K yiizeyi time-
like ise ¢ = (r,t) = 1 dir. Bu durumda, (p) = 3izS, dir. H = 0 yani
EN 4+ GL —2FM = 0 ise bu yiizeye minimal yiizey denir, [23].

Teorem 3.2.3 X : K —R3, K yiizeyinin spacelike bir immersiyonu olsun.
X in Gauss ve ortalama egriligi

eg — f?
K -
EG — F?’
 1Ge—-Eg—-2Ff
2 EG-F?

olur (immersiyonun timelike olmasi durumunda formiillerde sadece isaret
degisir), [18].
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4. BOLUM

4.1. Kuaterniyonik Deniz Kabugu Yiizeyleri ve Karakterizasy-
onlari

Bu boliimde, ilk olarak Minkowski uzayinda sirasiyla z, y ve z eksenleri
etrafinda donerek olusan helikal spiraller tanimlanacaktir. Fakat bu calig-
mada ele alinan helikal spiralin z-ekseni etrafinda donerek olustugu kabul
edilecektir. Daha sonra bu egriyi merkez egrisi olarak alan ve yeni bir yiizey
olan deniz kabugu yiizeyi tanimlanacaktir. Boylece bu egrinin baz karak-
terizasyonlar1 yardimiyla kuaterniyonik deniz kabugu ytiizeyi tanimlanip, bu
yiizeyin bazi 6zellikleri aragtirilacaktir.

Ayrica g (,) = —dz?+dy*+dz? metrigi kullanilarak donme ekseni sirasiyla
r—timelike, y—spacelike, z—spacelike olan helikal spiral agagidaki gibi ifade
edilir.

Tamim 4.1.1 R? de timelike z-ekseni etrafinda dénme agis1 £, negatif
olmayan biiyiikliik sabitleri k, ve k., baslangi¢ yaricap ve yiikseklik degerleri
sirasiyla rg ve zp olmak iizere yaricap ve yiikseklik fonksiyonlari

7“(5) = Toekrgv

2(€) =zt
ile verilirse, o zaman bir helikal spiral

H () = (2(8),r (&) cos&, 7 (§) sing)

olarak tamimlanir. Diger taraftan bir deniz kabugu yiizeyi olusturulurken
helikal spiralin tizerinde tamimlanan aralik, yiikseklik ve yaricap gibi iistel
olarak biiyiiyen bir araliktir. Bu aralik bir P () sekil fonksiyonu ve a (§) =
apeFe¢ iistel biiyiime fonksiyonunun carpimiyla olusur.

Tanim 4.1.2 R? de spacelike y-ekseni etrafinda donme acisi vy, negatif
olmayan biiyiikliik sabitleri k, ve k., baslangi¢ yaricap ve yiikseklik degerleri
sirasiyla rg ve 2y olmak iizere yaricap ve yiikseklik fonksiyonlar:

r(y) = e,

z(y) = zpe"



ile verilirse, o zaman bir helikal spiral

H (y) = (r(y)sinhy, z (7) , 7 (7) cosh )

olarak tamimlanir. Diger taraftan bir deniz kabugu yiizeyi olusturulurken
helikal spiralin iizerinde tamimlanan aralik, yiikseklik ve yaricap gibi iistel
olarak biiyiiyen bir araliktir. Bu aralik bir P () sekil fonksiyonu ve a () =
apeke tistel biiytime fonksiyonunun carpimiyla olusur.

Tanim 4.1.3 R? de spacelike z-ekseni etrafinda dénme agis1 6, negatif
olmayan biiyiikliik sabitleri k, ve k., baglangi¢ yaricap ve yiikseklik degerleri
sirasiyla rg ve zy olmak iizere yaricap ve yiikseklik fonksiyonlar:

r(0) = ree™,
z2(0) = ze

ile verilirse, o zaman bir helikal spiral
H (0) = (r(0)sinh @, r () cosh b, z (0)) (4.1)

olarak tamimlanir. Diger taraftan bir deniz kabugu yiizeyi olusturulurken
helikal spiralin iizerinde tamimlanan aralik, yiikseklik ve yaricap gibi iistel
olarak biiyiiyen bir araliktir. Bu aralik bir P () sekil fonksiyonu ve a (0) =
apeka? iistel bityiime fonksiyonunun carpimiyla olusur.

Buna gore 3—boyutlu Minkowski uzayinda bir deniz kabugu yiizeyi asagi-
daki gibi ifade edilir.

Onerme 4.1.4 R? de (4.1) denklemiyle verilen helikal spiralin baglangic
aralik biiyiikliigii ag, negatif olmayan biiyiime orani k, olmak iizere agagidaki
durumlar mevcuttur;

i) Eger H () timelike asli normale sahip helikal spiral ise deniz kabugu
ylizeyi;

S (p,0) =H(0)+ P (¢)a(0) (sinh pIN (6) + cosh ¢B (0)), (4.2)

1) Eger H () timelike binormale sahip helikal spiral ise deniz kabugu
yiizeyi;

S (p,0) =H () +P(p)a(f) (coshpN (0) + sinh B (0)), (4.3)
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ii1) Eger H (0) timelike bir helikal spiral ise deniz kabugu yiizeyi;
S (p,0) =H(O)+P(p)a(f) (cospN (0) + sin oB (6)) (4.4)
formiilleri ile verilir.

ispat

Ureten Eiri

Deniz Kabugu Yiizeyi

Sekil 4.1. Deniz kabugu yiizeyinin olugsumu, [28].

R3 de verilen bir egri H () ve bu egrinin timelike asli normale sahip Frenet
cat1 alam {T,IN, B} olsun. Diger taraftan gekil 4.1 de goriildiigii gibi helikal
spiral iizerinde NB diizlemindeki egri icin

— 4+ 22 =1

oldugundan
y = sinh ¢, z = cosh ¢

elde edilir. O halde merkez egrisi H (), sekil fonksiyonu P (¢) ve biiyiime
fonksiyonu a () olmak iizere R? de deniz kabugu yiizeyi

S (p,0) =H(0)+ P (¢)a(f) (sinh pIN (6) 4 cosh B (6))
dir.
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Teorem 4.1.5 R? de (4.2) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve

bir spacelike
q(p,0) = sinh ¢ 4 cosh ¢B (0) (4.5)

birim kuaterniyonu yardimiyla
S(p.0) = HO)+5P(@)a®)a(e.0) +alp.6)N(E)  (46)
+N(0) #q (¢, 0) + T (0) %q (¢, 0) T (0)]
dir.

Ispat (4.5) egitligi ile verilen spacelike kuaterniyonunun her iki yam sol-
dan N (0) ile carpilirsa

N (0) xq (p,0) = sinh N (0) + cosh IN (0) *B (0)
dir. N (0) «B (0) = —T () oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
N (6) *q (¢, 0) = sinh N () — cosh ¢T () (4.7)

elde edilir. Benzer olarak q (¢, #) kuaterniyonunun her iki yam sagdan N (6)
ile carpilirsa

q(p,0) *N (0) = sinh NN (0) + cosh ¢'T (0) (4.8)

bulunur. (4.7) ve (4.8) denklemlerinden
. 1
sinh N (0) = S [N (0) #q (¢,0) + 4 (,0) xN (6)] (4.9)

elde edilir.
Diger taraftan (4.5) ile verilen q (i, #) kuaterniyonunun her iki yani sag-
dan T () ile carpilirsa

q(p,0)«T (0) = sinh T (0) + cosh N (0) (4.10)
ve son elde edilen esitligin her iki yam soldan T (0) ile ¢arpilirsa

T (0) *q (¢, 0) xT () = sinh ¢ — cosh B (0) (4.11)
bulunur. Boylece (4.5) ve (4.11) egitliklerinden

cosh @B (0) = 5[a (p,6) T (6) «q (,6) «T (6)
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elde edilir. Ayrica

—T(0) xq (¢, 0) *T (0) = T (6) xq (,0) «T ()

oldugundan

cosh @B (0) = [0 (,6) + T (6) «a (,6) «T (6) (4.12)
dir. (4.9) ve (4.12) den

sinh N () + cosh 4B () — %[q (0.0) + q (0, 0) «N (0) + N (6)4.13)
«q (i0,0) + T (0) xq (0, 0) T (0)]
olur. (4.13) esitligi (4.2) de yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi
S(p.6) = M(O)+ 5P (¢)a(®)a(p.0) +a(p.6)«N ()
+N(0) *q (9, 0) + T (0) *q (0, 0) «T (0)]

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.6 R} de (4.2) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
bir spacelike
q (¢, 0) = sinh ¢ + cosh T () (4.14)

birim kuaterniyonu yardimiyla
S (p,0) =H(0) + P (p)a(0)N(0)+q(e,0) (4.15)
dir.

Ispat Minkowski uzaymda (4.14) esitligi ile verilen spacelike kuaterniy-
onunun her iki yam soldan N () ile ¢arpilirsa

N (0) xq (¢, 0) = sinh N (6) + cosh pIN (0) «T (0) (4.16)
dir. N (0) T () = B () oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

N (0) xq (¢, 0) = sinh N (6) + cosh ¥B (0) (4.17)
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elde edilir. (4.17) esitligi (4.2) de yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi
S (¢, 0) =H(0) + P (p)a(0)N(0)xq(e,0)
olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.7 R} de (4.3) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
de bir spacelike vektor pargali timelike

q (¢, 0) = cosh ¢ + sinh N () (4.18)
birim kuaterniyonu yardimiyla
S(p0) = M) +5P(P)al®)[T(6)(a(p.6)+(5,0)
+«B (0)) +q(p,0) *(N (0) + T (0))] (4.19)
dir.

Ispat Spacelike vektor parcali timelike bir kuaterniyon (4.18) esitligi ile
verilsin. (4.18) kuaterniyonunun her iki yam soldan T (6) ile ¢arpilirsa

T (0) xq (p,0) = cosh T (6) + sinh T (0) *xIN (0) (4.20)
dir. T (6) *N () = B (#) oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
T (0) xq (¢, 0) = cosh T (6) + sinh B () (4.21)

elde edilir. Benzer olarak q (¢, 8) kuaterniyonunun her iki yam sagdan T (0)

ile carpilirsa
q(p,0)«T (0) = cosh T () — sinh B () (4.22)

bulunur. O halde (4.21) ve (4.22) denklemlerinden

sinh B (6) = 3[T (9) #a (0,0) + 1 (,0) T (6) (4.23)

bulunur.
Diger taraftan (4.21) ve (4.22) denklemleri tekrar g6z oniine alinirsa

cosh T (6) = [T (6) #a (¢, 6) + a (¢, 6) =T (0)] (4.24)
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elde edilir. Son egitligin her iki yam tekrar sagdan B (0) ile garpilirsa
cosh T (0) xB (§) = %[T (0) xq (p,0) *B (9) (4.25)
+4 (,0) «T (6) +B (0)]
dir. T (0) *B () = N () oldugu yukaridaki egitlikte yerine yazilirsa
1

cosh N (0) = [T (0) xq (,0) *B (0) + a (¢, 0) *N ()] (4.26)

elde edilir. Bu durumda (4.23) ve (2.26) dan
cosh oN (0) + sinh ¢B (0) = %[T (0) *q (¢,0) + T ()

*q (@, 0)«B(0) +q(p,0)  (4.27)
+N (0) + q (,0) T (0)]

olur. (4.27) esitligi (4.3) de yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi
1
S(p,0) = H(O)+ 5P (@) a®)[T(0)(a(p.0)+a(p.0)
«B (0)) +q (¢, 0) «(N () + T (0))]
olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.7 yardimiyla asagidaki sonuclar yazilabilir.

Sonug 4.1.8 R? de (4.22) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
bir q (¢, 0) spacelike vektor pargali timelike birim kuaterniyonu i¢in spacelike
N (0) vektoriine dik p (¢, 0) ve t(p,0) birim timelike vektorleri verilsin. O
halde p (p, ) ve t (i, 0) vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise deniz kabugu yiizeyi

S(p0) = H(O)+ %7’ () a (0) [T (0) #(x (,0) *p™" (10,0)
1 (9,0) %~ (12,0) ¥B () + v (19, ) (4.28)
xp~" (0,0) (N (0) + T (0))]

dir.
Ispat Spacelike vektor parcal timelike birim kuaterniyon (4.18) ile verilen

q (¢, 0) = cosh ¢ + sinh N (0)
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olsun. (4.18) kuaterniyonu ile birim timelike p (¢, 8) ve t (¢, §) kuaterniyon-
lar1 igin (2.1) denkleminden

q(e,0) = [p (p,0)] [t (v, 0)] cosh o + [p (¢, 0)] [t (», 0)] sinh pN (6)

dir. Ayrica

{p (0, 0),t(0,0)), = —Ip(p,0)]|t(p,0)] coshp

ve
p (0. 0) ALt (e, 0) =Ip(@,0)] |t (o, 0)]sinh g
oldugu yukaridaki egitlikte yerine yazilirsa
q(p,0) == (p(0,0),c(0,0)), +p(p,0) AL (p,0)

elde edilir. Son egitlikte

V(p(p,0),t(p,0) =p(p,0) ALt (p,0)

S (p (907 9) ft(@? 9)) = <p (@7 9) 7t(907 6)>L

oldugu ve sirasiyla V' (p (¢,60),t(p,0)), S(p(¢,0),t(p,0)) nin alterne ve
simetri ¢zelliklerinden

q(p,0) = =[S (v (0. 0),p(0.0)) +V (x(,0).p (,0))]
bulunur. O halde
S(r(p,0),p(0,0) +V (v(0,0),p(p,0)) =t (p,0)%p (,0)

oldugundan

q(e,0) = —t(p,0)#p (¢,0)
dir. Boylece

q(p,0) =t (p,0)xp~" (i0,0)

oldugu (4.19) da yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi

& (p.0) = M)+ 5P (2)a ()T (6)+((p,6) 5 (o,)

+t (@, 0) xp~" (p,0) xB () + ¢ (¢, 0)
«p ' (¢,0) *(N () + T (6)))]
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dir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.9 R? de (4.19) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi igin
N () birim spacelike vektoriine dik s (¢, 6) ve [ (g, 6) birim spacelike vek-
torleri verilsin. O halde s (¢, 8) ve [(p,8) vektorleri arasinda ki ag1 ¢ ise bu
deniz kabugu yiizeyinin denklemi

S(p,0) = H(9)+%7’(<ﬂ)a(9) [T (0) (L (g, 0) s (i0,0)

+1(p,0) s~ (0, 0) *B (0)) 4 [ (0, 0) (4.29)
%571 (p,0) x(N(0) + T (0) )]

dir. Burada [(s (¢,0),[(p,0))| > 1 dir.

Teorem 4.1.10 R de (4.3) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
bir spacelike vektor parcali timelike

q (¢, 8) = cosh ¢ + sinh T () (4.30)
birim kuaterniyonu yardimiyla
S (p,0) =H () +P(p)a(0)q(p 0)*N(0) (4.31)
dir.

Ispat Spacelike vektor parcali timelike bir kuaterniyon (4.30) esitligi ile
verilen q (i, ) kuaterniyonu olsun. (4.30) un her iki yam sagdan N (6) ile
carpilirsa

q(p,0)*N (0) = cosh N (6) + sinh T (0) xN (0)
dir. T (0) *N () = B () oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
q(p,0)*N (0) = cosh N (0) + sinh ¢B (0) (4.32)
elde edilir. (4.32) esitligi (4.3) de yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi
S (p,0) = H(0) + P (p)a(f)a(p,0)«N(0)

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

42



Teorem 4.1.10 yardimiyla agagidaki sonuclar yazilabilir.

Sonug 4.1.11 R? de (4.31) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
bir q (¢, 0) spacelike vektor pargali timelike birim kuaterniyonu i¢in spacelike
T (0) vektoriine dik p (¢, 8) ve t(p,0) birim timelike vektorleri verilsin. O
halde p (p, ) ve v (p,0) vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise deniz kabugu yiizeyi

S (¢, 0) =H(0) +P(p)a(0)t(p,0)xp" (p,0)«N (0) (4.33)
dir.

Sonug 4.1.12 R? de (4.31) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi igin
T (#) birim spacelike vektoriine dik s (¢, ) ve [(p, ) birim spacelike vek-
torleri verilsin. O halde s (¢, 0) ve [(p, 6) vektorleri arasindaki ac1 ¢ ise bu
deniz kabugu yiizeyinin denklemi

S (p,0) =H () +P(¢)a(0)[(p,0) x5~ (p,0) N (0) (4.34)
dir. Burada |(s (¢,0),1(p,0))| > 1 dir.

Teorem 4.1.13 R? de (4.4) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
bir timelike vektor parcali timelike

q(p,0) =cosp +singT (0) (4.35)
birim kuaterniyonu yardimiyla
S (p,0) = H(0) + P (p)a(0)N(0)q(e,0) (4.36)
dir.

Ispat (4.35) esitligi ile verilen timelike vektor parcali timelike birim ku-
aterniyonunun her iki yam soldan N (0) ile ¢arpilirsa

N (0) xq (¢, 0) = cos N (0) + sin pIN (0) *T (0)
dir. N (0) «T () = B () oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
N (0) *q (¢, 0) = cos pN (#) + sin ¢B () (4.37)
elde edilir. (4.37) esitligi (4.4) de yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi

S (p,0) = H(0) + P (p)a(0) N (0) *q (#,0)
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olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.13 yardimiyla asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 4.1.14 R? de (4.36) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve
bir q (¢, 0) timelike vektor pargali timelike birim kuaterniyonu i¢in timelike
T (0) vektoriine dik s (p,0) ve [(p,0) birim spacelike vektorleri verilsin. O
halde s (¢, 0) ve [(p,0) vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise deniz kabugu yiizeyi

S (p,0) =H(O)+P(p)a(@)N(0)x*s(p,0) =« (p,0) (4.38)
dir.
Ispat Timelike vektor parcal timelike bir kuaterniyon (4.35) ile verilen
q(p,0) = cosp +singT (0)

olsun. (4.35) ile birim spacelike s (¢, 0) ve [ (¢, §) kuaterniyonlar: igin (2.2)
denkleminden

q(p,0) =5 (e, 0)][L(,0)| cosp + |5 (¢, 0)| [L(p, 0)| sin T (6)

dir. Ayrica

(5 (0,0),1(p,0)), =[5 (¢,0)|[[(£,0)] cos ¢
ve

5 (0,0) ALL(p,0) = [s (0, 0)] |L(p, 0)] sin

oldugu yukaridaki egitlikte yerine yazilirsa

q(p,0) = (s5(0,0),l(p,0)), +5(p,0) AL L(0,0)

elde edilir. Bu durumda

q(p,0) =S (s(0,0),0(p,0) +V (s(p,0),l(p,0))

oldugundan

q(p,0) =S (5(0,0),1(0,0)) +V (5(0,0),[(0,0))

bulunur.

q (‘;07 9) =5 (SO? 9) ! (@v 9) (439)
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dir. (4.39) egitligi (4.36) de yerine yazilirsa deniz kabugu yiizeyi
S (p,0) = H(0) + P (p)a(0) N (0) x5 (0, 0) *L(,0)
olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
4.2. Kuaterniyonik Deniz Kabugu Yiizeyinin Egrilikleri

Bu boliimde, Minkowski uzayinda split kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyinin
Gauss ve ortalama egrilikleri klasik diferensiyel geometriden farkh olarak ku-
aterniyonik iglemlerle elde edilecektir. Ayrica bu yiizey iizerindeki ortonor-
mal gat1 alam1 {T4, To, N} olmak iizere T, Ty, N catisinin kartezyen eksen
tizerinde

T, = Xx(0,2)+X
Ty, = Xx(0,9)*X 7, (4.40)
N = Xx(0,2)+X!

doniistimleri tanimlansin. O halde asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.2.1 R? de kuaterniyonik bir deniz kabugu yiizeyi
S (p,0) = H(0) +P(p)a(0) N (0)+s (¢,0) +L (0, 0)
ise bu yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla

Ks = 4((—h1 — Pawy) (P'awy + Pawy) + Pawy(P'aw, + Paw?)
+(—=h3 — Paws)(P'awy + Paws) — (—he — Paws) (P'aws + Pawy))
X (—hy — Paws)(Pawy + Paty) + (—hs — Paws) (hy + Pawy + Patiy)
—I—Pawo(hg + Paws + Paivg) — (—hy — Pawl)(hg, + Paws + Pas))
—((=hg — Paws)(P'awy + Pawy) + (—hs — Paws)(P'aw; + Paw})
+Pawy(P'aws + Pawy) — (—hy — Pawy) (P'aws + Pawsy)) (—hy — Pawy)
X (Pawy 4 Pating) + Pawo(hy + Paw, + Patin) + (—hs — Paws)
X (hg + Pawsy + Patig) — (—hy — Paws)(hs + Paws + Paiiz))),
1

He = 5(2((—h2 — Pawsy) (P'awg + Pawy) 4+ (—hs — Paws) (P'aw; + Paw})

+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Pawy) (P'aws + Pawy))
—(2((=hy — Pawy) (Pawy + Paiig) + Pawg(hy + Paw, + Paiy)
+ (—hs — Paws) (hy + Paw, + Patby) — (—hy — Paws,)

x (hs 4+ Paws + Pas))
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dur.
Ispat R? de (4.38) ile verilen yiizeyde

N (0) #s (@, 0) %[ (p,0) = [—nq (s3la — s2l3) + no (s3ly — s1l3)
+n3 (s1ls — S2l1) ,ny (—s1l1 + Sala + s3l3)
+n3(s3ly — s1l3) — na (s1l2 — s2l1)
ny (—s1ly + sala + s3l3) + n3 (s3ly — sal3)
—nq (s1le — $2l1) ,ng (=1l + Sals + s3l3)
—ngy (83ly — Sal3) + 1y (s3ly — s1l3)]

— <w17w27w3aw4)
oldugundan bu yiizey
S (p,0) =H () + P (p)a(l) (wo, w, ws, w3) (4.41)

olarak yeniden yazlabilir. & (p,0) = (61,53, S3) yiizeyinin ¢ ye ve 6 ya
gore tiirevleri sirasi ile

86 !/ !/ /

% =6, = (6], 63, 63)
ve 96

% = 69 = (617 627 63)
olmak iizere (3.6) dan

T, =6, = 6x(& 'x6,) (4.42)
ve

Ty = Gy = Gx(& '+Gy) (4.43)

yazilir.  (4.41) esitliginden & (p,0) yiizeyinin birinci tiirevleri ve eglenigi
sirasiyla
671 = (Paw07 _hl - Pawl; _h2 - Pawg, —h3 — PCL'LUg), (444)
S, = (Pawy+ Pawy, P'aw, + Paw|, P'aw; + Paw,,  (4.45)
P'aws + Paws),
Gy = (Pawg+ Paiy, hi 4+ Pawy + Paiiy, he + Paws (4.46)
+73aw2, hg + Pdwg + Pau'zg)
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dir. Son iki esitlik (4.42) de yerine yazilir ve kuaterniyon ¢arpimi yapilirsa

1
T, = 6,= (‘5*—[2(73aw0(77'aw0 + Pawg) — (—hy — Pawy)

(P'awy + Pawy) + (—hg — Paws) (P'aws + Pawy)
(—hs — Paws) (P'aws + Pawy)), 2((—hy — Pawy)
(P'awg + Pawy) + Pawe(P'aw, + Paw}) + (—hs — Paws)
(P'awy + Pawy) — (—hy — Paws) (P'aws + Pawy)), (4.47)
2((—hg — Paws) (P'awy + Pawy) + (—hg — Paws)
X (P'aw, + Paw}) + Pawy(P'aws + Pawly) — (—hy — Paw,)
(P'awg + Pawy)), 2((—hs — Paws) (P'awy + Pawy)

— (=hy — Paws) (P'aw;, + Paw;) + (—hy — Paw,)
X (P'awg + Pawy) + Pawy(P'aws + Paws))]

X
+
X
X

ve

1
Ty = Gp= 6*5[2(73aw0(77aw0 + Payy) — (—hy — Pawy)

X (hy + Pawy + Pavy) + (—hy — Paws) (hy + Paw, + Paby)

+ (—hs — Paws) (hs + Paws + Pas)), 2((—hy — Paw,) (4.48)
x (Pawy + Pariyg) + Pawo(hy + Paw,y + Patin) + (—hg — Paws)

X (hy + Pawsy + Pavy) — (—hy — Paws) (hs + Paws + Paibs)),

2((—hy — Paws)(Pawy + Paiirg) + (—hs — Paws) (hy + Paw; + Pay)
+Pawy(hy + Paw, + Patiy) — (—hy — Pawy)(hs + Paws + Pabs)),
2((—hs — Paws) (Pawy + Pag) — (—hy — Pawg)(hl + Paw, + Paiin)
+ (=hy — Pawy) (hy + Pawy + Paivy) + Pawg(hs + Paws + Paiis))]

olur. Bu gekilde elde edilen T (¢,0) ve Ts(p,0), S (p,0) yiizeyinin or-
togonal tegetleridir. Eger T (p, ) ve T2 (¢, 0) ortogonal degil iseler Gram-
Schimit yontemiyle ortogonallegtirilebilirler. Diger yandan T (¢, 0) ve T3 (¢, 0),

S (¢, 0) kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyinin tegetleri oldugundan ve (3.8) , (3.13)
ve (3.14) esitliklerini saglayacagindan

Pawy(P'awy + Pawy) — (—hy — Pawy) (P'aw; + Paw})

+(—he — Paws)(P'aw, + Pawh) + (—hs — Paws) (P'aws + Paw}) =0,
Paw()(P('lwo + P(lwo) — (—hl - Pawl) (hl + Pawl + Pau';l)

+(—h2 — P&wg)(ilg + PQ'LUQ + Pa,’lbg) + (—h3 — Pawg) (hg + PCLU}3 + Paw;g) =0
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dir. O halde & (i, #) kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyinin tegetleri

T, = 6,= 6*%[0, 2((—hy — Paw ) (P’ awg + Pawy) + Pawy
X (P'awy + Paw}) + (—hs — Paws) (P'aw, + Paw))
— (—hy — Paws,) (P'aws + Paws)), 2((—he — Paw,)
X (P'awy + Pawy) + (—hg — Paws)(P'aw; + Paw)) (4.49)
+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Pawy) (P'aws + Paws)),
2((—hs — Paws) (P'awy + Pawy) — (—hy — Paws)
(P'awy + Pawy) + (—hy — Paw)(P'aws + Paws)
+Pawy(P'aws + Paws))]

ve

1
T, = Gp= 6*5[0, 2((—hy — Pawy) (Pawy + Pawg) + Pawg

X (hy + Pawy + Pavy) + (—hs — Paws) (hy + Paw, + Paby)

— (=hy — Paws) (hs + Paws + Pas)), 2((—hg — Paws)

X (Pawg + Pating) 4 (—hs — Paws) (hy + Paw, + Paiy)
+Pawg(hy + Paws + Paivy) — (—hy — Paw,) (4.50)
X (hs + Paws + Pabs)), 2((—hs — Paws) (Paw, + Patiy)

— (—he — Paws) (h1 + Pawy + Pain) + (—hy — Paw,)

X (hg + Pawy + Patiy) + Pawg(hs + Paws + Pabs))]

olur. Diger taraftan N = T;A; Ty ve Ty, Ty ortogonal oldugundan

N =T*T,
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yazilir. (4.47) ve (4.48) denklemleri son egitlikte gz oniine alinirsa

1
N = 16*[0, 2((—hy — Pawr) (P'awy + Pawy) + Pawg

X (P'awy + Paw}) + (—hs — Paws)(P'aws + Paw})

— (—hy — Paws,) (P'aws + Paws)), 2((—he — Paw,)

X (P'awy + Pawy) + (—hs — Paws) (P'aw;, + Pawy)
+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Pawy) (P'aws + Paws)),
2((=hs — Paws) (P'awy + Pawgy) — (—hy — Paws)

X (P'aw; + Paw}) + (—hy — Paw;) (P'aws + Paws)
+Pawy(P'aws + Paws))|x*Sx[0, 2((—hy — Pawy)

X (Pawg 4+ Patig) + Pawe(hy + Paw, 4+ Patiy)

+(—hs — Pawg)(hg + Paws + Patiy) — (—he — Paw,)

(hs + Paws + Patis)), 2((—hy — Paws) (Paw, + Paiy)
(—hs — Paws) (hy + Paw, + Patvy) + Pawe(hy + Paw, 4+ Patiy)
(—hy — Paw,) (hs + Paws + Pais)), 2((—hs — Paws)

+ X

X (PCLUJ() + PCLUJ()) — (—hg - PCLZUQ) (hl + Pawl + Pau';l)
+ (-hl — Pawl) (hg + P&wg + P&wg) + PCL’UJO
X (hg + PdZU3 + Pa’LUg))]

olur. Bu durumda & (¢,0) kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyi iizerinde
{T, T2, N} cat1 alam elde edilir. Ayrica (3.7) esitliginden

G, =6,'=6,'+6x6""
o

dir. Ayrica (3.8) den

1
G, = —5(6’1*69)*6_1 (4.51)
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yazilir. (4.46) esitligi (4.51) de yerine yazilirsa

G,' = —%[0 2((—hy — Pawy) (Pawy + Paig) + Pawy
X (hy + Pawy + Paivy) + (—hs — Paws)
X (hg + Paws + Patis) — (—hy — Paws)
X (hs + Paws + Paws)), 2(( — Paw,)
X (Pawg + Paig) + (—hs — Pawg)(hl + Paw; + Parin)
+Pawy(hy + Paws + Paiby) — (—hy — Paw,) (4.52)

x (hs + Paws 4+ Patis)), 2((—hs — Paws)

X (Paawy + Patig) — (—hy — Paws) (hy + Paw, 4+ Parr)
+ (—hy — Paw,) (hg + Pawsy + Paivy) + Pawy

X (hs + Paws + Pavg))]+S !

elde edilir. Bu durumda (4.49) ve (4.52) esitlikleri yardimiyla

1
6¢*6;1 = _Z__L

Sx[4( — ((—h1 — Pawy) (P'awy + Pawy) + Pawy(P'aw; + Pawy)

+ (—h3 — Paws) (P'awy + Pawy) — (—hy — Paws)(P'aws + Pawy))

(( Pawl)(Pawo + Palbo) + Pawo(hl + Pdwl + Pawl)
(

( h3 — Pawg) hg + PGU)Q + Pawg) — (—hg — ’Pawz) <h3 + ’Paw;; + ”Paw;;))
+((=ha — Paws)(P'awy + Pawy) + (—hs — Paws) (P'aw; + Paw))

+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Paw;)(P'aws + Pawy))

X ((—hy — Paws) (Pawq + Pating) + (—hs — Paws) (hy + Paw, + Paii, )
+Pawo(hy + Piws + Patiy) — (—hy — Pawy)(hs + Paws + Pabs))
+((=h3 — Paws) (P'awy + Pawy) — (—hy — Pawy)(P'aw; + Pawy)

+ (—h1 — Pawy) (P'aws + Pawy) + Pawy(P'aws + Pawy))
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X ((—hs — Paws)(Pawy + Paig) — (—he — Paws) (h1 + Paw; + Parin)
+(— h1 Paw:)(hy + Péaws + Pati) + Paw(hs + Paws + Paiis))),
( 3)

4(((—h3 — Paws) (P'awg + Pawy) — (—he — Paws) (P'aw; + Paw)
+(=h1 — Paw)(P'awy + Pawsy) + Pawy(P'aws + Paws))((—he — Paw,)
X (Pawgy + Pawp) + (—hg — Pawg) (hy + Paw, + Parin) + Pawg

X (hy + Paws, + Paivy) — ( — Paw,)(hs + Paws + Pais))

—((=hg — Paws) (P'awq + Pawg) + (—hs — Paws)(P'aw; + Paw?)
—i—PCLwO(P awy + Pawy) — (—hy — Paw;) (P'aws + Paws))((—hs — Paws)
X (Paawy + Patig) — (—hy — Paws) (hy + Pawy + Pain) + (—hy — Paw,)
X (hg + Pawy + Patig) + Pawg(hs + Paws + Pai))), 4((—hs — Paws)

X (P'awy + Pawy) — (—hg — Paws) (P'awy + Pawy) + (—hy — Paw,)
X (P'awq + Pawy) + Pawy(P'aws + Pawsy))((—hy — Pawy)

X (Paw + Pay) + Pawg(hy + Pawy 4+ Parin) + (—hs — Paws)

X (hy + Pawsy + Pavy) — (—hy — Paws) (hs + Paws + Pabs))

—((= h1 — Paws)(P'awg + Pawy) + Pawe(P'aw; + Paw}) + (—hs — Paws)
P'awy + Paws) — (—he — Paws)(P'aws + Pawy))((—hs — Paws)

(Pawg + Patiy) — (—hy — Paw,) (hy + Paw, + Patiy) + (—hy
—Paw,)(hy + Paws + Patiry) + Pawg(hs + Paws + Pabs)),

4((=h1 — Pawy) (P'awy + Pawy) + Pawy(P'aw; + Paw)) + (—hs — Paws)
(P'aws + Pawsy) — (—hy — Paws) (P'aws + Pawsy))((—he — Pawy)
(Pawg + Pai) + (—hs — Paws) (hy + Paw, + Paiiy) + Pawg

(hy + Pawsy + Patiy) — (—hy — Pawy) (hs + Paws + Paiis))

—((=hg — Paws)(P'awy + Pawy) + (—hs — Paws)(P'aw, + Pawy)
+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Pawy) (P'aws + Pawsy))((—hy — Paw,)
X (Pawy + Patiyg) + Pawo(hy + Paw, + Paiiy) + (—hs — Paws)

X (g + Pawsy + Pavy) — (—hy — Paws) (hs + Paws + Pabs)))*&S

X X X

yazilir. Benzer gekilde yukaridaki egitlik I = (1, 0) birim eleman olmak iizere

1
G xG," = _Z_l[[4( — ((=hy1 — Pawy) (P'awy + Pawy) + Pawy(P'aw, + Pawy)

+ (—h3 — Paws) (P'awy + Pawy) — (—hy — Paws)(P'aws + Pawy))
X ((—hy — Paw, ) (Pawg + Patig) + Paw(hy + Paw, + Parr )
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+ (—hs — Paws) (hy + Pawy + Patby) — (—hy — Paws)

x (hs + Pawg + Paws))+(( — he — Paws)(P'awy + Pawy)

+ (—h3 — Paws) (P'aw; + Paw]) + Pawo(P'aws + Paws)

—(=hy — Paw)(P'aws + Pawsy))((—hy — Paws)(Pawy + Paiy)

+ (=h3 — Paws) (hy + Paw, + Parin) + Pawo(hy + Paw, + Pairy)
—(=hy — Paw,)(hs + Paws + Paivs))+( (—hs — Paws) (P'awy + Paw})
—(—hg — Paws)(P'aw, + Pawl) (—hy — Pawr)(P'aws + Pawsy)

+Pawy(P'aws + Pawy))((—hs — Paws)(Pawg + Paiiy)

—(—hs — Pawz)(h1 + Paw; + 73au'11) + (—h1 = Paw,)
(ha + Paws + Pati) + Pawo(hs + Paws + Paiiss)))]1
[4(((=hs — Paws) (P'awe + Pawy) — (—hy — Paws,)
(P'aw; + Paw}) + (—hi — Paws)(P'aws + Paws) + Pawy
(P'aws + Paw}))((~hz — Paws) (Paw + Pativ)

—hs — Paws) (h + Péw; + Paiin) + Pawg(hy + Péws + Patiy)
—(=h1 = Pawy)(hs + Péws + Patizg)) = ( (—hs — Paw)
(P'awo + Pawy) + (—hs — Paws)(P'aw, + Paw}) + Pawy
(
(

+ X

+ X X

P'aws + Pawy) — (—hy — Pawy)(P'aws + Pawy))((—hs — Paws)
Pawy + Patig) — (—hg — Paws)(hy + Paw, + Parin)

(—hy — Paw,) (hy + Paw, + Pavy) + Pawg(hs + Paws + Pas)))] T
4 (( hs — Paws) (P'awg + Pawy) — (—hy — Paws) (P'aw; + Paw})
(—hy — Paw)(P'awy + Pawsy) + Pawe(P'aws + Pawy))

((=hy — Pawn ) (Pawq + Patg) + Pawg(hy + Paw, + Parin)

(— h3 — Paws)(hy + Pawsy + Paivy) — (—hy — Paws)
(
(
(

—|——|—><><><

><-|—

+

hs + Paws + Pati))—( (—hy — Paw,) (P'awy + Pawl) + Pawg
P'aw; + Pawy) + (—hs — Paws)(P'aws + Pawy) — (—hy — Paws)
P'aws + Pawy))((—hs — Paws)(Pawy + Paivg) — (—he — Paws)
(h1 + Paw, + Pain) + (—hy — Pawy) (hg + Pawsy + Paiis)
+Pawy(hs + Paws + Pas))| Ty + [4((—hy — Paw,) (P'awy + Pawp)
+Pawy(P'aw; + Pawy) + (—hg — Paws) (P’ awy + Pawsy)

— (=hg — Paws) (P'aws + Pawy))

X
X
X
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X (—hy — Pawy)(Pawy + Pati) + (—hs — Paws) (hy + Paw, + Parin )
+Paw(hy + Pawy + Patvy) — (—hy — Paw,)(hs + Paws + Pas))
—((=h2 — Paws)(P'awy + Pawy) + (—hg — Paws)(P'aw; + Paw?)
+Pawy(P'aws + Pawy) — (—hy — Paw;) (P'aws + Pawy))
X (—hy — Paw,) (Pawy + Pag) + Pawo(hl + Paw; + Pain)
+(—hg — Paws)(hy + Paws + Patvs) — (—hy — Paws)
x (hs + Paws + Paiirs)))|N
olarak elde edilir. Son esitlikten & (¢, ) kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyinin
Gauss egriligi
Ks = 4((=h1 — Pawy) (P'awg + Pawy) + Pawe(P'aw, + Pawy)
+(—h3 — Paws)(P'aws + Pawh) — (—hy — Paws) (P'aws + Pawy))
X (—hy — Paws)(Pawg + Paiig) + (—hs — Paws) (hy + Paw, + Pariy)
+Pawo(hy + Pawy + Patin) — (—hy — Pawy)(hs + Paws + Pabs))
—((=ha — Paws)(P'awy + Pawy) + (—hg — Paws)(P'aw; + Paw})
+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Pawy) (P'aws + Pawy)) (—hy — Paw,)
x (Pawy + Pari) + Pawo(hy + Pawy + Patin) + (—hg — Paws)
X (hy 4+ Pawsy + Patvy) — (—hy — Paws)(hs + Paws + Paiis)))
dir.
Diger taraftan (4.40), (4,49) ve (4, 50) esitliklerinden

6,46%6 ! +6px6xS, " = 6 (0,7) xS '+6xS ! + 6% (0,y) xS~ '+6xS, !
dir. & 1%6& =I oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

6,x6x6 ! 4+ Gpx6xS,; " = 6% (0,2) x5S (0, 1) xS,
olur. (3.8) ve (4.52) den

6,x6x6," = —%6*[ (0,1,0,0) %(0,2((—hy — Paw;) (P'awy + Pawy)
+Pawy(P'aw; + Paw}) + (—hg — Paws)(P'aws + Pawy)
— (=hy — Paws) (P'aws + Paws)), 2((—he — Paw,)
X (P'awy + Pawy) + (—hs — Paws)(P'aw; + Paw))
+Pawy(P'awy + Paws) — (—hy — Paw;)(P'aws + Pawy)),
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2((—hs — Paws) (P'awy + Pawy) — (—he — Pawy)
X (P'awy + Paw}) + (—h1 — Pawy)(P'aws + Paw})
+Pawo(P'aws + Pawsy))) + (0,0,1,0) x(0,2((—hy — Pawy)
X (Paawq + Patig) + Pawg(hy + Pawy + Patiy)

+ (—hsg — Paws) (hy + Paw, + Patiy) — (—hy — Paws,)

(hg + PCL’LUg + Pa’LUg)) ((—h2 — Pawg) (Pawo + PCLwO)
+(=h Pawg)(hl + Paw; + Pain) + Pawy
X (h2 + Pawsy + Patvy) — (—hy — Pawy)(hs + Paws + Pas))

,2((=hg — Paws) (Pawy + Pau')o) — (—=hy — Paw,)
(i’Ll + Pawl —+ P(lwl) + (—hl — Pawl)(hg -+ Pawg -+ Pawg)
+Pawy(hs + Paws + Paiis)))|46 ! — GpxGxS, !

dir. Yani

hl + Pawl + Pawl) (—hg — Pawg) (hg + Pawg + PG@DQ)
( h2 Pawg)(hg + Pawg + Pawg)) ( ((—hl - Pawl)

X

G,+6+6," = —%[[(2<<—h — Paw,) (Péwg + Paiy) + Pawy
X (P'awy + Pawy) + Pawe(P'aw; + Paw) 4 (—hs — Paws)
a
—[2((=h3 — Paws) (Pawy + Pawg) — (—=hgy — Paws)
by + pawl + Parin) + (—hy — Paw) (ha + Paws + Paiy)
+73aw0(h3 + Paws + Paw?,))]Tl — [2((=hs — Paw;)
X (P'awy + Pawy) — (—he — Paws) (P'aw; + Paw;)
+(=hy — Paw1) (P'awy + Pawy) + Pawy(P'aws + Paws))] Ty
+[(2((—hg — Paws) (P'awy + Pawy) + (—hg — Paws)
< (73 aw; + Paw;) + Pawy (Plan + P(lw/Q)
— (=hy — Pawy) (P'aws + Pawy)) — (2((—hy — Paw,)
X (Paawqy + Patig) + Pawg(hy + Pawy + Patiy)
+ (—hs — Paws) (h2 + Paws + Pag) — (—he — Paws)
x (hg + Piws + Paibs))|N] — Gp+S+&, "

(
x(
X (P'awy + Pawy) — (—hy — Paws) (P'aws + Paw}))]T
(

X
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olacagimdan & (¢, #) kuaterniyonik deniz kabugu yiizeyinin ortalama egriligi

1
He = 5(2((—h2 — Paws) (P'awg + Pawy) + (—hs — Paws) (P'aw; + Paw})

+Pawy(P'aws + Paws) — (—hy — Pawy) (P'aws + Pawy))
—(2((=hy — Pawy) (Pawg + Pati) + Pawy(hy + Paw; + Par)

+ (—hg — Pawg) (h2 -+ Pan + Pawg) — (—hQ — PCZU)Q)
X <h3 + PCLU}3 + PCLU}3))

dir.
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5. BOLUM

Bu boliimde, ilk olarak Minkowski uzayinda regiiler spatial split kuater-
niyonik iki egri yardimiyla rasyonel aciortay yiizeyi tamimlanacaktir. Daha
sonra benzer sekilde Minkowski uzayimnda bir nokta ve bir regiiler spatial
split kuaterniyonik egri yardimiyla rasyonel agiortay yiizeyi tanimlanacaktir.
Boylece elde edilen bu yiizeylerin dejenere durumlar: aragtirilacak ve klasik
diferensiyel geometriden farkl olarak kuaterniyonik iglemlerle bu yiizeylerin
egrilikleri hesaplanacaktir.

5.1. Kuaterniyonik Egri-Egri Aclortay Yiizeyi

R3 Minkowski uzay1 Qg kuaterniyonlarin kiimesi ile gosterilsin. O halde
Minkowski uzayinda regiiler spatial split kuaterniyonik iki egri

p: ITCR — Qg

u o =) = Y pm(w)es 1<i<3 (5-1)

ve

v o) = 37 e 1<i<3

olsun. Ayrica bu egrilerin C'-simifindan siirekli teget vektor alanlar sirasiyla
t, = (t1,t2,t3) ve t, = (t',t%,¢*) ile verilsin.

Diger taraftan, p(uo) noktasinda p(u) nun t,(ug) teget vektoriine ortogo-
nal olan normal diizlemi B (ug) ve benzer gekilde 7(vy) noktasinda n(v) nun
t,(vo) teget vektoriine ortogonal olan normal diizlemi B4(vg) olsun. t,(u)
ve t,(v) teget vektorleri siirekli olduklarindan dolay1 p(u) ve n(v) egrileri
boyunca bu diizlemler siirekli olarak hareketlidir. Ayrica §= (fi, f2, f3) nok-
tasi bu spatial split kuaterniyonik egrilerin agiortaylar iizerinde ise p(u) ve
n(v) noktalar i¢in; B4 (u) ve By(v) diizlemleri egzamanh olarak §= (f1, fa. f3)
noktasini igerirler. Bu durumda B, (u) ve B4 (v) diizlemleri i¢in F= (f1, f2, f3)
noktasi agagidaki iki lineer denklemleri saglar:

CE-me(B) ) e (e tux (- m) = 0. (53)
e(F— el F—n) ly+elt)eFn)t,»F—n) = 0. (54

Aryica pu(u) ve n(v) noktalar: arasinda bulunan B15(u, v) aglortay diizlemide
§= (f1, f2, f3) noktasimi igerir. Bu durumda B15(u, v) agiortay diizlemi p(u)—

(5.2)



n(v) vektoriine dik ve p(u) ile n(v) nin orta noktas: olan M den geger.
Sonug olarak B15(u,v) aglortay diizlemi icin §= (f1, f2, f3) noktas: agagidaki
lineer denklemi saglar:

e(@-Ne(—m) @5 (-
+6(u—n)6<8—*‘7+”)(u—77>*($—“7+’7> = 0.

(5.5)

Yukarida elde edilen (5.3),(5.4),(5.5) lineer denklemleri dikkate alinir
ve (0t ty, 8§ — 1S —n,pu — 1,8 — “TJFW nin timelike oldugu kabul edilirse
asagidaki teorem yazilir.

Teorem 5.1.1 R} de u ve v parametreleri ile parametrelendirilmis reel
spatial split kuaterniyonik iki egri swrasiyla p,n : I € R — R? ve B (u),
Bo(v) ve Bia(u, v) diizlemlerinin tek kesigim noktas: § olsun. O halde bu iki
egri ile olugan aciortay ytiizeyi

g(uav) 5 (fl (u7 U) 7f2 (U,U) ’f3 (U,U)) (56)
dir. Burada
J =t [t2 (13 —m3) + t? (12 — o)) + t2[tl (13 —m3) + t? (11 — p11)]
[t (g — o) + 2 (g — 1))

olmak iizere
1

fio= (8 00— ) +1° (= o)) + 2 (m2 (= pa) + #m)
g (2 (1 — my) — tPmyg)],

fy = %[h (ma (g — n5) — tPmg) +my (¢ (g — ng) +° (1, — 11y))
+tg (g (i — ) — t'mg)],

- %[tl (Mo (g — 1) — t7mz) + to (H'my +my (7 — py))

—my (¢! (= m2) +1° (1 — 117))]
dir.
Ispat. E? de (5.3) ile elde edilen denklem géz oniine alnirsa
F— )+t +tu* (F—n)=0
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lineer denklemi elde edilir. Ayrica yukaridaki denklem diizenlenip
my = pxt,+t,x0

oldugu kabul edilirse B
S*iy,‘*’tﬂ*g:ml (57)

dir. Benzer gekilde (5.4) ve (5.5) lineer denklemleri gz oniine alinip
My =N *t, +t, %7

ve

oldugu kabul edilirse

S*fn+tn*§ = my, (58)
Fre(u—n)+(p—n)*F = mg (5.9)

elde edilir.

Ayni u ve v igin, By (u), Bo(v) ve Bia(u,v) diizlemlerinin kesisim nok-
tast § olacagindan bu agiortay noktasi asagidaki lineer denklem sisteminin
¢oziimiiyle elde edilir:

Frl,+t,*F = my,
S*t_n—f-tn*@ = My,

S(p=—n)+(p-—n*F = ms

Ayrica yukaridaki lineer denklem sistemi matris formunda

-1 to t3 f1 my
—t! t2 t3 fo | = | mg (5.10)
M — My o — T [y — 13 f3 mg

olarak yazilir. (5.10) esitligi Cramer sistemiyle ¢oziiliirse

— t ts
j _ —tl t2 t3
M — K1 Mo =T H3—T3
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olmak iizere

1 my tg tg
fl - ? mo t2 t3 )
ms o — 7o M3 — 173
1 -t my t3
Ny — Ky M3 Uz — 73
1 —tl f}g my
fs = 7 —t! 2 my
T — M1 Mo — Ty M3

elde edilir. O halde rasyonel agiortay yiizeyi

S(U, U) — (fl (u7 U), f?(ua 'U)a fS(u7 U))
dir. Ayrica {1, f2 ve f3 iin paydasi daima sifirdan farkhdir.
5.1.1. Dejenere Durumlar

Ayni diizlemde bulunan iki spatial split kuaterniyonik egri p(u) ve n(v)
ise bu egrilerin tegetleri ile i (u) — 1 (v) daima lineer bagimhidir. Yani (5.10)
sisteminin ¢oziimii yoktur. Sonug olarak p(u) ve n(v) esdiizlemlidir.

I. Durum. ¢, (up) *t, (v) = t, (v) * t, (uo):

Eger t, (uo) * t, (v) = t, (v) * t, (up) ise sabit t, (ug) teget vektorii icin
v nin her degerinde ¢, (v) teget vektorii ¢, (ug) ile lineer bagimhdir. Ayrica
p(u) ve n(v) regiiler olduklarindan t, (up) # 0 ve ¢, (v) # 0 dir. Her v
icin bu teget vektorler birbirlerine paralel olacaklarindan 7 (v) egrisi ¢, (uo)
vektoriine paraleldir. Benzer sekilde, ayni kosullar tiim u degerleri icin
saglanirsa, t, (u) teget vektor alam 7 (v) ye paralel olur. Bu durumda g (u),
n (v) ya paralel olmahdir. Yani, p (u) 7 (v) = 1 (v) % p (u) dir. Sonug olarak
wu(u) ve n(v) esdiizlemlidir.

IL. Durum. (g (ug) =1 (v)) * 1, (v) =ty (v) * (p (wo) — 7 (v)):

Eger t, (ug) * t, (v) # t, (v) x t, (uo) ise t, (ug) ve t, (v) vektor alanlari
lineer bagimsizdir. Diger taraftan ¢, (ug), t, (v) ve p(uo) — n(v) vektorleri
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lineer bagimsiz olsun. Ayrica varsayalimki her v igin p (ug) — 1 (v) # 0 ve
1 (ug) —n (v) ve t, (v) vektorleri lineer bagimh olsun. Bu durumda

(1 (uo) =1 () ty (v) =t (v) * (1t (wo) — 7 (v))

dir. 7 (v) regiiler oldugu icin ¢, (v) # 0 dir. O halde baz1 a (v) € R icin

p(uo) =1 (v) = e (v) ty (v)

yazilabilir. Yani
p(uo) =1 (v) +a(v) ty (v)
olacagindan p (ug), 1 (v) mn teget dogrusundadir. Ayrica bu durum tiim u

degerleri i¢in saglanirsa p (u), 1 (v) ye paralel olmaldir. Yani, u(u) ve n(v)
esdiizlemlidir.

ITII. Durum. A ((p(ug) — 1 (v)) ALty (v),t, (ug)) = 0:

i (ug) — 1 (v) ve t, (v) lineer bagimsiz olsun. Yani p (ug) — 7 (v) ve t, (v)
vektorleri diizlemi gerer. Ayrica t, (ug), t,(v) ve p(ug) — n(v) vektorleri
lineer bagimh oldugundan

(1 (ug) = (v)) ALty (v) #0

yazilabilir. Bu durumda t,, (ug) vektorii p (ug) — n (v) ve t, (v) vektorlerinin
gerdigi diizlemdedir. O halde

B (1 (o) =0 (0)) Aty (0) 1 (u0)) = 0

olur. Sonug olarak, (x (ug) —n (v)) Ap t,; (v) vektor alan1 daima ¢, (ug) sabit
vektoriine ortogonaldir.

5.1.2. Kuaterniyonik Egri-Egri Aciortay Yiizeyin Egrilikleri

Bu boliimde, Minkowski uzayinda iki split kuaterniyonik egri ile elde
edilen rasyonel aciortay yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri klasik difer-
ensiyel geometriden farkli olarak kuaterniyonik islemlerle elde edilecektir.
Ayrica bu yiizey iizerindeki ortonormal gat1 alam {T;, T9, N} olmak iizere
T1, Ty, N catisi igin kartezyen eksen iizerinde (4.40) doéniistimleri tammlan-
sin. O halde (5.6) denklemi ile elde edilen agiortay yiizeyi icin asagidaki
teorem yazilir.
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Teorem 5.1.2.1. Qp de iki split kuaterniyonik egri ile elde edilen rasy-
onel aglortay ylizeyi

S <u> 'U) = (fl (u’ U)a f2(u7 U)a ](3<u> U))

ise bu yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi siarasiyla
Ks = 4(=(=fsfi + 1fs) (~Tal2 + Fols)
+(—fafy + fofy) (—fsf1 + Fifs)),
1 . .
Hy = 5[2(—’?3)"1 + fifs) — 2(—fsf2 + fof3)]
dir.

Ispat Qg de (5.6) esitligiyle verilen § = (f1, f2, f3) yiizeyinin u ya ve v ye
gore tiirevleri ve eglenigi sirasi ile

a ! ! !

a_i = Su = (flafZa](S) ) (511)

o oL

A s (.12
ve

371 = (_fh _f27 _f3) (513)

ile gosterilsin. (3.6) dan

T = Fu = 5§ '%5.) (5.14)
ve

Ty = F, = $x(F 5. (5.15)

yazilir. Son iki esitlikte (5.11), (5.12) ve (5.13) yerine yazilir ve kuaterniyon
carpimi yapilirsa

T = fu= 3*%[2“11(/1 — fofy — f3f3),
2(—Fsffy + fofs), 2(—faf) + fif3), (5.16)
2(F2fy — f112)]
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ve

Ty = §v= 3*%[2(f1f1 — fofa — fafa),

2(—f3f2 + f2f3)a 2(—faf1 + fifs), (5.17)
2(f2f1 — f1f2)]

olur. Bu sekilde elde edilen T4 (u, v) ve Ty (u,v), § (u, v) yiizeyinin ortogonal
tegetleridir. Eger T, (u,v) ve Ty (u,v) ortogonal degil iseler Gram-Schimit
yontemiyle ortogonallestirilebilirler. Diger yandan T (u,v) ve Ty (u,v), § (u, v)
kuaterniyonik regle yiizeyinin tegetleri oldugundan ve (3.8),(3.13) ve (3.14)
esitliklerini saglayacagindan

fify = fafy — fsfs = 0,
fifi — fofz — fsfs = 0
dir. O halde § (u,v) kuaterniyonik regle yiizeyinin tegetleri
T = = Segl0 2 fafh + ) (518)
2(—Fafy + fif3), 2(F2f1 — F1f2)]
ve
Ty = = 3*%[(), 2(—fafz + fofs), (5.19)
2(—fsf1 + f1fs), 2(faf1 — fifo)]
olur. Diger taraftan N — TyA, T, ve Ty, T ortogonal oldugundan
N = T, T,

yazilir. (5.18) ve (5.19) denklemleri son esitlikte goz oniine alimirsa

N = 50, 2(~fufy + ofy), 2~Foft + fufy).

2(fafy — 1) J5[0, 2(—Faf2 + fafa). (5.20)
2(—f3f1 + f1f3), 2(F2f1 — fif2)]

olur. Bu durumda § (u,v) kuaterniyonik regle yiizeyi iizerinde {T;, T2, N}
cat1 alam elde edilir. Ayrica (3.7) esitliginden

(371), =8, =8, *5+3
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dir. Ayrica (3.8) den

1
5= —5(5*1*30%4

yazilir. (5.12) esitligi (5.21) de yerine yazilirsa

5. = —%[072(—f3f2+f2f3)72(_f3f1

+1f3), 2(Faf1 — Fifo) <"

elde edilir. Bu durumda (5.16) ve (5.22) esitlikleri yardimiyla

1 . .
Fux8,t = —13*[4(—(—%% + fafs) (—faf2 + fofs)

+(—Fsf + hafs) (—fsf1 + Fas)
+(fofy — f1f2) (fofy — faf)).
A((fafy — Faf) (—fsf1 + fafs)
—(=Fsf + 1af) (F2h1 — Faf2))
A((FoFy — Fafo) (—FsF2 + fofs)
—(—Tsfy + Fofy) (F2h1 — Faf2))
A(—(—fsf; + Frf) (—fsfz + fofs)
+(—fafy + fofs) (—Fsh1 + Fafs))]+3 "

Y
Y

(5.21)

(5.22)

(5.23)

yazilir. Benzer gekilde yukaridaki esitlik I = (1, 0) birim eleman olmak iizere

FuxS, ! = —i [4(—(—fsfy + FoFs) (—Fsf2 + Fofs)
+(—fsfy + Fafy) (—fsf1 + Fafs)
+(hafy = hify) (F2f1 — faf2))I
+A((Ffy — Fafy) (—Fshr + Fufs)
—(=fsfy + Faff) (f2F1 — FaF2)) Ta
+4((F2fy = Fafp) (—Fsf2 + Fofs)
—(—Fsfy + Fof) (F2h1 — Faf2)) T2
+A(=(—Fsfy + fify) (—fafa + fafa)
+(—fafy + fofs) (—Faf1 + fufa))N]

(5.24)

olarak elde edilir. Son esitlikten § (u, v) kuaterniyonik regle yiizeyinin Gauss
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egriligi
Ks = 4(—(—fsfy + flf%)(‘"f?»fz +'f21.°3)
+(—fafy + fof3) (—faf1 + f1f3))

dir.
Diger taraftan (4.40), (5,18) ve (5,19) esitliklerinden

FuxSxF, " + ForFr, "t = T (0,2) +F#FxF, T + Fx (0,) 5T xFxF,
dir. F'%F =I oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
Furde., "+ TorSS, " = (0,0) #F, + 3+ (0,9) +3, "

olur. (3.8) ve (5.22) den

Su*g*g;1 = _%3*[ (Oa 17 07 0) *(07 2(_f3f/2 + f2fg’;)a
2(—Fsfy + f1f3), 2(f2f) - flfé)?
+ <07 Q? 17 0) *(07 2(_f3f2 +. f2f3)7
2(—fsf1 + fifs), 2(faf1 — faf2))]*S
—Fox5+5, "

dir. Yani

N —

558, = —z[2(=fsfi + fifs) — 2(—Fafp + fafy)]

—[2(fof1 — f1f2)] Ty — [2(1‘2'1"1 - fl'flz)]Tz
+12(—fsfy + f1fs) — 2(—Fsf2 + fafs)|IN]
T e

oldugundan § (u,v) kuaterniyonik regle yiizeyinin ortalama egriligi

Hy = ~[2(—faf; + f115) — 2(—fafa + faf3)]

N | —

dir.
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5.2. Nokta-Kuaterniyonik Egri Acgiortay Yiizeyi
R3 Minkowski uzay1 Qg kuaterniyonlarin kiimesi ile gosterilsin. O halde
Minkowski uzayimda sirasiyla sabit bir nokta ve regiiler birim hizh split ku-
aterniyonik bir egri
N = (nl,l’lg,l’lg) (525)
ve
Mm: ICR — Q,

olsun. Ayrica bu egrinin Cl-simfindan siirekli teget vektor alam toy =
(t1, t2, t3) ile verilsin.

Simdi varsayalimki 9t(ug) ve D ayak noktalar ile 99%(ug) noktasinda 9(u)
egrisinin normal diizlemi Doy (1) olsun. O halde bu diizlem tgy(ug) a ortogo-
naldir. ton(u) teget vektorii siirekli oldugundan Doy (ug) diizlemi M(u) egrisi
boyunca siirekli olarak hareket eder. §= (fi, f2,fs) noktasida 9(uy) nok-
tasinda 9 (u) egrisinin Dgn(ug) diizlemi iizerindeki agiortay noktasi ise §,
agagidaki lineer denklemi saglar:

5(3—9)?)5(19;{)(S—im)*imjLE(tgm)s(S—im)tm*(8—9)?) =0. (5.27)

Ayrica § noktast M (u)-MN vektoriine ortogonal ve M(u) ile N nin orta
noktasi olan w den gegen Dy (ug) aglortay diizleminde de bulunacagi
i¢in §, agagidaki lineer denklemi saglar:

£ (5 ) e (W90 (5 - 24%) « (=90

reom-me (5 ) -y« (5- %) =0 O
Diger taraftan, Dgn(ug) ve Do (ug) diizlemlerinin kesigimi € (ug) ise € (ug) in
yon vektori P (u) olsun. Bu durumda P (u) vektorit Dop(ug) ve D (ug) dii-
zlemlerinin normal vektoriine dik olacagindan 8 (u) vektorii agagidaki den-
klemi saglar:

B (u) = ton (u) AL (M (u) —N). (5.29)

(5.29) denklemi g6z oniine alinarak 91 sabit noktasindan gegen ve € (u) ve
B (u) a ortogonal olan bir diizlem Dg(u) olsun. Ayrica bu Dy (u) diizlemi §
aclortay noktasini igereceginden

EFE-Me(PB)F-MN*«P+e(P)eF-N)P=(F-N)=0 (5.30)

lineer denklemi elde edilir.
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Ayrica €(ug) vektoriindeki her nokta 9t (u) egrisindeki M (ug) ayni or-
togonal ayak noktasina sahip oldugundan, boylece her bir ayak noktasi bir
dogru olusturacagindan bu cizgilerle olusan aciortay yiizeyi bir regle yiizey-
dir. O halde (5.27), (5.28) ve (5.30) denklemleri kullamlarak ve 9, ton, § —
M, T — Z2 9t — 91 nin timelike oldugu varsayilarak bu regle yiizey ve bu

2
regle yiizeyin rasyonel taban egrisi agagidaki gibi elde edilir.

Teorem 5.2.1. R? de sabit bir nokta 91 ve u yay uzunlugu parametresi ile
parametrelendirilmis reel spatial split kuaterniyonik bir egri 9t : I ¢ R — R?
olsun. Ayrica Dgp(u), Dp(u) ve Dy (u) diizlemlerinin tek kesisim noktasi §,
£ (u) nun yon vektorii P (u) ise bu N noktasi ve M (u) egrisi ile olusan F (u, v)
aglortay yiizeyinin § (u) = (f1 (w), f2 (u) , f3 (v)) taban egrisi

fi = B (b (v — mg) s (ma = 1)) + b (52 (g — ms) + pabo)
+t3 (h2 (m2 — nz) — pabs)],

fo = lt (02 (ms = ng) = ) + B (ps (ms — ) + i g = 1)
+t3 (b2 (my —n1) — pibs)],

fs = %[fl (h2bs — b2 (m2 — n2)) + £ (P1h3 + b2 (1 —my))

—b1 (p1 (M2 — 1) + pa (11 — my))],
K = tip2 (m3 —n3) + p3 (n2 — ma)] + t2[p1 (M3 — n3) + p3 (M — my)]
+t3[p1 (ny — my) + pa (Mg — ny)]

olmak iizere rasyonel agiortay yiizeyi
§ (u,v) = § (u) + B ()
dir.
Ispat. R? de (5.27) ile elde edilen denklem goz oniine almirsa
(F — M) xtop + ton + (F—M) =0
lineer denklemi elde edilir. Ayrica yukaridaki denklem diizenlenip
by = O * Loy + top = M

oldugu kabul edilirse B
T * tm + to xS = by (5.31)
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dir. € (up) egrisinin yon vektorii B (u) icin
P (u) = ton (u) Ap (M (u) —N)

esitligi yazilir.

Benzer sekilde (5.28) ve (5.30) lineer denklemleri gz éniine almip

bgzm*§3+fp*§t

ve

53:%(szrm)*(sm—m)+%(9ﬁ—‘ﬁ)*(9ﬁ+‘ﬂ)

oldugu kabul edilirse

3*‘34‘%*@ : b?a
Fx(M—N)+(M-N) T = b;

lineer denklemleri elde edilir.

(5.32)

(5.33)
(5.34)

O halde Dgn(u), Dp(u) ve Dy (u) diizlemlerinin kesigim noktasi § ola-
cagindan bu acilortay noktas: agagidaki lineer denklem sisteminin ¢oziimiiyle

elde edilir:

Trtm +tm*xs = by,
%*;B—i_m*@ - h27
Fr(M—N)+(M-M*F = bs

Ayrica yukaridaki lineer denklem sistemi matris formunda

—4 to ts f1 b1
—p1 P2 p3 fa | = | b2
ng—m my;—ny M3 —n3 f3 b3

olarak yazilir. (5.36) esitligi Cramer sistemiyle ¢oziiliirse

—t t t

K= —P1 P2 p3
n—m m;—ny M3z —ng
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olmak tizere § (u, v) aglortay yiizeyinin § (u) = (f1 (u), f2 (u), f3 (u)) rasyonel
taban egrisi

1 b1 t t3
f1. = i b2 P2 ps3 ,
hs my—ny mg—mn3
1 -4 b1 t3
fo = C —P1 b2 ps3 ;
n—my b3 mg—ng
1 —t4 ta b1
f3 = i —P1 P2 ba
n—m my—ny b3

dir. O halde bir rasyonel regle yiizey olan rasyonel aciortay yiizeyi
§ (u,v) = § (u) + v (u)
dir. Ayrica f;, f2 ve f3 iin paydasi daima sifirdan farkhdir.
5.2.1. Dejenere Durum

B (u) yon vektorii M(u) egrisinin tegeti ile M(u) —N nin vektorel carpimi
ile elde edildiginden bu vektorler lineer bagimsizdir. Aksine varsayalimki
M(u)* (M(u) —N) = (M(u) —N) * M(u) olsun. Yani, M(u) — N #0 olmak
tizere M(u) egrisi ile WM (u) — N lineer bagimhdir. M(u) vektorii regiiler
oldugundan tgy # 0 dir. Bu durumda 9t(u) ve Mt(u) — N birbirlerine paralel
oldugundan & (u) € R igin

N — M(u) = & (u) toy (5.37)

yazilir. Son egitlikten

N = M(u) + & (u) ton

dir. Yani w i¢in her 91 noktast 9t(u) egrisi tizerinde olur.
5.2.2 Nokta-Kuaterniyonik Egri Acglortay Yiizeyin Egrilikleri

Sabit bir nokta ve reel split kuaterniyonik bir egri ile elde edilen agiortay
yiizeyler bir regle yiizeydir. Bundan dolay1 bu boéliimde bir regle yiizeyin
Gauss ve ortalama egrilikleri klasik diferensiyel geometriden farkl olarak
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kuaterniyonik islemlerle elde edilecektir. Ayrica bu yiizey iizerindeki orto-
normal ¢at1 alam {T, To, N} olmak iizere T4, To, N ¢atisi i¢in kartezyen
eksen iizerinde (4.40) doniigiimleri tamimlansin ve R? Minkowski uzay1, Qg
birim kuaterniyonlarin uzayi ile gosterilsin. I = [0,1] C R olmak iizere Qg
da kuaterniyonik iki egri

q: I C R — Qu = Z?;l (qi (u)e;)
ve
t : I C R - Qg = 2?21 (ti (u> ei)
dir. O halde kuaterniyonik bir regle yiizey
S (u,v) = q(u) + vt (u) (5.38)
dir.

Teorem 5.2.2.1 Qg de kuaterniyonik bir regle yiizeyi

 (u,v) = q(u) + vt (u)
ise bu yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla
Ky = A[=(— (g3 +vt3) (qy +vty) — (@1 + vt1) (g5 + vt3))

—(q3 + vt3)ts + (g2 + vta)t3) + (— (g3 + vi3) (gh + vts)

X
+(q2 + vt2) (g5 + vtg))(— (g3 + vtz)ty + (g1 + vty) t3)],
My = 5l a5+ vts) (6 +vtt) — (g -+ ota) g + o)
—2(— (g3 + vt3) ta + (g2 + via) t3)]

dir.

Ispat Qg de (5.38) esitligiyle verilen § (u,v) = (F1, 52, §3) ylizeyinin u
ya ve v ye gore tiirevleri sirasiyla

a 7 7 !

a—f — = (3,50 30)
ve o5

% - 3{1) - (31732733)
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ile gosterilsin. (3.6) dan
Ti =T, = F+(F 3 (5.39)

ve
Ty = F, = F+(F *F0) (5.40)

yazilir. O halde (5.38) esitliginden § (u,v) yiizeyinin birinci tiirevleri ve
eslenigi sirasiyla

' = (—q —vty, —qo — vz, —q3 — vt3), (5.41)
Su = (@ +vth, g+ vth, g5 + vty), (5.42)
8o = (f, 12 t3) (5.43)

dir. Son iki esitlik (5.39) ve (5.40) de yerine yazilir ve kuaterniyon ¢arpimi
yapilirsa

1
T, = Su.= 3*5[2((611 + vt1) (g + vt})
— (g2 + vt2) (g5 + vty) — (g3 + vt3) (g5 + vt3)),
2(— (g3 + vt3) (qg + vty) + (g2 + vt2) (g5 + vt3)), (5.44)
2(— (g3 + vt3) (qy +vt)) — (@1 +vt1) (g5 + vt3)),
2((q2 + vt2) (q) +vt}) — (@1 + vt1) (gg + v15))]
ve

1
T, = %, = 3*5[2((% + vty) t

— (g2 + vta) ta — (g3 + vt3) t3),

2<— <Q3 + Ut3) tz + (QQ + Utg) Ifg), (545)

2(—(gz + vts) t1 + (1 + vt1) tg),

2((q2 + vta) t1 — (g1 + vt1) ta)]
olur. Bu sekilde elde edilen T4 (u, v) ve Ty (u,v), § (u, v) yiizeyinin ortogonal
tegetleridir. Eger T (u,v) ve Ty (u,v) ortogonal degil iseler Gram-Schimit
yontemiyle ortogonallegtirilebilirler. Diger yandan T (u,v) ve Ty (u,v), § (u, v)

kuaterniyonik regle yiizeyinin tegetleri oldugundan ve (3.8),(3.13) ve (3.14)
esitliklerini saglayacagindan

(1 + vty) (qy + vth) — (g2 + vta) (g3 + vth) — (g3 + vt3) (g5 +vty) =0
(1 +vt1) t1 — (ga + vta) ta — (g3 + vt3) t3) =0
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dir. O halde § (u, v) kuaterniyonik regle yiizeyinin tegetleri

1
Ti = §u=F500,2(= (g5 + vts) (g2 + vtt)

+ (g2 + Ut2) (g3 +vt3)), 2(— (g3 + vt3)
X (q) +vt}) — (q1 + vt1) (g5 + vty)), (5.46)
2((q2 + vta) (¢ + vt}) — (1 + vtq)
x (g5 + vty))]

ve

T2 = % [ ,2( (q,?, + Utg) tg
(Q2 + Ut2) t3), 2(— (g3 + vt3) t1
+ (q1 + vt1) t3),2((q2 + vt2) ta (5.47)
— (g1 +vt1) t2)]
olur. Diger taraftan N = T1A; Ty ve T4, Ty ortogonal oldugundan
N = TxT,

yazilir. (5.46) ve (5.47) denklemleri son egitlikte gz oniine alinirsa

N = —Fx[0,2(— (g3 + vt3) (g5 + vt))

(g2 + vt2) (g5 + vt3)), 2(— (g3 + vt3) (¢) + vt))

— (@1 +vt1) (g5 + vt3)), 2((g2 + vt2) () + vt)) (5.48)
— (@1 + vt1) (g5 + vt5))[xF*[0, 2(— (g3 + vt3) T2

+ (g2 + vta) t3), 2(— (g3 + vt3) t1 + (1 + vt1) t3),

2((q2 + vta) t1 — (q1 + vity) ta)]

+ ==

olur. Bu durumda § (u,v) kuaterniyonik regle yiizeyi iizerinde {T;, T2, N}
cat1 alam elde edilir. Ayrica (3.7) egitliginden

(1), =8, =5, «53 "

dir. Ayrica (3.8) den
3= —%(3‘1*&)*8‘1 (5.49)
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yazilir. (5.43) esitligi (5.49) de yerine yazilirsa

1
&71 = _5[07 2(— (g3 + vt3) ta + (g2 + vt2) t3),
2(— (g3 +vt3) i + (@1 + vt1) t3), (5.50)
2((gz + vt2)t1 — (g1 + vty) ta)]xF

elde edilir. Bu durumda (5.44) ve (5.50) esitlikleri yardimiyla

1
Bur,! = — Al (= (g + vts) (g5 + vth) + (g2 + vta)
X (g5 + vt3)(— (g3 + vts)ta + (g2 + vt2) t3)

+(— (g3 + vt3) (¢) + vty) — (@u + vta)(g5 + vt3))
X (— (g3 + vt3) t1 + (g1 + vt1)ts) + ((q2 + vta)
x(qy +vty) — (q +vt1) (g5 + vt5))((ga + via)ty

— (g1 + vt1) 1)), 4]((q2 + vt2) (¢, + vt}) = (@ + vty)
x (qh + vth)) (= (g5 + vts) t1 + (qu + vt1)ts)
—(— (g3 +vt3) (¢ +vty) — (@1 + vt1) (5 + vt3))
X((g2 + vta) t1 — (q1 + vt1) ta)], 4[((q2 + vt2) (5.51)
x(q1 +vty) — (@1 + vt1) (g3 + vt5))(— (g5 + vt3) t2
+(q2 + vta)ts) — (— (g3 + vt3) (g5 + vts)
+ (g2 + vt2) (g5 + v15)) (g2 + vi2) b — (@1 + vt1) t2)],
A[—(— (g3 + vt3) (¢) + vty) — (@1 + vt1) (g5 + vt5))
(— (g3 + vt3) ta + (g2 + vta)ts) + (— (g3 + vt3)
X (g5 + vty) + (g2 + vt2) (g5 + vt5)) (— (g5 + vt3)ta
+ (@1 + vtr) t3)]]xF "
yazilir. Benzer gekilde yukaridaki egitlik I = (1, 0) birim eleman olmak iizere
1

FurS, ' = — 7 4= (= (g5 + vt3) (g5 + vty) + (g2 + vta) (g5 + vth)

X (—(gs +vts)ta + (g2 + vt2) t3) + (— (g3 + vt3) (q1 + vt))
—(q1 + vt1) (g5 + vt5))(— (g3 + vt3) t1 + (g1 + vty)t3)

+((g2 + vt2) (g + vt)) — (g1 + vt1) (gh + vth)) (g2 + vEa) t

— (q1 + vt1) )T+ 4[((q2 + vt2) (¢ + vt}) — (g1 + vty)

X (qy + vth))(— (g3 + vt3) t1 + (q1 + vty)tz) — (— (g3 + vt3)

x (¢ +vth) — (@1 +vt1) (g3 + vt3)) (g2 + viz) b (5.52)
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— (@1 +vt1) t2)| Ty + 4[((g2 + vt2) () + vt}) — (@1 + vt1)

X (g5 4+ vty))(— (g3 + vt3) ta + (g2 + via)ts) — (— (g3 + vi3)
X (g5 + vty) + (g2 + vta) (g5 + vts)) (g2 + vta) 1y

— (@1 +vt1) £2)] Ty + 4[—(— (g3 + vt3) (¢} + vt})

— (g1 + vt1) (g5 + vt5))(— (g3 + vt3) ta + (g2 + via)t3)

+(— (g3 + vts) (g5 + vty) + (g2 + vt2) (g5 + vt3))

x(—(g3 + vt3)ts + (q1 + vt1) t3)|N]

olarak elde edilir. Son esitlikten § (u, v) kuaterniyonik regle yiizeyinin Gauss
egriligi

Kz = 4[—(— (g3 + vt3) (g1 +vt}) — (¢ + vt1) (g5 + vt3))
(—(gs + vt3)ts + (o + vta)ts) + (— (g3 + vt3) (g5 + vts)
+ (g2 + vta) (g5 + vt5))(— (g3 + vt3)t1 + (g1 + vty) t3)]

dlr.Diger taraftan (4.40), (5.46) ve (5.47) esitliklerinden
FurrF, ! + BuxGaS, = T (0,) 3 xFxF, " + T (0,9) 5§ 5,
dir. §'*F =I oldugu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
TS, + FoxBaS,t = (0,2) 55, + F+(0,9) 5,
olur. (3.8) ve (5.50) den

Fureds = —5&+(0,1,0,0)(0,2(~ (g5 + ) (g + vty
+ (g2 + vt2) (g5 + vt3)), 2(— (g5 + vt3) (q; + vtY)
— (@1 +vt1) (¢5 + vt3)), 2((g2 + vt2) (¢) + vt})
— (g1 + vty) (g + vth))) 4+ (0,0, 1,0) %(0,
2(— (g3 + vt3) ta + (g2 + vt2) t3),2(— (g3 + vt3) t
+ (g1 +vt1) t3), 2((q2 + vta) ty — (qu +vty) to)|xF
—FoxTHT,
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dir. Yani

T3, =

—3 (= (g5 + vts) ta + (g2 + vta) 1)
—(2(—(g3 + vt3) (qé + vt;) + (g2 + vto)
X (g5 + vt3))T — [2((g2 + vt2) T
— (@1 +vt1) ] Ty — [2((g2 + vt2) (¢) + v1})
— (g1 + vt1) (g5 + v13))] T2 + [(2(— (g5 + vt3)
X (qy + vty) — (qu + vt1) (g5 + vty))
—2(— (g3 + vt3) ta + (g2 + vt2) t3)|N]
—Fu*F*5, !

oldugundan § (u, v) kuaterniyonik regle yiizeyinin ortalama egriligi

Hy = (2

2

L

dir.

(g3 + vt3) (¢ +vt)) — (@u + vt1) (g5 + vt3))
((]3 + Utg) ty + (C]g + Utg) tg)]
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6. BOLUM
UYGULAMALAR

Ornek 6.1 R3 de, sirasiyla s ve t ile parametrize edilmis birim hizh
kuaterniyonik
a(s) = (0,cos s,sin s)

ve

B (t) = (cosht,0,sinht)
egrileri verilsin. O halde bu egrilerin tegetleri sirasiyla
ta (s) = (0, —sin s, cos s)

ve
ts(t) = (sinht,0, cosht)

dir. Yukarida yapilan hesaplamalar (5.10) da dikkate alinirsa

hi = (0,coss,sins) * (0, —sins, coss) + (0, —sin s, cos s) * (0, cos s, sin s),
ha = (cosht,0,sinht)  (sinht,0,cosht) + (sinht,0,cosht) * (cosht,0,sinht),

((0,cos s,sin s) + (cosht,0,sinh¢)) * ((0,cos s,sin s) — (cosht, 0,sinh t))

1
2

1
+5 ((0,cos s,sin ) — (cosht,0,sinht)) = ((0, cos s,sin s) + (cosht, 0, sinh t))
olmak tizere

hlzov b2:07 b3:1
dir. Diger taraftan (5.10) esitliginden

(f1, f2, 3) * (0, —sin s, cos s) + (0, —sin s, cos s) * (f1, f2, f3) = b1,

(f1, 2, f3) * (sinht,0,cosht) + (sinht, 0, cosht) * (f1,f2,f3) = ba,
(f1, o, f3) * ((0, cos s,sin s) — (cosh ¢, 0, sinh t))

+((0, cos s,sin s) — (cosht, 0, sinh t)) x (f1, f2, f3) = b3

(6.1)

lineer denklem sistemi elde edilir. (6.1) lineer denklem sisteminde basit
hesaplamalarla rasyonel aciortay ytiizeyi

S(S’ t) = (fl (S7t)  fa (S’ t)  fs (Svt))



fo = E[_ cos s sinh ¢],

f3 = E[_ sin s sinh ¢],
K = —sins—sinht
dir.
Sekil 6.1. « (s) = (0, cos s,sin s) , Sekil 6.2. Tki split kuaterniyonik
B (t) = (cosht,0,sinht), 0 < s < egri ile elde edilen rasyonel

0<t<2 5 (s,t) agiortay yiizeyi.

Ornek 6.2. R3 de, sirasiyla s ve t ile parametrize edilmig birim hizh iki
kuaterniyonik egri agagidaki gibi verilsin:

p(s) = (sinhs,coshs,0),
n(t) = (3t 2t 2t).
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O halde (3.10) esitligi bu egriler icin goz 6niine alinirsa

m; = (sinhs,coshs,0) * (cosh s, sinh s, 0)

+ (cosh s, sinh s, 0) * (sinh s, cosh s, 0),

my = (3t,2t,2t) % (3,2,2) + (3,2,2) * (3¢, 2¢, 21),
1
my = 5((sinh s,cosh s, 0) + (3t,2t,2t)) * ((sinh s,cosh s, 0) — (3t, 2t, 2t)>

1
+3 ((sinh s, cosh 5,0) — (3¢,2t, 21)) ((sinh 5, cosh s, 0) + (31, 21, 2t)>
olmak tizere
1 2
m1:0, mgz—t, m3:§(1+t)

dir. Diger taraftan (5.10) esitliginden

(b1, ba, b3) * (cosh s, sinh s, 0) + (cosh s, sinh s,0) x (hy, ba, bh3) = my,

(bl7h2ab3) * (3a272) + (372a2) * (hlab%hi’;) = Moy,
(1,2, 3) = ((simh s, coshs, 0) — (3¢, 26,20))
+ ((sinh s, cosh s,0) — (3t,2t,2t)) * (1, b2, b3) =mg3
(6.2)

lineer denklem sistemi elde edilir. (6.2) lineer denklem sisteminde basit
hesaplamalarla rasyonel agiortay yiizeyi

) (87t) = (hl (S’t) ) [72 (Sat) s h3 (37t)) )

dir. Burada
1
h = E[(l + t?) sinh s],
1
hy = E[(t2 — 1) cosh s],
1
hy = E[(1 — t*)(cosh s + ;sinh s) + t(cosh® s
+sinh? 5)]
ve

A= —2cosh?s — 2sinh? s

7



dir.

Sekil 6.3. 1 (s) = (sinh s, cosh s, 0), Sekil 6.4. Iki split kuaterniyonik
n(t) = (3t,2t,2t), 0 < s <27 egri ile elde edilen rasyonel
m<t<2m. 9 (s,t) agortay yiizeyi.

Ornek 6.3. R3 de, sirasiyla s ve ¢ ile parametrize edilmig birim hizh iki
kuaterniyonik egri agagidaki gibi verilsin:

w(s) = (0,coss,sins),

n(t) = (26,0,V31).
O halde rasyonel aciortay yiizeyi

2 (8’t> = (Ul (Sat) P (Svt) E (S7t)) )

dir. Burada
13,
g = ﬁ[Q (t* —1)sins — ],
1
D2 = E[(tz—l)coss],
h3 = %[(tQ—l)sins]
ve



dir.

Sekil 6.5. 1 (s) = (0, cos s,sin s), Sekil 6.6. Iki split kuaterniyonik
n(t) = (2t,0,4/3t), 0 < s < 27 egri ile elde edilen rasyonel
0<t<2. 2 (s,t) agortay yiizeyi.

Ornek 6.4 R? de, sirasiyla sabit bir nokta ve s yay uzunlugu parametresi
ile parametrize edilmis bir birim hizli kuaterniyonik egri

b = (17 17 1) )
a(s) = (coshs,0,sinh s)

olsun. O halde bu egrinin tegeti ve € (sg) egrisinin B (s) yon vektorii sirasiyla

t,(s) = (sinhs,0,coshs),
B(s) = (—coshs,1+sinhs— coshs, —sinhs)

dir. Yukarida yapilan hesaplamalar (5.35) de dikkate alinirsa

h1 = (coshs,0,sinh s) * (sinh s, 0, cosh s)
+ (sinh s, 0, cosh s) * (cosh s, 0, sinh ),
(

ha = (1,1,1) * (—cosh s, 1 + sinh s — cosh s, — sinh s)
+ (—cosh s, 1+ sinh s — cosh s, —sinh s) * (1,1, 1),
1
hy = 3 ((coshs,0,sinh s) 4+ (1,1,1)) * ((cosh s,0,sinh s) — (1,1, 1))
1
+5 ((cosh s, 0,sinh s) — (1,1, 1)) # ((cosh 5,0, sinh3) + (L, L, 1)
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olmak iizere

(f1, fa2, f3) * (sinh s, 0, cosh s) + (sinh s, 0, cosh s) * (f1, f2,f3) =0,
(f1, f2, f3) * (— cosh s, 1 4 sinh s — cosh s, — sinh s)

+ (—cosh s, 1 4 sinh s — cosh s, — sinh s) * (f1, fo, f3) =1, (6.3
(51 s i)+ ((coshs, 0, sinhs) — (1,1,1))

+ ((COShS,O,SiIlh S) - (17 1a 1)) * (flaf?vf?)) =-1

lineer denklem sistemi elde edilir. (6.3) lineer denklem sisteminde basit
hesaplamalarla rasyonel agiortay yiizeyinin taban egrisi

§(s) = (fr(s),F2(s),F3 (5))

olarak elde edilir. Burada

1
fi = A [— cosh? s + sinh s cosh s],
fo = A [—sinh s — cosh 5],

1
f3 = A [— sinh? s + sinh s cosh s],

R = 1+ (cosh®s + sinh®s) (sinh s — cosh s) — (sinh s 4 cosh s)

dir. O halde sabit bir nokta ve reel split kuaterniyonik bir egri ile elde edilen
O (s,t) = (01 (s,t),02(s,t),03(s,t)) aglortay yiizeyi

1

0 = E[_ cosh? s + sinh s cosh s — ¢ cosh s,
1

0y = E[_ sinh s — cosh s + ¢[1 + sinh s — cosh s]],
1

03 = ﬁ—%[— sinh? s + sinh s cosh s — ¢ sinh s]

olmak {izere

O (s, t) =F (s) + P (s)
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dir.

Sekil 6.7. a(s) = (coshs,0,sinhs), Sekil 6.8. Bir nokta ve bir split
b=1(1,1,1), 0<s<7/10 kuaterniyonik egri ile elde edilen
—2r<t<2m rasyonel O (s,t) agortay yiizeyi.

Ornek 6.5 R3 de, sirastyla sabit bir nokta ve s yay uzunlugu parametresi
ile parametrize edilmig bir birim hizli kuaterniyonik egri

w = (1,0,1),

q(s) = (0,coss,sins)
olsun. O halde £ (sg) egrisinin P (s) yon vektorii
PB(s)=(sins —1,—coss,—sins)

dir. Yukarida yapilan hesaplamalar (5.35) de dikkate alinirsa

t; = (0,coss,sins) * (0, —sin s, cos s)
+ (0, —sin s, cos s) * (0, cos s, sin s),

to = (1,0,1) % (sins — 1, —cos s, —sin s)
+ (sins — 1, —cos s, —sin s) x (1,0, 1),

t3 = %((O,coss,sins) +(1,0,1)) = ((0 oS S, 8in §) — (1,0,1))
—|—%((O,coss,sins) (1,0,1)) < 0, cos s,sins) + (1,0,1))
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olmak iizere

0 —sins  coss f1 0
1—sins —coss —sins fo | = | 1—2sins (6.4)
1 coss sins—1 f3 1

matris denklemi elde edilir. (6.5) matris lineer denkleminden basit hesapla-
malarla rasyonel aciortay yiizeyinin taban egrisi

§(s) = (fr(s) F2(5) , 3 (s))

olarak elde edilir. Burada

1
f1 = E[2sin2s — 3sins + 2],

1
fo = E[sinscoss],
— Zfsin’s
fs = ﬁSln s/,

A = sin’s—2sins+ 2

dir. O halde sabit bir nokta ve reel split kuaterniyonik bir egri ile elde edilen
€ (s,t) = (e1(s,t),ea(s,t),e3(s,t)) aglortay yiizeyi

1 . o . .

e = E[Qsm s—3sins+ 24t (sins — 1)],
b teoss]

¢ = —[sinscoss—tcoss

2 ] )

¢3 = ﬁ[sir?s—tsins]

olmak tizere

€ (s,t) =3 (s) + 1P (s)
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dir.

Sekil 6.9. q(s) = (0,coss,sins), Sekil 6.10. Bir nokta ve bir split
w=(1,0,1), 0<s<m kuaterniyonik egri ile elde edilen
0<t<m/2 rasyonel € (s,t) aglortay yiizeyi.
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7. BOLUM
SONUC

Minkowski uzayinda x, y ve z eksenleri etrafinda donerek olusan helikal
spiraller tanimlandi. Spiralin timelike ve spacelike olma durumuna gore,
bu spirali merkez egri olarak alan deniz kabugu yiizeyi tanimlandi. Ayrica
bu egrinin bazi karakterizasyonlar1 yardimiyla kuaterniyonik deniz kabugu
yiizeyi tanmimlanip, bu yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri kuaterniyonik
islemlerle elde edildi.

Diger taraftan, Minkowski uzayinda iki split kuaterniyonik egri ile elde
edilen ve bir split kuaterniyonik egri ile bir noktadan elde edilen rasyonel
acglortay yiizeyi taniplanip bu yiizeyin bazi dejenere durumlari elde edilmigtir.
Ek olarak bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri doérdiincii boliimle ben-
zer sekilde klasik diferensiyel geometriden farkli olarak kuaterniyonik iglem-
lerle elde edilmistir.

4. boliimdeki teoremlere bagh olarak asagidaki baz sonuclar elde edildi.

Sonug 7.1 R} de (4.22) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve bir
q(p,0) spacelike vektor parcali timelike birim kuaterniyonu igin spacelike
N (0) vektoriine dik p (¢, 0) ve v (¢, 6) birim timelike vektorleri verilsin. O
halde p (¢, 0) ve t (¢, 0) vektorleri arasindaki ac1 ¢ ise deniz kabugu yiizeyi

1
S (p,0) = H(0)+5P () a(0) [T (0)+(x(v,0) =~ (¢,6)
+(,6) 07" (,60) ¥B (6)) + v (¢, 6)
™" (9, 0) *(N(0) + T (0))]
dir.
Sonug 7.2 R? de (4.19) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi igin
N (f) birim spacelike vektoriine dik s (¢, 8) ve [ (g, 6) birim spacelike vek-

torleri verilsin. O halde s (¢, 8) ve [ (g, 8) vektorleri arasinda ki ag1 ¢ ise bu
deniz kabugu yiizeyinin denklemi

S (p.0) = M)+ 5P (P)al®)[T(6)x((5,0) 5 (p,6)

+1 (¢, 0) x5~ (¢,0) *B (0)) + [, 0)
x5 (p,0) *(N () + T (6) )]



dir. Burada |(s (¢, 0),[(p,0))| > 1 dir.

Sonug 7.3 R? de (4.31) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve bir
q(p,0) spacelike vektor parcali timelike birim kuaterniyonu igin spacelike
T (0) vektoriine dik p (¢, 8) ve t(p,0) birim timelike vektorleri verilsin. O
halde p (¢, 0) ve t (¢, 0) vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise deniz kabugu yiizeyi

S (¢, 0) =H(0) +P(p)a(0)r(p,0) " (¢, 0)+N (0)
dir.
Sonug 7.4 R? de (4.31) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi igin T (6)
birim spacelike vektoriine dik s (p,0) ve [(p,0) birim spacelike vektorleri

verilsin. O halde s (¢, 0) ve [ (g, 0) vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise bu deniz
kabugu yiizeyinin denklemi

& (i0,0) =H (0) + P (p) a (6) (g, 0) x5~ (1p,6) ¥N (0)
dir. Burada [(s (¢,0),[(p,0))| > 1 dir.

Sonug 7.5 R? de (4.36) denklemi ile verilen deniz kabugu yiizeyi ve bir
q (i, 0) timelike vektor pargali timelike birim kuaterniyonu igin timelike T (6)
vektoriine dik s (¢, 0) ve [ (¢, #) birim spacelike vektorleri verilsin. O halde
s (p,0) ve [ (g, 0) vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise deniz kabugu yiizeyi

S (p,0) =H () +P(p)a(@)N(0)*s (p,0)*(p,0)
dir.

Bu calisma Minkowski uzayinda deniz kabugu yiizeyi ve aciortay yiizey-
lerinin arastirilmasinda ¢nemli bir referans olacaktir.

Bu calismada deniz kabugu yiizeyi Minkowski uzayinda ilk kez tanim-
landigindan bu yiizey Minkowski uzayinda uygun caligmalara aciktir.
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