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ÖZET

3 BOYUTLU M·INKOWSK·I UZAYINDA KUATERN·IYON·IK
BAZI YÜZEYLER·IN KARAKTER·IZASYONU

Bu çal¬̧sma yedi bölümden oluşmaktad¬r.
Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, Minkowski uzay¬nda e¼griler,

yüzeyler, deniz kabu¼gu yüzeyi ve aç¬ortay yüzeyi üzerine yap¬lan çal¬̧smalar
hakk¬nda literatürdeki bilgiler verildi.

·Ikinci bölümde; çal¬̧smada s¬kl¬kla kullan¬lacak olan temel tan¬mlar ve
teoremler verildi.
Üçüncü bölüm çal¬̧sman¬n materyal ve metod bölümünü oluşturmaktad¬r.
Dördüncü, beşinci ve alt¬nc¬bölümler çal¬̧sman¬n orijinal k¬sm¬n¬oluştur-

maktad¬r.
Dördüncü bölümde; ilk olarak Minkowski uzay¬nda helikal spiral tan¬m-

land¬. Bu helikal spiralin timelike ve spacelike olma durumlar¬na göre bu
e¼griyi merkez e¼gri olarak alan ve Minkowski uzay¬nda yeni bir yüzey olan
deniz kabu¼gu yüzeyi tan¬mland¬. Daha sonra bu yüzeylerin farkl¬karakteri-
zasyonlar¬ile kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyleri oluşturuldu ve son olarak
bu yüzeyin Gauss ve ortalama e¼grilikleri klasik diferensiyel geometriden farkl¬
olarak kuaterniyonik yöntemlerle elde edildi.
Beşinci bölümde; ilk olarak spatial split kuaterniyonik e¼gri-e¼gri aç¬ortay

yüzeyi tan¬mland¬. Ayr¬ca bu yüzeyin dejenere durumlar¬araşt¬r¬ld¬. Daha
sonra bir nokta ile bir spatial split kuaterniyonik e¼grinin aç¬ortay yüzeyi
oluşturuldu ve bu yüzeyin dejenere durumu elde edildi. Son olarak bu iki
yüzeyin Gauss ve ortalama e¼grilikleri klasik diferensiyel geometriden farkl¬
olarak kuaterniyonik i̧slemlerle elde edildi.
Alt¬nc¬bölümde; kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyleri ve kuaterniyonik

aç¬ortay yüzeyleri ile ilgili baz¬uygulamalar verildi.
Yedinci bölüm ise çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬d¬r.

Anahtar Kelimeler: Minkowski uzay¬, regle yüzey, deniz kabu¼gu yüzeyi,
aç¬ortay yüzeyi, Gauss e¼grili¼gi, ortalama e¼grilik, split kuaterniyonlar.
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SUMMARY

CHARACTERIZATION OF QUATERNIONIC SOME
SURFACES IN MINKOWSKI 3-SPACE

This thesis consist of seven chapters.
The �rst chapter is an introduction which information about studies of

curves in Minkowski space, surfaces, sea shell surface and bisector surface.
In the second chapter; fundemental de�nitions and theorems used in the

study are given.
In the third section includes material and method section.
Fourth, �fyh and sixth sections are the original part of the study.
In the fourth chapter; helical spiral in Minkowski space is de�ned �rstly

a new surface in Minkowski space called sea shell surface is de�ned which
consider this curve as central curve in the case of this helical spiral timelike
or spacelike. Then, quaternionic sea shell surface is created from di¤erent
characterization of this surface. Finally, Gaussian and mean curvatures is
obtained by quaternionic method di¤erent from di¤erential geometry.
In the �fth chapter; spatial split quaternionic curve-curve bisector sur-

face is de�ned. Furthermore, degerenate case of this surface is investigated.
Then, bisectors of split quaternionic curves is created from a point and degen-
erate case of this surface is obtained. Finally, Gaussian and mean curvatures
of these two spaces are obtained by quaternionic operations di¤erent from
classical di¤erential geometry.
In the sixth chapter, some application concerned about quaternionic sea

shell surfaces and quaternionic bisector surfaces are given.
The seventh chapter is a devoted to the conclusion.

Keywords: Minkowski space, ruled surface, sea shell surface, bisector
surface, Gaussian curvature, mean curvature, split quaternions.
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Kuaterniyonlar, 1843 y¬l¬nda William Rowan Hamilton taraf¬ndan tan¬m-
lanm¬̧st¬r. De¼gi̧smeli olmayan reel cebir yap¬s¬na sahip olan kuaterniyonlar,
kompleks say¬lar¬n özelliklerinin ço¼gunu taş¬d¬¼g¬ndan kompleks say¬larla ben-
zer bir yap¬ya sahiptir. Bu çal¬̧smada kuaterniyonlar cebiri H ile göster-
ilmi̧stir. Günümüzde, kuaterniyonlar, özellikle �zik, kinematik, bilgisayar
gra�kleri, animasyon, kat¬cisim dönüşümlerini içeren optimizasyon problem-
lerinde kullan¬lmaktad¬r.
Küre üzerinde iki nokta aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k geodezikler ile ölçülür.

Kuaterniyonlar yard¬m¬yla küre üzerinde iki nokta aras¬ndaki geodezik e¼gri
tan¬mlanabilmektedir, bu ise küre üzerinde küresel lineer interpolasyonu mümkün
k¬lmaktad¬r. Slerp gösterimi ile bu konu robot kinemati¼ginde geni̧s bir şekilde
i̧slenmektedir. Kinematikte, robot hareketlerinin modellenmesinde küresel
interpolasyonlar önemli bir yere sahiptir. Kol ve ayak hareketlerinde küre-
sel model esast¬r. Kuaterniyonlar bu hareketlerin modellenmesinde aktif bir
şekilde kullan¬lmaktad¬r. Kuaterniyonlar yard¬m¬yla, i2 = �1 = j2 = k2 = 1
kabul edilerek oluşturulan split kuaterniyon cümlesi, kuaterniyonlar¬n Öklid
uzay¬nda kullan¬ld¬¼g¬gibi, üç boyutlu Minkowski uzay¬nda da kullan¬labilir.
Split kuaterniyonlar cebiri QH ile gösterilmi̧stir, [20]. Kuaterniyonlar ve split
kuaterniyonlar geçmi̧sten günümüze kadar bu özelliklerinden dolay¬önemli
çal¬̧sma alan¬olmuştur.

Minkowski uzay¬nda sabit ortalama e¼grilikli timelike yüzeyler split
kuaterniyonlar kullanarak Inoguchi taraf¬ndan yeniden karakterize edilmi̧stir.
Daha sonra Özdemir, 3 boyutlu Minkowski uzay¬nda birim timelike kuater-
niyonlar ile dönmeleri, non-lightlike e¼grilerin timelike kuaterniyon çat¬lar¬n¬
ve split kuaterniyonlar¬n kökleri yard¬m¬yla De Moivre formüllerini ifade et-
mi̧stir. Kula ise yar¬Öklid uzay¬nda siplit kuaterniyonlar¬ve dönmelerini
araşt¬rm¬̧st¬r. Ayr¬ca Alagöz siplit kuaterniyon matrislerini, kompleks ad-
jonit matrislerini inceledi, [1,12, 16, 24, 25, 26].
Di¼ger taraftan, eski Yunan döneminden başlayarak Isaac Newton�un, difer-

ensiyel ve integral hesab¬bulmas¬na kadar geçen zaman boyunca, yüzey ve
e¼gri geometrisi matematikle ilgilenenlerin büyük ilgisini çekmi̧stir. 18. yüzy¬l
boyunca diferensiyel hesab¬n kullan¬lmas¬ile geometri çal¬̧smalar¬diferensiyel
geometrinin geli̧smesini sa¼glam¬̧st¬r. Ayr¬ca Carl Friendrich Gauss difer-
ensiyel geometrinin geli̧smesine öncülük etmi̧s ve diferensiyel geometriye,



matemati¼gin di¼ger branşlar¬n¬n da kullanabilece¼gi bir bak¬̧s aç¬s¬getirmi̧stir.
Gauss, özellikle birinci temel form üzerinde durmuş ve bir yüzeyin Gauss

e¼grili¼gini veren Egregium teoreminin sadece birinci temel formun katsay¬lar¬
ve onlar¬n türevleri ile ifade edilebilece¼gini göstermi̧stir.
19. yüzy¬lda regle yüzeyler ve özellikle aç¬labilir regle yüzeylerin tüm

özelliklerinin çok iyi bilindi¼gi ve kayda de¼ger tüm sonuçlar¬n¬n bulundu¼gu
düşünülüyordu fakat bu konular geçti¼gimiz yar¬m yüzy¬ldan beri tekrar araşt¬rma
konusu olmuş ve bir çok önemli özelli¼gi keşfedilmi̧stir, [30]. Bu konuda birçok
matematikçi taraf¬ndan bilimsel araşt¬rma yap¬lmaktad¬r. Örne¼gin;
Körp¬nar, Sol3 uzayda genel helisler ile oluşan regle yüzeylerinin paralel

yüzeylerini ve Lorentz Heisenberg grupta timelike biharmonik e¼grilerin rekti-
fyan aç¬labilir yüzeylerini, Shen rasyonel regle yüzeylerin karakterizasyonunu
ve Yu, 3 boyutlu Öklid uzay¬nda regle yüzeylerin yap¬lar¬n¬ve karakteriza-
syonlar¬n¬incelemi̧stir, [14, 15, 31, 37].
Deniz kabu¼gu yüzeyinin zarif şekli sanatç¬lar¬n, bilim adamlar¬n¬n ve

matematikçilerin gözünde daima dikkat çekmi̧stir. Do¼gada bulunan deniz
kabuklar¬n¬n şaş¬rt¬c¬bir şekilde çeşitlili¼gine ra¼gmen, hemen hemen tüm deniz
kabu¼gu yüzeyinin büyümesi üç üstel fonksiyon ve kapal¬bir e¼gri ile tan¬m-
lanabilir, [2].

Şekil 1.1 Deniz kabu¼gu yüzeyleri, [2].

Ayr¬ca şekil 2�den deniz kabu¼gu yüzeyinin geometrisi aral¬¼g¬n şekli, eksen ile
deniz kabu¼gunun merkezi aras¬uzakl¬k, yar¬çap ve yükseklik olmak üzere dört
temel parametre ile ifade edilir. Bu şekilde elde edilen yüzeyler matematik

2



ve mimari gibi farkl¬bilim alanlarda kullan¬l¬r. Örne¼gin farkl¬matematiksel
e¼griler ile üretilen şekil 3 deki gibi fark¬mimari yap¬lar elde edilmektedir,
[13].

Şekil 1.2 Deniz kabu¼gu yüzeyi geometrisi.

Şekil 1.3, Deniz kabu¼gu yüzeyinin mimaride kullan¬m¬, [13].

Aç¬ortay yüzeyleri nokta, e¼gri ve yüzey gibi herhangi iki obje ile üretilir.
Bu objelerin aral¬klar¬ her iki objeye ortogonal olarak ölçülür. Ayr¬ca bu

3



objeler sürekli ve köşe noktalara sahip oldu¼gu zaman bu aç¬ortay yüzeyin
hesaplanmas¬kolay de¼gildir. Fakat bu durumda o¤set uygulamalarla hesa-
planabilir, [9, 27]. Bu özellikleri ile aç¬ortay yüzeylerin küresel e¼gri-nokta,
çember-çember, iki koni yada iki silindir gibi farkl¬çeşitleri

Şekil 1.4 Küresel e¼gri-nokta aç¬ortay yüzeyi, [27].

Şekil 1.5 Çember-çember aç¬ortay yüzeyi, [27].

4



Şekil 1.6 ·Iki koni ve iki silindir aç¬ortay yüzeyi, [27].

genellikle Öklid uzay¬nda geçmi̧sten günümüze kadar bilimsel araşt¬rmalarla
incelenmi̧stir. Örne¼gin; Zhao, kesi̧sen aç¬ortay yüzeylere dayanan 3D nes-
nelerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬n¬, Elber ise e¼gri-yüzey ve yüzey-yüzey aç¬ortay yüzey-
lerinin modellemesi üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r, [8, 38].
Bu çal¬̧smada ise 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda ilk olarak helikal spiral

ve deniz kabu¼gu yüzeyi tan¬mland¬. Daha sonra bu deniz kabu¼gu yüzeyinin
baz¬kuaterniyonik karakterizasyonlar¬ve klasik di¤erensiyel geometri yön-
teminden farkl¬olarak kuaterniyonik i̧slemlerle e¼grilikleri elde edildi. Di¼ger
taraftan 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda iki kuaterniyonik e¼gri ve bir sabit
nokta ve bir kuaterniyonik e¼gri yard¬m¬yla rasyonel aç¬ortay yüzeyleri oluş-
turuldu. Ayr¬ca bu yüzeylerin dejenere durumlar¬araşt¬r¬l¬p bu yüzeylerin
e¼grilikleri yine kuaterniyonik i̧slemlerle hesaplan¬ld¬.

5



2. BÖLÜM

Bu bölümde çal¬̧smada s¬kça kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verildi.

2.1. Minkowski Uzay¬nda Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1

V bir reel vektör uzay¬olsun,

h; i : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v 2 V için
i) hu; vi = hv; ui ;
ii) hau+ bv; wi = a hu;wi+ b hv; wi

hu; av + bwi = a hu; vi+ b hu;wi
özelliklerine sahip ise h; i dönüşümüne V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik

bilineer form denir, [23].

h; i ; V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik
bilineer form üç de¼gi̧sik durum alt¬nda incelenebilir;

1) Tan¬ml¬Durum: E¼ger,
i) 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi > 0 ise h; i simetrik bilineer formuna pozitif

tan¬ml¬,
ii) 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi < 0 ise h; i simetrik bilineer formuna negatif

tan¬ml¬
denir.

2) Semi-tan¬ml¬Durum: E¼ger,
i) 8v 2 V için hv; vi � 0 ise h; i simetrik bilineer formuna pozitif semi-

tan¬ml¬,
ii) 8v 2 V için hv; vi � 0 ise h; i simetrik bilineer formuna negatif semi-

tan¬ml¬
denir.

3) Non-dejenere Durum: E¼ger,
8w 2 V için hv; wi = 0 iken v = 0 ise h; i simetrik bilineer formuna

non-dejenere simetrik form denir, [23].



Tan¬m 2.1.2

V bir reel vektör uzay¬olsun. V üzerinde tan¬ml¬

g : V � V ! V

dönüşümü bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V üzerinde bir skalar
çarp¬m, bu durumda V vektör uzay¬na da bir skalar çarp¬m uzay¬denir, [23].

Tan¬m 2.1.3

V bir skalar çarp¬m uzay¬, W da üzerindeki skalar çarp¬m negatif tan¬ml¬
olacak şekilde V nin en büyük boyutlu altuzay¬olsun. Bu durumda W n¬n
boyutuna g skalar çarp¬m¬n¬n indeksi denir. g skalar çarp¬m¬n¬n indeksi v ise
0 � v � boyV dir. Ayr¬ca V skalar çarp¬m uzay¬n¬n indeksi, üzerinde tan¬ml¬
g skalar çarp¬m¬n¬n indeksi olarak tan¬mlan¬r, [23].

Tan¬m 2.1.4

V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun. V nin indeksi v olmak üzere v = 1 ve
boyV � 2 ise V skalar çarp¬m uzay¬na bir Lorentz uzay¬denir, [23].

Tan¬m 2.1.5

V bir Lorentz uzay¬olsun. 8v 2 V için

g(v; v) > 0 veya v = 0 ise v ye space-like vektör,

g(v; v) < 0 ise v ye time-like vektör,

v 6= 0 iken g(v; v) = 0 ise v ye light-like (null) vektör

denir, [23].

Tan¬m 2.1.6

V skalar çarp¬ml¬bir uzay ve v 2 V olsun.

kvk = jg (v; v)j1=2

eşitli¼gi ile tan¬ml¬kvk reel say¬s¬na v vektörünün normu denir. Normu 1 olan
vektöre de birim vektör denir, [23].
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Tan¬m 2.1.7

V bir Lorentz uzay¬ve W , V nin bir altuzay¬olsun. Bu durumda

gW pozitif tan¬ml¬ise W ya space-like altuzay,

gW non-dejenere ve indeksi1 ise W ya time-like altuzay,

gW dejenere ise W ya light-like altuzay

denir, [23].

Teorem 2.1.8

V bir Lorentz uzay¬, V nin bir altuzay¬W ve boyW � 2 olsun. Bu
durumda aşa¼g¬daki önermeler birbirine denktirler, [23].
i) W time-like altuzay ise W bir Lorentz vektör uzay¬d¬r,
ii) W uzay¬iki tane lineer ba¼g¬ms¬z null vektör içerir,
iii) W uzay¬bir tane time-like vektör içerir.

Tan¬m 2.1.9

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde simetrik, non-
dejenere ve sabit indeksli (0; 2)-tipinden g tensör alan¬na bir metrik tensör
denir. Başka bir de¼gi̧sle g, M manifoldunun her p noktas¬na Tp (M) tanjant
uzay¬üzerinde bir gp skalar çarp¬m¬kaŗs¬l¬k getirir ve g skalar çarp¬m¬n¬n
indeksi her p 2M için ayn¬d¬r, [23].

Tan¬m 2.1.10

Rn; n-boyutlu standart reel vektör uzay¬ 8p 2 Rn üzerinde 8vp; wp 2
Tp (Rn) için

hvp; wpi =
n�vX
i=1

viwi �
nX

i=n�v+1
viwi

eşitli¼giyle verilen v�indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yar¬
Öklidyen uzay denir ve Rnv ile gösterilir. Burada 1 � i � n olmak üzere,
s¬ras¬yla vi ve wi ler vp ve wp tanjant vektörlerinin bileşenleridir, [23].
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Tan¬m 2.1.11

Rnv yar¬Öklidyen uzay¬nda v = 1 ve n � 2 ise Rn1 yar¬Öklidyen uzay¬na
Minkowski n�uzay¬denir, [23].

Tan¬m 2.1.12

M bir diferensiyellenebilir (C1) manifold olsun. M üzerindeki C1 vektör
alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve M den R ye C1 fonksiyonlar¬n uzay¬C1(M;R)
olmak üzere, M üzerinde

h; i : �(M)� �(M)! C1(M;R)

şeklinde tan¬mlanan pozitif, simetrik, 2�lineer h; i fonksiyonaM üzerinde bir
iç çarp¬m, metrik tensör, diferensiyellenebilir metrik veya Riemann metri¼gi
denir. (M; h; i) ikilisine de bir Riemann manifoldu denir, [21].

Tan¬m 2.1.13

M bir diferensiyellenebilir (C1) manifold olsun. M üzerindeki C1 vektör
alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve M den R ye C1 fonksiyonlar¬n uzay¬C1(M;R)
olmak üzere, M üzerinde

g : �(M)� �(M)! C1(M;R)

olmak üzere
i) Simetrik: Y 2 �(M) için

g(X;Y ) = g(Y;X)

ii) 2-lineer: 8X; Y; Z 2 �(M) ve 8a; b 2 R için

g(aX + bY; Z) = ag(X;Z) + bg(Y; Z);

g(X; aY + bZ) = ag(X; Y ) + bg(X;Z)

iii) Non-dejenere: 8X; Y 2 �(M) için

g(X;Y ) = 0) Y = 0

özeliklerini sa¼glayan g tensörüne bir yar¬Riemann metri¼gi ve (M; g) ikilisine
de yar¬Riemann manifoldu denir, [23].
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Tan¬m 2.1.14

M bir yar¬Riemann manifoldu olsun. boyM � 2 ve M nin indeksi 1 ise
M ye bir Lorentz manifoldu denir. Bu tan¬ma göre birM Lorentz manifoldu
için

gp (vp; wp) =

n�1X
i=1

vi jp wi jp �vn jp wn jp; p 2M; vp; wp 2 Tp (M)

dir, [23].

Tan¬m 2.1.15

M bir Lorentz manifoldu ve � : I � R!M bir e¼gri olsun. � e¼grisinin
te¼get vektör alan¬T olmak üzere
i) g(T; T ) > 0 ise � e¼grisine spacelike e¼gri,
ii) g(T; T ) < 0 ise � e¼grisine timelike e¼gri,
iii) g(T; T ) = 0 ve T 6= 0 ise � e¼grisine null e¼gri
denir. E¼grinin bir özel hali olan do¼gru gözönüne al¬ns¬n. Do¼grunun

do¼grultman vektörü space-like ise do¼gru space-like do¼gru, do¼grultman vek-
törü time-like ise do¼gru time-like do¼gru, do¼grultman vektörü null ise do¼gru
null do¼grudur, [23].

Tan¬m 2.1.16

M ve �M s¬ras¬yla n ve (n+ d)-boyutlu birer C1 manifoldlar olmak üzere
x :M !M diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. 8p 2M için

dxp : Tp (M)! Tx(p) (M)

türev dönüşümü birebir ise x fonksiyonuna bir immersiyon (dald¬rma) denir,
[7].

Tan¬m 2.1.17

M ve �M s¬ras¬yla n ve (n+ d)-boyutlu birer C1 manifoldlar olmak üzere
x : M ! M dönüşümü bir immersiyon olsun. �M manifoldu bir Riemann
yap¬ya sahip ise x yard¬m¬yla �M den indirgenen metrik için, 8p 2 M olmak
üzere

hX; Y ip = hdxp (X) ; dxp (Y )ix(p) ; 8X;Y 2 Tp (M)
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eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬nda x e bir izometrik immersiyon denir, [7].

Tan¬m 2.1.18

Mm
v m�boyutlu ve v indeksli bir yar¬Riemannmanifoldu ve �Mn

q n�boyutlu
ve q indeksli bir di¼ger yar¬Riemann manifoldu olsun.

j :Mm
v ! �Mn

q

dönüşümü bir izometrik immersiyon ise (rankj = m) Mm
v manifolduna �Mn

q

nun bir yar¬Riemann altmanifoldu denir, [23].

Tan¬m 2.1.19

�M; M nin bir yar¬Riemann altmanifoldu ve üzerindeki Levi-Civita kon-
neksiyonu D olsun.

D : � (M)� � (M)! � (M)

in �M ye indirgenmi̧s olan

�D : �
�
�M
�
� �

�
�M
�
! �

�
�M
�

fonksiyonunaM den �M yar¬Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmi̧s kon-
neksiyon denir. Buradaki �

�
�M
�
�M nin herbir p noktas¬na Tp

�
�M
�
de bir

tanjant vektör kaŗs¬l¬k getiren vektör alanlar¬n¬n F
�
�M
�
modülünü göster-

mektedir, [23].

Lemma 2.1.20

�M; M nin bir yar¬Riemann altmanifoldu olsun.

II : �
�
�M
�
� �

�
�M
�
! �

�
�M
�?

(V ; W ) ! II(V;W ) = norDvW

dönüşümü F
�
�M
�
bilineer ve simetriktir. Burada II ye �M nin ikinci temel

form tensörü denir, [23].

Tan¬m 2.1.21

n�boyutlu bir yar¬Riemann manifoldunun (n� 1)�boyutlu bir �M yar¬
Riemann alt manifolduna M nin bir yar¬Riemann hiperyüzeyi denir, [23].
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Tan¬m 2.1.22

M nin bir yar¬Riemann hiperyüzeyi �M ve �M nin birim normal vektör
alan¬N olsun. Her V;W 2 �

�
�M
�
için

g(S(V );W ) = g(II(V;W ); N)

şeklindeki (1; 1)�tipinden tensör alan¬S ye �M nin N den elde edilen şekil
operatörü denir. Di¼ger bir de¼gi̧sle, S şekil operatörü, N birim normal vektör
alan¬olmak üzere, �M nin her p noktas¬nda

S : Tp
�
�M
�
! Tp

�
�M
�

Xp ! S (Xp) �DXpN

bir lineer operatördür, [23].

Tan¬m 2.1.23

R31 Minkowski 3-uzay¬nda iki vektör ~v = (v1; v2; v3) ve ~w = (w1; w2; w3)
olmak üzere bu iki vektörün skaler çarp¬m¬

h; i : R31 � R31 ! R
(~v ; ~w) ! h~v; ~wi = v1w1 + v2w2 � v3w3

biçiminde tan¬mlan¬r. E¼ger v = w ise

k~vkL = jh~v;~vij
1=2

eşitli¼gi ile tan¬ml¬k~vkL reel say¬s¬na, v vektörünün Lorentz anlam¬nda normu
denir. Normu 1 olan vektöre de Lorentz anlam¬nda birim vektör denir, [23].

Tan¬m 2.1.24

R31 Minkowski 3-uzay¬nda iki vektör ~v = (v1; v2; v3) ve ~w = (w1; w2; w3)
olmak üzere

(v2w3 � ~v3w2; v3w1 � v1w3; v2w1 � v1w2)
vektörüne ~v ve ~w nin vektörel çarp¬m¬ (d¬̧s çarp¬m¬) denir. ~v^~w şeklinde
gösterilir.

�ij =

�
1 i = j
0 i 6= J

�
12



ve
ei = f�i1; �i2; �i3g

olmak üzere

v^w = � det

24 e1 e2 �e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

35
veya

v^w = det

24 �e1 �e2 e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

35
olarak hesaplan¬r. Burada

e1^e2 = e3; e2^e3 = �e1; e3^e1 = �e2

dir. Saat yönünün tersi pozitif olarak al¬nm¬̧st¬r. Saat yönünde tersi negatif
yön olarak kabul edilecek olursa o zaman

e1^e2 = �e3; e2^e3 = e1; e3^e1 = e2

dir. Bu durumda

v^w = � det

24 e1 e2 �e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

35
şeklindedir, [23].

Tan¬m 2.1.25

R31 Minkowski 3�uzay¬nda At"A = " eşitli¼gini sa¼glayan A matrisine semi-
ortogonal matris denir. Burada, detA = 1 olup

" =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1A
matrisine i̧saret matrisi denir, [23].

Teorem 2.1.26

V bir Lorentz uzay¬ve v; w iki timelike vektör olsun. Bu durumda
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i) jg (v; w)j � kvk kwk eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizlikte eşitlik olmas¬için
gerek ve yeter şart v ve w vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r.
ii) v; w timelike vektörleri ayn¬time-konide ise

g (v; w) = �kvk kwk cosh'

olacak şekilde bir tek ' � 0 say¬s¬vard¬r. Bu ' say¬s¬na v ve w timelike
vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬denir.

Burada v ve w vektörleri ayn¬time-konide de¼gilseler o zaman

jg (v; w)j = kvk kwk cosh'

dir.
V Lorentz uzay¬nda spacelike vektörler v ve w olmak üzere

cos � =
g (v; w)

kvk kwk

olacak şekilde bir tek 0 � ' � � say¬s¬vard¬r. Bu say¬ya v ve w spacelike
vektörleri aras¬ndaki aç¬denir. v ve w spacelike vektörler için

g (v; w) � kvk kwk

eşitsizli¼gi vard¬r, [23].

Tan¬m 2.1.27

R3 de 1-parametreli küre ailesinin zarf¬na kanal yüzeyi denir. Alter-
natif olarak kanal yüzeyi, merkezlerinin yörüngesi bir B(t) e¼grisi ve yar¬çap
fonksiyonu r(t) olan de¼gi̧siken yar¬çapl¬ hareketli bir kürenin zarf¬ olarak
tan¬mlan¬r, [10].

Teorem 2.1.28

� bir timelike e¼gri olsun. Her s için � Frenet üç ayakl¬s¬fT;N;Bg olmak
üzere Frenet denklemleri24 T0(s)

N0 (s)
B0 (s)

35 =
24 0 � 0
�� 0 �
0 �� 0

3524 T(s)
N (s)
B (s)

35
14



şeklinde ifade edilir.
� bir spacelike e¼gri olsun. Bu durumda
i) T0 vektörü spacelike ise Frenet denklemleri24 T0(s)

N0 (s)
B0 (s)

35 =
24 0 � 0
�� 0 �
0 � 0

3524 T(s)
N (s)
B (s)

35
olur.
ii) T0 vektörü timelike ise Frenet denklemleri24 T0(s)

N0 (s)
B0 (s)

35 =
24 0 � 0
� 0 �
0 � 0

3524 T(s)
N (s)
B (s)

35
olur, [18]. Ayr¬ca Frenet vektörleri arasnda

"T = hT;Ti ; "N = hN;Ni ; "B = hB;Bi

olmak üzere

T(s) ^LN (s) = "T"NB (s) ;

N (s) ^L B (s) = "N"BT(s);

B (s) ^L T(s) = "B"TN (s)

eşitlikleri vard¬r, [18].

Teorem 2.1.29

v 2 V olmak üzere
i) kvk > 0,
ii) kvk = 0, v bir null vektördür,
iii) v bir timelike vektör ise kvk2 = �g (v; v),
iv) v bir spacelike vektör ise kvk2 = g (v; v) dir, [23].

2.2 Kuaterniyonlar Teorisi

Tan¬m 2.2.1 a0; a1; a2; a3 2 R olmak üzere bir q kuaterniyonu

q = (a0; a1; a2; a3)

= (a0;w)

= a01 + a1i+ a2j+ a3k
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şeklindedir, burada Sq = a0; q nun skaler k¬sm¬ve Vq = (a1; a2; a3) da
vektörel k¬sm¬d¬r. Böylece q kuaterniyonu q = Sq +Vq şeklinde yaz¬labilir,
[4].

Tan¬m 2.2.2

q = Sq +Vq kuaterniyonu ve p = Sp +Vp kuaterniyonlar¬n¬n toplam¬

q + p = (Sq + Sp) + (Vq +Vp)

dir, [4].

Tan¬m 2.2.3

q = Sq +Vq kuaterniyonunun bir � 2 R skaleriyle çarp¬m¬

�q = �Sq + �Vq

şeklindedir, [4].

Tan¬m 2.2.4

q = Sq +Vq kuaterniyonunun eşleni¼gi

�q = Sq �Vq

dir, [4].

Tan¬m 2.2.5

H = fq = a01 + a1i+ a2j+ a3k ja0; a1; a2; a3 2 Rg kuaterniyon cebiri ol-
mak üzere H üzerinde tan¬ml¬reel de¼gerli, non dejenere bilineer form q; p 2 H
için

h : H � H ! R
(q ; p) ! h(q; p) = 1

2
[q � �p+ p � �q]
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dir, [32]. Di¼ger taraftan, q1:q2 = hq1; q2i olmak üzere

q1:q2 = Re(q1 � �q2) = Re(�q1 � q2)

dir, [19, 35].

Tan¬m 2.2.6

q = a01 + a1i+ a2j+ a3k kuaterniyonun normu

Nq =
q
a20 + a

2
1 + a

2
2 + a

2
3

dir, [4]. Benzer şekilde

kqk2 = h(q; q) = q � �q = a20 + a21 + a22 + a23

yaz¬labilir, [36].

Tan¬m 2.2.7

q = a01+ a1i+ a2j+ a3k kuaterniyonu için Nq = 1 ise q ya birim kuater-
niyon denir. Her q kuaterniyonu

q = Nq(cos � + sin �v)

şeklinde kutupsal biçimde yaz¬labilir, burada, [4],

cos � =
a0
Nq
;

sin � =

p
a21 + a

2
2 + a

2
3

Nq
;

v =
a1i+ a2j+ a3kp
a21 + a

2
2 + a

2
3

2 R3:
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Tan¬m 2.2.8

q = Sq +Vq ve p = Sp +Vp kuaterniyonlar¬n¬n, kuaterniyon çarp¬m¬

q � p = SqSp � hVq;Vpi+ SqVp + SpVq +Vq^Vp

eşitli¼giyle verilir, burada hVq;Vpi ve Vq^Vp s¬ras¬yla Vq ve Vp aras¬ndaki
iç çarp¬m¬ve vektörel çarp¬m¬gösterir, [4].

E¼ger a = Sa+ a, b = Sb+b ve c = Sc+ c ise aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r,
[17];

i) a � b = �ha;bi+a ^ b;
ii) a � (b � c) = a � b+ a � c;
iii) (a+ b) � c = a � c+ b � c;
iv) (a � b) � c = a � (b � c) ;
v) ha;b ^ ci = ha ^ b; ci ;
vi) a^ (b ^ c) = b ha; ci � c ha;bi ;
vii) (a ^ b)^c = b ha; ci � a hb; ci ;
viii) ha ^ b; c ^ di = ha;b^ (c ^ d)i ;

= ha; ci hb;di � ha;di hb; ci ;
ix) (a ^ b)^ (c ^ d) = ha ^ b;di c� ha ^ b; cid:

Tan¬m 2.2.9

Kuaterniyonlar¬nH = hq = a01 + a1i+ a2j+ a3k ja0; a1; a2; a3 2 Rg ce-
biri, h1; i; j;kg baz¬ile R üzerinde 4-boyutlu vektör uzay¬d¬r. Baz elemanlar¬
aras¬nda aşa¼g¬daki özellikler vard¬r;

i2 = j2 = k2 = i � j � k = �1;
i � j = �j � i = k

d¬r. Aç¬kça H; birleşmeli fakat de¼gi̧smeli olmayan bir cebirdir ve H ¬n birim
eleman¬1 dir, [3].

Tan¬m 2.2.10

q kuaterniyonunun tersi Iq = a20 + a
2
1 + a

2
2 + a

2
3 6= 0 olmak üzere

q�1 =
1

Iq
�q
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dir. Ayr¬ca
q � q�1 = q�1 � q = 1

ve
(q � p)�1 = p�1 � q�1

dir, [4].

Tan¬m 2.2.11

q = Sq+Vq kuaterniyonu için Sq = 0 ise q ya pür kuaterniyon denir, [4].

Tan¬m 2.2.12

Herhangi iki q ve p kuaterniyonlar¬için

hq; pi = �q � p+ �p � q
2

dir. E¼ger q = p ise
Iq = hq; qi = �q � q

dur, [33].

Tan¬m 2.2.13

Bir w pür kuaterniyonu üzerinde

� : R3 ! R3
w ! �(w) = q �w � q�1

şeklinde tan¬ml¬� fonksiyonu lineerdir. Genelli¼gi bozmadan Nq = 1 seçilirse
R3 = span fi; j;kg oldu¼gundan e¼ger q = a01 + a1i+ a2j+ a3k ise

�(i) = (a20 + a
2
1 � a22 � a23)i+ (2a0a3 + 2a1a2)j+ (2a1a3 � 2a0a2)k;

�(j) = (�2a0a3 + 2a1a2)i+ (a20 + a22 � a21 � a23)j+ (2a0a1 � 2a2a3)k;
�(k) = (2a0a23 + 2a1a3)i+(2a2a3 � 2a0a1)j+ (a20 + a23 � a21 � a22)k

d¬r. Böylece � dönüşümünün matris gösterimi;

Rq =

24 a20 + a21 � a22 � a23 2a0a3 + 2a1a2 2a1a3 � 2a0a2
�2a0a3 + 2a1a2 a20 + a

2
2 � a21 � a23 2a0a1 � 2a2a3

2a0a23 + 2a1a3 2a2a3 � 2a0a1 a20 + a
2
3 � a21 � a22

35
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şeklindedir. Rq ortogonal yani RqRTq = I ve detRq = 1 dir. Böylece �(w) =
q �w � q�1lineer dönüşümü R3 de bir dönme gösterir, [4].

Tan¬m 2.2.14

R3 üç boyutlu Öklid uzay¬fp 2 QH j p+ �p = 0g spatial quaterniyonlar¬n
uzay¬olarak tan¬mlan¬r. I = [0; 1] � R olarak al¬rn¬rsa R3 de kuaterniyonik
bir e¼gri

� : I � R ! QH
s ! �(s) =

P3
i=1 �i(s)~ei; 1 � i � 3

ve bu e¼grinin e¼griliklerifk; �g , Frenet vektörleri fT(s);N (s) ;B (s)g olmak
üzere Frenet formülleri24 T0(s)

N0 (s)
B0 (s)

35 =
24 0 k 0
�k 0 �
0 �� 0

3524 T(s)
N (s)
B (s)

35
olur, [22].

Tan¬m 2.2.15

R4 dört boyutlu Öklid uzay¬ quaterniyonlar¬n uzay¬ olarak tan¬mlan¬r.
I = [0; 1] � R olarak al¬rn¬rsa R4 de kuaterniyonik bir e¼gri

� : I � R ! H
s ! �(s) =

P4
i=1 �i(s)~ei; 1 � i � 4; e4 = 1

ve bu e¼grinin e¼grilikleri fK; k; r �Kg , Frenet vektörleri fT(s);N (s) ;B1 (s) ;B2 (s)g
olmak üzere Frenet formülleri2664

T0(s)
N0 (s)
B01 (s)
B02 (s)

3775 =
2664

0 K 0 0
�K 0 k 0
0 �k 0 r �K
0 0 �(r �K) 0

3775
2664
T(s)
N (s)
B1 (s)
B2 (s)

3775
olur, [22].
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2.3 Split Kuaterniyonlar Teorisi

Tan¬m 2.3.1

Split kuaterniyon cebiri,

�i2 = j2 = k2 = 1;

i � j = k; j � k = i; k � i = j

koşullar¬n¬ taş¬yan q = q01 + q1i + q2j + q3k (qi 2 R) say¬ dörtlülerinin
oluşturdu¼gu birleşimli fakat de¼gi̧smeli ve bölmeli olmayan bir cebirdir. Bu
say¬dörtlülerinin oluşturdu¼gu cümle QH ile gösterilir, [26].

Tan¬m 2.3.2

QH split kuaterniyon kümesi ve p; q 2 QH için q = (q0; q1; q2; q3) ve p =
(p0; p1; p2; p3) split kuaterniyonlar¬n¬n split kuaterniyon çarp¬m¬,

� : QH � QH ! QH
(q ; p) ! q � p = SqSp + hVq; VpiL + SqVp + SpVq + Vq^LVp

şeklinde ifade edilir. Burada h; iL ve ^Ls¬ras¬yla, Lorentzian iç çarp¬m ve
Lorentzian vektörel çarp¬m¬göstermektedir, [26].
Di¼ger yandan

q � p =

2664
q0 �q1 q2 q3
q1 q0 q3 �q2
q2 q3 q0 �q1
q3 �q2 q1 q0

3775
2664
p0
p1
p2
p3

3775
dir.

Tan¬m 2.3.3

QH split kuaterniyon kümesi, q 2 QH ve q = Sq + Vq için, Sq = 0 ise,
bu durumda q ya saf split kuaterniyon denir. ·Iki saf split kuaterniyonun
çarp¬m¬, q = q1i+ q2j + q3k; p = p1i+ p2j + p3k olmak üzere

q � p = hVq; VpiL + Vq^LVp

= �q1p1 + q2p2 + q3p3 +

24 �i j k
q1 q2 q3
p1 p2 p3

35
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şeklinde ifade edilir, [20].

Tan¬m 2.3.4

q = q01 + q1i + q2j + q3k = Sq + Vq bir split kuaterniyon olmak üzere,
split kuaterniyonun eşleni¼gi �q ile gösterilir ve Kq = �q = Sq + Vq şeklinde
tan¬mlan¬r, [26].

Tan¬m 2.3.5

Bir q split kuaterniyonu için

Iq = �q � q = q � �q = q20 + q21 � q22 � q23

şeklinde tan¬mlan¬r, [20].

Tan¬m 2.3.6

q = (q0; q1; q2; q3) split kuaterniyonunun normu

Nq =
q
jq20 + q21 � q22 � q23j

şeklinde tan¬mlan¬r. Nq = �q � q = q � �q = 1 oldu¼gu zaman, q ya birim
split kuaterniyon denir. ~QH ile birim split kuaternionlar kümesini gösterelim.
Ayr¬ca Nq 6= 0 olmak üzere,

q�1 =
�q

Nq

bir split kuaterniyonunun tersini belirtir, [20].

Teorem 2.3.7

Split kuaterniyonlar 8q; r; s 2 QH için aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar, [26];

q � (r � s) = (q � r) � s;
q � (r + s) = q � r + q � s;
K (q � r) = Kq �Kr;
Iq�r = IqIr;
Nq�r = NqNr

Vq paralel Vr olmas¬için gerek ve yeter şart q � r = r � q olmas¬d¬r.
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Tan¬m 2.3.8

Kompleks say¬larda ve kuaterniyonlarda oldu¼gu gibi split kuaterniyonlar
da kutupsal formda ifade edilebilir. Fakat, split kuaterniyonlarda, split ku-
aterniyonun spacelike yada timelike olmas¬hatta timelike kuaterniyonlarda
vektörel k¬sm¬n timelike ya da spacelike olmas¬bu kutupsal formu de¼gi̧stirir.
Yani, split kuaterniyonlar için ayr¬ayr¬kutupsal formlar belirtilecektir, [26].
i) Her q = (q0; q1; q2; q3) 2 ~QH birim spacelike kuaterniyonu

sinh' =
q0
Nq
; cos' =

p
�q21 + q22 + q23

Nq

ve

" =
q1i+ q2j + q3kp
�q21 + q22 + q23

spacelike birim vektör olmak üzere

q = Nq (sinh'+ " cosh')

formunda yaz¬labilir.
ii) Vektörel k¬sm¬spacelike olan her q = (q0; q1; q2; q3) 2 ~QH timelike birim

kuaterniyon

cosh' =
q0
Nq
; sinh' =

p
�q21 + q22 + q23

Nq
ve

" =
q1i+ q2j + q3kp
�q21 + q22 + q23

spacelike birim vektör olmak üzere,

q = Nq (cosh'+ " sinh')

formunda yaz¬labilir.
iii) Vektörel k¬sm¬timelike olan her q = (q0; q1; q2; q3) 2 ~QH timelike birim

kuaterniyon

cos' =
q0
Nq
; sin' =

p
q21 � q22 � q23
Nq

ve

" =
q1i+ q2j + q3kp
q21 � q22 � q23
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timelike birim vektör olmak üzere

q = Nq (cos'+ " sin')

dir.

Tan¬m 2.3.9

Bir q split kuaterniyonu için

Iq = �q � q = q � �q = q20 + q21 � q22 � q23
şeklinde tan¬mlanan eşitli¼ge göre
i) Iq > 0 ise q �ya timelike kuaterniyon,
ii) Iq < 0 ise q �ya spacelike kuaterniyon,
iii) Iq = 0 ise q �ya lightlike kuaterniyon
denir. Aç¬kça görülmektedir ki burada

�Iq = �q20 � q21 + q22 + q23
eşitli¼gi q = (q0; q1; q2; q3) split kuaterniyonunun dört boyutlu bir vektör olarak
hq; qiL şeklinde yar¬Öklidyen iç çarp¬m¬na eşittir, [26].

Teorem 2.3.10

Vektörel k¬sm¬spacelike olan her q = cosh' + " sinh' timelike kuater-
niyonu, aralar¬ndaki aç¬' olan iki u; v Lorentz vektörleri cinsinden

v � u�1 (2.1)

olarak yaz¬labilir, [26]. Ayr¬ca bu vektörler aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glarlar:
i) u ve v timelike vektörleri " spacelike vektörüne dik vektörlerdir,
ii) u ve v spacelike vektörleri jhu; vij > 1 ve " spacelike vektörüne dik

vektörlerdir.

Teorem 2.3.11

Vektörel k¬sm¬timelike olan her q = cos'+" sin' timelike kuaterniyonu,
" timelike vektörüne dik, aralar¬ndaki aç¬' olan iki spacelike u; v Lorentz
vektörleri cinsinden

u � v (2.2)

olarak yaz¬labilir, [26].
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3. BÖLÜM

Bu bölüm çal¬̧sman¬n materyal ve metod k¬sm¬n¬oluşturmaktad¬r ve bu
bölümde çal¬̧sman¬n temelini oluşturan literatürdeki baz¬kavramlar detayl¬
bir şekilde ele al¬nm¬̧st¬r.

3.1. Öklid Uzay¬nda Koordinat Çat¬lar¬

3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir e¼gri, I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere
(I; �) koordinat komşulu¼gu ile tan¬mlanan

� : I � R ! E3
s ! � (s)

diferensiyellenebilir fonksiyonu ile tan¬mlan¬r. Burada s de¼gi̧skeni I �da ar-
tarak de¼gi̧stirildi¼ginde � birim h¬zl¬e¼grisinin � (s) noktas¬hangi yönde iler-
liyorsa �0 (s) vektörü yani T (s) birim te¼get vektörü o yöndedir denir.

Buna göre T, � e¼grisi üzerinde bir vektör alan¬d¬r ve T (s), � (s) nok-
tas¬nda T�(s) (R3) vektör uzay¬n¬n bir alt vektör uzay¬n¬gerer. Bu alt vektör
uzay¬ 1 boyutlu bir vektör uzay¬d¬r. Geometrik olarak � (s) noktas¬ndan
geçen ve T (s) vektörüne paralel olan bir do¼grudur. Bu do¼gruya e¼grinin � (s)
noktas¬ndaki te¼get uzay¬denir ve T�(s) (� (I)) biçiminde gösterilir.

Di¼ger yandan bu � e¼grisi üzerindeki bir koordinat çat¬s¬olarak fT;L;Mg
vektörlerini al¬rsak e¼gri üzerindeki bir P noktas¬e¼griyi çizerken T;L;M vek-
törleri de¼gi̧sirler. Dolay¬s¬yla küresel göstergeler oluşurlar. E¼grinin T;L;M
üç ayakl¬s¬n¬n her s an¬na bir eksen etraf¬nda ani helis hareketi yapt¬¼g¬kabul
edilir. Bu eksene e¼grinin bu s parametresine kaŗs¬l¬k gelen � (s) noktas¬ndaki
Darboux (ani dönme) ekseni denir. Bu eksen F ile gösterilirse genelleştirilmi̧s
Darboux vektör alan¬

F =k1T+ k2L+ k3M (3.1)

dir, [5, 29].

(3.1) denklemiyle verilen Darboux vektör alan¬ kullan¬larak fT;L;Mg
çat¬s¬için

T0 = F ^T;
L0 = F ^ L;
M0 = F ^M



denklemleri yaz¬l¬r. Yani genelleştirilmi̧s Darboux vektör alan¬ için E3 �de
genelleştirilmi̧s bir çat¬denklemi24 T0

L0

M0

35 =
24 0 k3 �k2
�k3 0 k1
k2 �k1 0

3524 T
L
M

35 (3.2)

dir. (3.2) e¼gitli¼gi yard¬m¬yla � e¼grisinin herbir noktas¬ndaki lokal koordi-
natlar kullan¬larak E3 �de klasik bir çat¬olan Frenet-Serret çat¬s¬elde edilir.
Frenet çat¬s¬için k1 = � (s) ; k2 = 0; k3 = � (s) al¬narak24 T0(s)

N0 (s)
B0 (s)

35 =

24 0 � (s) 0
�� (s) 0 � (s)
0 �� (s) 0

3524 T(s)
N (s)
B (s)

35 ; (3.3)

T(s) = �0 (s) ; (1)

N (s) =
T0(s)

kT0(s)k ; (2)

B (s) = T(s)^N (s) ; (3)

� (s) = kT0(s)k ; (4)

� (s) = �hB0 (s) ;N (s)i (5)

eşitlikleri elde edilir.

Benzer düşünceyle Bishop çat¬s¬için k1 = 0; k2 = �k2; k3 = k1 al¬narak24 T0(s)
N0
1 (s)

N0
2 (s)

35 =
24 0 k1 (s) k2
�k1 (s) 0 0
�k2 (s) 0 0

3524 T(s)
N1 (s)
N2 (s)

35 (3.4)

N1 = N cos'�B sin'
N2 = N sin'+B cos'

' = arctan
k2
k1

� =
q
k21 + k

2
2

yaz¬l¬r.

26



(3.2), (3.3), (3.4) denklemleriyle elde edilen ve di¼ger tüm 3-boyutlu ko-
ordinat çat¬lar¬kuaterniyonlar¬n dönme matrisi yard¬m¬yla kuaterniyon for-
munda ifade edilir. Bu dönme matrisinin sütunlar¬s¬ras¬yla fT;L;Mg vek-
törleri oldu¼gu düşünülürse bunlar¬n herbiri;

[W1] =

24 q0 q1 �q2 q3
q3 q2 q1 q0
�q2 q3 �q0 q1

35 ;
[W2] =

24 �q3 q2 q1 �q0
q0 �q1 q2 �q3
q1 q0 q3 q2

35 ;
[W3] =

24 q2 q3 q0 q1
�q1 �q0 q3 q2
q0 �q1 �q2 q3

35
olmak üzere

T =[W1][q];L =[W2][q];M =[W2][q]

olarak yaz¬l¬r. Son olarak elde edilen eşitlikleri (3.1) de göz önüne al¬n¬rsa2664
q00(s)
q01 (s)
q02 (s)
q03 (s)

3775 =
2664
0 �k1 �k2 �k3
k1 0 �k3 k2
k2 k3 0 �k1
k3 �k2 k1 0

3775
2664
q0(s)
q1 (s)
q2 (s)
q3 (s)

3775
elde edilir. Bu yolla alternatif bir yol olarak dönme dönüşümü kullan¬larak

Rq (V ) = q � V � q�1

eşitli¼gi do¼grudan yaz¬l¬r. Kuaterniyonlar¬n türev özellikleri gere¼gince

dq = q �
�
q�1 � dq

�
; (3.6)

q�1 � dq = �
�
dq�1 � q

�
(3.7)

eşitlikleri göz önüne al¬narak

q0 =
1

2
q � (0; k1; k2; k3)

=
1

2
q � (0;k) (3.8)
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ve �
q�1
�0
= �1

2
(0;k) � q�1

yaz¬l¬r. Burada k = 2 (q0dq� qdq0 � q� dq) oldu¼gundan

k0 = 2 (q1dq1 + q2dq2 + q3dq3 + q0dq0) = 0;
k1 = 2 (q0dq1 � q1dq0 � q3dq2 + q2dq3) ;
k2 = 2 (q0dq2 � q2dq0 � q3dq1 + q1dq3) ;
k3 = 2 (q0dq3 � q3dq0 � q1dq2 + q2dq1)

olup (2.5) gere¼gince k0 = 0 d¬r, [11]:

Di¼ger taraftan fT;L;Mg üç koordinat ekseninin herbirini döndermek için
key� bir q kuaterniyonu kullan¬larak Ri nin bir sütunu olarak her bir orto-
normal çat¬bileşeni

T = q � (0; x̂) � q�1;
L = q � (0; ŷ) � q�1;
M = q � (0; ẑ) � q�1

olarak ifade edilebilir. Daha sonra (3.6), (3.7), (3.8) eşitlikleri göz önünde
bulundurularak T için aşa¼g¬daki eşitlik hesaplanabilir, [11];

dT = dq � (0; x̂) � q�1 + q � (0; x̂) � dq�1

=
1

2
q � (0;k) � (0; x̂) � q�1 + q � (0; x̂) � �1

2
(0;k) � q�1

=
1

2

�
q � [(0;k) � (0; x̂)� (0; x̂) � (0;k)] � q�1

�
= q � (0;k) � (0; x̂) � q�1

3.2 Bir Yüzeyin E¼griliklerinin Hesaplanmas¬

Non-dejenere (u; v) koordinatlar¬yla verilen bir yüzeyK (u; v) olsun. K (u; v)
yüzeyinin birinci türevleri T1 = Ku = @K=@u;T2 = Kv = @K=@v olmak
üzere (Ku:Kv 6= 0 ise Gram-Schimidt yöntemiyle ortogonalleştirilerek)

N = Ku^Kv

dir. O halde K (u; v) yüzeyi üzerinde bir yüzey çat¬s¬

fT1 (u; v) ;T2 (u; v) ;N (u; v)g (3.9)
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olarak yaz¬labilir, [11]:

U = Ku � r; V = Kv � r olarak al¬n¬rsa

rUN^rVN = K (U; V ) ; (3.10)

rUN^V + U^rVN = 2H (U; V ) (3.11)

eşitlikleri (U; V ) vektör alanlar¬n¬n herhengi lineer ba¼g¬ms¬z lokal e¼grilikleri
olarak ifade edilebilir, [10, 11]. Ayr¬ca (3.9) çat¬s¬ve (3.1), (3.2) eşitlikleri
göz önüne al¬n¬rsa

@

@u

24 T1 (u; v)T2 (u; v)
N (u; v)

35 =
24 0 a3 (u; v) �a2 (u; v)
�a3 (u; v) 0 a1 (u; v)
a2 (u; v) �a1 (u; v) 0

3524 T1 (u; v)T2 (u; v)
N (u; v)

35
(3.12)

ve

@

@v

24 T1 (u; v)T2 (u; v)
N (u; v)

35 =
24 0 b3 (u; v) �b2 (u; v)
�b3 (u; v) 0 b1 (u; v)
b2 (u; v) �b1 (u; v) 0

3524 T1 (u; v)T2 (u; v)
N (u; v)

35
(3.13)

yaz¬labilir. (3.12) ve (3.13) eşitliklerinden"
@N(u;v)
@u

@N(u;v)
@v

#
= [L]

�
T1 (u; v)
T2 (u; v)

�
(3.14)

elde edilir. O halde K (u; v) yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi (3.14) den

K = det [L]

ve ortalama e¼grili¼gi

H =
1

2
iz [L]

dir, [11].

Di¼ger yandan 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir K (u; v) yüzeyinin Gauss
ve ortalama e¼grilikleri aşa¼g¬daki şekilde de hesaplan¬labilir:

K (u; v), R31 de bir yüzey ve ' : K !R31 bir immersiyon olsun. Yani '
diferensiyellenebilir dönüşüm ve 8P 2 K için

d'P : TP (K)! T'(P )
�
R31
�
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birebirdir. R31 uzay¬nda h; iP Lorentz metri¼ginin ' ile geri getirilmi̧si gP olsun.
Buna göre gP = '� (h; iP ) oldu¼gundan 8u; v 2 TP (K) olmak üzere

gP (u; v) = hu; viP = hd'P (u) ; d'P (u)i

olur. Burada TP (K) uzay¬üç tipte olabilir:
i) gP pozitif tan¬ml¬ise TP (K) spacelike düzlemdir,
ii) gP metri¼ginin indeksi 1 ise TP (K) timelike düzlemdir,
iii) gP dejenere metrik ise TP (K) lightlike düzlemdir.

K (u; v) yüzeyi içinde '(U) diferensiyellenebilir yüzeyi için Q 2 U ve
'(Q) = P olmak üzere

'u (Q) = '�

�
@

@u
(Q)

�
; 'v (Q) = '�

�
@

@v
(Q)

�
olarak tan¬mlan¬r. f'u (Q) ; 'v (Q)g kümesi TP (K) uzay¬n¬n bir baz¬d¬r.

f'u (Q) ; 'v (Q)g

baz¬n¬n denklik s¬n¬f¬n¬, TP (K) vektör uzay¬n¬pozitif yönü olarak alaca¼g¬z.
Böylece '(U) basit yüzeyinin her bir P noktas¬ndaki te¼get düzlemi yön-
lendirilmi̧s olur. '(U) basit yüzeyinin her bir P noktas¬nda f'u (Q) ; 'v (Q) ; N (P )g
kümesi TP (R3) uzay¬n¬n pozitif yönlü bir baz¬olacak biçimde '(U) üstünde,
w birim normal vektör alan¬tek olarak belirlidir ve

w =
Xu^Xv

kXu^Xvk

dir. Bu w vektör alan¬na '(U) basit yüzeyinin pozitif yönlü birim normal
vektör alan¬diyece¼giz.

w; '(U) basit yüzeyinin pozitif yönlü birim normal vektör alan¬ise,

f'u (Q) ; 'v (Q) ;�w (P )g

kümesi TPR3 uzay¬n¬n negatif yönlü bir çat¬alan¬olur. �w vektör alan¬na,
'(U) basit yüzeyinin negatif yönlü birim normal vektör alan¬denir. R3 uza-
y¬nda bir K yüzeyini gözönüne alal¬m. P 2 K olsun, P noktas¬n¬içeren en
az bir '(U) basit yüzeyi bulundu¼gunu biliyoruz. Buna göre, P noktas¬nda

30



'(U) basit yüzeyinden elde edilen pozitif yönlü bir w(P ) birim normal vek-
törü vard¬r. P noktas¬nda, P noktas¬n¬içeren başka bir '� (H) basit yüzeyine
göre de pozitif yönlü Y (P ) birim normal vektör alan¬vard¬r.

Y (P ) = w(P ) veya Y (P ) = �w(P )

oldu¼gu aç¬kt¬r, [18].

K yar¬-Riemann manifoldu olarak 3�boyutlu Minkowski uzay¬ve �K yar¬-
Riemann hiperyüzeyi olarak da (U;') parametrizasyonu ile verilen, 8u; v 2
R2 için

' : U � R2 ! R31
(u ; v) ! ' (u; v) = ('1 (u; v) ; '2 (u; v) ; '3 (u; v))

ile belirli olan '(U) yüzeyi göz önüne al¬ns¬n. Lineer ba¼g¬ms¬z f'u; 'vg cüm-
lesi, yüzeyin vektör alanlar¬n¬n bir baz¬d¬r. Yüzeyin birim normali

w =
'u^'v
k'u^'vk

ile belirlidir. Yüzeyin I: formunu, yani metri¼gini hesaplamadan önce baz¬
eşitlikler verilecektir.

E = h'u; 'ui ; F = h'u; 'vi ; G = h'v; 'vi

olup

hw;wiL =
�
'u^'v
k'u^'vk

;
'u^'v
k'u^'vk

�
L

dir. Lagrange özdeşli¼ginden

hw;wiL = (h'u; 'viL)
2 � h'u; 'uiL h'v; 'viL

= F 2 � EG

elde edilir. Yüzeyin I: temel formunu hesaplamak için, ' nin tam diferensiyeli

d' =
@'

@u
du+

@'

@v
dv

ile belirlidir. Buradan

I = (ds)2 = hd'; d'i

=

�
@'

@u
;
@'

@u

�
(du)2 + 2

�
@'

@u
;
@'

@v

�
dudv +

�
@'

@v
;
@'

@v

�
(dv)2

= E (du)2 + 2Fdudv +G (dv)2
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bulunur. Böylece
(ds)2

(dv)2
= E

�
du

dv

�2
+ 2F

du

dv
+G

ve � = du
dv
; I 0 = (ds)2

(dv)2
olmak üzere

I 0 = E�2 + 2F�+G

elde edilir. �K yüzeyi üzerindeki I = (ds)2 indirgenmi̧s metri¼ginin pozitif
tan¬ml¬veya inde�nit olup olmad¬¼g¬n¬incelemek ile, I = (dv)2 I 0 oldu¼gundan
I 0 yü incelemek ayn¬d¬r.

R31 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey �K olsun. p 2 �K ve 8vp; wp 2
Tp
�
�K
�
için hvp; wpi = 0 ) vp = 0 önermesi sa¼glan¬yorsa vp ye R31 uzay¬nda

bir non-dejenere yüzey denir. �K yüzeyi üzerindeki metri¼gin matris formu�
E F
F G

�
ile belirlidir. �K yüzeyi üzerindeki metri¼gin non-dejenere olmas¬için gerek ve
yeter şart

det

�
E F
F G

�
6= 0 veya EG� F 2 6= 0

olmas¬d¬r, [6,23].

Tan¬m 3.2.1

3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey �K olsun. �K yüzeyi üzerine
indirgenmi̧s metrik pozitif tan¬ml¬ise �K ye R31 de bir spacelike yüzey denir,
[5].

Tan¬m 3.2.2

3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey �K olsun. �K yüzeyi üzerine
indirgenmi̧s metrik Lorentz metri¼gi ise �K ye R31 de bir timelike yüzey denir,
[5].
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3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey �K ve M nin şekil operatörüne
kaŗs¬l¬k gelen matris S olsun. 8p 2 �K için

K(p) = "detSp

ifadesine, �K yüzeyinin p noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi ve K : �K !R fonksiy-
onuna �K yüzeyinin Gauss e¼grilik fonksiyonu denir. Burada, " = hw;wi = �1
ile belirlidir. w, �K yüzeyinin birim normal vektör alan¬d¬r. �K yüzeyi space-
like ise " = hw;wi = �1 dir. Bu durumda, K(p) = �detSp dir. �K yüzeyi
timelike ise " = hw;wi = 1 dir. Bu durumda, K(p) = detSp dir. Ayr¬ca
8p 2 �K için

H(p) =
1

2
"izSp

ifadesine, �K yüzeyinin p noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi ve H : �K !R fonksiy-
onuna �K yüzeyinin ortalama e¼grilik fonksiyonu denir. Burada, " = hw;wi =
�1 dir. w, �K yüzeyinin birim normal vektör alan¬d¬r. �K yüzeyi spacelike
ise " = hw;wi = �1 dir. Bu durumda, H(p) = �1

2
izSp dir. �K yüzeyi time-

like ise " = hw;wi = 1 dir. Bu durumda, (p) = 1
2
izSp dir. H = 0 yani

EN +GL� 2FM = 0 ise bu yüzeye minimal yüzey denir, [23].

Teorem 3.2.3 X : K !R31, K yüzeyinin spacelike bir immersiyonu olsun.
X in Gauss ve ortalama e¼grili¼gi

K = � eg � f 2
EG� F 2 ;

H = �1
2

Ge� Eg � 2Ff
EG� F 2

olur (immersiyonun timelike olmas¬ durumunda formüllerde sadece i̧saret
de¼gi̧sir), [18].
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4. BÖLÜM

4.1. Kuaterniyonik Deniz Kabu¼gu Yüzeyleri ve Karakterizasy-
onlar¬

Bu bölümde, ilk olarak Minkowski uzay¬nda s¬ras¬yla x, y ve z eksenleri
etraf¬nda dönerek oluşan helikal spiraller tan¬mlanacakt¬r. Fakat bu çal¬̧s-
mada ele al¬nan helikal spiralin z-ekseni etraf¬nda dönerek oluştu¼gu kabul
edilecektir. Daha sonra bu e¼griyi merkez e¼grisi olarak alan ve yeni bir yüzey
olan deniz kabu¼gu yüzeyi tan¬mlanacakt¬r. Böylece bu e¼grinin baz¬karak-
terizasyonlar¬yard¬m¬yla kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyi tan¬mlan¬p, bu
yüzeyin baz¬özellikleri araşt¬r¬lacakt¬r.
Ayr¬ca g (; ) = �dx2+dy2+dz2 metri¼gi kullan¬larak dönme ekseni s¬ras¬yla

x�timelike, y�spacelike, z�spacelike olan helikal spiral aşa¼g¬daki gibi ifade
edilir.

Tan¬m 4.1.1 R31 de timelike x-ekseni etraf¬nda dönme aç¬s¬ �, negatif
olmayan büyüklük sabitleri kr ve kz, başlang¬ç yar¬çap ve yükseklik de¼gerleri
s¬ras¬yla r0 ve z0 olmak üzere yar¬çap ve yükseklik fonksiyonlar¬

r (�) = r0e
kr�;

z (�) = z0e
kz�

ile verilirse, o zaman bir helikal spiral

H (�) = (z (�) ; r (�) cos �; r (�) sin �)

olarak tan¬mlan¬r. Di¼ger taraftan bir deniz kabu¼gu yüzeyi oluşturulurken
helikal spiralin üzerinde tan¬mlanan aral¬k, yükseklik ve yar¬çap gibi üstel
olarak büyüyen bir aral¬kt¬r. Bu aral¬k bir P (') şekil fonksiyonu ve a (�) =
a0e

ka� üstel büyüme fonksiyonunun çarp¬m¬yla oluşur.

Tan¬m 4.1.2 R31 de spacelike y-ekseni etraf¬nda dönme aç¬s¬
, negatif
olmayan büyüklük sabitleri kr ve kz, başlang¬ç yar¬çap ve yükseklik de¼gerleri
s¬ras¬yla r0 ve z0 olmak üzere yar¬çap ve yükseklik fonksiyonlar¬

r (
) = r0e
kr
;

z (
) = z0e
kz




ile verilirse, o zaman bir helikal spiral

H (
) = (r (
) sinh 
; z (
) ; r (
) cosh 
)

olarak tan¬mlan¬r. Di¼ger taraftan bir deniz kabu¼gu yüzeyi oluşturulurken
helikal spiralin üzerinde tan¬mlanan aral¬k, yükseklik ve yar¬çap gibi üstel
olarak büyüyen bir aral¬kt¬r. Bu aral¬k bir P (') şekil fonksiyonu ve a (
) =
a0e

ka
 üstel büyüme fonksiyonunun çarp¬m¬yla oluşur.

Tan¬m 4.1.3 R31 de spacelike z-ekseni etraf¬nda dönme aç¬s¬�, negatif
olmayan büyüklük sabitleri kr ve kz, başlang¬ç yar¬çap ve yükseklik de¼gerleri
s¬ras¬yla r0 ve z0 olmak üzere yar¬çap ve yükseklik fonksiyonlar¬

r (�) = r0e
kr�;

z (�) = z0e
kz�

ile verilirse, o zaman bir helikal spiral

H (�) = (r (�) sinh �; r (�) cosh �; z (�)) (4.1)

olarak tan¬mlan¬r. Di¼ger taraftan bir deniz kabu¼gu yüzeyi oluşturulurken
helikal spiralin üzerinde tan¬mlanan aral¬k, yükseklik ve yar¬çap gibi üstel
olarak büyüyen bir aral¬kt¬r. Bu aral¬k bir P (') şekil fonksiyonu ve a (�) =
a0e

ka� üstel büyüme fonksiyonunun çarp¬m¬yla oluşur.
Buna göre 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir deniz kabu¼gu yüzeyi aşa¼g¬-

daki gibi ifade edilir.

Önerme 4.1.4 R31 de (4:1) denklemiyle verilen helikal spiralin başlang¬ç
aral¬k büyüklü¼gü a0, negatif olmayan büyüme oran¬ka olmak üzere aşa¼g¬daki
durumlar mevcuttur;

i) E¼ger H (�) timelike asli normale sahip helikal spiral ise deniz kabu¼gu
yüzeyi;

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) (sinh'N (�) + cosh'B (�)) ; (4.2)

ii) E¼ger H (�) timelike binormale sahip helikal spiral ise deniz kabu¼gu
yüzeyi;

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) (cosh'N (�) + sinh'B (�)) ; (4.3)
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iii) E¼ger H (�) timelike bir helikal spiral ise deniz kabu¼gu yüzeyi;

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) (cos'N (�) + sin'B (�)) (4.4)

formülleri ile verilir.

·Ispat

Şekil 4.1. Deniz kabu¼gu yüzeyinin oluşumu, [28].

R31 de verilen bir e¼gri H (�) ve bu e¼grinin timelike asli normale sahip Frenet
çat¬alan¬fT;N;Bg olsun. Di¼ger taraftan şekil 4.1 de görüldü¼gü gibi helikal
spiral üzerinde NB düzlemindeki e¼gri için

�y2 + z2 = 1

oldu¼gundan
y = sinh'; z = cosh'

elde edilir. O halde merkez e¼grisi H (�), şekil fonksiyonu P (') ve büyüme
fonksiyonu a (�) olmak üzere R31 de deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) (sinh'N (�) + cosh'B (�))

dir.
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Teorem 4.1.5 R31 de (4:2) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir spacelike

q ('; �) = sinh'+ cosh'B (�) (4.5)

birim kuaterniyonu yard¬m¬yla

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [q ('; �) + q ('; �) �N (�) (4.6)

+N (�) �q ('; �) +T (�) �q ('; �) ��T (�)]

dir.

·Ispat (4:5) eşitli¼gi ile verilen spacelike kuaterniyonunun her iki yan¬sol-
dan N (�) ile çarp¬l¬rsa

N (�) �q ('; �) = sinh'N (�) + cosh'N (�) �B (�)

d¬r. N (�) �B (�) = �T (�) oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

N (�) �q ('; �) = sinh'N (�)� cosh'T (�) (4.7)

elde edilir. Benzer olarak q ('; �) kuaterniyonunun her iki yan¬sa¼gdan N (�)
ile çarp¬l¬rsa

q ('; �) �N (�) = sinh'N (�) + cosh'T (�) (4.8)

bulunur. (4:7) ve (4:8) denklemlerinden

sinh'N (�) =
1

2
[N (�) �q ('; �) + q ('; �) �N (�)] (4.9)

elde edilir.
Di¼ger taraftan (4:5) ile verilen q ('; �) kuaterniyonunun her iki yan¬sa¼g-

dan T (�) ile çarp¬l¬rsa

q ('; �) �T (�) = sinh'T (�) + cosh'N (�) (4.10)

ve son elde edilen eşitli¼gin her iki yan¬soldan T (�) ile çarp¬l¬rsa

T (�) �q ('; �) �T (�) = sinh'� cosh'B (�) (4.11)

bulunur. Böylece (4:5) ve (4:11) eşitliklerinden

cosh'B (�) =
1

2
[q ('; �)�T (�) �q ('; �) �T (�)]
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elde edilir. Ayr¬ca

�T (�) �q ('; �) �T (�) = T (�) �q ('; �) ��T (�)

oldu¼gundan

cosh'B (�) =
1

2
[q ('; �) +T (�) �q ('; �) ��T (�)] (4.12)

dir. (4:9) ve (4:12) den

sinh'N (�) + cosh'B (�) =
1

2
[q ('; �) + q ('; �) �N (�) +N (�)(4.13)

�q ('; �) +T (�) �q ('; �) ��T (�)]

olur. (4:13) eşitli¼gi (4:2) de yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [q ('; �) + q ('; �) �N (�)

+N (�) �q ('; �) +T (�) �q ('; �) ��T (�)]

olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.6 R31 de (4:2) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir spacelike

q ('; �) = sinh'+ cosh'T (�) (4.14)

birim kuaterniyonu yard¬m¬yla

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �q ('; �) (4.15)

dir.

·Ispat Minkowski uzay¬nda (4:14) eşitli¼gi ile verilen spacelike kuaterniy-
onunun her iki yan¬soldan N (�) ile çarp¬l¬rsa

N (�) �q ('; �) = sinh'N (�) + cosh'N (�) �T (�) (4.16)

d¬r. N (�) �T (�) = B (�) oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

N (�) �q ('; �) = sinh'N (�) + cosh'B (�) (4.17)
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elde edilir. (4:17) eşitli¼gi (4:2) de yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �q ('; �)

olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.7 R31 de (4:3) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
de bir spacelike vektör parçal¬timelike

q ('; �) = cosh'+ sinh'N (�) (4.18)

birim kuaterniyonu yard¬m¬yla

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(q ('; �) + q ('; �)

�B (�)) + q ('; �) �(N (�) + �T (�) )] (4.19)

dir.

·Ispat Spacelike vektör parçal¬timelike bir kuaterniyon (4:18) eşitli¼gi ile
verilsin. (4:18) kuaterniyonunun her iki yan¬soldan T (�) ile çarp¬l¬rsa

T (�) �q ('; �) = cosh'T (�) + sinh'T (�) �N (�) (4.20)

d¬r. T (�) �N (�) = B (�) oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

T (�) �q ('; �) = cosh'T (�) + sinh'B (�) (4.21)

elde edilir. Benzer olarak q ('; �) kuaterniyonunun her iki yan¬sa¼gdan T (�)
ile çarp¬l¬rsa

q ('; �) �T (�) = cosh'T (�)� sinh'B (�) (4.22)

bulunur. O halde (4:21) ve (4:22) denklemlerinden

sinh'B (�) =
1

2
[T (�) �q ('; �) + q ('; �) ��T (�)] (4.23)

bulunur.
Di¼ger taraftan (4:21) ve (4:22) denklemleri tekrar göz önüne al¬n¬rsa

cosh'T (�) =
1

2
[T (�) �q ('; �) + q ('; �) �T (�)] (4.24)
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elde edilir. Son eşitli¼gin her iki yan¬tekrar sa¼gdan B (�) ile çarp¬l¬rsa

cosh'T (�) �B (�) =
1

2
[T (�) �q ('; �) �B (�) (4.25)

+q ('; �) �T (�) �B (�)]

dir. T (�) �B (�) = N (�) oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

cosh'N (�) =
1

2
[T (�) �q ('; �) �B (�) + q ('; �) �N (�)] (4.26)

elde edilir. Bu durumda (4:23) ve (2:26) dan

cosh'N (�) + sinh'B (�) =
1

2
[T (�) �q ('; �) +T (�)

�q ('; �) �B (�) + q ('; �) (4.27)

�N (�) + q ('; �) ��T (�)]

olur. (4:27) eşitli¼gi (4:3) de yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(q ('; �) + q ('; �)

�B (�)) + q ('; �) �(N (�) + �T (�) )]

olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.7 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki sonuçlar yaz¬labilir.

Sonuç 4.1.8 R31 de (4:22) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir q ('; �) spacelike vektör parçal¬timelike birim kuaterniyonu için spacelike
N (�) vektörüne dik p ('; �) ve r ('; �) birim timelike vektörleri verilsin. O
halde p ('; �) ve r ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(r ('; �) �p�1 ('; �)

+r ('; �) �p�1 ('; �) �B (�)) + r ('; �) (4.28)

�p�1 ('; �) �(N (�) + �T (�) )]

dir.

·Ispat Spacelike vektör parçal¬timelike birim kuaterniyon (4:18) ile verilen

q ('; �) = cosh'+ sinh'N (�)

40



olsun. (4:18) kuaterniyonu ile birim timelike p ('; �) ve r ('; �) kuaterniyon-
lar¬için (2:1) denkleminden

q ('; �) = jp ('; �)j jr ('; �)j cosh'+ jp ('; �)j jr ('; �)j sinh'N (�)

dir. Ayr¬ca

hp ('; �) ; r ('; �)iL = � jp ('; �)j jr ('; �)j cosh'

ve
p ('; �) ^L r ('; �) = jp ('; �)j jr ('; �)j sinh'

oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

q ('; �) = �hp ('; �) ; r ('; �)iL + p ('; �) ^L r ('; �)

elde edilir. Son eşitlikte

V (p ('; �) ; r ('; �)) = p ('; �) ^L r ('; �)

ve
S (p ('; �) ; r ('; �)) = hp ('; �) ; r ('; �)iL

oldu¼gu ve s¬ras¬yla V (p ('; �) ; r ('; �)), S (p ('; �) ; r ('; �)) nin alterne ve
simetri özelliklerinden

q ('; �) = � [S (r ('; �) ; p ('; �)) + V (r ('; �) ; p ('; �))]
bulunur. O halde

S (r ('; �) ; p ('; �)) + V (r ('; �) ; p ('; �)) = r ('; �) �p ('; �)

oldu¼gundan
q ('; �) = �r ('; �) �p ('; �)

dir. Böylece
q ('; �) = r ('; �) �p�1 ('; �)

oldu¼gu (4:19) da yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(r ('; �) �p�1 ('; �)

+r ('; �) �p�1 ('; �) �B (�)) + r ('; �)
�p�1 ('; �) �(N (�) + �T (�) )]
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dir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.1.9 R31 de (4:19) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi için
N (�) birim spacelike vektörüne dik s ('; �) ve l ('; �) birim spacelike vek-
törleri verilsin. O halde s ('; �) ve l ('; �) vektörleri aras¬nda ki aç¬' ise bu
deniz kabu¼gu yüzeyinin denklemi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(l ('; �) �s�1 ('; �)

+l ('; �) �s�1 ('; �) �B (�)) + l ('; �) (4.29)

�s�1 ('; �) �(N (�) + �T (�) )]

dir. Burada jhs ('; �) ; l ('; �)ij > 1 dir.

Teorem 4.1.10 R31 de (4:3) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir spacelike vektör parçal¬timelike

q ('; �) = cosh'+ sinh'T (�) (4.30)

birim kuaterniyonu yard¬m¬yla

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) q ('; �) �N (�) (4.31)

dir.

·Ispat Spacelike vektör parçal¬timelike bir kuaterniyon (4:30) eşitli¼gi ile
verilen q ('; �) kuaterniyonu olsun. (4:30) un her iki yan¬sa¼gdan N (�) ile
çarp¬l¬rsa

q ('; �) �N (�) = cosh'N (�) + sinh'T (�) �N (�)

d¬r. T (�) �N (�) = B (�) oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

q ('; �) �N (�) = cosh'N (�) + sinh'B (�) (4.32)

elde edilir. (4:32) eşitli¼gi (4:3) de yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) q ('; �) �N (�)

olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Teorem 4.1.10 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki sonuçlar yaz¬labilir.

Sonuç 4.1.11 R31 de (4:31) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir q ('; �) spacelike vektör parçal¬timelike birim kuaterniyonu için spacelike
T (�) vektörüne dik p ('; �) ve r ('; �) birim timelike vektörleri verilsin. O
halde p ('; �) ve r ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) r ('; �) �p�1 ('; �) �N (�) (4.33)

dir.

Sonuç 4.1.12 R31 de (4:31) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi için
T (�) birim spacelike vektörüne dik s ('; �) ve l ('; �) birim spacelike vek-
törleri verilsin. O halde s ('; �) ve l ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise bu
deniz kabu¼gu yüzeyinin denklemi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) l ('; �) �s�1 ('; �) �N (�) (4.34)

dir. Burada jhs ('; �) ; l ('; �)ij > 1 dir.

Teorem 4.1.13 R31 de (4:4) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir timelike vektör parçal¬timelike

q ('; �) = cos'+ sin'T (�) (4.35)

birim kuaterniyonu yard¬m¬yla

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �q ('; �) (4.36)

dir.

·Ispat (4:35) eşitli¼gi ile verilen timelike vektör parçal¬timelike birim ku-
aterniyonunun her iki yan¬soldan N (�) ile çarp¬l¬rsa

N (�) �q ('; �) = cos'N (�) + sin'N (�) �T (�)

d¬r. N (�) �T (�) = B (�) oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

N (�) �q ('; �) = cos'N (�) + sin'B (�) (4.37)

elde edilir. (4:37) eşitli¼gi (4:4) de yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �q ('; �)
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olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.13 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki sonuç yaz¬labilir.

Sonuç 4.1.14 R31 de (4:36) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve
bir q ('; �) timelike vektör parçal¬timelike birim kuaterniyonu için timelike
T (�) vektörüne dik s ('; �) ve l ('; �) birim spacelike vektörleri verilsin. O
halde s ('; �) ve l ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �s ('; �) �l ('; �) (4.38)

dir.

·Ispat Timelike vektör parçal¬timelike bir kuaterniyon (4:35) ile verilen

q ('; �) = cos'+ sin'T (�)

olsun. (4:35) ile birim spacelike s ('; �) ve l ('; �) kuaterniyonlar¬için (2:2)
denkleminden

q ('; �) = js ('; �)j jl ('; �)j cos'+ js ('; �)j jl ('; �)j sin'T (�)

dir. Ayr¬ca
hs ('; �) ; l ('; �)iL = js ('; �)j jl ('; �)j cos'

ve
s ('; �) ^L l ('; �) = js ('; �)j jl ('; �)j sin'

oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

q ('; �) = hs ('; �) ; l ('; �)iL + s ('; �) ^L l ('; �)

elde edilir. Bu durumda

q ('; �) = S (s ('; �) ; l ('; �)) + V (s ('; �) ; l ('; �))

oldu¼gundan

q ('; �) = S (s ('; �) ; l ('; �)) + V (s ('; �) ; l ('; �))

bulunur.
q ('; �) = s ('; �) �l ('; �) (4.39)
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dir. (4:39) eşitli¼gi (4:36) de yerine yaz¬l¬rsa deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �s ('; �) �l ('; �)

olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.2. Kuaterniyonik Deniz Kabu¼gu Yüzeyinin E¼grilikleri

Bu bölümde, Minkowski uzay¬nda split kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyinin
Gauss ve ortalama e¼grilikleri klasik diferensiyel geometriden farkl¬olarak ku-
aterniyonik i̧slemlerle elde edilecektir. Ayr¬ca bu yüzey üzerindeki ortonor-
mal çat¬alan¬fT1;T2;Ng olmak üzere T1;T2;N çat¬s¬n¬n kartezyen eksen
üzerinde

T1 = X� (0; x) �X�1;

T2 = X� (0; y) �X�1; (4.40)

N = X� (0; z) �X�1

dönüşümleri tan¬mlans¬n. O halde aşa¼g¬daki teorem yaz¬labilir.

Teorem 4.2.1 R31 de kuaterniyonik bir deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �s ('; �) �l ('; �)

ise bu yüzeyin Gauss e¼grili¼gi ve ortalama e¼grili¼gi s¬ras¬yla

KS = 4((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01)
+(�h3 � Paw3)(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03))
�(�h2 � Paw2)(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
�((�h2 � Paw2)(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03)) (�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)));

HS =
1

2
(2((�h2 � Paw2) (P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3) (P 0aw1 + Paw01)

+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03))
�(2((�h1 � Paw1) (P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
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d¬r.

·Ispat R31 de (4:38) ile verilen yüzeyde

N (�) �s ('; �) �l ('; �) = [�n1 (s3l2 � s2l3) + n2 (s3l1 � s1l3)
+n3 (s1l2 � s2l1) ; n1 (�s1l1 + s2l2 + s3l3)
+n3(s3l1 � s1l3)� n2 (s1l2 � s2l1) ;
n2 (�s1l1 + s2l2 + s3l3) + n3 (s3l2 � s2l3)
�n1 (s1l2 � s2l1) ; n3 (�s1l1 + s2l2 + s3l3)
�n2 (s3l2 � s2l3) + n1 (s3l1 � s1l3)]

= (w1; w2; w3; w4)

oldu¼gundan bu yüzey

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) (w0; w1; w2; w3) (4.41)

olarak yeniden yaz¬labilir. S ('; �) = (S1;S2;S2) yüzeyinin ' ye ve � ya
göre türevleri s¬ras¬ile

@S

@'
= S' = (S

0
1;S

0
2;S

0
3)

ve
@S

@�
= S� =

�
_S1; _S2; _S3

�
olmak üzere (3:6) dan

T1 = S' = S�(S�1�S') (4.42)

ve
T2 = S� = S�(S�1�S�) (4.43)

yaz¬l¬r. (4:41) eşitli¼ginden S ('; �) yüzeyinin birinci türevleri ve eşleni¼gi
s¬ras¬yla

S�1 = (Paw0;�h1 � Paw1;�h2 � Paw2;�h3 � Paw3); (4.44)

S' = (P 0aw0 + Paw00;P 0aw1 + Paw01;P 0aw2 + Paw02; (4.45)

P 0aw3 + Paw03);
S� = (P _aw0 + Pa _w0; _h1 + P _aw1 + Pa _w1; _h2 + P _aw2 (4.46)

+Pa _w2; _h3 + P _aw3 + Pa _w3)
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dir. Son iki eşitlik (4:42) de yerine yaz¬l¬r ve kuaterniyon çarp¬m¬yap¬l¬rsa

T1 = S' = S�
1

2
[2(Paw0(P 0aw0 + Paw00)� (�h1 � Paw1)

�(P 0aw1 + Paw01) + (�h2 � Paw2) (P 0aw2 + Paw02)
+ (�h3 � Paw3) (P 0aw3 + Paw03)); 2((�h1 � Paw1)
�(P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)
�(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03)); (4.47)

2((�h2 � Paw2) (P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)
�(P 0aw1 + Paw01) + Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1)
�(P 0aw3 + Paw03)); 2((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)
� (�h2 � Paw2) (P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1)
�(P 0aw2 + Paw02) + Paw0(P 0aw3 + Paw03))]

ve

T2 = S� = S�
1

2
[2(Paw0(P _aw0 + Pa _w0)� (�h1 � Paw1)

�( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h2 � Paw2) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
+ (�h3 � Paw3) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h1 � Paw1) (4.48)

�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3));
2((�h2 � Paw2)(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3));
2((�h3 � Paw3) (P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2)( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h1 � Paw1) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]

olur. Bu şekilde elde edilen T1 ('; �) ve T2 ('; �), S ('; �) yüzeyinin or-
togonal te¼getleridir. E¼ger T1 ('; �) ve T2 ('; �) ortogonal de¼gil iseler Gram-
Schimit yöntemiyle ortogonalleştirilebilirler. Di¼ger yandanT1 ('; �) veT2 ('; �),
S ('; �) kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyinin te¼getleri oldu¼gundan ve (3:8) ; (3:13)
ve (3:14) eşitliklerini sa¼glayaca¼g¬ndan

Paw0(P 0aw0 + Paw00)� (�h1 � Paw1) (P 0aw1 + Paw01)
+(�h2 � Paw2)(P 0aw2 + Paw02) + (�h3 � Paw3) (P 0aw3 + Paw03) = 0;

Paw0(P _aw0 + Pa _w0)� (�h1 � Paw1) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+(�h2 � Paw2)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + (�h3 � Paw3) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3) = 0
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d¬r. O halde S ('; �) kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyinin te¼getleri

T1 = S' = S�
1

2
[0; 2((�h1 � Paw1)(P 0aw0 + Paw00) + Paw0

�(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3) (P 0aw2 + Paw02)
� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03)); 2((�h2 � Paw2)
�(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01) (4.49)

+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03));
2((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2)
(P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1)(P 0aw2 + Paw02)
+Paw0(P 0aw3 + Paw03))]

ve

T2 = S� = S�
1

2
[0; 2((�h1 � Paw1) (P _aw0 + Pa _w0) + Paw0

�( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
� (�h2 � Paw2) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h2 � Paw2)
�(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1) (4.50)

�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h3 � Paw3) (P _aw0 + Pa _w0)
� (�h2 � Paw2) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1 � Paw1)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]

olur. Di¼ger taraftan N = T1^LT2 ve T1;T2 ortogonal oldu¼gundan

N = T1�T2
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yaz¬l¬r. (4:47) ve (4:48) denklemleri son eşitlikte göz önüne al¬n¬rsa

N =
1

4
S�[0; 2((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0
�(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)(P 0aw2 + Paw02)
� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03)); 2((�h2 � Paw2)
�(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3) (P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03));
2((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2)
�(P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1) (P 0aw2 + Paw02)
+Paw0(P 0aw3 + Paw03))]�S�[0; 2((�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+(�h3 � Paw3)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h2 � Paw2) (P _aw0 + Pa _w0)
+ (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
� (�h1 � Paw1) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h3 � Paw3)
�(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h1 � Paw1) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]

olur. Bu durumda S ('; �) kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyi üzerinde
fT1;T2;Ng çat¬alan¬elde edilir. Ayr¬ca (3:7) eşitli¼ginden�

S�1�
�
= S�1

� = S�1
� �S�S�1

dir. Ayr¬ca (3:8) den

S�1
� = �1

2
(S�1�S�)�S�1 (4.51)
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yaz¬l¬r. (4:46) eşitli¼gi (4:51) de yerine yaz¬l¬rsa

S�1
� = �1

2
[0; 2((�h1 � Paw1) (P _aw0 + Pa _w0) + Paw0

�( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h2 � Paw2)
�(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3)( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1) (4.52)

�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h3 � Paw3)
�(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h1 � Paw1) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]�S�1

elde edilir. Bu durumda (4:49) ve (4:52) eşitlikleri yard¬m¬yla

S'�S�1
� = �1

4
S�[4(� ((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01)

+ (�h3 � Paw3) (P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2)(P 0aw3 + Paw03))
�((�h1 � Paw1)(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
+((�h2 � Paw2)(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3) (P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1)(P 0aw3 + Paw03))
�((�h2 � Paw2)(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
+((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2)(P 0aw1 + Paw01)
+ (�h1 � Paw1) (P 0aw2 + Paw02) + Paw0(P 0aw3 + Paw03))
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�((�h3 � Paw3)(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+(�h1 � Paw1)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)));
4(((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2) (P 0aw1 + Paw01)
+(�h1 � Paw1)(P 0aw2 + Paw02) + Paw0(P 0aw3 + Paw03))((�h2 � Paw2)
�(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + Paw0
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
�((�h2 � Paw2) (P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03))((�h3 � Paw3)
�(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1 � Paw1)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))); 4((�h3 � Paw3)
�(P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2) (P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1)
�(P 0aw2 + Paw02) + Paw0(P 0aw3 + Paw03))((�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
�((� h1 � Paw1)(P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)
�(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2)(P 0aw3 + Paw03))((�h3 � Paw3)
�(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1
�Paw1)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3));
4((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)
�(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03))((�h2 � Paw2)
�(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + Paw0
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
�((�h2 � Paw2)(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03))((�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2) ( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)))�S�1

yaz¬l¬r. Benzer şekilde yukar¬daki eşitlik I = (1;0) birim eleman olmak üzere

S'�S�1
� = �1

4
[[4(� ((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01)

+ (�h3 � Paw3) (P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2)(P 0aw3 + Paw03))
�((�h1 � Paw1)(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
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+(�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))+((� h2 � Paw2)(P 0aw0 + Paw00)
+ (�h3 � Paw3) (P 0aw1 + Paw01) + Paw0(P 0aw2 + Paw02)
�(�h1 � Paw1)(P 0aw3 + Paw03))((�h2 � Paw2)(P _aw0 + Pa _w0)
+ (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
�(�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))+( (�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)
�(�h2 � Paw2)(P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1)(P 0aw2 + Paw02)
+Paw0(P 0aw3 + Paw03))((�h3 � Paw3)(P _aw0 + Pa _w0)
�(�h2 � Paw2)( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1 � Paw1)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)))]I
+[4(((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2)
�(P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1)(P 0aw2 + Paw02) + Paw0
�(P 0aw3 + Paw03))((�h2 � Paw2) (P _aw0 + Pa _w0)
+ (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
�(�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))�( (�h2 � Paw2)
�(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01) + Paw0
�(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1)(P 0aw3 + Paw03))((�h3 � Paw3)
�(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2)( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h1 � Paw1) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2) + Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)))]T1
+[4((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2) (P 0aw1 + Paw01)
+(�h1 � Paw1)(P 0aw2 + Paw02) + Paw0(P 0aw3 + Paw03))
�((�h1 � Paw1)(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+(�h3 � Paw3)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))�( (�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0
�(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2)
�(P 0aw3 + Paw03))((�h3 � Paw3)(P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2)
�( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1 � Paw1) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
+Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]T2 + [4((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00)
+Paw0(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)(P 0aw2 + Paw02)
� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03))
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�(�h2 � Paw2)(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
�((�h2 � Paw2)(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03))
� (�h1 � Paw1) (P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+(�h3 � Paw3)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)))]N

olarak elde edilir. Son eşitliktenS ('; �) kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyinin
Gauss e¼grili¼gi

KS = 4((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01)
+(�h3 � Paw3)(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03))
�(�h2 � Paw2)(P _aw0 + Pa _w0) + (�h3 � Paw3) ( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+Paw0( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
�((�h2 � Paw2)(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03)) (�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3)
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)))

dir.
Di¼ger taraftan (4:40) ; (4; 49) ve (4; 50) eşitliklerinden

S'�S�S�1
' +S��S�S�1

� = S� (0; x) �S�1�S�S�1
' +S� (0; y) �S�1�S�S�1

�

dir. S�1�S =I oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

S'�S�S�1
' +S��S�S�1

� = S� (0; x) �S�1
' S� (0; y) �S�1

�

olur. (3:8) ve (4:52) den

S'�S�S�1
' = �1

2
S�[ (0; 1; 0; 0) �(0; 2((�h1 � Paw1) (P 0aw0 + Paw00)

+Paw0(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)(P 0aw2 + Paw02)
� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03)); 2((�h2 � Paw2)
�(P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)(P 0aw1 + Paw01)
+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1)(P 0aw3 + Paw03));
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2((�h3 � Paw3) (P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2)
�(P 0aw1 + Paw01) + (�h1 � Paw1)(P 0aw2 + Paw02)
+Paw0(P 0aw3 + Paw03))) + (0; 0; 1; 0) �(0; 2((�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)); 2((�h2 � Paw2) (P _aw0 + Pa _w0)
+(�h3 � Paw3)( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + Paw0
�( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h1 � Paw1)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))
; 2((�h3 � Paw3) (P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2)
( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1 � Paw1)( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
+Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3)))]�S�1 �S��S�S�1

�

dir. Yani

S'�S�S�1
' = �1

2
[[(2((�h1 � Paw1) (P _aw0 + Pa _w0) + Paw0

�( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
�(�h2 � Paw2)( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))� (2((�h1 � Paw1)
�(P 0aw0 + Paw00) + Paw0(P 0aw1 + Paw01) + (�h3 � Paw3)
�(P 0aw2 + Paw02)� (�h2 � Paw2) (P 0aw3 + Paw03))]I
�[2((�h3 � Paw3) (P _aw0 + Pa _w0)� (�h2 � Paw2)
�( _h1 + P _aw1 + Pa _w1) + (�h1 � Paw1) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)
+Paw0( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]T1 � [2((�h3 � Paw3)
�(P 0aw0 + Paw00)� (�h2 � Paw2) (P 0aw1 + Paw01)
+ (�h1 � Paw1) (P 0aw2 + Paw02) + Paw0(P 0aw3 + Paw03))]T2
+[(2((�h2 � Paw2) (P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3)
�(P 0aw1 + Paw01) + Paw0(P 0aw2 + Paw02)
� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03))� (2((�h1 � Paw1)
�(P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))]N]�S��S�S�1

�
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olaca¼g¬ndan S ('; �) kuaterniyonik deniz kabu¼gu yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

HS =
1

2
(2((�h2 � Paw2) (P 0aw0 + Paw00) + (�h3 � Paw3) (P 0aw1 + Paw01)

+Paw0(P 0aw2 + Paw02)� (�h1 � Paw1) (P 0aw3 + Paw03))
�(2((�h1 � Paw1) (P _aw0 + Pa _w0) + Paw0( _h1 + P _aw1 + Pa _w1)
+ (�h3 � Paw3) ( _h2 + P _aw2 + Pa _w2)� (�h2 � Paw2)
�( _h3 + P _aw3 + Pa _w3))

dir.
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5. BÖLÜM

Bu bölümde, ilk olarak Minkowski uzay¬nda regüler spatial split kuater-
niyonik iki e¼gri yard¬m¬yla rasyonel aç¬ortay yüzeyi tan¬mlanacakt¬r. Daha
sonra benzer şekilde Minkowski uzay¬nda bir nokta ve bir regüler spatial
split kuaterniyonik e¼gri yard¬m¬yla rasyonel aç¬ortay yüzeyi tan¬mlanacakt¬r.
Böylece elde edilen bu yüzeylerin dejenere durumlar¬araşt¬r¬lacak ve klasik
diferensiyel geometriden farkl¬olarak kuaterniyonik i̧slemlerle bu yüzeylerin
e¼grilikleri hesaplanacakt¬r.

5.1. Kuaterniyonik E¼gri-E¼gri Aç¬ortay Yüzeyi

R31 Minkowski uzay¬QH kuaterniyonlar¬n kümesi ile gösterilsin. O halde
Minkowski uzay¬nda regüler spatial split kuaterniyonik iki e¼gri

� : I � R ! QH
u ! �(u) =

P3
i=1 �i(u)ei; 1 � i � 3

(5.1)

ve
� : I � R ! QH

v ! �(v) =
P3

i=1 �i(v)ei; 1 � i � 3
(5.2)

olsun. Ayr¬ca bu e¼grilerin C1-s¬n¬f¬ndan sürekli te¼get vektör alanlar¬s¬ras¬yla
t� = (t1; t2; t3) ve t� = (t1; t2; t3) ile verilsin.
Di¼ger taraftan, �(u0) noktas¬nda �(u) nun t�(u0) te¼get vektörüne ortogo-

nal olan normal düzlemi B1(u0) ve benzer şekilde �(v0) noktas¬nda �(v) nun
t�(v0) te¼get vektörüne ortogonal olan normal düzlemi B2(v0) olsun. t�(u)
ve t�(v) te¼get vektörleri sürekli olduklar¬ndan dolay¬�(u) ve �(v) e¼grileri
boyunca bu düzlemler sürekli olarak hareketlidir. Ayr¬ca F= (f1; f2; f3) nok-
tas¬bu spatial split kuaterniyonik e¼grilerin aç¬ortaylar¬üzerinde ise �(u) ve
�(v) noktalar¬için; B1(u) veB2(v) düzlemleri eşzamanl¬olarak F= (f1; f2; f3)
noktas¬n¬içerirler. Bu durumdaB1(u) veB2(v) düzlemleri için F= (f1; f2; f3)
noktas¬aşa¼g¬daki iki lineer denklemleri sa¼glar:

" (F� �) " (�t�) (F� �) � �t� + " (t�) "
�
F� �

�
t� �

�
F� �

�
= 0; (5.3)

" (F� �) " (�t�) (F� �) � �t� + " (t�) "
�
F� �

�
t� �

�
F� �

�
= 0: (5.4)

Ary¬ca �(u) ve �(v) noktalar¬aras¬nda bulunan B12(u; v) aç¬ortay düzlemide
F= (f1; f2; f3) noktas¬n¬içerir. Bu durumdaB12(u; v) aç¬ortay düzlemi �(u)�



�(v) vektörüne dik ve �(u) ile �(v) nin orta noktas¬olan �(u)+�(v)
2

den geçer.
Sonuç olarak B12(u; v) aç¬ortay düzlemi için F= (f1; f2; f3) noktas¬aşa¼g¬daki
lineer denklemi sa¼glar:

"
�
F� �+�

2

�
" (�� �)

�
F� �+�

2

�
� (�� �)

+" (�� �) "
�
F� �+�

2

�
(�� �) �

�
F� �+�

2

�
= 0:

(5.5)

Yukar¬da elde edilen (5:3) ; (5:4) ; (5:5) lineer denklemleri dikkate al¬n¬r
ve �; �; t�; t�;F � �;F � �; � � �;F � �+�

2
nin timelike oldu¼gu kabul edilirse

aşa¼g¬daki teorem yaz¬l¬r.

Teorem 5.1.1 R31 de u ve v parametreleri ile parametrelendirilmi̧s reel
spatial split kuaterniyonik iki e¼gri s¬ras¬yla �; � : I � R! R31 ve B1(u),
B2(v) ve B12(u; v) düzlemlerinin tek kesi̧sim noktas¬F olsun. O halde bu iki
e¼gri ile oluşan aç¬ortay yüzeyi

F (u; v) = (f1 (u; v) ; f2 (u; v) ; f3 (u; v)) (5.6)

dir. Burada

J = t1[t
2 (�3 � �3) + t3 (�2 � �2)] + t2[t1 (�3 � �3) + t3 (�1 � �1)]

+t3[t
1 (�2 � �2) + t2 (�1 � �1)]

olmak üzere

f1 =
1

J [m1
�
t2 (�3 � �3) + t3 (�2 � �2)

�
+ t2

�
m2 (�3 � �3) + t3m3

�
+t3

�
m2 (�2 � �2)� t2m3

�
];

f2 =
1

J [t1
�
m2 (�3 � �3)� t3m3

�
+m1

�
t1 (�3 � �3) + t3 (�1 � �1)

�
+t3

�
m2 (�1 � �1)� t1m3

�
];

f3 =
1

J [t1
�
m2 (�2 � �2)� t2m3

�
+ t2

�
t1m3 +m2 (�1 � �1)

�
�m1

�
t1 (�2 � �2) + t2 (�1 � �1)

�
]

dir.

·Ispat. E31 de (5:3) ile elde edilen denklem göz önüne al¬n¬rsa

(F� �) � �t� + t� �
�
F� �

�
= 0
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lineer denklemi elde edilir. Ayr¬ca yukar¬daki denklem düzenlenip

m1 = � � �t� + t� � ��

oldu¼gu kabul edilirse
F � �t� + t� � �F = m1 (5.7)

dir. Benzer şekilde (5:4) ve (5:5) lineer denklemleri göz önüne al¬n¬p

m2 = � � �t� + t� � ��

ve
m3 =

1

2
(�+ �) � (�� �) + 1

2
(�� �) � (�+ �)

oldu¼gu kabul edilirse

F � �t� + t� � �F = m2; (5.8)

F � (�� �) + (�� �) � �F = m3 (5.9)

elde edilir.
Ayn¬u ve v için, B1(u), B2(v) ve B12(u; v) düzlemlerinin kesi̧sim nok-

tas¬F olaca¼g¬ndan bu aç¬ortay noktas¬aşa¼g¬daki lineer denklem sisteminin
çözümüyle elde edilir:

F � �t� + t� � �F = m1;

F � �t� + t� � �F = m2;

F � (�� �) + (�� �) � �F = m3:

Ayr¬ca yukar¬daki lineer denklem sistemi matris formunda24 �t1 t2 t3
�t1 t2 t3

�1 � �1 �2 � �2 �3 � �3

3524 f1f2
f3

35 =
24 m1m2
m3

35 (5.10)

olarak yaz¬l¬r. (5:10) eşitli¼gi Cramer sistemiyle çözülürse

J =

������
�t1 t2 t3
�t1 t2 t3

�1 � �1 �2 � �2 �3 � �3

������
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olmak üzere

f1 =
1

J

������
m1 t2 t3
m2 t2 t3

m3 �2 � �2 �3 � �3

������ ;
f2 =

1

J

������
�t1 m1 t3
�t1 m2 t3

�1 � �1 m3 �3 � �3

������ ;
f3 =

1

J

������
�t1 t2 m1
�t1 t2 m2

�1 � �1 �2 � �2 m3

������
elde edilir. O halde rasyonel aç¬ortay yüzeyi

F(u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v))

dir. Ayr¬ca f1, f2 ve f3 ün paydas¬daima s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

5.1.1. Dejenere Durumlar

Ayn¬düzlemde bulunan iki spatial split kuaterniyonik e¼gri �(u) ve �(v)
ise bu e¼grilerin te¼getleri ile � (u)� � (v) daima lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Yani (5:10)
sisteminin çözümü yoktur. Sonuç olarak �(u) ve �(v) eşdüzlemlidir.

I. Durum. t� (u0) � t� (v) = t� (v) � t� (u0):

E¼ger t� (u0) � t� (v) = t� (v) � t� (u0) ise sabit t� (u0) te¼get vektörü için
v nin her de¼gerinde t� (v) te¼get vektörü t� (u0) ile lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Ayr¬ca
�(u) ve �(v) regüler olduklar¬ndan t� (u0) 6= 0 ve t� (v) 6= 0 d¬r. Her v
için bu te¼get vektörler birbirlerine paralel olacaklar¬ndan � (v) e¼grisi t� (u0)
vektörüne paraleldir. Benzer şekilde, ayn¬ koşullar tüm u de¼gerleri için
sa¼glan¬rsa, t� (u) te¼get vektör alan¬� (v) ye paralel olur. Bu durumda � (u),
� (v) ya paralel olmal¬d¬r. Yani, � (u) � � (v) = � (v) �� (u) dir. Sonuç olarak
�(u) ve �(v) eşdüzlemlidir.

II. Durum. (� (u0)� � (v)) � t� (v) = t� (v) � (� (u0)� � (v)):

E¼ger t� (u0) � t� (v) 6= t� (v) � t� (u0) ise t� (u0) ve t� (v) vektör alanlar¬
lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Di¼ger taraftan t� (u0) ; t� (v) ve � (u0) � � (v) vektörleri
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lineer ba¼g¬ms¬z olsun. Ayr¬ca varsayal¬mki her v için � (u0) � � (v) 6= 0 ve
� (u0)� � (v) ve t� (v) vektörleri lineer ba¼g¬ml¬olsun. Bu durumda

(� (u0)� � (v)) � t� (v) = t� (v) � (� (u0)� � (v))

dir. � (v) regüler oldu¼gu için t� (v) 6= 0 dir. O halde baz¬� (v) 2 R için

� (u0)� � (v) = � (v) t� (v)

yaz¬labilir. Yani
� (u0) = � (v) + � (v) t� (v)

olaca¼g¬ndan � (u0) ; � (v) n¬n te¼get do¼grusundad¬r. Ayr¬ca bu durum tüm u
de¼gerleri için sa¼glan¬rsa � (u) ; � (v) ye paralel olmal¬d¬r. Yani, �(u) ve �(v)
eşdüzlemlidir.

III. Durum. h ((� (u0)� � (v)) ^L t� (v) ; t� (u0)) = 0:

� (u0)� � (v) ve t� (v) lineer ba¼g¬ms¬z olsun. Yani � (u0)� � (v) ve t� (v)
vektörleri düzlemi gerer. Ayr¬ca t� (u0) ; t� (v) ve � (u0) � � (v) vektörleri
lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gundan

(� (u0)� � (v)) ^L t� (v) 6= 0

yaz¬labilir. Bu durumda t� (u0) vektörü � (u0)� � (v) ve t� (v) vektörlerinin
gerdi¼gi düzlemdedir. O halde

h ((� (u0)� � (v)) ^L t� (v) ; t� (u0)) = 0

olur. Sonuç olarak, (� (u0)� � (v)) ^L t� (v) vektör alan¬daima t� (u0) sabit
vektörüne ortogonaldir.

5.1.2. Kuaterniyonik E¼gri-E¼gri Aç¬ortay Yüzeyin E¼grilikleri

Bu bölümde, Minkowski uzay¬nda iki split kuaterniyonik e¼gri ile elde
edilen rasyonel aç¬ortay yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri klasik difer-
ensiyel geometriden farkl¬ olarak kuaterniyonik i̧slemlerle elde edilecektir.
Ayr¬ca bu yüzey üzerindeki ortonormal çat¬alan¬fT1;T2;Ng olmak üzere
T1;T2;N çat¬s¬için kartezyen eksen üzerinde (4:40) dönüşümleri tan¬mlan-
s¬n. O halde (5:6) denklemi ile elde edilen aç¬ortay yüzeyi için aşa¼g¬daki
teorem yaz¬l¬r.
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Teorem 5.1.2.1. QH de iki split kuaterniyonik e¼gri ile elde edilen rasy-
onel aç¬ortay yüzeyi

F (u; v) = (f1(u; v); f2(u; v); f3(u; v))

ise bu yüzeyin Gauss e¼grili¼gi ve ortalama e¼grili¼gi s¬aras¬yla

KF = 4(�(�f3f01 + f1f03)(�f3_f2 + f2_f3)
+(�f3f02 + f2f03)(�f3_f1 + f1_f3));

HF =
1

2
[2(�f3f01 + f1f03)� 2(�f3_f2 + f2_f3)]

d¬r.

·Ispat QH de (5:6) eşitli¼giyle verilen F = (f1; f2; f3) yüzeyinin u ya ve v ye
göre türevleri ve eşleni¼gi s¬ras¬ile

@F

@u
= Fu = (f

0
1; f

0
2; f

0
3) ; (5.11)

@F

@v
= Fv = (_f1; _f2; _f3) (5.12)

ve
F�1 = (�f1;�f2;�f3) (5.13)

ile gösterilsin. (3:6) dan

T1 = Fu = F�(F�1�Fu) (5.14)

ve
T2 = Fv = F�(F�1�Fv) (5.15)

yaz¬l¬r. Son iki eşitlikte (5:11), (5:12) ve (5:13) yerine yaz¬l¬r ve kuaterniyon
çarp¬m¬yap¬l¬rsa

T1 = Fu = F�
1

2
[2(f1f

0
1 � f2f02 � f3f03);

2(�f3f02 + f2f03); 2(�f3f01 + f1f03); (5.16)

2(f2f
0
1 � f1f02)]
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ve

T2 = Fv = F�
1

2
[2(f1_f1 � f2_f2 � f3_f3);

2(�f3_f2 + f2_f3); 2(�f3_f1 + f1_f3); (5.17)

2(f2_f1 � f1_f2)]

olur. Bu şekilde elde edilen T1 (u; v) ve T2 (u; v), F (u; v) yüzeyinin ortogonal
te¼getleridir. E¼ger T1 (u; v) ve T2 (u; v) ortogonal de¼gil iseler Gram-Schimit
yöntemiyle ortogonalleştirilebilirler. Di¼ger yandanT1 (u; v) veT2 (u; v), F (u; v)
kuaterniyonik regle yüzeyinin te¼getleri oldu¼gundan ve (3:8) ; (3:13) ve (3:14)
eşitliklerini sa¼glayaca¼g¬ndan

f1f
0
1 � f2f02 � f3f03 = 0;

f1_f1 � f2_f2 � f3_f3 = 0

d¬r. O halde F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyinin te¼getleri

T1 = Fu = F�
1

2
[0; 2(�f3f02 + f2f03); (5.18)

2(�f3f01 + f1f03); 2(f2f01 � f1f02)]

ve

T2 = Fv = F�
1

2
[0; 2(�f3_f2 + f2_f3); (5.19)

2(�f3_f1 + f1_f3); 2(f2_f1 � f1_f2)]

olur. Di¼ger taraftan N = T1^LT2 ve T1;T2 ortogonal oldu¼gundan

N = T1�T2

yaz¬l¬r. (5:18) ve (5:19) denklemleri son eşitlikte göz önüne al¬n¬rsa

N =
1

4
F�[0; 2(�f3f02 + f2f03); 2(�f3f01 + f1f03);

2(f2f
0
1 � f1f02)]�F�[0; 2(�f3_f2 + f2_f3); (5.20)

2(�f3_f1 + f1_f3); 2(f2_f1 � f1_f2)]

olur. Bu durumda F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyi üzerinde fT1;T2;Ng
çat¬alan¬elde edilir. Ayr¬ca (3:7) eşitli¼ginden�

F�1
�
v
= F�1v = F�1v �F�F�1
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dir. Ayr¬ca (3:8) den

F�1v = �1
2
(F�1�Fv)�F�1 (5.21)

yaz¬l¬r. (5:12) eşitli¼gi (5:21) de yerine yaz¬l¬rsa

F�1v = �1
2
[0; 2(�f3_f2 + f2_f3); 2(�f3_f1 (5.22)

+f1_f3); 2(f2_f1 � f1_f2)]�F�1

elde edilir. Bu durumda (5:16) ve (5:22) eşitlikleri yard¬m¬yla

Fu�F�1v = �1
4
F�[4(�(�f3f02 + f2f03)(�f3_f2 + f2_f3) (6)

+(�f3f01 + f1f03)(�f3_f1 + f1_f3)
+(f2f

0
1 � f1f02)(f2_f1 � f1_f2));

4((f2f
0
1 � f1f02)(�f3_f1 + f1_f3)

�(�f3f01 + f1f03)(f2_f1 � f1_f2)); (5.23)

4((f2f
0
1 � f1f02)(�f3_f2 + f2_f3)

�(�f3f02 + f2f03)(f2_f1 � f1_f2));
4(�(�f3f01 + f1f03)(�f3_f2 + f2_f3)
+(�f3f02 + f2f03)(�f3_f1 + f1_f3))]�F�1

yaz¬l¬r. Benzer şekilde yukar¬daki eşitlik I = (1;0) birim eleman olmak üzere

Fu�F�1v = �1
4

[4(�(�f3f02 + f2f03)(�f3_f2 + f2_f3)

+(�f3f01 + f1f03)(�f3_f1 + f1_f3)
+(f2f

0
1 � f1f02)(f2_f1 � f1_f2))I

+4((f2f
0
1 � f1f02)(�f3_f1 + f1_f3)

�(�f3f01 + f1f03)(f2_f1 � f1_f2))T1 (5.24)

+4((f2f
0
1 � f1f02)(�f3_f2 + f2_f3)

�(�f3f02 + f2f03)(f2_f1 � f1_f2))T2
+4(�(�f3f01 + f1f03)(�f3_f2 + f2_f3)
+(�f3f02 + f2f03)(�f3_f1 + f1_f3))N]

olarak elde edilir. Son eşitlikten F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyinin Gauss
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e¼grili¼gi

KF = 4(�(�f3f01 + f1f03)(�f3_f2 + f2_f3)
+(�f3f02 + f2f03)(�f3_f1 + f1_f3))

dir.
Di¼ger taraftan (4:40) ; (5; 18) ve (5; 19) eşitliklerinden

Fu�F�F�1u + Fv�F�F�1v = F� (0; x) �F�1�F�F�1u + F� (0; y) �F�1�F�F�1v

dir. F�1�F =I oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

Fu�F�F�1u + Fv�F�F�1v = F� (0; x) �F�1u + F� (0; y) �F�1v

olur. (3:8) ve (5:22) den

Fu�F�F�1u = �1
2
F�[ (0; 1; 0; 0) �(0; 2(�f3f02 + f2f03);

2(�f3f01 + f1f03); 2(f2f01 � f1f02))
+ (0; 0; 1; 0) �(0; 2(�f3_f2 + f2_f3);
2(�f3_f1 + f1_f3); 2(f2_f1 � f1_f2))]�F�1

�Fv�F�F�1v

dir. Yani

Fu�F�F�1u = �1
2
[2(�f3_f1 + f1_f3)� 2(�f3f02 + f2f03)]I

�[2(f2_f1 � f1_f2)]T1 � [2(f2f01 � f1f02)]T2
+[2(�f3f01 + f1f03)� 2(�f3_f2 + f2_f3)]N]
�Fv�F�F�1v

oldu¼gundan F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

HF =
1

2
[2(�f3f01 + f1f03)� 2(�f3_f2 + f2_f3)]

dir.
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5.2. Nokta-Kuaterniyonik E¼gri Aç¬ortay Yüzeyi
R31 Minkowski uzay¬QH kuaterniyonlar¬n kümesi ile gösterilsin. O halde

Minkowski uzay¬nda s¬ras¬yla sabit bir nokta ve regüler birim h¬zl¬split ku-
aterniyonik bir e¼gri

N =(n1; n2; n3) (5.25)

ve
M : I � R ! Qv

u ! M(u) =
P3

i=1mi(u)ei; 1 � i � 3
(5.26)

olsun. Ayr¬ca bu e¼grinin C1-s¬n¬f¬ndan sürekli te¼get vektör alan¬ tM =
(t1; t2; t3) ile verilsin.
Şimdi varsayal¬mkiM(u0) veN ayak noktalar¬ileM(u0) noktas¬ndaM(u)

e¼grisinin normal düzlemi DM(u0) olsun. O halde bu düzlem tM(u0) a ortogo-
naldir. tM(u) te¼get vektörü sürekli oldu¼gundan DM(u0) düzlemiM(u) e¼grisi
boyunca sürekli olarak hareket eder. F= (f1; f2; f3) noktas¬da M(u0) nok-
tas¬nda M(u) e¼grisinin DM(u0) düzlemi üzerindeki aç¬ortay noktas¬ ise F,
aşa¼g¬daki lineer denklemi sa¼glar:

" (F�M) " (�tM) (F�M) ��tM + " (tM) "
�
F�M

�
tM �

�
F�M

�
= 0: (5.27)

Ayr¬ca F noktas¬M(u)-N vektörüne ortogonal ve M(u) ile N nin orta
noktas¬olan M(u)+N

2
den geçen DB(u0) aç¬ortay düzleminde de bulunaca¼g¬

için F, aşa¼g¬daki lineer denklemi sa¼glar:

"
�
F� M+N

2

�
"
�
M�N

� �
F� M+N

2

�
�
�
M�N

�
+" (M�N) "

�
F� M+N

2

�
(M�N) �

�
F� M+N

2

�
= 0:

(5.28)

Di¼ger taraftan, DM(u0) ve DB(u0) düzlemlerinin kesi̧simi k (u0) ise k (u0) in
yön vektörü P (u) olsun. Bu durumda P (u) vektörü DM(u0) ve DB(u0) dü-
zlemlerinin normal vektörüne dik olaca¼g¬ndan P (u) vektörü aşa¼g¬daki den-
klemi sa¼glar:

P (u) = tM (u) ^L (M (u)�N) : (5.29)

(5:29) denklemi göz önüne al¬narak N sabit noktas¬ndan geçen ve k (u) ve
P (u) a ortogonal olan bir düzlem DA(u) olsun. Ayr¬ca bu DA(u) düzlemi F
aç¬ortay noktas¬n¬içerece¼ginden

" (F�N) "
�
�P
�
(F�N) � �P+ " (P) "

�
F�N

�
P �

�
F�N

�
= 0 (5.30)

lineer denklemi elde edilir.
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Ayr¬ca k (u0) vektöründeki her nokta M(u) e¼grisindeki M(u0) ayn¬or-
togonal ayak noktas¬na sahip oldu¼gundan, böylece her bir ayak noktas¬bir
do¼gru oluşturaca¼g¬ndan bu çizgilerle oluşan aç¬ortay yüzeyi bir regle yüzey-
dir. O halde (5:27), (5:28) ve (5:30) denklemleri kullan¬larak ve M; tM;F �
M;F � M+N

2
;M �N nin timelike oldu¼gu varsay¬larak bu regle yüzey ve bu

regle yüzeyin rasyonel taban e¼grisi aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

Teorem 5.2.1. R31 de sabit bir noktaN ve u yay uzunlu¼gu parametresi ile
parametrelendirilmi̧s reel spatial split kuaterniyonik bir e¼griM : I � R! R31
olsun. Ayr¬ca DM(u), DB(u) ve DA(u) düzlemlerinin tek kesi̧sim noktas¬F,
k (u) nun yön vektörüP (u) ise buN noktas¬veM (u) e¼grisi ile oluşan F (u; v)
aç¬ortay yüzeyinin F (u) = (f1 (u) ; f2 (u) ; f3 (u)) taban e¼grisi

f1 =
1

K [h1 (p2 (n3 �m3) + p3 (m2 � n2)) + t2 (h2 (n3 �m3) + p3h3)

+t3 (h2 (m2 � n2)� p2h3)];

f2 =
1

K [t1 (h2 (m3 � n3)� p3h3) + h1 (p1 (m3 � n3) + p3 (n1 �m1))

+t3 (h2 (m1 � n1)� p1h3)];

f3 =
1

K [t1 (p2h3 � h2 (m2 � n2)) + t2 (p1h3 + h2 (n1 �m1))

�h1 (p1 (m2 � n2) + p2 (n1 �m1))];
K = t1[p2 (m3 � n3) + p3 (n2 �m2)] + t2[p1 (m3 � n3) + p3 (n1 �m1)]

+t3[p1 (n2 �m2) + p2 (m1 � n1)]

olmak üzere rasyonel aç¬ortay yüzeyi

F (u; v) = F (u) + vP (u)

dir.

·Ispat. R31 de (5:27) ile elde edilen denklem göz önüne al¬n¬rsa

(F�M) ��tM + tM �
�
F�M

�
= 0

lineer denklemi elde edilir. Ayr¬ca yukar¬daki denklem düzenlenip

h1 =M ��tM + tM � �M

oldu¼gu kabul edilirse
F ��tM + tM � �F = h1 (5.31)
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dir. k (u0) e¼grisinin yön vektörü P (u) için

P (u) = tM (u) ^L (M (u)�N) (5.32)

eşitli¼gi yaz¬l¬r.
Benzer şekilde (5:28) ve (5:30) lineer denklemleri göz önüne al¬n¬p

h2 = N � �P+P � �N

ve
h3 =

1

2
(M+N) �

�
M�N

�
+
1

2
(M�N) � (M+N)

oldu¼gu kabul edilirse

F � �P+P � �F = h2; (5.33)

F �
�
M�N

�
+ (M�N) � �F = h3 (5.34)

lineer denklemleri elde edilir.
O halde DM(u), DB(u) ve DA(u) düzlemlerinin kesi̧sim noktas¬F ola-

ca¼g¬ndan bu aç¬ortay noktas¬aşa¼g¬daki lineer denklem sisteminin çözümüyle
elde edilir:

F ��tM + tM � �F = h1;

F � �P+P � �F = h2; (5.35)

F �
�
M�N

�
+ (M�N) � �F = h3

Ayr¬ca yukar¬daki lineer denklem sistemi matris formunda24 �t1 t2 t3
�p1 p2 p3

n1 �m1 m2 � n2 m3 � n3

3524 f1f2
f3

35 =
24 h1h2
h3

35 (5.36)

olarak yaz¬l¬r. (5:36) eşitli¼gi Cramer sistemiyle çözülürse

K =

������
�t1 t2 t3
�p1 p2 p3

n1 �m1 m2 � n2 m3 � n3

������
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olmak üzere F (u; v) aç¬ortay yüzeyinin F (u) = (f1 (u) ; f2 (u) ; f3 (u)) rasyonel
taban e¼grisi

f1 =
1

K

������
h1 t2 t3
h2 p2 p3
h3 m2 � n2 m3 � n3

������ ;
f2 =

1

K

������
�t1 h1 t3
�p1 h2 p3

n1 �m1 h3 m3 � n3

������ ;
f3 =

1

K

������
�t1 t2 h1
�p1 p2 h2

n1 �m1 m2 � n2 h3

������
dir. O halde bir rasyonel regle yüzey olan rasyonel aç¬ortay yüzeyi

F (u; v) = F (u) + vP (u)

dir. Ayr¬ca f1, f2 ve f3 ün paydas¬daima s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

5.2.1. Dejenere Durum

P (u) yön vektörüM(u) e¼grisinin te¼geti ileM(u)�N nin vektörel çarp¬m¬
ile elde edildi¼ginden bu vektörler lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Aksine varsayal¬mki
M(u)� (M(u)�N) = (M(u)�N) �M(u) olsun. Yani,M(u)�N 6=0 olmak
üzere M(u) e¼grisi ile M(u) � N lineer ba¼g¬ml¬d¬r. M(u) vektörü regüler
oldu¼gundan tM 6= 0 dir. Bu durumdaM(u) veM(u)�N birbirlerine paralel
oldu¼gundan S (u) 2 R için

N�M(u) = S (u) tM (5.37)

yaz¬l¬r. Son eşitlikten
N =M(u) +S (u) tM

dir. Yani u için her N noktas¬M(u) e¼grisi üzerinde olur.

5.2.2 Nokta-Kuaterniyonik E¼gri Aç¬ortay Yüzeyin E¼grilikleri

Sabit bir nokta ve reel split kuaterniyonik bir e¼gri ile elde edilen aç¬ortay
yüzeyler bir regle yüzeydir. Bundan dolay¬bu bölümde bir regle yüzeyin
Gauss ve ortalama e¼grilikleri klasik diferensiyel geometriden farkl¬ olarak
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kuaterniyonik i̧slemlerle elde edilecektir. Ayr¬ca bu yüzey üzerindeki orto-
normal çat¬ alan¬ fT1;T2;Ng olmak üzere T1;T2;N çat¬s¬ için kartezyen
eksen üzerinde (4:40) dönüşümleri tan¬mlans¬n ve R31 Minkowski uzay¬, QH
birim kuaterniyonlar¬n uzay¬ile gösterilsin. I = [0; 1] � R olmak üzere QH
da kuaterniyonik iki e¼gri

q : I � R ! QH =
P3

i=1 (qi (u) ei)

ve
t : I � R ! QH =

P3
i=1 (ti (u) ei)

dir. O halde kuaterniyonik bir regle yüzey

F (u; v) = q (u) + vt (u) (5.38)

dir.

Teorem 5.2.2.1 QH de kuaterniyonik bir regle yüzeyi

F (u; v) = q (u) + vt (u)

ise bu yüzeyin Gauss e¼grili¼gi ve ortalama e¼grili¼gi s¬ras¬yla

KF = 4[�(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))
�(�(q3 + vt3)t2 + (q2 + vt2)t3) + (� (q3 + vt3) (q02 + vt02)
+(q2 + vt2)(q

0
3 + vt

0
3))(�(q3 + vt3)t1 + (q1 + vt1) t3)];

HF =
1

2
[(2(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))

�2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3)]

d¬r.

·Ispat QH de (5:38) eşitli¼giyle verilen F (u; v) = (F1;F2;F3) yüzeyinin u
ya ve v ye göre türevleri s¬ras¬yla

@F

@u
= Fu = (F

0
1;F

0
2;F

0
3)

ve
@F

@v
= Fv = ( _F1; _F2; _F3)
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ile gösterilsin. (3:6) dan

T1 = Fu = F�(F�1�Fu) (5.39)

ve
T2 = Fv = F�(F�1�Fv) (5.40)

yaz¬l¬r. O halde (5:38) eşitli¼ginden F (u; v) yüzeyinin birinci türevleri ve
eşleni¼gi s¬ras¬yla

F�1 = (�q1 � vt1;�q2 � vt2;�q3 � vt3); (5.41)

Fu = (q01 + vt
0
1; q

0
2 + vt

0
2; q

0
3 + vt

0
3); (5.42)

Fv = (t1; t2; t3) (5.43)

dir. Son iki eşitlik (5:39) ve (5:40) de yerine yaz¬l¬r ve kuaterniyon çarp¬m¬
yap¬l¬rsa

T1 = Fu = F�
1

2
[2((q1 + vt1) (q

0
1 + vt

0
1)

� (q2 + vt2) (q02 + vt02)� (q3 + vt3) (q03 + vt03));
2(� (q3 + vt3) (q02 + vt02) + (q2 + vt2) (q03 + vt03)); (5.44)

2(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03));
2((q2 + vt2) (q

0
1 + vt

0
1)� (q1 + vt1) (q02 + vt02))]

ve

T2 = Fv = F�
1

2
[2((q1 + vt1) t1

� (q2 + vt2) t2 � (q3 + vt3) t3);
2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3); (5.45)

2(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1) t3);
2((q2 + vt2) t1 � (q1 + vt1) t2)]

olur. Bu şekilde elde edilen T1 (u; v) ve T2 (u; v), F (u; v) yüzeyinin ortogonal
te¼getleridir. E¼ger T1 (u; v) ve T2 (u; v) ortogonal de¼gil iseler Gram-Schimit
yöntemiyle ortogonalleştirilebilirler. Di¼ger yandanT1 (u; v) veT2 (u; v), F (u; v)
kuaterniyonik regle yüzeyinin te¼getleri oldu¼gundan ve (3:8) ; (3:13) ve (3:14)
eşitliklerini sa¼glayaca¼g¬ndan

(q1 + vt1) (q
0
1 + vt

0
1)� (q2 + vt2) (q02 + vt02)� (q3 + vt3) (q03 + vt03) = 0 ;

(q1 + vt1) t1 � (q2 + vt2) t2 � (q3 + vt3) t3) = 0
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d¬r. O halde F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyinin te¼getleri

T1 = Fu = F�
1

2
[0; 2(� (q3 + vt3) (q02 + vt02)

+ (q2 + vt2) (q
0
3 + vt

0
3)); 2(� (q3 + vt3)

� (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03)); (5.46)

2((q2 + vt2) (q
0
1 + vt

0
1)� (q1 + vt1)

� (q02 + vt02))]

ve

T2 = Fv = F�
1

2
[0; 2(� (q3 + vt3) t2

+(q2 + vt2) t3); 2(� (q3 + vt3) t1
+(q1 + vt1) t3); 2((q2 + vt2) t1 (5.47)

� (q1 + vt1) t2)]

olur. Di¼ger taraftan N = T1^LT2 ve T1;T2 ortogonal oldu¼gundan

N = T1�T2

yaz¬l¬r. (5:46) ve (5:47) denklemleri son eşitlikte göz önüne al¬n¬rsa

N =
1

4
F�[0; 2(� (q3 + vt3) (q02 + vt02)

+ (q2 + vt2) (q
0
3 + vt

0
3)); 2(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)

� (q1 + vt1) (q03 + vt03)); 2((q2 + vt2) (q01 + vt01) (5.48)

� (q1 + vt1) (q02 + vt02))]�F�[0; 2(� (q3 + vt3) t2
+(q2 + vt2) t3); 2(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1) t3);
2((q2 + vt2) t1 � (q1 + vt1) t2)]

olur. Bu durumda F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyi üzerinde fT1;T2;Ng
çat¬alan¬elde edilir. Ayr¬ca (3:7) eşitli¼ginden�

F�1
�
v
= F�1v = F�1v �F�F�1

dir. Ayr¬ca (3:8) den

F�1v = �1
2
(F�1�Fv)�F�1 (5.49)
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yaz¬l¬r. (5:43) eşitli¼gi (5:49) de yerine yaz¬l¬rsa

F�1v = �1
2
[0; 2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3);

2(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1) t3); (5.50)

2((q2 + vt2)t1 � (q1 + vt1) t2)]�F�1

elde edilir. Bu durumda (5:44) ve (5:50) eşitlikleri yard¬m¬yla

Fu�F�1v = �1
4
F�[4[�(� (q3 + vt3) (q02 + vt02) + (q2 + vt2)

�(q03 + vt03)(�(q3 + vt3)t2 + (q2 + vt2) t3)
+(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1)(q03 + vt03))
�(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1)t3) + ((q2 + vt2)
�(q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q02 + vt02))((q2 + vt2)t1
� (q1 + vt1) t2)]; 4[((q2 + vt2) (q01 + vt01)� (q1 + vt1)
� (q02 + vt02))(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1)t3)
�(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))
�((q2 + vt2) t1 � (q1 + vt1) t2)]; 4[((q2 + vt2) (5.51)

�(q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q02 + vt02))(� (q3 + vt3) t2
+(q2 + vt2)t3)� (� (q3 + vt3) (q02 + vt02)
+ (q2 + vt2) (q

0
3 + vt

0
3))((q2 + vt2) t1 � (q1 + vt1) t2)];

4[�(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))
(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2)t3) + (� (q3 + vt3)
� (q02 + vt02) + (q2 + vt2) (q03 + vt03))(�(q3 + vt3)t1
+(q1 + vt1) t3)]]�F�1

yaz¬l¬r. Benzer şekilde yukar¬daki eşitlik I = (1;0) birim eleman olmak üzere

Fu�F�1v = �1
4
[4[�(� (q3 + vt3) (q02 + vt02) + (q2 + vt2) (q03 + vt03)

�(�(q3 + vt3)t2 + (q2 + vt2) t3) + (� (q3 + vt3) (q01 + vt01)
�(q1 + vt1) (q03 + vt03))(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1)t3)
+((q2 + vt2) (q

0
1 + vt

0
1)� (q1 + vt1) (q02 + vt02))((q2 + vt2) t1

� (q1 + vt1) t2)]I+ 4[((q2 + vt2) (q01 + vt01)� (q1 + vt1)
� (q02 + vt02))(� (q3 + vt3) t1 + (q1 + vt1)t3)� (� (q3 + vt3)
� (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))((q2 + vt2) t1 (5.52)
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� (q1 + vt1) t2)]T1 + 4[((q2 + vt2) (q01 + vt01)� (q1 + vt1)
� (q02 + vt02))(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2)t3)� (� (q3 + vt3)
� (q02 + vt02) + (q2 + vt2) (q03 + vt03))((q2 + vt2) t1
� (q1 + vt1) t2)]T2 + 4[�(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)
� (q1 + vt1) (q03 + vt03))(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2)t3)
+(� (q3 + vt3) (q02 + vt02) + (q2 + vt2) (q03 + vt03))
�(�(q3 + vt3)t1 + (q1 + vt1) t3)]N]

olarak elde edilir. Son eşitlikten F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyinin Gauss
e¼grili¼gi

KF = 4[�(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))
(�(q3 + vt3)t2 + (q2 + vt2)t3) + (� (q3 + vt3) (q02 + vt02)
+ (q2 + vt2) (q

0
3 + vt

0
3))(�(q3 + vt3)t1 + (q1 + vt1) t3)]

dir.
Di¼ger taraftan (4:40), (5:46) ve (5:47) eşitliklerinden

Fu�F�F�1u + Fv�F�F�1v = F� (0; x) �F�1�F�F�1u + F� (0; y) �F�1�F�F�1v

dir. F�1�F =I oldu¼gu yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

Fu�F�F�1u + Fv�F�F�1v = F� (0; x) �F�1u + F� (0; y) �F�1v

olur. (3:8) ve (5:50) den

Fu�F�F�1u = �1
2
F�[ (0; 1; 0; 0) �(0; 2(� (q3 + vt3) (q02 + vt02)

+ (q2 + vt2) (q
0
3 + vt

0
3)); 2(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)

� (q1 + vt1) (q03 + vt03)); 2((q2 + vt2) (q01 + vt01)
� (q1 + vt1) (q02 + vt02))) + (0; 0; 1; 0) �(0;
2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3); 2(� (q3 + vt3) t1
+(q1 + vt1) t3); 2((q2 + vt2) t1 � (q1 + vt1) t2)]�F�1

�Fv�F�F�1v
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dir. Yani

Fu�F�F�1u = �1
2
[[(2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3)

�(2(�(q3 + vt3) (q02 + vt02) + (q2 + vt2)
� (q03 + vt03))]I� [2((q2 + vt2) t1
� (q1 + vt1) t2]T1 � [2((q2 + vt2) (q01 + vt01)
� (q1 + vt1) (q02 + vt02))]T2 + [(2(� (q3 + vt3)
� (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))
�2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3)]N]
�Fv�F�F�1v

oldu¼gundan F (u; v) kuaterniyonik regle yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

HF =
1

2
[(2(� (q3 + vt3) (q01 + vt01)� (q1 + vt1) (q03 + vt03))

�2(� (q3 + vt3) t2 + (q2 + vt2) t3)]

dir.
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6. BÖLÜM

UYGULAMALAR

Örnek 6.1 R31 de, s¬ras¬yla s ve t ile parametrize edilmi̧s birim h¬zl¬
kuaterniyonik

� (s) = (0; cos s; sin s)

ve
� (t) = (cosh t; 0; sinh t)

e¼grileri verilsin. O halde bu e¼grilerin te¼getleri s¬ras¬yla

t� (s) = (0;� sin s; cos s)

ve
t� (t) = (sinh t; 0; cosh t)

dir. Yukar¬da yap¬lan hesaplamalar (5:10) da dikkate al¬n¬rsa

h1 = (0; cos s; sin s) � (0;� sin s; cos s) + (0;� sin s; cos s) � (0; cos s; sin s);
h2 = (cosh t; 0; sinh t) � (sinh t; 0; cosh t) + (sinh t; 0; cosh t) � (cosh t; 0; sinh t);

h3 =
1

2
((0; cos s; sin s) + (cosh t; 0; sinh t)) � ((0; cos s; sin s)� (cosh t; 0; sinh t))

+
1

2
((0; cos s; sin s)� (cosh t; 0; sinh t)) � ((0; cos s; sin s) + (cosh t; 0; sinh t))

olmak üzere
h1 = 0; h2 = 0; h3 = 1

dir. Di¼ger taraftan (5:10) eşitli¼ginden

(f1; f2; f3) � (0;� sin s; cos s) + (0;� sin s; cos s) � (f1; f2; f3) = h1;

(f1; f2; f3) � (sinh t; 0; cosh t) + (sinh t; 0; cosh t) � (f1; f2; f3) = h2;

(f1; f2; f3) �
�
(0; cos s; sin s)� (cosh t; 0; sinh t)

�
+((0; cos s; sin s)� (cosh t; 0; sinh t)) � (f1; f2; f3) = h3

(6.1)

lineer denklem sistemi elde edilir. (6:1) lineer denklem sisteminde basit
hesaplamalarla rasyonel aç¬ortay yüzeyi

F (s; t) = (f1 (s; t) ; f2 (s; t) ; f3 (s; t))



olarak elde edilir. Burada

f1 =
1

K
[� sin s cosh t];

f2 =
1

K
[� cos s sinh t];

f3 =
1

K
[� sin s sinh t];

K = � sin s� sinh t

dir.

Şekil 6.1. � (s) = (0; cos s; sin s) ; Şekil 6.2. ·Iki split kuaterniyonik
� (t) = (cosh t; 0; sinh t) ; 0 � s � � e¼gri ile elde edilen rasyonel

0 � t � 2: F (s; t) aç¬ortay yüzeyi.

Örnek 6.2. R31 de, s¬ras¬yla s ve t ile parametrize edilmi̧s birim h¬zl¬iki
kuaterniyonik e¼gri aşa¼g¬daki gibi verilsin:

� (s) = (sinh s; cosh s; 0);

� (t) = (3t; 2t; 2t):
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O halde (3:10) eşitli¼gi bu e¼griler için göz önüne al¬n¬rsa

m1 = (sinh s; cosh s; 0) � (cosh s; sinh s; 0)
+ (cosh s; sinh s; 0) � (sinh s; cosh s; 0);

m2 = (3t; 2t; 2t) � (3; 2; 2) + (3; 2; 2) � (3t; 2t; 2t);

m3 =
1

2
((sinh s; cosh s; 0) + (3t; 2t; 2t)) �

�
(sinh s; cosh s; 0)� (3t; 2t; 2t)

�
+
1

2
((sinh s; cosh s; 0)� (3t; 2t; 2t)) �

�
(sinh s; cosh s; 0) + (3t; 2t; 2t)

�
olmak üzere

m1 = 0; m2 = �t; m3 =
1

2

�
1 + t2

�
dir. Di¼ger taraftan (5:10) eşitli¼ginden

(h1; h2; h3) � (cosh s; sinh s; 0) + (cosh s; sinh s; 0) � (h1; h2; h3) = m1;

(h1; h2; h3) � (3; 2; 2) + (3; 2; 2) � (h1; h2; h3) = m2;

(h1; h2; h3) �
�
(sinh s; cosh s; 0)� (3t; 2t; 2t)

�
+((sinh s; cosh s; 0)� (3t; 2t; 2t)) � (h1; h2; h3) = m3

(6.2)
lineer denklem sistemi elde edilir. (6:2) lineer denklem sisteminde basit
hesaplamalarla rasyonel aç¬ortay yüzeyi

H (s; t) = (h1 (s; t) ; h2 (s; t) ; h3 (s; t)) ;

dir. Burada

h1 =
1

K
[(1 + t2) sinh s];

h2 =
1

K
[(t2 � 1) cosh s];

h3 =
1

K
[(1� t2)(cosh s+ 3

2
sinh s) + t(cosh2 s

+sinh2 s)]

ve
K = �2 cosh2 s� 2 sinh2 s
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dir.

Şekil 6.3. � (s) = (sinh s; cosh s; 0); Şekil 6.4. ·Iki split kuaterniyonik
� (t) = (3t; 2t; 2t); 0 � s � 2� e¼gri ile elde edilen rasyonel

� � t � 2�: H (s; t) aç¬ortay yüzeyi.

Örnek 6.3. R31 de, s¬ras¬yla s ve t ile parametrize edilmi̧s birim h¬zl¬iki
kuaterniyonik e¼gri aşa¼g¬daki gibi verilsin:

� (s) = (0; cos s; sin s);

� (t) = (2t; 0;
p
3t):

O halde rasyonel aç¬ortay yüzeyi

Y (s; t) = (y1 (s; t) ; y2 (s; t) ; y3 (s; t)) ;

dir. Burada

y1 =
1

K
[
3

2

�
t2 � 1

�
sin s� t];

y2 =
1

K
[(t2 � 1) cos s];

y3 =
1

K
[(t2 � 1) sin s]

ve
K = �2

78



dir.

Şekil 6.5. � (s) = (0; cos s; sin s); Şekil 6.6. ·Iki split kuaterniyonik
� (t) = (2t; 0;

p
3t); 0 � s � 2� e¼gri ile elde edilen rasyonel

0 � t � 2: Y (s; t) aç¬ortay yüzeyi.

Örnek 6.4 R31 de, s¬ras¬yla sabit bir nokta ve s yay uzunlu¼gu parametresi
ile parametrize edilmi̧s bir birim h¬zl¬kuaterniyonik e¼gri

b = (1; 1; 1) ;

a (s) = (cosh s; 0; sinh s)

olsun. O halde bu e¼grinin te¼geti ve k (s0) e¼grisinin P (s) yön vektörü s¬ras¬yla

ta (s) = (sinh s; 0; cosh s) ;

P (s) = (� cosh s; 1 + sinh s� cosh s;� sinh s)

d¬r. Yukar¬da yap¬lan hesaplamalar (5:35) de dikkate al¬n¬rsa

h1 = (cosh s; 0; sinh s) � (sinh s; 0; cosh s)
+ (sinh s; 0; cosh s) � (cosh s; 0; sinh s);

h2 = (1; 1; 1) � (� cosh s; 1 + sinh s� cosh s;� sinh s)
+ (� cosh s; 1 + sinh s� cosh s;� sinh s) � (1; 1; 1);

h3 =
1

2
((cosh s; 0; sinh s) + (1; 1; 1)) �

�
(cosh s; 0; sinh s)� (1; 1; 1)

�
+
1

2
((cosh s; 0; sinh s)� (1; 1; 1)) � ((cosh s; 0; sinh s) + (1; 1; 1))
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olmak üzere

(f1; f2; f3) � (sinh s; 0; cosh s) + (sinh s; 0; cosh s) � (f1; f2; f3) = 0;

(f1; f2; f3) � (� cosh s; 1 + sinh s� cosh s;� sinh s)
+ (� cosh s; 1 + sinh s� cosh s;� sinh s) � (f1; f2; f3) = 1;

(f1; f2; f3) �
�
(cosh s; 0; sinh s)� (1; 1; 1)

�
+((cosh s; 0; sinh s)� (1; 1; 1)) � (f1; f2; f3) = �1

(6.3)

lineer denklem sistemi elde edilir. (6:3) lineer denklem sisteminde basit
hesaplamalarla rasyonel aç¬ortay yüzeyinin taban e¼grisi

F (s) = (f1 (s) ; f2 (s) ; f3 (s))

olarak elde edilir. Burada

f1 =
1

K
[� cosh2 s+ sinh s cosh s];

f2 =
1

K
[� sinh s� cosh s];

f3 =
1

K
[� sinh2 s+ sinh s cosh s];

K = 1 +
�
cosh2 s+ sinh2 s

�
(sinh s� cosh s)� (sinh s+ cosh s)

dir. O halde sabit bir nokta ve reel split kuaterniyonik bir e¼gri ile elde edilen
O (s; t) = (o1 (s; t) ; o2 (s; t) ; o3 (s; t)) aç¬ortay yüzeyi

o1 =
1

K
[� cosh2 s+ sinh s cosh s� t cosh s];

o2 =
1

K
[� sinh s� cosh s+ t[1 + sinh s� cosh s]];

o3 =
1

K
[� sinh2 s+ sinh s cosh s� t sinh s]

olmak üzere
O (s; t) = F (s) + tP (s)
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dir.

Şekil 6.7. a (s) = (cosh s; 0; sinh s) ; Şekil 6.8. Bir nokta ve bir split
b = (1; 1; 1) ; 0 � s � �=10 kuaterniyonik e¼gri ile elde edilen

�2� � t � 2� rasyonel O (s; t) aç¬ortay yüzeyi.

Örnek 6.5 R31 de, s¬ras¬yla sabit bir nokta ve s yay uzunlu¼gu parametresi
ile parametrize edilmi̧s bir birim h¬zl¬kuaterniyonik e¼gri

w = (1; 0; 1) ;

q (s) = (0; cos s; sin s)

olsun. O halde k (s0) e¼grisinin P (s) yön vektörü

P (s) = (sin s� 1;� cos s;� sin s)

d¬r. Yukar¬da yap¬lan hesaplamalar (5:35) de dikkate al¬n¬rsa

r1 = (0; cos s; sin s) � (0;� sin s; cos s)
+ (0;� sin s; cos s) � (0; cos s; sin s);

r2 = (1; 0; 1) � (sin s� 1;� cos s;� sin s)
+ (sin s� 1;� cos s;� sin s) � (1; 0; 1);

r3 =
1

2
((0; cos s; sin s) + (1; 0; 1)) �

�
(0; cos s; sin s)� (1; 0; 1)

�
+
1

2
((0; cos s; sin s)� (1; 0; 1)) �

�
(0; cos s; sin s) + (1; 0; 1)

�
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olmak üzere24 0 � sin s cos s
1� sin s � cos s � sin s

1 cos s sin s� 1

3524 f1f2
f3

35 =
24 0
1� 2 sin s

1

35 (6.4)

matris denklemi elde edilir. (6:5) matris lineer denkleminden basit hesapla-
malarla rasyonel aç¬ortay yüzeyinin taban e¼grisi

F (s) = (f1 (s) ; f2 (s) ; f3 (s))

olarak elde edilir. Burada

f1 =
1

K
[2 sin2 s� 3 sin s+ 2];

f2 =
1

K
[sin s cos s];

f3 =
1

K
[sin2 s];

K = sin2 s� 2 sin s+ 2

dir. O halde sabit bir nokta ve reel split kuaterniyonik bir e¼gri ile elde edilen
E (s; t) = (e1 (s; t) ; e2 (s; t) ; e3 (s; t)) aç¬ortay yüzeyi

e1 =
1

K
[2 sin2 s� 3 sin s+ 2 + t (sin s� 1)];

e2 =
1

K
[sin s cos s� t cos s];

e3 =
1

K
[sin2 s� t sin s]

olmak üzere
E (s; t) = F (s) + tP (s)
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dir.

Şekil 6.9. q (s) = (0; cos s; sin s) ; Şekil 6.10. Bir nokta ve bir split
w = (1; 0; 1) ; 0 � s � � kuaterniyonik e¼gri ile elde edilen

0 � t � �=2 rasyonel E (s; t) aç¬ortay yüzeyi.
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7. BÖLÜM

SONUÇ

Minkowski uzay¬nda x, y ve z eksenleri etraf¬nda dönerek oluşan helikal
spiraller tan¬mland¬. Spiralin timelike ve spacelike olma durumuna göre,
bu spirali merkez e¼gri olarak alan deniz kabu¼gu yüzeyi tan¬mland¬. Ayr¬ca
bu e¼grinin baz¬karakterizasyonlar¬yard¬m¬yla kuaterniyonik deniz kabu¼gu
yüzeyi tan¬mlan¬p, bu yüzeyin Gauss ve ortalama e¼grilikleri kuaterniyonik
i̧slemlerle elde edildi.
Di¼ger taraftan, Minkowski uzay¬nda iki split kuaterniyonik e¼gri ile elde

edilen ve bir split kuaterniyonik e¼gri ile bir noktadan elde edilen rasyonel
aç¬ortay yüzeyi tan¬plan¬p bu yüzeyin baz¬dejenere durumlar¬elde edilmi̧stir.
Ek olarak bu yüzeylerin Gauss ve ortalama e¼grilikleri dördüncü bölümle ben-
zer şekilde klasik diferensiyel geometriden farkl¬olarak kuaterniyonik i̧slem-
lerle elde edilmi̧stir.

4. bölümdeki teoremlere ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki baz¬sonuçlar elde edildi.

Sonuç 7.1 R31 de (4:22) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve bir
q ('; �) spacelike vektör parçal¬ timelike birim kuaterniyonu için spacelike
N (�) vektörüne dik p ('; �) ve r ('; �) birim timelike vektörleri verilsin. O
halde p ('; �) ve r ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(r ('; �) �p�1 ('; �)

+r ('; �) �p�1 ('; �) �B (�)) + r ('; �)
�p�1 ('; �) �(N (�) + �T (�) )]

dir.

Sonuç 7.2 R31 de (4:19) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi için
N (�) birim spacelike vektörüne dik s ('; �) ve l ('; �) birim spacelike vek-
törleri verilsin. O halde s ('; �) ve l ('; �) vektörleri aras¬nda ki aç¬' ise bu
deniz kabu¼gu yüzeyinin denklemi

S ('; �) = H (�) + 1
2
P (') a (�) [T (�) �(l ('; �) �s�1 ('; �)

+l ('; �) �s�1 ('; �) �B (�)) + l ('; �)
�s�1 ('; �) �(N (�) + �T (�) )]



dir. Burada jhs ('; �) ; l ('; �)ij > 1 dir.

Sonuç 7.3 R31 de (4:31) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve bir
q ('; �) spacelike vektör parçal¬ timelike birim kuaterniyonu için spacelike
T (�) vektörüne dik p ('; �) ve r ('; �) birim timelike vektörleri verilsin. O
halde p ('; �) ve r ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) r ('; �) �p�1 ('; �) �N (�)

dir.

Sonuç 7.4R31 de (4:31) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi içinT (�)
birim spacelike vektörüne dik s ('; �) ve l ('; �) birim spacelike vektörleri
verilsin. O halde s ('; �) ve l ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise bu deniz
kabu¼gu yüzeyinin denklemi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�) l ('; �) �s�1 ('; �) �N (�)

dir. Burada jhs ('; �) ; l ('; �)ij > 1 dir.

Sonuç 7.5 R31 de (4:36) denklemi ile verilen deniz kabu¼gu yüzeyi ve bir
q ('; �) timelike vektör parçal¬timelike birim kuaterniyonu için timelike T (�)
vektörüne dik s ('; �) ve l ('; �) birim spacelike vektörleri verilsin. O halde
s ('; �) ve l ('; �) vektörleri aras¬ndaki aç¬' ise deniz kabu¼gu yüzeyi

S ('; �) = H (�) + P (') a (�)N (�) �s ('; �) �l ('; �)

dir.

Bu çal¬̧sma Minkowski uzay¬nda deniz kabu¼gu yüzeyi ve aç¬ortay yüzey-
lerinin araşt¬r¬lmas¬nda önemli bir referans olacakt¬r.

Bu çal¬̧smada deniz kabu¼gu yüzeyi Minkowski uzay¬nda ilk kez tan¬m-
land¬¼g¬ndan bu yüzey Minkowski uzay¬nda uygun çal¬̧smalara aç¬kt¬r.
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