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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FUZZY SAYI DIiZiLERININ ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIGI

Umit CAKAN

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
2011, Sayfa:31+IV

Dort boliim olarak hazirlanan bu ¢aligmanin ilk boliimiinde fuzzy say1 dizileri hak-
kinda temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; fuzzy say1 dizilerinin ve farklarmin istatistiksel yakinsakligi ile mod-
iiliis fonksiyonu arasindaki iligkiler incelendi.

Uciincii boliimde; modiiliis fonksiyonu ile Cesaro toplanabilen diziler arasindaki
iligkiler gosterildi.

Son boliimde ise fuzzy say1 dizilerinin modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmig

istatistiksel yakinsakligi tanimlandi ve ilgili teoremler verildi.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy dizileri, Modiiliis fonksiyonu, Istatistiksel yakisaklk,

Pre-Cauchy dizisi.
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SUMMARY

Master Thesis

THE STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF FUZZY
NUMBERS

Umit CAKAN

Firat University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics

2011, Page:31+1V

In the first chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some fun-
damental definitions and theorems.

In the second chapter, we examine some relations between modulus function and
statistical convergence of sequences of fuzzy numbers and their differences.

In the third chapter, we examine some relations between modulus function and
Cesaro summable sequences.

In the last chapter, we define the statistical convergence of sequences of fuzzy

numbers defined by a modulus function and give some theorems.

Keywords: Sequences of fuzzy numbers, Modulus function, Statistical conver-

gence, Sequences of pre-Cauchy.
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SIMGELER LiSTESI

Bu calismada kullanilan baz simgeler, agiklamalar ile birlikte agagida sunulmustur.

N : Dogal sayilar kiimesi

R :  Reel sayilar kiimesi

R™ . n—boyutlu Oklid uzay

C : Kompleks sayilar kiimesi

o Bilegke fonksiyon

A Fark operatorii

X :  Karakteristik fonksiyon

L(R™) : n—Dboyutlu fuzzy sayilar kiimesi
[u]® : u fuzzy sayisimin  a—kesimi
w(F) @ Dbiitiin fuzzy dizilerinin kiimesi
h.h.k :  hemen hemen her k icin

Sk . Istatistiksel yakinsak fuzzy dizileri kiimesi

Sr(A) :  A-—istatistiksel yakinsak fuzzy dizileri kiimesi

v



GIRIS.

1965 ’de Zadeh [1] dogruluk derecesi olasi olan gok degerli bir mantig1 biiyiik bir
titizlikle hazirladi. Zadeh tarafindan yaymlanan bu makale modern anlamda
belirsizlik kavraminin degerlendirilmesinde 6nemli bir nokta olarak kabul edilir. Zadeh,
bu makalede kesin olmayan sinirlara sahip nesnelerin olusturdugu fuzzy kiime teorisini
ortaya koydu.

Fuzzy kiimeler, bos olmayan bir X kiimesinin ilgili elemanlarina gore gz oniine
alinir. Temel diigiince, her bir z € X elemaninin [0, 1] araliginda degerler alan bir u ()
iiyelik derecesine atanmasidir. Burada u (z) = 0, iiyeligin olmamasina; 0 < u (z) < 1
kismi iiyelige ve u (x) = 1 de tam iiyelige kargihk gelir. Zadeh ’e gore X ’in bir fuzzy
alt kiimesi en az bir u : X — [0, 1] fonksiyonu i¢in X X [0,1] kiimesinin bog olmayan

bir {(z,u (z) : z € X)} alt kiimesidir.

Ornegin
0, r <1 ise
u(@) =9 &(x—1), 1<z <100 ise
1, 100 < x ise

ile tanimh » : R — [0, 1] fonksiyonu reel # > 1 sayilarmin fuzzy kiimesine bir érnek
olarak verilebilir (Sekil 0.1). Siiphesiz iiyelik derece fonksiyonunun pek ¢ok farkli uygun

secimleri vardir.

»
>

1 100

Sekil 0.1. Reel x >>1 sayilarimn bir fuzzy kiimesi

X ’in adi bir A alt kiimesi i¢in iiyelik ihtimalleri sadece iiyesizlik ve tam iiyeliktir.
Buna gore boyle bir kiime, kendisinin x, : X — [0, 1] karakteristik fonksiyonuyla X

kiimesi tizerinde verilen bir fuzzy kiimesiyle tanimlanabilir, yani

0, = ¢ Aise
Xa (2) = .
1, xe€ Aise

ile tanimlanabilir.



Sekil 2, 0 < x < 2 araliginin karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.

0 1 2

Sekil 0.2. yqy2) fuzzy kiimesi

Fuzzy kiimeler bizim giinliik hayatimizda sik sik kullandigimiz belirsizliklerle ilgilen-
menin daha zekice bir yoludur. Ornegin, araba kullanan birisine frene basma zamani
hakkinda bir tavsiyede bulunacaksiniz. Tavsiyeniz: "Yaya gecidine 25 metre mesafe
kala fren yapmaya bagla" yoksa "Yaya gecidine yaklagirken frene basmaya bagla" sek-
linde mi olurdu? Elbette ikincisi olurdu. Ciinkii ilk talimat kolayca yerine getirile-
meyecek kadar kesindir.

Veri yapilarinin fuzzy yorumlari, cesitli problemleri ¢6zmenin ve bunlari formiile
dokmenin dogal ve akla mantiga ¢ok uygun bir yoludur. Kesin kiimeler, iiyelik icin
gereken kesin 6zellikleri saglayan nesneleri ihtiva eder. 6 'dan 8 ’e kadar olan sayilardan
olusan bir H kiimesini H = {r € R : 6 < r < 8} geklinde yazariz. Bu yazim bigimine

denk olarak H,

1, 6 <r<8ise

0, diger hallerde

Xy (r)=

seklinde tamimh Xy : R — {0, 1} iiyelik (veya karakteristik) fonksiyonuyla tanimlanir.
Her 7 reel sayis1 ya H ’a aittir yada degildir. Xy tiim r € R reel sayilarim (0, 1) gibi iki
noktaya doniistiirdiigii i¢in kesin kiimeler iki degerli mantiga karsilik gelir: "aittir veya
ait degildir, acik veya kapali, siyah veya beyaz, 1 veya 0 ". Mantikta, Xy i degerleri
"r. H ’a ait midir?" sorusu icin iki degerlidir denilir. Cevabin evet olmasi i¢in gerek ve

yeter sart Xy () = 1 olmasidir. Aksi halde cevap hayirdir.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1. C(R"), R" nin bos olmayan, kompakt ve konveks biitiin alt

kiimelerinin ailesini gostersin. a, 8 € R ve A, B € C(R™) olmak iizere

a(A+ B)=aA+aB

(aB)A = a(BA)

ve

1A=A

dir ve «, 8 > 0 ise bu durumda

(a+ B)A=aA+ (A

dir.

|||, R™ nin ahgilng Oklid (Euclide) normu olmak tizere; A ve B kiimeleri arasindaki

uzaklik, Hausdorft metrik yardimiyla

a€A

36 B) = e {sup i bl sup it o~ ]

seklinde tanimlanir ve (C(R"™), 0 ) tam bir metrik uzaydir [2].

Tanim 1.2. u : R" — [0, 1] fonksiyonuna, en az bir x € R" i¢in u(x) = 1 oluyorsa

normaldir denir [1].

Ornek 1.3.

v2 s3]

u(z) = —2z+15 15
5 0 TE [5’7}

fonksiyonu, x = 5 i¢in 1 degerini aldigindan normaldir.

Tanim 1.4. 0 < A <1 olmak tizere; her x,y € R" igin



w(Az + (1= A)y) = min [u(z), u(y)]

saglaniyorsa u : R™ — [0, 1] fonksiyonuna fuzzy konveksdir denir [1].

Tanim 1.5. Asagidaki (i)— (iv) sartlari saglayan her bir u : R™ — [0, 1] elemania
bir fuzzy sayis1 denir ve bu sayilarin kiimesi L(R") ile gosterilir [3].

(7) u normaldir,
(1) u fuzzy konveksdir,
(14i) u iist yan siireklidir,
(iv) [u]” kompakttir (Burada [u]” , {z € R" : u(x) > 0} kiimesinin kapamsin goster-
mektedir. ).

Ozel olarak grafigi diizlemde geometrik bir sekil teskil eden fuzzy sayilari, olustur-
duklar gekil ile adlandirihirlar (liggen fuzzy sayisi, yamuk fuzzy sayisi gibi). Bu galig-
mada uygulama yoniinden kolaylik saglamasi amaciyla genellikle tiggen fuzzy sayilarini

kullanacagiz.

Tanim 1.6. u bir fuzzy sayis1 ve 0 < a < 1 olmak iizere; u ic¢in « seviye kiimesi

[u]® ile gosterilir ve

] = {zeR":u(x)> o}, 0<a<l
N {reR":u(z) > a}, a=0

seklinde tammlanir [3].

Ayrica L(R™) iizerindeki toplama ve skalarla carpma iglemleri u,v € L(R™) ve k € R

olmak iizere agagidaki gibi tanimlanir.

[+ 0" = [u]" + [v]

ve

dir. Gergekten de,



[u]*+[v]* = {z€eR":u(x) > a} +{r eR" :v(z) > a}
= {zeR":u(z)+ov(r) > 20> a}

= {zeR": (u+v)(z) >2a>a}

dir.

Say1 dizileri igin istatistiksel yakinsaklik tanimi Fast [5] tarafindan kisa bir not
olarak verildi. Daha sonra bir ¢ok matematikci tarafindan istatistiksel yakimsaklik

toplanabilme metodu olarak incelendi.

Tanim 1.7. Bir £ C N kiimesinin dogal yogunlugu

I
() = Tim 3" ()
k=1
limitiyle tanimlanir. Burada y, £ nin karakteristik fonksiyonu olup

1, z€eFk

Xp(T) =
0, ¢ F

seklinde tanimhdir [4].

Teorem 1.8. Sonlu sayida elemana sahip bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir.

Ayrica E°, E nin tiimleyeni olmak iizere;
IE)=1— §(F)
dir, [4].

Ispat. Teoremin ilk kismi agikar oldugundan burada sadece ikinci kismin ispatin

verecegiz.



RS RS
o(E°) = JI—I&EZXEC(]{) :JE{}OEZO_XE(]{))
k=1 k=1

- [ 3

k=1
. 1g . 1g
= hm—Zl—hm—ZXE(k)
e o
= 1-0(F)

Tanim 1.9. Kompleks terimli bir x = (x) dizisi verildiginde, her ¢ > 0 igin

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo M,

saglaniyorsa, © = (zy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum
S—lim x;, = L seklinde gosterilir [5]. Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir.
Ozel olarak L = 0 olmas: halinde Sy, yani sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

elde edilir. Buna gore

1
S = {x—(a:k): lim E|{k§n:|xk—L|25}|—O},

1

dir. Agikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi
dogru degildir. Gergcekten m=1,2,3,... i¢in

1, k=m?

0, k+#m?

T =
seklinde tammlanan = = (z},) dizisi i¢in, her £ > 0 sayisina kargilik
k<ol 2 e} < 1k < n ol £ 0} < Vi

oldugundan,

1
lim — [{k < n: o £ 0} < im Y —

n—oo n—oo N
elde edilir. Bu S — limz = 0 demektir. Diger taraftan x = () dizisinin yakisak

olmadig1 kolayca goriilebilir.



Tanim 1.10. Asagidaki sartlar saglayan f : [0,00) — [0,00) fonksiyonuna bir
modiiliis fonksiyonu denir [6].

(i) f(x) =0<=2=0

(i) f(z+y) < flz) + f(y), V2 >0,y > 0icin
(13i) f artandir.
(

iv) f, x = 0 noktasinda sagdan siireklidir.

Ruckle [6] tarafindan
L(f)= {37— (2x) : > f(Ja]) < OO},

dizi uzay1 f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanmimlanmig ve bu dizi uzayminin bazi

ozellikleri incelenmistir.
Simdi modiiliis fonksiyonuna 6rnek verelim.

Ornek 1.11. f(x) = —5 ve f(z) = log(1l + z) fonksiyonlar1 birer modiiliis

fonksiyonudur ve yukaridaki sartlarin saglandigi asikardir. Bu ¢rnekten da anlagilacag:

gibi bir modiiliis fonksiyonu sinirli veya sinirsiz olabilir.

Fark dizisi ve baz1 fark dizi uzaylari, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [7] tarafindan

tammlanmgtr.

Tanim 1.12. z = (z;) kompleks terimli bir dizi ve Az = (x;, — z411) olmak iizere

loo(A), c(A), co(A) dizi uzaylar
lo(A) = {x=(xp): Az €1},
c(A) = {z=(z): Az € ¢},
co(A) = {z=(z): Az € o},
seklinde tanimlanir.

Kizmaz [7] bu uzaylarmn

)l = fa] + Azl

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gostermigtir. 1995 yilinda Et ve Colak [8]



m € N, A% = (z;), Av = (2}, — Tp41),

Amxk = (Amxk) = (Am_lxk — Am_1$k+1),

= A"z = i(—l)i(?)xkﬂ

i=0
olmak tizere;
l(A™) = {z=(x) : A"z € I},
c(A™) = {z=(x1): A"z € ¢},

co(A™) = {z=(z) : A"z € ¢},

dizi uzaylarim tanimlamis ve bu uzaylarin

m
lzlla = loal + [A™])
i=1

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gostermistir.
Daha sonra Et ve Nuray [9], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukaridaki dizi uzay-

larin1 X (A™) dizi uzaylarmma genellegtirerek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.



2. FUZZY SAYI DIiZILERININ FARKLARI VE iSTATISTIKSEL YAKIN-
SAKLIK

Bu boliimde fuzzy say1 dizilerinin daha ¢énceden incelenen A—istatistiksel yakinsak-
hig, A— istatistiksel Cauchy dizisi ve A— Cesaro toplanabilirligi kavramlar: verilmis
ve Ozellikleri 6rneklerle incelenmigtir. Ayrica bu kavramlarin modiiliis

fonksiyonu ile iligkisi incelenmigtir.

Tanim.2.1. Her 1 < g < oo i¢in

dyfu,) = ([ (el )" do)’

L(R™) iizerinde bir metriktir ve bu metrik kisaca d ile gosterilir. X,Y € L(R") ve ¢

bir sabit olmak {izere; d metrigi

d(cX,cY)=|c|d(X,Y)

d<X+Z,Y+Z/) Sd(X,Y)er(Z,Z/)

ozelliklerine sahiptir [2]. Gergekten,

acc[X]*> bEY]” bec[y]® a€c[X]*

doo(c[X]*,c[Y]Y) = max{ sup inf |la—b||, sup inf Ha—bH}

. . a b
= max<{ sup inf |c|||m —mn|, sup inf |c|[|m—n|p, (—=mve-=n)
me[X]* nely]® ne[y]™ mel * C C

me[X]* nEY]” ne[y]™ me[X]®

= el 0 ([X]7, [Y]) (2.1)

= |c|max{ sup inf |m —nl|/, sup inf Hm—nH}



d(cX,cY) = ([ [buo([eX]®,[cY]™)? da)s

[Bu(c[X]", e [Y]™)? dar)s

o O Y—__

c| Soo [Y]")]%da)s  (2.1) esitliginden

I
o\

1

= 1o ([ (X1 T
~ | d(x.Y)

ve

dir.

Tanim.2.2. Fuzzy sayilarinin bir X = (X}) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L(R™)
nin i¢ine tanimlanan bir fonksiyondur. Boylece her bir pozitif £ sayisina kargilik bir

X (k) fuzzy sayis1 vardir. Gosterim olarak (X (k)) yerine kisaca X yazlacaktir [10].

Tanim 2.3. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger fuzzy sayilarn { X}, : k € N}
kiimesi simirliysa X = (X},) dizisine simirhdir denir. Eger her € > 0 igin k& > k¢ iken
d(X, Xo) < € olacak gekilde bir ky dogal sayis1 mevcut ise X = (X},) dizisi X fuzzy
saysina yakinsaktir denir. Bu durum lim X = X, seklinde ifade edilir [10].

10



lo(F) ile biitiin smrh fuzzy say1 dizilerini, ¢(F) ile biitiin yakinsak fuzzy say

dizilerini ve w(F) ile de biitiin fuzzy say1 dizilerinin kiimesi gosterilir.

X = (Xg), Y = (Y}) yakinsak birer fuzzy say1 dizisi ve

li]1€n X = Xo

lilgn Yo = Y

olmak iizere; bu diziler agagidaki cebirsel ézelliklere sahiptirler [10].
(i) lim (Xk + V) = Xo+ Yo
(22) hm (Xk —Y)=Xo-Y,
(m) hm (XkYk) XY,
(v) T (32) = 32, (¥ £0)

A w(F) — w(F) operatorii
AOXk = ka AXk = Xk - Xk-‘rb Aka = Am—le — Am_le_H

olacak gekilde tanimlanir.

Tanim 2.4. X = (Xj) fuzzy sayilarmmn bir dizisi olsun. Bu durumda eger
{AX}, : k € N} kiimesi sinirh ise X = (X},) dizisine A—simirhdir denir. Eger her ¢ > 0
icin k£ > k¢ iken d(A X}, Xo) < € olacak sekilde en az bir kg dogal sayisi varsa X = (X)

dizisine X, fuzzy sayisina A—yakinsaktir denir. Bu durum

lim AX; = X

k—o0

seklinde belirtilir.
[2(A) ile biitiin A—smmurh dizilerin kiimesini ve ¢z(A) ile biitiin A—yaknsak dizilerin

kiimesini gosterecegiz [11].

Tanim 2.5. Her ¢ > 0 igin k,[ > N oldugunda d(Xj, X;) < € olacak sekilde pozitif
bir N sayis1 mevcut ise X = (Xj) fuzzy dizisine Cauchy dizisi denir [10].

Eger bir X = (X}) dizisi bir p 6zelligini, sifir yogunluklu bir kiimeye ait olmayan
biitiin k£ degerleri i¢in saghyorsa, X; hemen hemen her k igin p 6zelligini saglar denir

ve bu durum h.h.k seklinde ifade edilir.

11



Tanim 2.6. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her £ > 0 i¢in

1
lim — {k <n:d(Xi, Xo) >e}|=0

n—oo M,

olacak sekilde bir X fuzzy sayis1 mevcut ise yani h.h.k icin d( Xy, Xj) < € esitsizligini
saglayan bir X, fuzzy sayisi varsa X = (X},) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina ista-
tistiksel yakinsaktir denir. Bu durum Sr — lim X}, = X, veya X — Xo(Sx) seklinde

gosterilir. Istatistiksel yakinsak biitiin fuzzy say1 dizilerinin ailesi Sr ile gosterilir [12].
Tanim 2.7. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her £ > 0 i¢in

1
lim — [{k <n:d(AXy, Xo) >} =0

n—oo M

olacak gekilde bir X fuzzy sayist mevcut ise yani h.h.k i¢in d(AXy, Xo) < ¢ egitsi-
zligini saglayan bir X fuzzy sayis1 varsa X = (X},) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina
A—istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum Sz (A) — lim X, = Xy veya X —
Xo(S£(A)) seklinde gosterilir. A—istatistiksel yakinsak biitiin fuzzy say1 dizilerinin
ailesi Sx(A) ile gosterilir [13].

Sunu belirtelim ki; fuzzy A— yakinsak biitiin diziler fuzzy A—istatistiksel yakin-

saktir; fakat bunun tersi dogru degildir.

Ornek 2.8. X = (X;) fuzzy say1 dizisini

k 1-3k 3k—1
st A i) Lo
k Tk+1 Tk+1 o
0, diger durumlarda T
L XO (l‘) ) k 7é 2"
1 15
r—3  w€(1d)
Xolr) = —o+d s}
0, diger durumlarda

seklinde tamimlayalim. Bu durumda X = (X}) dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel

yakinsaktir fakat yakinsak degildir (Sekil 2.1).

12



0.25 1.25 225 25 275 2875 5 7125 725 75
Sekil 2.1
Buradan
[3k—1+(2k+1)a 7k+1_(2k+1)o¢} J — on
«a k ’ k ’ o
X, ()] = o |
[dokl 9—da] diger durumlarda
ve
[3k—4+(12k+4)a 27k+4—a(12k+4)} o — on
4k ) % ) =
a _ —27k—31+(12k+16)a  —3k+1—a(12k+16) _on
[AXG]" = [ h+4 , g } , k+1=2
[—2 4+ 20,2 — 20] diger durumlarda

olur. Boylece L* = [-2 + 2a, 2 — 2a] olmak tizere Sr(A)—lim Xy = L dir. Fakat X =
(Xg) dizisi ~A—yakinsak  degildir. (AX})  dizisinin  grafigi = de
Sekil 2.2 deki gibidir.

v
1
1
1
1
1
]
1
1
1
]
]
1
]
1
1
1
1
2

=725 -7 -6.875 -3 -2 -0.625 -0.5 -0.25 0 0.25 05 0625 2 225 6.875 7 125

Sekil 2.2
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Tanmim 2.9. Her ¢ > 0 i¢in

lim — |{k <n:d(AXp, AXy)>e}| =0

n—oo M,

olacak sekilde pozitif bir N = N(¢e) sayist mevcut ise X = (X},) dizisine A—istatistiksel
Cauchy dizisi denir [14].

Teorem 2.10. Bir X = (Xj) fuzzy say1 dizisinin A—istatistiksel yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter sart X = (X}) dizisinin A—istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir [14].

Tanim 2.11. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi ve p = (py) kesin pozitif reel sayilarin

bir dizisi olsun. Eger

Jllilonz d(A X, X)) =0

olacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) dizisi X, fuzzy sayisma kuvvetli
Ap—Cesaro toplanabilirdir denir ve wg(p, A) — lim X = X, yazilir. Biitiin kuvvetli
Ap—Cesaro toplanabilir dizilerin ailesi wx(p, A) ile gosterilir [15].

Tanim 2.12. p = (pg) kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi ve f bir modiiliis

fonksiyonu olsun. Bu durumda X = (X}) fuzzy say1 dizisi i¢in,

Jim 23 A Xo)" =0

olacak sekilde X, fuzzy sayisi varsa, X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina
f modiiliis fonksiyonu ile kuvvetli Ap—Cesaro toplanabilirdir denir ve wz(f,p, A) —
lim X, = X, yazilir. f modiiliis fonksiyonu ile kuvvetli Ap—Cesaro toplanabilen fuzzy

say1 dizilerinin ailesi wz(f,p, A) ile gosterilir [16].

Tanmim 2.13. Eger her € > 0 i¢in

1
lim _|{(.77k) 2j,l€§n,|l’k—l'j| 25}| =0

n— oo n2

oluyorsa x = (x)) kompleks terimli dizisine istatistiksel pre-Cauchy dizisi denir [17].

Teorem 2.14. x = () kompleks terimli bir dizi ve f sinirh bir modiiliis fonksiyonu

olsun. Bu durumda z = (x) dizisinin istatistiksel pre-Cauchy dizisi olmas i¢in gerek

14



ve yeter sart

lim 5 37 = 2,]) =0

Jk<n

olmasidir [18].

Tanmim 2.15. Eger her € > 0 icin

1 . .

oluyorsa X = (X}) fuzzy say1 dizisine A—istatistiksel pre-Cauchy dizisi denir [16].

15



3. wr(f,p,A) UZAYI ILE Sz(A) UZAYI ARASINDAKI BAZI
ILISKILER
Bu boliimde bir X = (X}) fuzzy say1 dizisinin A—istatistiksel pre—Cauchy dizisi

olmasi igin gerek ve yeter sartlari ve wx(f,p, A) ile Sg(A) uzaylar arasindaki bazi

iligkileri verecegiz.

Teorem 3.1. X = (X}), fuzzy sayillarinin AX = (AXy) siurh olacak sekildeki bir
dizisi olsun. Bu durumda X = (X},) dizisinin fuzzy A—istatistiksel pre—Cauchy dizisi

olabilmesi icin gerek ve yeter sart simirh bir f modiiliis fonksiyonu icin

1

lim = > [f (d(AXy, AX;))] =0
7,k<n
olmasidir [16].
Ispat. Kabul edelim ki;
1
lim 5 37 (£ (d(AX5, AX;)] = 0
7,k<n

dir. Bu durumda her € > 0 ve n € N igin

Vv
ol =
=
o
>
e
>
s

Jk<n
d(AXk,AX]')ZE

v

FUEN 5 HGR): ik < n d(AX, AX) > <} 2 0

yazariz ve boylece X fuzzy A—istatistiksel pre-Cauchy dizisidir.
Tersine X = (X},) dizisinin fuzzy A—istatistiksel pre-Cauchy dizisi oldugunu kabul

edelim ve e > 0 igin f (0) < § olacak sekilde § > 0 sayisini segelim. f siirh oldugundan

16



her d (AX},0) igin f (d (AX},0)) < T olacak gekilde bir 7" tamsayis: vardir. Simdi her
n € N i¢in

[ (d (AXy, AXG))]

J,k<n
A(AX ), AX,)<6

Y (A (AKX AX)))]

<TI0+ Y A AX)
d(ij,;lfgcj)za

< g 4T (% G E) : k<, d(AXy, AX;) > 5}|) (3.1)

yazabiliriz.
X = (X}) dizisi, A—istatistiksel pre-Cauchy dizisi oldugundan her n > N icin (3.1)

esitsizliginin sag tarafi ¢ dan kiigiik olacak sekilde bir NV sayisi1 vardir. Boylece

1

Jim — > [FAAXy, AX;)] =0
Lk<n
elde edilir.
Teorem 3.2. f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < h = infp, < pi

keN
< suppry = H < oo olsun. Bu durumda wg (f,p,A) C Sr(A) dir ve bu kapsama
keN
kesindir [16].

Ispat. X € wz(f,p,A) olsun. ¢ > 0 icin > ile biitiin toplamm k < n iken
1

d (AXy, Xo) > e olan  terimlerinin  toplamm ve > ile de
2

k <n iken d (A Xy, Xp) < € olan terimlerin toplamini gosterelim. Bu durumda

CS AN X)) = (31 (@ (X, X))

n
k<n

+ Z [f (d (AXk, Xo))]™*)

v

S (AN X))

e

v

17



> =S wmin (I @)1 )))

= L|{k <n: d(AXe, Xo) 2 <Y min (17 )" [F (£)")

yazabiliriz. Boylece X € Sz(A) dir. Fakat bu teoremin tersi dogru degildir. Asagidaki

ornek bunu gostermektedir.

Ornek 3.3. Her k € Nigin f (X;) = Xj ve pp = 1 alalim. (X},) fuzzy say1 dizisini

asagidaki gibi tanmimlayalim

.

H+1, -k <2z<0
k=n?
541, 0<z<k o,
(n=1,2,3,...)
0, diger
X () =
r—4, 4<zx<5H
—x4+6, 5<z<6 ¢, diger
\ 0, diger

Bu durumda
[_kg(l_&)akg(l_&)]a k=n?

[(Xi]" =
4+ a,6—af, diger
ve
[k —6+a(k3+1),k2—4—a(k2+1)], k=n3, (n=1,2,3,...)
[AXE]*= [~(k+1)3(1—a)+4+a,(k+1)3(1—a)+6—a],  k+1=n3, (n=23,...) -
[~2+2a,2—2q], diger

elde edilir. Boylece X, € Sg(A) ve X, ¢ wr (f,p, A) sonucuna ulagiriz.

Teorem 3.4. 0 < h = ]ifnlgpk < pr < suppry = H < oo olsun. Bu durumda
€ keN

herhangi bir siirh f modiiliis fonksiyonu igin Sz(A) C we(f,p, A) dir [16].

Ispat. X € Sx(A) ve f smurh bir modiiliis fonksiyonu olsun. ¢ > 0 verilsin
ve >, > Teorem 3.2 de oldugu gibi tanmimlansin. f smirli oldugundan her k igin
T 2
f(d(AXy, Xo)) < T olacak sekilde bir 7" tamsayisi vardir. Bu durumda

D DITACIEN B L (Z [ (d (X X)) + 3 [F (Axk,xom“)

k<n

<SP S Er
< max(L,[717)= [{k < n: d(AX, Xo) 2 )+ ma ([ @ [f (<))

18



yazabiliriz. Boylece X € wg (f,p, A) elde edlir ki; bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.5. X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi olsun 0 < h = ]ifnlgpk < pr
S
< suppy = H < oo ve f smurh bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere; X = (Xj)
keN
dizisinin X, fuzzy sayisina fuzzy A—istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

sart
1
lim — " [f (d (AXy, Xo))[™ =0
n—oo N, h<n
olmasidir [16].
Ispat. Teorem 3.2 ve Teorem 3.4 ’den ispat cikar.
Lemma 3.6. f bir modiiliis fonksiyonu ve (z},) reel yada kompleks terimli sinirh

bir dizi olsun. Bu durumda her £ € N ic¢in
M |zp] < f (Jew]) < K Ja]

olcak sekilde M, K > 0 sayilar1 vardir [16].

Ispat. x;, = 0 icin esitsizlik aciktir. Her k € N icin 2, # 0 ve M; > 0 iken
M, < |zg| < Kj saglansm. f artan oldugundan f (M;) < f(|zx]) < f(K;) dir.

|]f\54_k1| > 1 ve |I°”‘(—’“1| < 1 oldugundan

— (M) < < f(Ky) ==
yazabiliriz. L04) (I]g U — M ve {51 ngll) = K alirsak

M || < f (Jex]) < K

elde ederiz ve ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.7. X = (X},) fuzzy sayilarinim, AX = (AXy) siurh olacak sekildeki bir
dizisi olsun. Bu durumda X = (X}) dizisinin fuzzy A—istatistiksel pre-Cauchy dizisi

olabilmesi icin gerek ve yeter sart

olmasidir [16].
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Ispat. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olsun. (AX}) smirh bir fuzzy say1 dizisi
oldugundan (d (AX},0)) negatif olmayan reel sayilarin simirh bir dizisidir. Boylece

Lemma. 3.6. geregince
M d(AXy, AX;) < f(d(AX, AX))) < K d(AXy, AX;)
olacak gekilde M ve K sayilar vardir. Buradan

lim — Z d(AXp, AX;) =0 < lim 1 > [f(d(AXy, AX)) =0

Jk<n Jk<n
yazabiliriz.

Teorem 3.8. f; ve f, iki modiiliis fonksiyonu ve

0<h= 1nf £ i < pr < suppr = H < oo olsun. Bu durumda
keN

Z) wf(f17p7 )gw]:(fQOflapa )7
“) wr (flapaA)m wr (f?apaA) g wr (fl + f27p7A)
dir [16].

Teorem 3.9. 0 < p. < g ve (qx/pr) siurh olsun. Bu durumda herhangi bir f

modiiliis fonksiyonu i¢in wx (f, g, A) C wg (f,p,A) dir [16].

Lemma 3.10. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda
(1) hm ! (t = (4 limiti vardir,
(22) 0 < 0 < 1 olmak iizere V 2 > § icin f (z) < 2f (1) 0 = saglanir [19)].

Teorem 3.11. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger hm i (t =35>0
ise bu durumda wg (f, A) = wg (A) dir [16].

Ispat. wz(f,A) C wr(A) oldugu agiktir. Dolayisiyla wr (A) C wg (f, A)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. X € wz (A). olsun. Bu durumda en az bir
Xp icin .

= lZOJ(AXk,XO) — 0, (n— o0)
k=1

20



dir. € > 0 verilsin ve her t € [0,6] icin f (f) < € olacak sekilde 0 < § < 1 segelim. Bu

durumda Lemma 3.10. 'dan

n

%Z[f(d(AXk,Xo))] —% > [fd(AX, X))
— A(AX 5, X0)<6

LS Fax. )

n
d(AXy,X0)>0

1
< —ne+2f (1)67'S, =e+2f(1)67'S,

yazabiliriz.
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4. FUZZY SAYI DIiZILERININ MODULUS FONKSIYONU
YARDIMIYLA TANIMLANMIS iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde fuzzy say1 dizileri i¢in modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel
yakinsaklik kavramini tamimlayacagiz. Daha sonra modiiliis fonksiyonu yardimiyla is-
tatistiksel yakinsak olan fuzzy say1 dizilerinin kiimesini verecegiz. Ayrica modiiliis
fonksiyonunun se¢iminin, yani segilen fonksiyonun yapisinin bu uzay1 nasil etkilecegini
teoremlerle incelemeye ¢alisacagiz. Modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel yakin-
sak olan dizilerde modiiliis fonksiyonu 6zel olarak birim fonksiyon secilirse, daha 6énce-

den tanimlanmig olan istatistiksel yakinsak fuzzy say:1 dizilerinin kiimesi elde edilir.

Tanim 4.1. f : [0,00) — [0,00) bir modiiliis fonksiyonu ve L(R), R iizerinde
tanuml biitiin fuzzy sayilarinin kiimesi olmak tizere; bir X = (X) C L(R) igin, verilen

her € > 0 sayisina karsilik

lim L {k <n: f[A(X0 X0)] = e} =0

n—oo M,

olacak sekilde X, € L (R) sayis1 mevcut ise X = (Xj) dizisi X, fuzzy sayisma f
modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel yakinsaktir denir ve X;, — Xo(Sr (f))
veya Sp(f) —lim X}, = X, yazilir. Buradaki d metrigi

() = swp d(ul",[o]")

seklinde tanimhidir.

Bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla bir X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsak

olan biitiin fuzzy say1 dizilerinin ailesini Sg(f) ile gosterecegiz. Yani
Sr(f) ={X = (X) € w(F): Xy, — Xo(Sr(f)), Xo € L(R)}
dir.

Tanim 4.2. f:[0,00) — [0,00) bir modiiliis fonksiyonu ve AXy = X — X4

olmak iizere; bir X = (Xj) € L(R) igin, verilen her ¢ > 0 sayisina kargilik

lim l}{kgn; fld(AXy, Xo)] >} =0

n—oo M,
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olacak sekilde Xy € L (R) sayist mevcut ise X = (Xj) dizisi Xy fuzzy sayisina f
modiiliis fonksiyonu yardimiyla A—istatistiksel yakinsaktir denir ve X — Xo(Sr (A, f))
veya Sp(A, f) — lim X, = Xy yazilir.

Bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla bir X, fuzzy sayisina A—istatistiksel yakinsak

olan biitiin fuzzy say1 dizilerinin ailesini Sr(A, f) ile gosterecegiz. Yani
Sr (A f)={X = (Xg) €ew(F): Xy — Xo(Sr(A, f)),Xo€ L(R)}
dir.
Teorem 4.3. f; ve f; herhangi iki modiiliis fonksiyonu olmak iizere;
Sr (f1) NSk (f2) € Sk (f1 + f2)
dir.

Ispat. Herhangi bir X = (X}) € Sr (f1) N Sr (f2) alahm. Bu durumda her £ > 0

cin
T Lk <0 i [d0X X0)] 2 2} =0
.
T Lk <0 fo (A% X0)] 2 2} =0
dir.
(f1 + fo) [d( Xy, Xo)] = f1 [d( Xy, Xo)] + f [d( Xy, Xo)]
oldugundan

lim ~ |[{k <n:(fi+ fo) [d(X0 Xo)] 22} =0

n—oo N,

ve dolayisiyla X = (Xi) € Sp(fi + f2) dir. Buradaki X = (X},) dizisi keyfi olarak
segildiginden Sr (f1) NSE (f2) € Sk (f1 + f2) sonucu elde edilir.

Teorem 4.4. f; ve f; herhangi iki modiiliis fonksiyonu olmak {izere;
Sk (A, f1) NSk (A, f2) € Sk (A, fi + f2)
dir.
Ispat. Teorem 4.3 ’iin ispatina benzer olarak ispat yapilir.
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Teorem 4.5. Her u € [0,00) igin fi(u) < fa(u) olacak gekildeki f; ve fo modiiliis
fonksiyonlari icin

Sr(f2) € Sr(f1)

dir.
Ispat. Herhangi bir X = (X},) C Sp(f;) alalm. Bu durumda her £ > 0 igin

lim © |{k<n: o [d(X0 Xo)] > <}| =0

n—oo M,

olacak sekilde Xy fuzzy sayis1 vardir. Her n dogal sayisi icin

{k <n:fi[d(Xy, Xo)] >e}| <|{k<n:fo[dXy Xo)] > e}

olacagindan

lim [{k <n:fi [d(Xy, Xo)] >e}| =0

n—oo

ve boylece X = (X;) € Sr(f1) dir. X = (X}) keyfi olarak segildiginden Sp(f2) C
SF(fl) dir.

Teorem 4.6. Her u € [0,00) i¢in fi(u) < fa(u) olacak gekildeki f; ve f, modiiliis
fonksiyonlari icin

Sr(A, fo) € Sk(A, f1)

dir.

Ispat. Teorem 4.5 ’in ispatma benzer olarak ispat agikardir.

Teorem 4.7. f; ve fo herhangi iki modiiliis fonksiyonu olmak tizere

Sr (f1) C Sk (f20 f1)
dir.

Ispat. Herhangi bir X = (X;) C Sp(f1) alahm. f, siirekli oldugundan her ¢ > 0
icin f(0) = € olacak sekilde § > 0 sayis1 vardir. Diger taraftan X = (X}) dizisinin

secimi geregi 6 > 0 sayisma karsilik

lim L {k <n: fi [3(X0X0)] 26} =0

n—oo M

24



olacak gekilde X, fuzzy sayis1 vardir. Buradan k£ < n igin

fa (1 [d (Xx, Xo)])
(f20 f1) [d (X, Xo)]

>

f2(0)=¢

> €

yazilabileceginden

lim © {k<n:(fz0f1)[d(Xe,Xo)] =6} =0

n—oo M,

elde edilir ki; bu da X = (X;) € Sp(f20 f1) demektir. X = (X}) dizisi keyfi olarak
secildiginden Sg (f1) C Sp (fa 0 f1) dir.

Ornek 4.8. X = (X},) fuzzy say1 dizisini asagidaki gibi secelim.

k —2k+3 2k—3
it S ¢ € [H4]
k 6k+3 6k+3 _an _
in —ml"i‘m, 376[4,7} ; k*37(n*172737)
0, diger durumlarda
L Xo (z), k # 3"
x+1, xz€[-1,0]
Xo(x)=<¢ —z+1, x€]0,1]
0, diger durumlarda
Boylece
[(2k+3)a+2k—3 —(2k+3)a+6k+3} L —3n
(X ()" = ' '
[a—1,1—q], k # 3™
ve
[(3+3k)}:¢+k—3’ —(3k+3)koz+7k+3} R
[AXk (x)]oz _ [(6+3k)}€o_c~_—17k—10’ —(6+3:J)r(_f—k+2} o k4+1=3"

20 — 2, —20 + 2]

elde edilir. Simdi f (u)

- alarak d ([ X"

diger durumlarda

,[Xo]®) ve f [d([Xk]", [Xo]")] degerlerini

inceleyelim. k # 3" ise d (X, Xo) = 0 ve k = 3" icin,
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d (X, Xo) sup d ([Xx]", [Xo]")

- d_a;(k]O,[Xo]O)
e ], [ )
 5k+3

k

olur. Diger taraftan

Skt L =3" (n=1,2,3,..

f [E(Xk,XO)} _ 6k+3 ( )
0, k # 3"

elde edilir. Benzer olarak

5k+3 L =3

6k+37
flA(AXy, L)) =1 248 |41 =3
0, diger durumlarda

dir. Boylece her € > 0 igin

lim {k<n:f[d(AXy, L)] >} =0

n—oo N,

olup X = (Xj) € Sr (A, f) dir. Bu dizinin grafigi agagidaki gibidir.

f"_

i<

-8 =733 -4 -2 -066 0 0.66 2 4 7.33 8

Sekil 4.1.

Genel olarak herhangi bir uzayda herhangi bir dizinin uzayimn bir elemanina yakin-
sakligin1 bozan terimlerini aykir1 terim olarak adlandiralim. O halde bu dizinin aykiri

terimleri hari¢ diger terimlerinin olusturdugu dizi yakinsak olur. Ornegin
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(0,0,0,0,1,0,0,0,0,2,0,0,0,0,3,...) dizisinde aykir1 terim diye adlandirdigimiz 5., 10.,
15. vs terimleri bu dizinin 0 ’a yakinsakligin1 bozmaktadir ve bu terimler olmasayd:
dizi 0 ’a yakinsak olurdu. Eger bir (zj) dizisinde her € > 0 i¢in

1
lim — {k <n:|opy —xo| >} =0

n—oo M,

olacak gekilde uzayin bir xy eleman varsa (x)) dizisine z, ’a istatistiksel yakinsaktir
deriz. Oyleyse istatistiksel yakinsak bir dizide, terimlerin istatistiksel limit noktasima
yakinsama hizinin biiyiikligii dizinin istatistiksel yakinsaklhiginin daha kuvvetli olmasi
olarak adlandirirsak; bir dizide yakinsakliga aykiri terimlerin sayis1 azaldik¢a dizinin
istatistiksel yakinsaklig1 daha kuvvetli olur seklinde yorumlayabiliriz.

Iste bu calismada tammladigimz modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel yakinsak-
Iik kavraminda segilen modiiliis fonksiyonu dizinin istatistiksel yakinsakligimin kuvve-

tini dogrudan etkileyen faktordiir. Buradan su sonucu verebiliriz.

Sonug 4.9. Her u € [0,00) igin fi(u) < fo(u) olacak sekilde f; ve fo iki modiiliis
fonksiyonu olsun. Bu durumda "herhangi bir dizinin f; fonksiyonuna gore istatistik-
sel yakinsakhigi, f, fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsakligindan daha kuvvetlidir".

Simdi bu sonucu bir fuzzy say1 dizisi i¢in agagidaki ornekle agiklayalim.

Ornek 4.10. X = (X},) fuzzy say1 dizisini

1, k=1
Ty, x#£0
X (7) = 0, k#1
0, z=0
seklinde tammlayalim. Simdi bu dizinin fi (u) = iy ve fo(u) = 10 modiiliis

fonksiyonuna gore istatistiksel yakinsakligim kargilagtiralim.

Her 0 < a < 1igin [X;]* = {1} ve [0]" = {0} oldugundan d (Xj,0) = 1 elde edilir ve

RO = g
Ald(%.0)] = 3
AAD)] = o AA(XD)] =,



AT = 109
_ 1010
fa[d(X5,0)] = -

10 10
REED)] = 2 p A=

dir. Her € > 0 se¢imi i¢in
[{k <ns [ 0060 X0)] 2 2} < [{k < s o [0, X)) > <)

olacagmdan (X}) dizisinin f; modiiliisiine gore 0 fuzzy sayisina istatistiksel yakin-
saklhigl, f» modiiliisiine gore istatistiksel yakinsakhigindan daha kuvvetlidir. Ornegin,

e = 1072 alimirsa, her n > 102 i¢in
[{k <n:fi[dXy, Xo)] >e}| =90

ve

Hk <n:fy W(Xk,XO)} > 5}} = 10"

olur. Yani f; modiiliisiine gore aykiri terim sayis1 90 iken f, modiiliisiine gore 10'2 dir.
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5. SONUC

Bu cgaligmada fuzzy say1 dizileri i¢in modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlandi. Modiiliis fonksiyonu yardimiyla istatistiksel yakinsak

olan fuzzy say1 dizilerinin kiimesi incelendi ve baz1 kapsama bagintilar: verildi.
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