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OZET

Fuzzy Say1 Dizilerinin (. Dereceden Deferred Istatistiksel Yakinsakhig:

"Fuzzy Say1 Dizilerinin 3. Dereceden Istatistksel Yakinsakligi" baglhikli calisma bes
boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, yapilan ¢aligma hakkinda kisa bir bilgi ver-
ilmistir. Ikinci boliimde, istatistiksel yakinsakligin tarihcesinden iiciincii boliimde ise
fuzzy say1 dizilerinin tarihgesinden bahsedilmigtir. Doérdiincii boliimde, deferred ista-
tistiksel yainsaklik ve deferred Cesaro yakinsakliktan bahsedilmigtir. Beginci boliim
caligmanin orijinal kismim olugturmaktadir. Bu béliimde 8 € (0, 1] reel sayisi i¢in
fuzyy say1 dizilerinin . dereceden deferred istatistiksel yakinsakligi ve 3. dereceden
deferred kuvvetli r—Cesaro yakinsakligi tanimlanmig, 3. dereceden deferred istatistik-
sel yakinsaklik ve (3. dereceden deferred kuvvetli r—Cesaro yakinsaklik arasinda birkag

bagmti verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy Say1 Dizisi, Deferred Istatistiksel Yakinsaklik, De-

ferred Cesaro Toplanabilme.
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SUMMARY

On Deferred Statistical Convergence of Order [ of Sequences of Fuzzy

Numbers

This study consists of the five chapters which has been titled as "On Deferred
Statistical Convergence of Order 3 of Sequences of Fuzzy Numbers". We give some
informations about the historical development of statistical convergence in the chapter
2 and give some informations about the historical development of fuzzy numbers in the
chapter 3. In the chapter 4, we give the concepts of deferred statistical convergence
and strong deferred r—Cesaro summability for sequences of real numbers. In the fifth
chapter which is original, we introduce the concepts of deferred statistical convergence
of order 8 and strong deferred r—Cesaro summability of order 8 for sequences of fuzzy
numbers and give some relations between deferred statistical convergence sequences of

order § and strong deferred r—Cesaro summable sequences of order /3 for 5 € (0,1] .

Key Words: Fuzzy Number Sequences, Deferred Statistical Convergence, Deferred

Cesaro Summability.
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik Toplanabilme Teorisinde ¢nemli arastirma alanlarindan
birisidir. Istatistiksel yakisaklk cesitli zamanlarda ortaya cikmis olsa da bu kavram-
dan ilk olarak Zygmund [1] bahsetmektedir. Bu kavrama iligkin ilk bilgiler Fast [2] ve
Steinhaus [3] tarafindan verildi. Toplanabilme metodu olarak bu kavram Schoenberg [4]
tarafindan galigildi. Bilindigi gibi dizilerin Cesaro yakinsakligi literatiirde istatistiksel

yakinsakliktan bagimsiz olarak incelenmis ve

1
i 0§]€<TL
Ank =
0o k>n

seklinde tanimlan ve aritmetik ortalama matrisi olarak da bilinen A = (a,x) matrisi
yardimiyla tanimlanan bir toplanabilme metodu olup, yakinsak olmayan en az bir
diziyi yakinsak bir diziye doniistiiriir. Schoenberg [4] istatistiksel yakinsakligin temel
ozelliklerini incelemis ve siirh istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir
oldugunu gostermistir. Daha sonra sirasiyla Salat [5], Fridy [6], Connor [7], Fridy ve
Orhan [8] istatistiksel yakinsakligin toplanabilme ile iligkisini incelemigler ve istatistik-
sel yakinsakligin birkac ozelligini vermislerdir. Ornegin Salat [5] reel istatistiksel yakin-
sak dizilerin kiimesinin bir lineer uzay oldugunu ifade etmis ve reel degerli sinirh istatis-
tiksel yakinsak dizilerin uzayinin, tiim reel degerli diziler uzayinin kapali bir altuzayim
gostererek higbir yerde yogun kiime olmadigini ispatlamigtir. Connor [7] siurh istatis-
tiksel yakinsak dizilerin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir oldugunu gostermis, Fridy [6]
ise istatistiksel Cauchy dizisi kavraminmi tanimlayarak istatistiksel yakimsak diziler ile
istatistiksel Cauchy dizileri arasindaki iligkiyi incelemigtir. Fridy ve Orhan [8] bir lacu-
nary dizisini kullanarak istatistiksel yakinsaklik kavramin lacunary istatistiksel yakin-
sakliga genellestirmis ve Freedman ve arkadaglar [9] tarafindan tamimlanan kuvvetli
lacunary toplanabilir diziler ile arasindaki iligkileri vermiglerdir. Son zamanlarda is-
tatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin genellestirmeleri literatiirde Bhunia
ve arkadaglar [10], Cakall [11], Caserta ve arkadaslar: [12], Et ve Sengiil ([13],[14]) gibi

birgok yazar tarafindan galigilmigtir.

Reel say1 dizisi kavramindan daha genel olan Fuzzy (bulanik) say1 dizilerinin is-

tatistiksel yakinsakligi kavrami son zamanlarda calisilan popiiler konulardan birisidir.



Fuzzy kiime ve Fuzzy sayis1 kavrami klasik kiime ve reel say1 kavramindan daha geneldir

ve giinliik hayat1 ifade bakimindan daha isabetlidir. Klasik kiime

L,
fe(x) = '
0, ¢ F ise

r € F ise

olarak tanimlanan karakteristik fonksiyonu yardimiyla ifade edilirken bu islem Fuzzy
kiime teorisinde iiyelik fonksiyonu adi verilen bir fonksiyon yardimiyla ifade edilebilir.
Ilgili nesnelerden olusan ve bos olmayan X evrensel tanim kiimesi tizerinde bir F fuzzy

kiimesi

pg () E—0,1]

iiyelik fonksiyonu yardimiyla tamimlanir. Esas fikir bir elemanin bir kiimeye kismi
iiyeligine olanak saglamasidir. Eger iiyelik derecesi olarak adlandirilan iiyelik fonksiy-
onunun degeri 1 ise  eleman: kiimeye tamamen aittir, {iyelik derecesi p € (0, 1) olacak
sekilde bir p sayisi ise x kiimenin kismi {iyesidir, tiyelik derecesi 0 ise x kiimeye ait
degildir. Fuzzy kiime ve ilgili iglemler 1965 yilinda Lotfi A. Zadeh [15] tarafindan
yayimlanan bir makalede ¢aligilmig ve daha sonraki yillarda bu kavram ile ilgili bir¢cok

caligma yapilmigtir [16 — 22].

Fuzzy say1 dizisi kavrami 1986 yilinda Matloka [23] tarafindan tamimlandi ve baz
temel ozellikleri incelendi, yakinsak ve siirh fuzzy say: dizileri ile ilgili birkag bagmti
Nanda [19] tarafindan verildi. Fuzzy say1 dizilerinin yakimsakligi 1995 yilinda Nuray
ve Savag [24] tarafindan fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakhigina genellestirildi,
Kwon [25] fuzzy say1 dizilerinin p—Cesaro convergence yakinsakligini tammlayarak is-
tatistiksel yakinsaklik arasindaki bagintilar: inceledi. Daha sonra konuya iligkin birgok
caligma Altinok v.d. ([26],]27]), Aytar ve Pehlivan [28], Mursaleen v.d. ([29],[30]), Savas
[31] ve diger bir¢ok yazar tarafindan ¢alisild.

Bu calismada Kiiglikaslan and Yilmaztiirk ([32],[33]) tarafindan tammlanan reel
say1 dizilerinin deferred istatistiksel yakinsakligi ve deferred r—Cesaro toplanabilme

kavramlari, 0 < 3 < 1 olmak iizere fuzzy say1 dizilerine genellestirilecektir.



2. DERECELI ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Reel veya karmagik degerli iraksak bir dizinin farkli sekillerde yakinsama sorunu 19.
yiizyilin baglarina kadar uzanir. Farkli pek ¢ok yakinsama metodu tanimlanmig (Arit-
metik Ortalama, Cesaro, Norlund, Agirhikh Ortalama, Abel vs.) ve matematigin birgok
dalina uygulanmigtir. Hemen hemen tiim yakinsaklik tiirleri cebirsel ve topolojik bir
yap1 icermektedir. Bununla birlikte genel bir metrik uzayda yakinsaklik fikri cebirsel bir
yapidan bagimsizdir. Bu yakimsaklik tiirleri bilinen yakinsaklik kavramini genellestiren
daha genel yakinsaklik tiirleridir. Istatistiksel yakinsaklik bu kavramlardan birisidir.
Istatistiksel yakinsaklik fikri dogal sayilarin yogunlugu kavramina dayamr. Bu kavram
literatiirde cesitli isimler altinda farkl zamanlarda ortaya ¢ikmigtir. Zygmund [1]
Varsova da basilan bir notta istatistiksel yakinsaklik fikrinden bahsetmistir, ancak ista-
tistiksel yakinsaklik tanmim Fast [2] ve Steinhaus tarafindan verilmigtir. Schoenberg [4]
istatistiksel yakmsaklig1 bir toplanbilme metodu olarak yorumladi. Isatistiksel yakin-
saklik Buck [34] tarafindan tanimlanan yogunluga bagh yakinsakhigin bir 6rnegi olarak
ortaya cikmaktadir. N dogal sayilarin kiimesini gostersin, F' kiimesi de N nin bir alt
kiimesi olsun. F (m,n) ile [m,n] N N kiimesinin eleman sayisin1 gosterelim. £ nin iist

ve alt dogal yogunlugu siasiyla

ve

d (E) = lim inf L(l,n)

- n—00 n
seklinde tammlanir. Eger § (E) = § (E) ise E kiimesi dogal yogunluga sahiptir denir
ve

§(E) = lim E{,n)

n—oo M
olarak tammmlanir. Ornegin n sayisma esit ya da n sayisindan daha kiiciik olan dogal
sayllarin kiimesini F(n) ile gosterelim, érnegin £ = {2,4,6,...} ise E(1) =0, E(2) =
1,E(6) = 3,E(7) = 3,E(15/2) = 3,... dir. Gergekten n > 0 ise F(n) = H%H dir.
d(E) = 0 ise F kiimesine sifir yogunluga sahiptir denir. K = {n € N: |z, — | > ¢}
kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise reel (kompleks) sayilarin bir x = () dizisi &

reel (kompleks) sayisina istatitiksel yakmsaktir denir. Istatistiksel yakinsak dizilerin

3



kiimesini S ile gosterecegiz. Eger bir dizi £ sayisina istatistiksel yakinsak ise S —limx =
¢ veya xp — £ (S) olarak yazacagiz. £ = 0 olmasi durumunda S yerine Sy yazacagiz.

Ornegin z = (z3) dizisini

2 k=m?
T = m=1,23, ..
0, k+#m?

olarak tanmimlarsak

{k<n:a#0} < Vn

olup S — limx = 0 bulunur.

Sonlu kiimeler sifir dogal yogunluga sahip olacagindan bilinen anlamda yakinsak
her dizi istatistiksel yakinsaktir, gercekten x;, — & olsun, bu durumda her € > 0 i¢gin
k > kq iken |z, — £| < e olacak sekilde bir kg € N sayis1 vardir. Buna gore k < kg igin

|z, — &| > € olup

1 1
lim —|{k<n:|zg—§& >e} < lim —ky=0
n—oo 1,

n—oo M,

dir. Bunun tersi dogru degildir, yani istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak olmasi

gerekmez, gercekten

VE, E=m3 (m=1,2.3,..)
1, k#m?

T —

dizisi istatistiksel yakinsak fakat yakimsak degildir.
Siirh bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi gerekmez, gercekten
r=(2,-2,2,-2,2,-2 ...

dizisi smirhdir, ancak istatistiksel yakisak degildir. Istatistiksel yakinsak bir dizinin

de smirli omasi gerekmez. Bunun icin o = (zy) dizisini

VE, E=m? (m=1,2.3,..)
1, k#m?

T =

olarak tanimlayalim, bu dizi istatistiksel yakinsak, ancak siirh degildir. Bilindigi gibi

snirh diziler uzayi

loo = {:1: = (xy) : sup|zx| < oo}
k

4



seklinde tamimlanir. T{im sabit diziler hem sinirli hem de istatistiksel yakinsaktir. Buna

gore S ile /, dizi uzaylarinin ortak elemanlar: vardir ancak birbirlerini kapsamazlar.

x = (xy) reel (kompleks) sayilarin bir dizisi olsun. Eger

1 n
oyt
olacak sekilde bir £ says1 varsa, z = () dizisi £ sayisina Cesaro toplanabilirdir denir.

Cesaro toplanabilme fikri istatistiksel yakinsakliktan bagimsiz olarak ¢aligildi. Fast
[2] ve Schoenberg [4] istatistiksel yakinsak ve siirh bir dizinin Cesaro toplanabilir
oldugunu gosterdiler. Sonraki yillarda Salat [5] reel istatistiksel yakinsak diziler ile ilgili
birka¢ ozellik ispatladi. Fridy [6] ve Connor [7] istatistiksel yakinsaklik ile ilgili temel
birkag temel 6zelligi incelyerek toplanabilme agisindan inceledi. Bu calismalardan sonra
istatistiksel yakinsaklikla ilgili bir¢ok ¢alismanin literatiire kazandirildigini goriiyoruz.
Bu iki caligmadan o6nemli olduguna inandigimiz iki teoremi asagida ispatsiz olarak

veriyoruz. Bu teoremleri ifade etmeden 6nce iki tanim verelim.

Tanim 2.1 p pozitif reel bir say1 ve z = () kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

: 1 - p_

lim - ; |z, — &P =0
esitligi saglanacak sekilde bir £ sayis1 mevcut ise x dizisi £ reel (kompleks) sayisina
kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir. Bu durumda w, — lim z = § yaziir. Kuvvetli
p-Cesaro yakinsak dizilerin ciimlesi w), ile gosterilecektir, yani

- 1g . iy
wy, = {x— (k) :hmazmk—ﬂp =0, en az bir £ €C 1(;1n}

k=1
dir.
Tanim 2.2 Bir x = (z;) kompleks terimli dizisini goz 6niine alalim, € > 0 verilsin.

Eger h.h.k igin |z, — x| < € olacak sekilde bir s = s(¢) dogal sayis1 varsa yani,

1
lim —{k <n:|z,—z5 >} =0

n—oo M,

ise x = (x},) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.3 [7] 0 < p < oo ve x = (z3) reel (kompleks) sayilarmn bir dizisi olsun.

Bu taktirde



i) Bir dizi £ sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise £ sayisina istatistiksel yakim-

saktir.

i1) x sirh bir dizi ve £ sayisina istatistiksel yakinsak ise bu dizi £ sayisina kuvvetli

p—Cesaro yakinsaktir

Teorem 2.4 [6] © = (z) reel (kompleks) sayilarmm bir dizisi olsun. Asagidaki

onermeler denktir.

i) x dizisi istatistiksel yakimsaktir,
ii) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k igin xy = y; olacak gekilde yakimsak bir y = (yx) dizisi vardir.

Dereceli istatistiksel yakinsaklik fikri Gadjiev ve Orhan [35] tarafindan verildi.
Bhunia ve arkadaglar1 [10] dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili birkag ozellik is-
patladilar. Dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili literatiirdeki ¢alismalarin Colak
([36],[37]) tarafindan verilen " a.. dereceden istatistiksel yakinsaklik 7 ve " A—istatistiksel
yakinsaklik" baglikli ¢calismadan sonra arttigini goriiyoruz. Daha sonra (Jolak ve Bek-
tag [38], Et ve Sengiil ([13],[14]) dereceli istatistiksel yakinsaklik kavramlarim galigtilar.
Konunun giincelligini korudugu ve son zamanlarda birgok yazar tarafindan galigildig:
gozlenmektedir. Simdi Colak [36] tarafindan verilen dereceli yogunluk ve dereceli ista-

tistiksel yakinsaklik ile ilgili temel baz1 kavramlar: verelim.

Tanim 2.5 Bir E kiimesinin f—yogunlugu, [{k <n :k € E}| ifadesi £ kiimesinin

n dogal sayisindan biiyiik olmayan elemanlarinin sayisin1 gostermek iizere

i (E) = limi|{k§n:k€E}|

n— oo nﬁ

esitligi ile tamimlamir (limit sonlu ya da sonsuz olabilir). Bu limitin sonlu olmasi1 duru-
munda F kiimesi f—yogunluga sahiptir denir. Eger bu limitin degeri sifir ise F kiimesi
sifir f—yogunluga sahiptir denir. Bu tamim § = 1 icin dogal yogunluk kavrami ile
aynidir. £ C N herhangi bir kiime olmak iizere 0 < § < v < 1 i¢in 6., (E) < §5(E)
oldugu agiktir. Sifir f—yogunluklu kiime tanimindan hareketle 3. dereceden istatistik-

sel yakinsaklik agagidaki gibi tanimlanir.



Tanim 2.6 z = (z3) € w ve her ¢ > 0 igin

1
Jim 5k <nclye =€l = e} =0

olacak sekilde bir ¢ kompleks sayis1 varsa y = (y;) dizisi £ ye (3. dereceden istatis-
tiksel yakinsaktir denir. y = (y;) dizisinin £ sayisina (. dereceden istatistiksel yakin-
sak olmasi halinde S? — limy, = & yazariz. 3. dereceden istatistiksel yakmsaklik her
B € (0, 1] saywsina bir istatistiksel yakinsaklik kargilik getireceginden istatistiksel yakimn-
sakligi derecelendirmektedir. . dereceden istatistiksel yakinsak tiim dizilerin kiimesi
S8 ile ¢ = 0 olmasi durumunda ise Soﬁ gosterilecektir. . dereceden istatistiksel yakin-
saklik 5 = 1 icin bilinen anlamda istatistiksel yakinsaklik ile ayni olur. 5 > 1 olmasi

durumunda f. dereceden istatistiksel yakinsaklik iyi taniml olmayabilir. Gergekten

2, k=2n
Yp = n=123,..
0, k #2n

esitligi ile verilen bir y dizisini tanimlayalim. 5 > 1 olmasi durumunda

1
lim — [{k<n:|y—1 > e} < lim —— =0

n—00 nﬁ n—o0 271/3
ve
lim - [k <y — (—1)] > e} < lim —= =0
m — n: — (— 15 m —— =

olacagindan y dizisi hem 1 ve —1 sayilarina 3. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Kompleks (reel) terimli biitiin dizilerinin kiimesi w nin z = (zx), y = (yx) ve ¢ bir

skaler olmak tizere
v+y = (zr) + (Yr)
cx = (cxy)

iglemleri ile bir lineer uzay oldugunu, w nin her alt kiimesinin de bu islemler altinda
kapali olmas1 durumunda bir lineer uzay oldugunu biliyoruz. S” min yukaridaki islemler

altmda kapali oldugunu kolayca gosterebiliriz. Buna gére S? bir lineer uzaydir.

Yakinsak her dizinin (3. dereceden istatistiksel yakinsak ancak tersinin dogru ol-

madigini soyleyebiliriz. Gergekten

y =(2,0,0,2,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,2,0,...)

7



olarak alinirsa
1 1

1

olacagindan 8 € (3,1] icin y dizisi 0 sayisina (3. dereceden istatistiksel yakinsaktir,

ancak bu dizi yakinsak degildir.

Asagidaki teorem [,y € (0,1] sayilar1 0 < § < v < 1 esitsizligini saglayan iki
say1 olmak tizere (. dereceden istatistiksel yakinsaklik ile ~. dereceden istatistiksel

yakinsaklik arasindaki bagintiy: verir.

Teorem 2.7 3,7 € (0, 1] sayilar1 0 < 5 < v < 1 esitsizligini saglayan iki say1 olsun f3.
dereceden istatistiksel yakinsak her say1 dizisi v. dereceden istatistiksel yakinsak, fakat

tersi dogru degildir.

Gergekten 3,y € (0, 1] sayilar1 0 < 8 < v < 1 egitsizligini saglayan iki say1 olmak

tizere her ¢ > 0 sayisi i¢in

1 1
EHKSH:|yk_€|25}|§m|{k§n:|yk_€|25}|

esitsizligi saglandigindan (. dereceden istatistiksel yakinsak her say1 dizisi . dereceden

istatistiksel yakinsaktir, fakat

3, k=n3ise
Yk = (2.1)
0, k#n?ise

dizisi goz oOniine alinirsa % < v < 1ligin S7 —limx, = 0, ancak 0 < 8 < % r ¢ S8

oldugu goriiliir.

Istatistiksel yakinsak diziler ile kuvvetli p—Cesaro toplanabilir diziler arasimndaki
iligki bircok caligmada incelenmistir. 3. dereceden istatistiksel yakinsak diziler ile j.
dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir arasinda éncekilere benzer bir bagint1 vermek
miimkiindiir. Bu bagintiy1 vermeden 6nce (. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir

diziler uzay1 wg y1 agagidaki gibi tamimlayahm.

Tanmim 2.8 p, 5 € RT olsun. Eger



olacak sgekilde bir ¢ kompleks sayisi varsa, y dizisi §. dereceden kuvvetli p—Cesaro
toplanabilirdir denir. (. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik, 7 = 1 igin,
kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlige indirgenir. 5. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplan-

abilir dizilerin uzay: wg ile gosterilir.

Teorem 2.9 5, € (0, 1] sayilar1 0 < § < v < 1 egitsizligini saglayan iki say1 olsun
(. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir her say1 dizisi . dereceden istatistiksel

yakinsaktir.

Teorem 2.9 un tersi y = (y) dizisi simrh olsa bile saglanmaz, yani simirh ve 3.
dereceden istatistiksel yakinsak bir dizinin 7. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir

olmas1 gerekmez.

Bu konuya iligkin son bagintimiz 3. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir diziler

ile . dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir diziler arasinda olacaktir.

Teorem 2.10 [, sayilar1 0 < g < v esitsizligini saglayan iki say1 olsun 3. dereceden
kuvvetli p—Cesaro toplanabilir her say1 dizisi 7. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplan-

abilirdir, ancak tersi dogru degildir.
Ispat. (3,7 sayilar1 0 < 3 < v esitsizligini saglayan iki say1 p € RT icin
I b 1O »
szm-ﬂ < ﬁ;m—ﬂ
—1 =1

oldugundan . dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir her say1 dizisi v. dereceden

kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir, ancak (2.1) de tamimlanan dizi goz oniine alinirsa

1 <& 2Un 2
— 3 g —op < 2 0
nn/k1|yk | = n 1

olup v € (3,1] igin y € w), ancak v € (0,3) icin

] — 23n—1
mzm_owz%%o
k=1

oldugundan = ¢ w9 dur.



3. FUZZY KUMELER VE FUZZY SAYI DiZiLERi
3.1 Fuzzy Kiimeler

Fuzzy (Bulanik) kiime iiyelik derecelerine gore siiflandirilan nesnelerin toplulugu
olarak gozoniine alinabilir. Uyelik dereceleri iiyelik fonksiyonu olarak tanimlayacagimiz
bir fonksiyon yardimiyla yapilabilir. Klasik kiime teorisinde; ”1” ile iiye olma, "0 ile
de iiye olmama ifade edilir ve X kiimesinin herhangi bir E altkiimesi i¢in iiye olma ve

iiye olmama

1, z€ FEise
0, z¢ F ise

fe(x) =

olarak tanimlanan karakteristik fonksiyonu yardimiyla yapilirken, bu islem Fuzzy teori-

sinde iiyelik fonksiyonu adi verilen ve
pg - B —10,1]

olarak tanimlanan fonksiyonu yardimiyla yapilabilir. Buna gére X kiimesinin herhangi

bir I altkiimesi klasik kiime teorisinde
E={eeX: fp(x)=1}
seklinde tamimlanirken, bulanik kiime teorisinde
E={rxe X : Xg(x)€(0,1]}

olarak ifade edilir. Xg (z) aldig degeri F fuzzy kiimesindeki = noktasinin iiyelik dere-
cesini gostermektedir. 1 sayisina en yakin olan deger E kiimesindeki en yiiksek {iyelik
derecesi gostermektedir. FE kiimesi klasik anlamda bir kiime ise iiyelik fonksiyonu
sadece 0 ve 1 iken, bulanik kiime teorsinde bu deger 0 ve 1 arasindaki tiim sayilar
olmaktadir. Buna gore Xp () = 1 en yiiksek tiyelik dercesini X (z) = 0 ise iiye ol-
mamay1 ifade etmektedir. Cok sayida iiyelik fonksiyonu tanimlanmigtir, ancak en ¢ok
kullanilan iiyelik fonksiyonlari ii¢gen, yamuk, canegrisi, Gaussian, sigmoidal, S ve
IT iiyelik fonksiyonlaridir. Uyelik fonksiyonun tipine gére fuzzy sayisim isimlendiririz,
ornegin iiggen fuzzy sayisindan bahsediyorsak iiyelik tipi iicgen olan fuzzy sayisindan
bahsediyoruz demektir. Bir fuzzy say1 kiimesinin yiiksekligi iiyelik derecesi en biiyiik

olan degerdir. Bu kavram normal fuzzy kiimesi tanimini vermektedir. Eger bir fuzzy

10



kiime icin yiiksekligi 1 olacak sekilde bir nokta varsa bu fuzzy kiimeye normal fuzzy
kiime denir. Buna gore E fuzzy kiimesinin normal olmasi i¢in X (z¢) = 1 olacak sekilde

en az bir o € X olmasidir. Ornegin

2””5_5, T € [3,5} ise
X(z)=q =25 zc[52L] ise
0, diger durumlarda

fuzzy kiimesi z = 5 igin 1 degerini aldigindan normaldir.

Bir F fuzzy kiimesinin a—seviye veya a—kesim kiimesi, iiyelikleri o dan az olmayan
tiyelerinden olusur, yani

EY={ze€x: Xp(x)>a}

olarak tammlanir. Ozel olarak ¢l {z € R : X4 (z) > 0} kiimesi 0 — seviye kiimesi olarak
tanimlanir. Iki fuzzy sayismin toplami ve farks seviye kiimeleri cinsinden tanimlanabilir.
Reel sayilar kiimesi R, tiim fuzzy sayilarmin kiimesi L (R) de gomiilebilirdir. Buna gore

@ € L (R) fuzzy sayis1 u € R omak iizere

() 1, x=uise
u(r) =
0, = # uise

seklinde ifade edilebilir. Bir @ € L (R) fuzzy sayis1 araliklar cinsinden @ = [r, r| seklinde
ifade edilebilir.

L (R) kiimesinde tizerinde U,V € L (R) olmak iizere
d : LR)xLR)—R
d(U, V) = sup dg (U*, V%)
a€el0,1]
seklinde bir metrik (uzaklik) tanmlamak miimkiindiir, burada dy

di (U*, V) = max (|[U” — V|, |[U" = V")

olarak tanmimlanan Hausdorff metrigi olup (L (R) ,d) bir tam metrik uzaydir.
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3.2 Fuzzy Say1 Dizileri

Fuzzy say1 dizisi kavrami 1986 yilinda Matloka [23] tarafindan tamimlandi ve baz
temel ozellikleri incelendi. Bir fuzzy say1 dizisi dogal sayilar kiimesinden tiim fuzzy
sayilar: kiimesi L (R) ye tanimlanan bir fonksiyondur. Bu durumda her bir k& pozitif
tamsayisina bir U (k) fuzzy sayisi kargihk gelir (uygunluk agisindan U (k) yerine Uy

yazacagiz). Nanda ([19]) yakinsak ve simirh dizi kavramlarim agagidaki sekilde verdi.

Verilen her ¢ > 0 sayis1 i¢in n > ng oldugunda d (Uy,Uy) < € olacak sekilde bir
no € N sayist meveut ise (Uy) dizisi Uy sayisina yakinsaktir denir ve JI_I)IOIO U, = Uy
yazilir. Limitin mevcut olmamasi durumunda diziye iraksaktir denir. Her £ € N sayis
icin Ly < Uy < Ly olacak sekilde L; ve Ly fuzzy sayilari mevecut ise U = (Uy) fuzzy

say1 dizisine simirhdir denir. ¢ (F) ve {, (F) ile sirasiyla yakinsak ve sinirh tiim fuzzy

say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz.

Ornek 3.2.1

i 2-2i 2i—2 :
73Z t 52 xe[ = ,3] ise

: — ) _ i 4i+2 4i427
Ui () et e 3:6[3, ; } ise
0, diger durumlarda

ile tammlana U = (U;) dizisi

T —2, x €12,3] ise
Up(z) = —o+4, xc[3,4] ise
0, diger durumlarda

fuzzy sayisia yakinsaktir.

Skalar say1 dizilerinin istatistiksel yakimsakhgl Nuray ve Savag ([24]) tarafindan

fuzzy say1 dizilerine asagidaki sekilde genellestirildi.

Her € > 0 i¢in

1
non
limiti mevcut olacak sekilde Uy fuzzy sayist meveut ise U = (U;) fuzzy say1 dizisi Uy

fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Yakinsak bir fuzzy say1 dizisinin istatis-

tiksel yakinsak ancak tersinin dogru olmadig1 agsagidaki crnekde ifade edilmistir.
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Ornek 3.2.2 U = (U;) fuzzy say1 dizisi

.

20— (2i—1), x€[i—1,i] ise
Yo+ (24 1) : N i =n3 ise
—2rx+(2i1+1), z€ |1,1+ 5| ise
Ui (z) = 2 (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ Uo (2), i # n? ise
olarak tamimlansin, bu dizi
2¢ — 1, T € [%,1} ise
Uo () =

—2x + 3, 3:6[13

, 5] ise
0, diger durumlarda
sayisina istatistiksel yakinsaktir, ancak yakinsak degildir.

Fuzzy say1 dizlerinin kuvvetli p—Cesaro toplanabilmesi Kwon [25] tarafindan agagi-
daki gibi tanmimlandi.

p herhangi pozitif bir reel say1 ve U = (U;) herhangi bir fuzzy say1 dizisi olsun.

1 n

lim — d(U;,Ug)]" =0

lim — 21: [d (Ui, Uo)]
limiti saglanacak sekilde bir Uy fuzzy sayis1 varsa U = (U;) fuzzy say1 dizisi Uy fuzzy
sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Asagida kuvvetli p—Cesaro yakinsak bir

fuzzy say1 dizisi 6rnegi verilmigtir.

Ornek 3.2.3 U = (U;) fuzzy say1 dizisi

.
1w+ 1, T € [—%,O} ise
i =n? ise
—ir+ 1, T € [O, %] ise
Ui (x) = (n=1,2,3,...)
0, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
olarak tamimlanirsa bu dizinin a—seviye kiimesi
o) T i=ntise
Ui]" =
0,0],

diger durumlarda
olup p =1 i¢in

1 n
lim — d(U;, Ug)P =0
L EPBIULAY)
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dir. (U;) fuzzy say1 dizisinin 0 fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir oldugu

anlagilir.
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4. DEFERRED IiSTATISTISEL YAKINSAKLIK VE DEFERRED
CESARO YAKINSAKLIK

Skalar dizilerin deferred Cesaro ortalamalar1 1932 yilinda Agnew [39] tarafindan

tammlandi. Agnew [39] p = {p(n) : n € N} ve ¢ = {q(n) : n € N} dizileri

p(n) <gq(n) ve lim g(n)= o0 (4.1)

ozelliklerini saglayan non-negatif diziler olmak iizere reel veya kompleks terimli bir
x = (xy) dizisinin deferred Cesaro ortalamasini
1 q(n)
(Dpg, ), = ~ T, n=1,2,3, ..,
)

¢(n)=p(n), 2=

olarak tamimlamig ve bu metodun regiilerlik 6zelligini sagladigini gostermistir.

Son zamanlarda Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk ([32],[33]) skalar dizilerin deferred yogun-
lugu ve deferred istatistiksel yakimsakligi kavramlarini tanimladi, bir dizinin kuvvetli
deferred Cesaro ortalamasi ile deferred istatistiksel yakinsakligi arasindaki iligkiyi in-

celediler.

Bu boliimde Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk ([32],[33]) tarafindan verilen skalar dizilerin
deferred istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli deferred Cesaro yakinsakligi arasindaki
iligkiyi vercegiz.

x = () reel (veya kompleks) terimli bir dizi ve p = {p(n):n €N} ve ¢ =
{q(n) : n € N} dizileri (4.1) deki sartlar saglayan non-negatif diziler olsun. K, N nin

bir alt kiimesi olsun ve {k : p(n) < k < ¢ (n),k € K} kiimesini K, , (n) ile gosterelim.

K nin deferred yogunlugu

Opq (K) = lim [ Kp.q ()]

p,q

seklinde tamimlanir. Kolayca gosterilebilir ki
(i) Eger K C M ise d,4(K) < 6,,(M),

(17) g (n) = n ve p(n) = 0 ise deferred yogunluk K nin dogal yogunlugu ile ayni

olur.

15



Tanim 4.1 [32] {p(n) ve ¢ (n)} dizileri (4.1) deki bagintilar1 saglayan iki dizi olsun.
x = (xy) reel veya kompleks (reel) terimli bir dizi olmak iizere eger her € > 0 i¢in
1

f_}%me(n) <k<qn):lo—¢lzet[=0

esitligi saglanacak sekilde £ sayis1 varsa bir © = (zy) dizisi  sayisia deferred ista-
tistiksel yakmsaktir denir. Bu durumda DS, , — limz, = § yazihir. Tim deferred
istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi DS, , ile gosterilir. Eger ¢ (n) =n ve p(n) =0
ise deferred istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik aymi olur. Yakinsak
her dizinin deferred istatistiksel yakinsak oldugu, fakat tersinin saglanmadig1 kolayca

gosterilebilir.

Tanim 4.2 [32] {p(n) ve ¢(n)} dizileri (4.1) deki bagntilar1 saglayan iki dizi ve

x = (xy) reel veya kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

1 q(n)
o T, o e =0
olacak sekilde ¢ sayisi varsa x = (xy) dizisine kuvvetli deferred Cesaro toplanabilirdir
denir. Tiim kuvvetli deferred Cesaro toplanabilirdir dizilerin kiimesi D [p, q] ile gos-

terilir. Eger g (n) = n ve p(n) = 0 ise Kuvvetli deferred Cesaro toplanabilir dizilerin

kiimesi ile Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi ayni olur.

Asagidaki teorem deferred istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli deferred Cesaro yakin-

saklik arasindaki iligkiyi verir.
Teorem 4.3 [32] Eger x,, — & (D [p, q]) ise x,, — £DS [p, q] dir.

Ispat: Kabul edelim ki x,, — ¢ olsun. Keyfi bir £ > 0 icin
1 q(n)

ORI > lm—¢l
k=p(n)+1
1 q(n) 1 q(n)

= S —p) > |$k—€|+m DT

k=p(n)+1 k=p(n)+1
lzp—E&|>e |z —§|<e

1 q(n)

T —pm) >z —¢

k=p(n)+1
lzn—&|=e

v
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R
~ q(n)—p(n)

yazabiliriz. n — oo i¢in limit alinirsa,

{E:p(n) <k <q(n),lox —¢| = e}

i ! :p(n n Tk — et =
Jl_{glom|{k-27()<k§ﬂ)a|k [ ze}=0

elde edilir. Bu z dizisinin ¢ sayisina deferred istatistiksel yakinsak olmasi demektir.

Teorem 4.3 iin tersi genelde dogru degildir. Bunun i¢in # = (z3) dizisini ¢ (n)

monoton artan bir dizi ve mg # 0 keyfi sabit bir dogal say1 olmak {izere

k2, \Q/q(n)H —mo <k < |[v/¢q (n)H n=123 ..,
T =
0 diger durumlarda
olarak tammmlayalim. Burada ||.|| sembolii tamdegeri gostermektedir. Eger

0<p(n)<

WH — My,

esitsizligini saglayan p (n) dizisi i¢in D [p, ¢] metodunu goz 6niine alirsak keyfi bir € > 0

ve n — 00 i¢in

1 Mo
m|{k-p(n)<k§qm)a |37k—0|2€}|:m

elde ederiz, yani 2, — 0(DS [p, q]) dir. Diger yandan n — oo i¢in

L o (/a0 — mo)
TR R S o e

olup (xy) dizisi sifira D [p, q] yakinsak degildir.

Agagidaki teorem = = (z,,) dizisinin simirh olmasi durumunda deferred istatistiksel

yakinsak bir dizinin kuvvetli deferred Cesaro yakinsak oldugunu ifade eder.
Teorem 4.4 [32] Eger x € {, ve x, — £ (DS [p,q]) ise z,, — & (D [p, q]) dir.

Ispat. Kabul edelim ki 2 € (o, ve z, — £ (DS [p,¢q]) olsun. Bu takdirde Vn icin

|z, — & < M esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir M reel sayis1 mevcuttur. Boylece
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a(n) q(n)

1 1
) —p ) > olm—¢ = T =p ) > o ¢

¢(n) =p(n), 2= q(n) Mern
|z, —&|>e
1 q(n)
o, e
|z, —E€|<e
M q(n) q(n)
< 1 1
e p()kMZW TR (Z
|z, —&|>e |z —€|<e
< Mmm:p(n)mm(n), 2 — €] > ¢}
E
+ml{k:p(n)<k§q(n>, |z, — €| < €}

yazabiliriz. x dizisi deferred istatistiksel yakinsak oldugundan
1 q(n)

lm — L 3" g =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Agagidaki teoremde p (n) veya ¢ (n) dizileri tizerine baz1 kisitlamalar koyarak ista-

tistiksel yakinsaklik ve deferred istatistiksel yakinsaklik arasindaki baginti verilecektir.

Teorem 4.5 [32] Eger {q(nl))(_”;(n)} dizisi siurh ise z,, — £ (S) olmast halinde
neN
zn — & (DS [p, q]) dir.

ispat: Eger lim,,_. a, = a ve lim,,_,o b, = 400 ise lim,_,o ap, = a dir. Bu ozellik
pozitif reel say1 dizilerinin iyi bilinen bir 6zelligidir. Teoremin ispatinda bu 6zellikten

faydalanacagiz. x dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan her € > 0 i¢in

hm—|{k k<n, |zx —& >} =0

n—oo M,

yazabiliriz. ¢ (n) dizisi i¢in (4.1) saglandigindan

{kik<q). -]
{ () } !

dir. Bu nedenle

18



{kip(n) <k<qn), [z, =l >ep Cik:k<q(n), [z, —Ef>¢e}

kapsamasi ve

{k:p(n) <k <qn), [z =&l =} <[{k:k<qn), |o—¢E > e}

esitsizligi saglanir. Buradan

S S
q(n)—p(n)

p(n) 1 :p(n n T — €
< (14 P ) ) <R < g, =g 2 2

{k:p(n) <k <q(n), |o,—¢&l > e}

yazabiliriz. Son egitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

zx — § (DS [p, q])

elde edilir.

Asgagidaki sonug¢ Teorem 4.5 in bir sonucudur.
Sonug 4.6 {¢(n)}, oy dizisi her n € Nigin ¢ (n) < n olacak sekilde keyfi bir dizi ve

{*q(n)ﬁp(n) } siurh bir dizi olsun. Bu durumda z,, — £ (S) olmas1 z, — £ (DS [p,q|)
neN

olmasini gerektirir.

Teorem 4.5 ve Sonug 4.6 in tersi {ﬂL} dizisi siirh olsa bile dogru degildir.

a(n)—p(n)
Bunun icin p(n) = 2n ve ¢(n) = 4n alalim ve agagidaki gibi bir z = (z,,) dizisi

tammlayahm

251 n tek ise,
T, =

n

—

Agikga x, — 0 (DS [2n,4n]) dir. Fakat keyfi ¢ > 0 igin

n cift ise,

1
lim —{k:k<n, |z, —0]>¢€}| #0

n—oo M,

olur.

Tanim 4.7 [32] p (n) ve ¢ (n) dizileri (4.1) sartina ilave olarak {q(nl))(_”;(n)} dizisinin

simirhlik gartim saglarsa bir DS [p, ¢] metoduna uygun deferred metod denir.
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Iki uygun deferred istatistiksel yakinsakligi metodu birbirlerini kapsamak zorunda

degildir. Gergekten = = (z,,) dizisi

kE+1, n=2k+1,
—k, n =2k,

Ty =

seklinde tammlanirsa @, — 0 (DS [2n,4n]) ve @, — 3 (DS [2n —1,4n — 1]) oldugu

goriiliir.

Teorem 4.8 [32] Her n € N igin ¢ (n) = n olsun. Bu takdirde z,, — £ (DS [p, n])

olmas igin gerek ve yeter sart x,, — £ (S) olmasidir.

Ispat: Farzedelim ki z, — & (DS[p,n]) olsun. Agnew in [39] verdigi teknigi
kullanalim. Bu takdirde Vn € N icin

p() =n® >p M) =n® > p (@) =n®

> .
yazabiliriz. Boylece {k < n : |z), — £| > e} kiimesini

{k<n® gy —¢ >} ={1<k<n® |z — ¢ > e}

= {kgn(l):|xk—£|25}u{n(l)<k§n:|xk—£|25},
olarak, {1 <k<nW:|y —¢ > 5} kiimesini

{1<k§n(1):|xk—£|25} = {1<k§n(1):|xk—£|25}

= {kgn(z):|xk—£|ze}u{n(2)<k§n(l):|xk—£|25},
olarak, {1 <k<n® |y —¢€ > 5} kiimesini

{1<k<n® g, —¢>e} = {k<n® |z —¢ >e}

— {kgn(3):|xk—£|25}U{n<3)<k§n(z):|xk—£|25}

olarak yazabiliriz. Genel olarak n® > 1 ve n("*1) = 0 olacak sekilde n’e bagh pozitif

bir h > 0 tamsay1si icin

= {k<n® gy — ¢ >t u{n® <k <n D2y — ¢ > e}
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yazabiliriz. Buradan Vn € N igin

Lk <n:jm—g >

n
h ) _ (m+1) 1
B Z - nn n(m) — p(m+1) [{n™) <k <nl™ |z — €] > e}
m=0

bagmtisinin saglandig goriiliir. Bu baginti

1
—— n(m+1)<k§n(m):|x ¢ >e }
{n(m) — p(m+1) H k H N

dizisinin £ sayisina istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir.

Simdi n(?) = n olmak iizere

(m) _p(m+1)

M’ m=0,1,2,.... h,
b n
n,m

0, diger durumlarda
matrisini gézoniine alalim. (b,,,,) matrisi Silverman-Toeplitz teoremininin sartlarim

saglar. Bu yiizden n — oo iken

1

e Y <k <l cfa — € 2 e}| - 0

oldugundan

1
lima|{k§n:|xk—£|25}|:o

elde edilir.

(<) q(n) = n dizisi (4.1) deki sart1 sagladig1 i¢in teoremin tersi Teorem 4.5 in

basit bir sonucudur.
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5. FUZZY SAYI DIZILERININ 5. DERECEDEN DEFERRED ISTATIS-
TIKSEL YAKINSAKLIGI VE 3. DERECEDEN KUVVETLI r—DEFERRED
CESARO TOPLANABILIRLIGI

Bu boliimde 0 < 8 < 1 olmak iizere fuzzy say1 dizileri icin 3. dereceden deferred
istatistiksel yakinsaklik ve (3. dereceden deferred r—Cesaro toplanabilme kavramlarim
tamimlayacak ve bu kavramlara iligkin bagintilar: inceleyecegiz. Bu boliim tezin orjinal
kismimi olugturmaktadir. Bu boliimde aksi belirtilmedikce {p (n)} ve {q(n)} dizileri

(4.1) bagmtisim saglayan iki dizi olarak gtz oniine alinacaktir.
Bu kisima (. dereceden deferred yogunluk kavramini vererek baslayalim.

Tanim 5.1 § € (0,1] olsun, E;(n) = {k:p(n) <k <q(n),k € E} olmak iizere

dogal sayilarin bir £ altkiimesinin . dereceden deferred yogunlugu (55 (E)

87 (E) = lim !
n= (g(n) —p(n))

5 [Ea(n)]

limitinin mevcut olmasi ile tanmimlanir. § =1 ve ¢ (n) = n,p (n) = 0 olmasi durumunda
(. dereceden deferred yogunluk E kiimesinin dogal yogunluguna indirgenir. N nin sonlu
her altkiimesinin 3. dereceden deferred yogunlugu sifirdir ve 6" (E) = 1 -0 (E) esitligi
0 < B < 1 igin genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece f =1 ve ¢(n) =n,p(n) =0
olmasi1 halinde saglanir. Eger bir dizi 3. dereceden deferred yogunluklu bir kiime harig
diger biitiin & lar igin bir P(k) ozelligini sagliyorsa, bu dizi 5 ya gore hemen hemen
her k igin P ozelligini saghyor denir ve h.h.k (dg) seklinde gosterilir. Dogal sayilarin
herhangi bir E altkiimesi ve 0 < § < ~ < 1 icin &, (E) < 6} (E) oldugu kolayca

gosterilebilir.
Tanim 5.2 X = (X) bir fuzzy say1 dizisi ve 8 € (0, 1] olsun. Eger

| 1 | e

olacak gekilde bir X fuzzy sayis1 varsa X = (X}) dizisi Xy fuzzy sayisma (. dereceden

deferred istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda Sg —lim X, = X, yazilacaktir. 3.
dereceden deferred istatistiksel yakinsak tiim fuzzy say1 dizilerinin kiimesi S (F) ile

gosterilecektir.
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Tanim 5.3 X = (X},) bir fuzzy say:1 dizisi, # ve r iki pozitif say1 olsun. Eger

q(n)
lim d( Xy, Xo)]” =0
p(n)+1

olacak sekilde bir X fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina £.
dereceden kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsaktir denir. (. dereceden kuvvetli deferred

r—Cesaro yakinsak tiim fuzzy say1 dizilerin kiimesi Wdﬁ [r] ile gosterilecektir.

Teorem 5.4 (3 € (0, 1] ise istatistiksel yakinsak her fuzzy say1 dizisi 5. dereceden

deferred istatistiksel yakinsaktir, ancak tersi dogru degildir.

Ispat. Dogal sayilar kiimesinin sonlu her altkiimesinin (. dereceden deferred yogun-
lugu sifir oldugundan yakinsak her fuzzy say1 dizisi 3. dereceden deferred istatistiksel
yakinsaktir. Tersini gostermek igin X = (X},) dizisini

(

r—95, bH<xr<6ise

X, () = —r+7, 6<z<Tise p, k=n’ise
0, diger hallerde

\ 0, k # n3 ise

seklinde tanmimlayalim. X in a—seviye kiimesi

[ +5,7—a], k=n?ise

[Xi]" = :
0, 0], k # n3 ise

dir. Boylece

o - 6y > oy < Va0 = Yp(m) +1
7 H{p(n) <k <q(n):d(Xi,0) =} < () —p ()

icin 3. dereceden deferred istatistiksel

(a(n) =p(n))
yazabiliriz. Bu X = (Xj) dizisinin g > 3
yakinsak olmasi demektir. Halbuki X = (X}) dizisi istatistiksel yakinsak degildir. Bu

durum agagidaki grafikte ifade edilmistir.
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X, (k=n’ i¢in)

X (k # n’ igin)

Sy L

Sekil. 1: (Xi) B dereceden deferred istatistiksel yakimsak,
Fakat istatistiksel yakinsak degildir.

B. dereceden deferred istatistiksel yakinsaklik 5 € (0, 1] i¢in iyi tamimhidir, ancak 5 > 1

i¢in genelde iyi tamiml degildir. Bunun i¢in X = (X}) dizisini

( T+ 95, —5§x§—4\
—x — 3, —4 <x<-=3 p:Xo k tekise
X, () = 0 diger hallerde )
T — 3, 3<zr<4
—x+5, 4<zx<b p:X], kcift ise
\ 0 diger hallerde )

seklinde tanimlayalim. X in a—seviye kiimesi

@ —5,-3—a]: [Xo], k tek ise

[Xi]" = :
[a+3,5—a]: [X}]%, k cift ise

olup ¢ (n) =4n , p(n) = 3n i¢in hem

1
lim — [{p(n) <k < q(n):d(Xp, Xo) > e} < lim — =0

n— oo nﬁ n—ee Qnﬁ B
hem de

1 . n+1

Jim 51 () <k <q(n): (X5 X)) > )] < im =505 =0

dir. Fakat bu mumkiin degildir.

Asagidaki teorem standart teknikler kullanilarak kolayca ispatlanabilir, bu yiizden

bu teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

Teorem 5.5 X = (Xj) ve Y = (Y}) fuzzy sayilarim iki dizisi olsun.
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B € (0,1] ise

(i) S7 —lim X;; = X ve ¢ € R oldugunda S7 — lim X}, = ¢X,

(i) S5 —1lim X}, = X ve S5 —lim¥; = Y oldugunda S — —lim(X; 4+ V;) = X +Y,

[ ve r herhangi iki pozitif say1 ise

(iii) W1 [r] = lim X}, = X ve ¢ € R oldugunda W/ [r] — lim cX} = ¢X,

(iv) W0 [r] =lim X, = X ve WY [r]=lim Y}, = Y oldugunda W} [r] —lim(X}+Y) =
X+Y.

dir.
Teorem 5.6 0 < § < v < 1 olsun. (. dereceden deferred istatistiksel yakinsak

her fuzzy say1 dizisi 7. dereceden deferred istatistiksel yakisaktir, ancak tersi dogru

degildir.

Ispat. X = (X}) fuzzy say1 dizisi 3. dereceden deferred istatistiksel yakinsak olsun.
Bu takdirde 0 < 8 <7y <1 igin

(g (n) —p(n)) Hp(n) <k <q(n):d(Xy, Xo) > e}

(q(n) jp(n))ﬁ Hp(n) <k <q(n):d(Xy, Xo) > e}

yazabiliriz. Buradan X = (Xj) fuzzy say1 dizisi v. dereceden deferred istatistiksel

yakinsaktir. Tersini gostermek i¢in X = (X},) dizisini

.
x, 0<zx<1ise

X, () —r+2, 1<z<2ise p, k=n’ise
E\T) =
0, diger hallerde

0, k # n3 ise

\

seklinde tanmimlayalim. X in a—seviye kiimesi

(0,2 —a], k=n3ise

[Xi]" =
(0,0], Kk #ndise

dir. Bu X = (X}) dizisinin ¢ (n) = 3n — 1, p (n) = 2n — 1 olamak {izere v € (3, 1] i¢in
7. dereceden deferred istatistiksel yakinsak olmasi demektir. Halbuki X = (X},) dizisi

gn) =3n—1,pn) =2n—1ve § € (O, %] icin v. dereceden deferred istatistiksel
yakinsak degildir. Bu durum agagidaki grafikte ifade edilmigtir.
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X (k=n’igin)

X (k # n’ igin)

.

0 2

v

Sekil 2: (Xy) v dereceden deferred istatistiksel yakinsak,
Fakat B dereceden deferred istatistiksel yakinsak degildir

~v = 1 alirsak Teorem 5.6 dan asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.7 0 < § <1 olsun. 3. dereceden deferred istatistiksel yakinsak her fuzzy

say1 dizisi deferred istatistiksel yakinsaktir, ancak tersi dogru degildir.

Teorem 5.8 0 < < v <1 ve r herhangi bir pozitif reel say1 olsun. (3. dereceden
kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak her fuzzy say1 dizisi . dereceden deferred kuvvetli

deferred r—Cesaro yakinsaktir, ancak tersi dogru degildir.

Ispat. X = (X}) fuzzy say1 dizisi 3. dereceden kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak
olsun. Bu takdirde 0 < 8 <~ <1 igin

1 q(n) )
1 q(n)
< [d (X, Xo)]"

yazabiliriz. Buradan X = (X} ) fuzzy say1 dizisi 7. dereceden kuvvetli deferred r—Cesaro

yakinsaktir. Tersini gostermek i¢in X = (X},) dizisini

.
r—1, 1<x<2ise

X, (1) —x+3, 1<z<3ise p, k=n?ise
E\T) =
0, diger hallerde

0, k # n? ise

\

seklinde tanmimlayalim. X in a—seviye kiimesi

[a+1,3—a], k=n?ise

[Xi]" = :
0, 0], k # n? ise
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dir. Buradan % <~v<1icin

a(n) ) a(n) -
(q(n) ) p(%;rl (Xk,0)]" = (q(n) —p(n)) It [d (X,0)]
Va) =V +1
(¢(n) —p(n)’

olup X € W [r], fakat 0 < a < 3 i¢in

Vi) —+/p(n) -1 a(n) P
W —p@y <n> )’ <Z> “0
olup X ¢ W7 [r] dir.

~v =1 alirsak Teorem 5.8 den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.9 0 < § < 1 olsun. (. dereceden kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak her

fuzzy say1 dizisi kuvvetli deferred r—Cesaro yakisaktir, ancak tersi dogru degildir.

Teorem 5.10 0 < § < v < 1 ve r herhangi bir pozitif reel say1 olsun. . derece-
den kuvvetli deferred r—Cesaro yakisak her fuzzy say1 dizisi v. dereceden deferred

istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. X = (X}) fuzzy say1 dizisi 3. dereceden kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak

olsun. Bu takdirde € > 0 icin

q(n) q(n) q(n)
> d(Xn X)) = A (X Xo) + Y [d (X5 Xo)]"
p(n)+1 p(n)+1 p(n)+1
d(Xy,Xo)>e d(Xk,Xo)<e
q(n)
> [d (X, Xo)]"

yazabiliriz, buradan 0 < f < v < 1 igin

q(n)
(X, Xo)]"
(q (n) 51)(,%;1
> _1p ) <k S g K6 o) 2 )
1

v

Sy 1) <k < q(n) 2 [d (X, Xo)" 2 e} &
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olup X = (X},) dizisi 7. dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir.

X = (Xi) fuzzy say1 dizisi sinirh olsa bile Teorem 5.10 un tersi genelde saglanmaz,
bunu gostermek igin sinirl ve 3. dereceden deferred istatistiksel yakinsak olan ancak ~.
dereceden deferred kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak olmayan bir fuzzy say1 dizisi
bulmamiz gerekir. Bunun i¢in n € N i¢in p(n) = 0 ve ¢(n) = n alahm ve X = (Xj)

fuzzy say1 dizisini

[ 2L L < o< YhivhEL o0
ViVERl k41— 7 = 2vkVEFL k # m? ise
2 e B Vit VL g < 1 g
Vi—VE+1 Y VR — T — WV ) (m=123.)
X (z) 0, diger hallerde 12,3,
L\T) =
r—1, 1<z<2ise
—x+3, 2<z<3ise ¢, I — m? ise
\ 0, diger hallerde

seklinde tanmimlayalim. X = (X},) dizisi sinirhdir ve X in a—seviye kiimesi

—a(VE—VE+1)+2vE  a(VE—vEF+1)+2VEF1
2VkVE+1 : 2vkvk+1

14+ a,3—af, k=m

.k #£m3ise

[(Xk]® =

3 ise

olup g € (%, 1} icin (. dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir. Simdi

n

H,={pn) <k<qn):k#m3 m=1,23,..} diyelim. Her n > 2 igin _ ﬁ > \/n
k=1

esitsizliginin saglandigim biliyoruz. » = 1 secelim. Bu takdirde

n

)
(X700 = Y (X" 0)= ) [, 0]+ Y [d([X]",0)]

q(n

p(n)+1 k=1 keHy k¢Hy
- L EEDD LI e
keHy \/E k¢Hy, keHy k k¢Hy, k
= Vk
yazabiliriz, boylece 5 € (O, %) icin
1 q(n) 1™
[d (X0 = — > [d([X]",0)]
(q (n) -Dp (n))ﬁ p(n)+1 nﬁ k=1
1 1
> 5 n—nﬁ_%ﬁoo,nﬁoo,
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x ¢ Wdﬁ [r] dir, yani 8 € ( ,2) icin (Xy) € Sﬁ Wdﬁ r] a € (%,%) dir. Bu durum
agagidaki grafikte ifade edilmistir.

A
X\= Xs= Xo7 (k=n*icin)

FWWW A

8 7 6 5 3 2

Sekil. 3: (Xx) y dereceden deferred istatistiksel yakinsak,
Fakat B dereceden kuvvetli r-Cesaro toplanabilir degildir.

Sonug¢ 5.11 0 < B < 1 ve r herhangi bir pozitif reel say1 olsun. . dereceden
kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak her fuzzy sayi dizisi deferred istatistiksel yakin-
saktir, fakat X = (X}) fuzzy say1 dizisi sinirh olsa bile tersi dogru degildir.

(¢(n) —p(n)’

nB
istatistiksel yakinsak her fuzzy say1 dizisi . dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.12 0 < f < v < 1 ve lim > 0 olsun. f. dereceden

Ispat. X = (X},) fuzzy say1 dizisi 3. dereceden istatistiksel yakimsak ve

i (2 (7) = p (n))”

0
! " =

olsun. her € > 0 igin
{k<n:d(Xy,Xo)>e}2{pn) <k<qgn):d(Xy, Xo) >¢c}
yazabiliriz, boylece 0 < f <~ < 1 i¢in

1

(q(n) —p(n))’ 1
nf (g (n) —p(n))

elde edilir. Bu X = (X}) fuzzy say1 dizisinin 7. dereceden deferred istatistiksel yakinsak

7 {p(n) <k < q(n): d(Xy, Xo) > e}

olmasi demektir.

~v = 1 alirsak Teorem 5.12 den agagidaki sonucu elde ederiz.

(q(n) —p(n))
B
istatistiksel yakinsak her fuzzy say1 dizisi deferred istatistiksel yakinsaktir.

Sonug 5.13 0 < # < 1 olsun ve lim > 0 olsun. (. dereceden
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p(n)

q(n)—p(n)
den kuvvetli r—Cesaro yakinsak her fuzzy sayi dizisi 7. dereceden kuvvetli deferred

Teorem 5.14 0 < f < v <1 ve ( ) dizisi sirh olsun. f. derece-

r—Cesaro yakinsaktir.

Ispat. X = (X}) fuzzy say1 dizisi 8. dereceden kuvvetli r—Cesaro yakinsak ve

(%) dizisi sinirli olsun. Bu takdirde her n € N icin % < K
q(n) —p(n) q(n) —p(n)

olacak sekilde pozitif bir K > 0 sayisi vardir. Simdi X = (X},) fuzzy say:1 dizisinin £.

dereceden kuvvetli r—Cesaro yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

1 q(n) )
G- ply 2, [ 0]
1 a(n) p(n)
< d XkaXO " d Xk,XO
o (q(n)—p(n))ﬁ kl[ ( )] +k1[ ( )]
_ p (n))” " p q(n) T )
P S X (e ) i Y )
2ln) q(n)
= K? 1 d(Xp, Xo)" + (14 K7 1 (X Xo)T
[p(n)]ﬁ;[ ( J & )[q(n)]ﬁ kl[ ( !

yazabiliriz. X = (X) fuzzy say1 dizisi 7. dereceden kuvvetli deferred r—Cesaro yakin-

saktir.

~v = 1 alirsak Teorem 5.14 den agagidaki sonucu elde ederiz.

p(n)

q(n) —p(n)
kuvvetli r—Cesaro yakinsak her fuzzy say1 dizisi kuvvetli deferred r—Cesaro yakinsak-

Sonug 5.15 0 < g <1 ve ( ) dizisi sinirli olsun olsun. (. dereceden

tir.

Asagidaki teoremde {p (n)} ve {q(n)} dizilerinin iizerindeki sartlar1 degistirerek
Teorem 5.14 ile ayn1 teoremi veriyoruz.

q(n)+p(n)

q(n) —p(n)
dereceden kuvvetli r—Cesaro yakinsak her fuzzy say1 dizisi . dereceden kuvvetli de-

Teorem 5.16 0 < f < v < 1 ve ( ) dizisi sirli olsun olsun. f.

ferred r—Cesaro yakinsaktir.

Ispat. Ispat Teorem 5.14 ve

¢ +p) _(¢()—pm)+2pm) _,  _ 2p(n)

q(n)—p(n) q(n) —p(n) q(n) —p(n)
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esitliginden elde edilir.
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6. SONUCLAR

Reel terimli bir = () dizisinin deferred Cesaro ortalamas1 Agnew [39] tarafindan
tamimlandi. Reel terimli bir x = () dizisinin deferred isatistiksel yakinsakhig: ise
Kiigiikaslan veY1ilmaztiirk ([32],[33]) tarafindan tanimlandi ve deferred Cesaro yakinsak
diziler ile arasindaki iligki verildi. Bu tezde 0 < 8 < 1 omak {izere fuzzy say1 dizileri
icin 3. dereceden deferred istatistiksel yakinsaklik ve 3. dereceden deferred r—Cesaro

toplanabilme kavramlarini tamimlandik ve bu kavramlara iligkin bagintilar: inceledik.
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