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OZET
Bu ¢aligma alt1 boliim halinde olusturulmustur.
Birinci boliimde korunum kanunlari ile ilgili temel tanimlar verilmistir.

Ikinci boliimde, igeriginde u, terimi bulunan lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ailesi incelenmistir. Bu denklem ailesi igerisinde ¢ok onemli bir yere sahip
olan Boussinesq Denklemine yer verdik.

Ugiincii  boliimde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik
coziimlerini elde etmek i¢in kullanilan bazi metotlarin tarihsel olarak analizi yapilmistir.
Bu metotlari hepsi gbz o6niine alinan denklemde en yiiksek mertebeden lineer olan terim
ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimin dengelenmesiyle dengeleme terimini
bulma esasma dayanir. Bu ylizden bu metotlar sadece lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlere uygulanabilir. Ayrica, bu metotlar bir kismi diferansiyel denklemi bir doniisiin
yardimu ile adi diferansiyel denkleme doniistiiriir. Boylece ¢6ziime daha kolay ulasilabilir.

Dordiincii boliimde, literatirde var olan bazi denklemlerin korunum kanunlari
yardimu ile elde edilmis olan aki yogunluk denklemleri iizerinde duruldu. Ozellikle altinci
mertebeden Boussinesq Denkleminin aki yogunluk denklemleri elde edilmistir.

Besinci boliimde, yeni bir a¢ilim metodunun analizi yapildi1 ve bazi lineer olmayan

kismi diferansiyel denklem ve denklem sistemine uygulamalar1 verildi.

Altinc1 boliimde, (%) acilim metodu ile elde edilen ¢oziimler ile (é) acilim

metodu ile elde edilen ¢oziimler grafiksel olarak karsilastirilmistir.
Yedinci bolimde, bu calismada elde edilen sonuglarm genel bir degerlendirmesi

yapilmistir.

!

Anahtar Kelimeler: Solitary dalga ¢oziimleri, (%j acilim metot, (é) acilim metot,

Korunum Kanunlari, Boussinesq denklemi, lineer olmayan kismi

diferansiyel denklem

v



SUMMARY
Solutions of Some Nonlinear Partial Differential Equations and Comparison of Their

Solutions

This study is constructed in seven chapters.
In chapter one, some fundamental definitions are given about conservation of laws.
In chapter two, nonlinear partial differential equations family that includes the term

of u, are investigated. We analyzed the Boussinesq equation that has an importance place

in this family equation.

In chapter three, it is made a historical analyze of some methods to obtain analytic
solutions of nonlinear partial differential equations. All of these methods are based on
finding balance term with balancing of the highest order linear and nonlinear term. So,
these methods can be only applied to nonlinear partial differential equation. Moreover,
these methods convert a nonlinear partial differential equation to an ordinary differential
equation. Therefore, solution can be obtained easily.

In chapter four, we studied the flux-density equations that obtained with the aid of
conservation of laws of some equations in literature. Especially we obtained the flux-
density equations of sixth ordered Boussinesq equation.

In chapter five, it is made analyze of a new expansion method and given its

applications some nonlinear partial differential equations and some systems. We compared

!

the graphics of solutions which are obtained from (%) -expansion method and (é) -

expansion method.
In chapter six, it is made a generalized assessment by supporting results which are

obtained in this study.

!

. . . 1 .
Keywords: Solitary wave solutions, (E] -expansion method, (E) -expansion method,

!

conservation laws, Boussinesq equation, Nonlinear Partial Differential

Equation
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1.GiRiS

Bu béliimde 6nce diferansiyel denklemlerin ¢6ziim fonksiyonlarma karsilik gelen
dalga hakkinda genel bilgi verilmis daha sonra ise ¢alismamizin temel konularini teskil
eden “Diferansiyel Denklem, Dengeleme Terimi, Integrallenebilirlik, Varyasyonel Tiirev,
Korunum Kanunlari,, Euler-Lagrange Operatorii, Dogruluk Teoremi, Mathematica
Programlama Dili” hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Bir miizik aletinden ¢ikan nagmeler, deprem esnasinda yeryiiziindeki hareketler ve
bu hareketlenme ile okyanuslarda meydana gelen biiyiik su dalgalar1 (tusunami), yiiksek ve
alcak basincin meydana getirdigi riizgarlarin etki alaninda bulunan tiim elastiki 6zellige
sahip maddelerin hareketi; radyo, televizyon ve cep telefonlar1 gibi hayatimizi
kolaylastiran elektronik cihazlarin dogasinda bulunan elektromanyetik dalgalar, insanlar ve
diger canlilar ile iletisim kurmak i¢in var olan ses dalgalar1 gibi icinde bulundugumuz
diinyada yasantimizi etkileyen ve yasamimiza yon veren bircok fiziksel olay, dalga
(solitary dalga) kavrami ile agiklanir. Bu nedenle dalga kavrami, bilim diinyasinda ¢ok
genis bir ilgi yelpazesine sahiptir. Yukarida bahsedilen fiziksel olaylarin tamamimin
matematiksel modellemesi diferansiyel denklemler ile aciklanabilir. Bu diferansiyel
denklemlerin c¢oziimleri, modellemesi yapilan olaylarin fiziksel ozellikleri hakkinda
insanogluna ¢ok biiyiik katkilar saglar. Bu yiizden diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerine
olan 1ilgi, artan bir fonksiyonun ozelliklerine sahiptir. Bu ilgi sonucunda diferansiyel
denklemlerin ¢éziimlerini elde etmede kullanilan bir¢ok teknik ve metot gelistirilmistir. Bu
metotlarm bir kismi tam ¢oziim elde etmekte olup bir kismi da sayisal ¢oziim elde
etmektedir.

Dalga kavrami oldukca soyut bir kavram olarak karsimiza ¢ikar. Elastik bir cisim
iizerine birakilan enerji elastik cisimde bir hareketlenme meydana getirir. Bu harekete
dalga ismi verilmektedir. Bu hareketlilik elastik cismin hareketiymis gibi goriiniir ama bu
olay elastik cismin {izerine birakilan enerjinin tasmmasidir. Ornegin durgun bir su
ylizeyinin tlizerinde yiizen bir cisim olsun. Bu ortamda belli frekanslar ile dalga
olusturursak ylizen cisim yukar1 asagi dogru salinim hareketi yapar. Cismin konumunda
hicbir degisiklik olmaz. Bu da bize ortamin hareket etmedigini, en 6nemlisi dalgalarin
enerjiyi tasidigini gosterir. Dalganin enerji tasima 6zelligi prensibinden yararlanarak biiyiik

okyanuslarda dalga tiirbinleri ile elektrik enerjisi elde edilmistir.



Bir okyanusta veya bir denizdeki dalgalar1 hi¢ seyrettiniz mi? Su yukar1 ve asagi
dogru hareket ederken, dalgalar ileri dogru yol alir. Her bir dalga bir noktadan gecerken, su
yukar1 ve asag1 dogru hareket eder. Dalga boslukta ve madde i¢inde yayilabilen ritmik bir
olaydir. Bir iple olusturulan dalga, bir tepe ve bir vadiye sahiptir. Tepeye karin, vadiye ise
cukur ad1 verilir (Sekil 1.1). Her dalga belli bir dalga boyuna sahiptir. Bir karindan bir
karmma olan toplam mesafeye bir dalga boyu adi verilir. Bir ¢ukurdan, digerine olan

mesafede dalga boyu ile aynidir.

Y
(m) Tepe

|9———Dalga boyu
A

WA

|<——Dalga boyu —9»{

Il

Vadi

Sekil 1.1 Bir dalga ve ozellikleri

Genlik, bir dalganin normal konumundan yiikselme ve algalma mesafesidir. Uzanimin en
biiyiik ve en kiiciik oldugu konumlar diye de tarif edilebilir. Genlik, dalgay1 ortaya ¢ikaran
enerjinin miktarna, dalganin meydana geldigi ortama ve ortamin derinligine baghdir.
Dalganin enerjisi artarken genligi de artar. Ornegin, bir havuza kiiciik bir tas yerine, biiyiik
bir kaya parcasi atarsaniz meydana gelen dalga biiyiik olur. Bu durumda genlik artar. Su
veya bir iple teskil edilen dalgalara enine dalgalar denir. Enine bir dalgada, madde
dalganmn yayilma yoniine dik bir yonde titresir. Bir su dalgasinda, dalga su boyunca ilerler.
Su molekiilleri asag1 yukari titresirler.

Su yiizeyine bakilirken aslinda su dalgasi olarak adlandirilan olay, su yiizeyinin
yeni bir diizene ge¢mesi olarak tarif edilebilir. Bir cisim veya ortamdaki sarsintiya karsilik
gelen olay dalga olarak adlandirilabilir. Su dalgasi1 gézlemlendigi zaman, su yiizeyinin
yeniden diizenlendigi goriilebilir. Okyanusta olusan dalgalar bilim insanlarmin ilgisini
cekmis ve bu insanoglunun yararma nasil kullanilabilir, diisiincesi hasil olmustur. Bu
diisiinceden hareket ile dalgalardan elektrik enerjisi iiretilebilecegi diislincesine ulagsan
bilim insanlari, dalga jeneratdrleri yardimi ile dalganin tasimis oldugu enerjiyi elektrik
enerjisine doniistiirmiislerdir. Olusturulan bu sistemde ortamin tasidigi enerji elektrik

enerjisine doniistiiriilmektedir. Buradan su sonucu elde edebiliriz: Enerjinin tasinabilmesi



icin mutlaka enerjiyi tasityacak bir ortamin olmasi gerekir. Atmosferdeki gazlar olmasa
riizgar, su olmasa dalga da olmayacaktir. Sekil 1.2 de oldugu gibi sarmal yay olmasa,
iizerinde ilerleyen bir dalga olmayacaktir. Bu da bize gosterir ki dalganin olusmasi i¢in

mutlaka bir ortama ihtiyag vardir.

Onciil (P) dalga

Dalga titresimi ( } dalga hareket yénune
paraleldir (=———p)

Sekil 1.2 Sarmal yay iizerinde enine ilerleyen dalga

Ornegin uzay boslugunda, sesin yayilmasi ve iletilmesi olanaksizdir. Ciinkii ses ile
olusan enerjiyi tagiyacak bir ortam yoktur. Ses dalgalarinin hava icerisinde bir noktadan
diger bir noktaya ilerlemesi basing degisimi nedeni ile olur. Basing degisimi ile meydana
gelen enerji atmosfer ortaminda iletilir. Enerjinin gilicline gore etki sahasi igerisinde
bulunan herkes sesi duyar. Bu da “Dalga bir ortam boyunca yayilir.” tezini dogrular. Bir
ortama ihtiya¢c duymadan yayilabilen dalgalar ise elektromanyetik dalgalardir.

Dogadaki olaylarin ¢ogu periyodiktir ve periyodik dalgalarin frekansi, sarsintinin
kendini tekrarlama hizidir. Her dalga i¢inde bulundugu ortamin 6zelliklerine bagl olarak
ozel bir hizla ilerler ya da yayilir. Ornegin, ses dalgalar1 havada 20°C de 344 m/s hiz ile
yayilir, halbuki katilarin cogunda 344 m/s den daha biiylk hizla yayilmaktadir.

Elektromanyetik dalgalar ise boslukta 3x10%m /s biiyiikliigiinde bir hiz ile yaylir.

ikincil (S) dalga

Dalga titresimi ( : ) dalga hareket yonune
dik yondedir ( =)

Sekil 1.3 Gerilmis bir ip iizerinde ilerleyen enine dalga



Dalga hareketini gdstermenin bir yolu Seki/ 1.3 de goriildiigii gibi; gerilmis ve bir
ucu bir yere sabitlenmis uzun bir ipin diger ucunu ani olarak hareket ettirmektir. Bu
hareket ipe bir enerji kazandiracaktir. Bu enerji sayesinde tek bir dalga atmasi meydana
gelir ve bu dalga atmasi belli bir hiz ile saga dogru hareket eder. Bu tip sarsintiya ilerleyen
dalga denir. Dalga atmas1 ip boyunca ilerlerken sarsilan ipin her parcasi dalga hareketine
dik dogrultuda basit harmonik hareket yapar. Ortamin sarsilan parcaciklari, dalga hizina
dik olarak hareket ettiginde, bu tip ilerleyen dalgaya enine dalga denir. Dalgalarin baska
bir tipine ise boyuna dalgalar denir. Bu tip dalgalarda ortam pargaciklari, dalganin hareket

dogrultusuna paralel bir dogrultuda yer degistirme yapar.

b)

Sekil 1.4 Bir boyutta dalga atmasinin saga dogru v hizi ile ilerlemesi (a) ¢t = 0 da atmanin ifadesi

(b) ¢ siire sonra sekil degismez ve yer degistirme f° (x - vt) ile verilir

Sekil 1.4 de goriildigi gibi gerilmis bir ipin lizerinde sabit v hizi ile saga dogru
ilerleyen bir dalga goz Oniline alindiginda, atma x ekseni boyunca hareket eder ve ipin

enine yer degistirmesi y koordinati ile Olciiliir. Sekil 1.4(a) da #=0 aninda atmanin
konumu ve sekli gosterilmektedir. Bu anda, atmanin sekli ne olursa olsun y = f (x) ifadesi
ile temsil edilir. Maksimum yer degistirme 4=y, , dalganin genligi adii alir. Dalga

atmasinin hizi v oldugundan; ¢ =0 anmdan herhangi bir # zamanina kadar saga dogru vt
uzunlugunda yol alir (Sekil 1.4(b)).
Dalga atmasmin sekli zamanla degismez ise, orijini O da olan durgun bir referans

sisteminde Olgiilen yer degistirme, biitiin zamanlar i¢in y ile temsil edilir. Yani,

y=f (x—vt) olur. Benzer sekilde, dalga atmasi sola dogru ilerler ise, yer degistirme

y=f(x+vt) seklinde yazilir. Bazen dalga fonksiyonu adi verilen y yer degistirmesi x



ve t gibi iki degiskene baghdir. Bu nedenle ¢cogu kez y(x,t) seklinde yazilir ve “y, x ile

¢t nin fonksiyonu” seklinde okunur [1].

Bir kismi diferansiyel denklemde bulunan bagimli u degiskeninin fiziksel bir
nicelige karsilik geldigi bilinmektedir. Bu neden ile u bagimli degiskeninin 6zelliklerini
veya tliretimini ¢alismak oldukca Onemlidir. Bu durum, dalga denklemlerinin analitik
olarak ¢6zlilmesi i¢in metotlarin ¢alisilmasina yol agmistir. Bizim bu ¢alismamizin temel
amaci, hareket eden dalga ¢6ziimlerini bulmaktir.

Ilerleme, ¢arpisma esnasinda higbir sekilde fiziksel ozelliklerini degistirmeyen
dalgalara solitary dalgalar denir. Solitary dalgalar ilk olarak John Scott Russell tarafindan
1834 yilinda gézlemlenmistir. Russell, Edinburg-Glasgow kanalinda dalganin yapisinda
herhangi bir degisiklik olmaksizin yavas bir sekilde hareket eden suyun c¢ikisini
gozlemlemistir. “Harika dalga aktarimi” olarak adlandirdigi bu su c¢ikisini Russell su
sekilde anlatmaktadir: “Ben ¢ift beygir giicliyle giden bir botun, dar bir kanaldan gecerken
hareketini gézlemliyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli olan su kiitlesinin botun
u¢ kisminim etrafinda biriktigini gérdiim. Daha sonra bu su kiitlesi arkaya dogru yayildi.
Biiyiik bir hizla 6ne dogru tek basina bir su dalgasinin meydana geldigini fark ettim. Bu
yuvarlanmis su kiitlesinin hizinin azalmadan ve formunu degistirmeden kanal boyunca
ilerleyisine devam ettigini gordiim. Onu at sirtinda takip ettim. Ona yetistigim zaman saatte
yaklagik 89 mil hizla ilerledigini gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra kanalin
dontistinde kaybettim. Boylece 1834°tin Agustos ayinda Translasyon Dalgasit olarak
adlandirdigim ilk goriisiimii tanitma sansim oldu” [2]. Dikkate deger bu kesif solitary
dalgalar hakkinda daha genis ve daha detayl bilgilere ulagsmak icin fiziksel laboratuar
deneylere yonelen iinlii matematik¢i John Scott Russell uygulama alaninda bir ¢igir

acmistir. Russell, deneysel olarak

v=4g(h+d)
seklinde hizin yer ¢ekimi, su derinligi ve dalganin genligi ile arasindaki iliskiyi ortaya
cikarmistir. Burada Sekil 1.5’ te goriildiigii gibi v solitary dalganin hizi, d su yiizeyi

tizerinde dalganin genligi, 4 sonlu bir derinligi ve g yercekimi ivmesini gostermektedir.

Solitary dalgalar bundan dolay1 yer¢ekimi dalgalari olarak da adlandirilir.
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Sekil 1.5 Bir solitary dalga

1844 yilinda John Scott Russell tarafindan yapilan deneyler ve gozlemlerin detayh
bir sekilde incelenerek rapor edilmesi ile solitary dalgalarla ilgili yeni ¢aligmalarm ve
deneylerin kapis1 aralanmis olur. Baglangicta John Scott Russell’in ¢aligmalar1 birgok bilim
insan1 tarafindan tartisma konusu olmustur. Tutulan bu raporlarin bazi ¢eliskiler tasimis
oldugu iddia edilmis olsa da 1870 yilinda Boussinesq ve Rayleigh tarafindan yapilan teorik
calisma ile Korteweg ve de Vries tarafindan 1895 yilinda yaynlanan makale John Scott
Russell’in c¢aligmalarmin dogru oldugu gosterilmistir. 1895 yilinda Diederik Johannes
Korteweg ve doktora 6grencisi Gustav de Vries, KAV denklemi olarak bilinen ve solitary
dalgalarin varliginda si1g su ylizeyinin yiiksekligini modellemek i¢in lineer olmayan bir
kismi diferansiyel denklemini tiiretmislerdir. Ortaya atilan bu KdV denklemi bir¢ok bilim
insaninin ¢alisma sahas1 olmus ve bu calismalar karanlikta kalan bir¢ok fiziksel olaymn
aydimlanmasina vesile olmustur. En basit bir bicimde tanimlanan KdV denklemi

u,+6uu +u_ =0 (1.1)
seklinde yazilabilir. Burada wu_ terimi non-lineerligi ve u__ terimi ise lineer dagilimi

temsil eder. KAV denklemi fizik ve miihendisligin pek ¢ok dalinda zayif bir sekilde lineer
olmayan uzun dalgalarin tarifi icin bir paradigma olarak yaygin bir sekilde bilinir. Bu

denklem pek ¢ok siv1 akist durumu i¢in uygun bir model olarak kullanilir. Burada; u(x,7)

dalga genligini tanimlayan uygun alan degiskenini, # zamani, x ise dalganin yayilim
yoniindeki uzay koordinatin1 gostermektedir. (1.1) ile verilen KdV denkleminin

u(x,t) = dSech®(5(x —vt)),V =2d = 45° (1.2)
seklinde solitary dalga ¢Oziimlerinin ailesi tarafindan formiile edilir. (1.2) ile verilen
analitik c¢oziimde, ¢ dalga sayisini, V  dalganin hizmmi, d dalganin genligini

gostermektedir.



Solitary dalgalar 1960 yillarina kadar gereken ilgiyl gérmemistir. Ancak 1965
yilinda Zabusky ve Kruskal [3] solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesimini ele alarak
yaptiklar1 ¢alismalarda 6nemli veriler ortaya koymuslardir. Zabusky ve Kruskal, KdV
denklemi i¢in yaptiklar1 sayisal c¢alismalar ve bu denklemin integrallenebilecegini
gostermeleri ile solitary dalgalara olan ilgiyi tekrar arttrmiglardir. Ayn1 yil igerisinde
Zabusky ve Kruskal, solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesim i¢inde oldugunu
kesfetmislerdir. Bunlara ilaveten, dogal yapisini muhafaza eden bu dalgalarin bu
etkilesimden ortaya ¢iktig1 gézlemlenmistir. Kimliklerini koruyan ve karakterlerini kiigiik
parcalarina aktarabilen solitary dalgalarin kesfi, Zabusky ve Kruskal’t bu tip solitary
dalgalara solitonlar demek icin cesaretlendirmistir. Bu bilim adamlari, solitonlar
kavraminin dogusuna damgalarmi vurmuslardir. Ayni zamanda Schrodinger denklemi gibi
lineer olmayan dalga denklemleri ile birlikte soliton c¢oziimler bu alanda yapilan
calismalarda 6nemli bir rol oynamistir. Solitonlar ve integrallenebilir sistemlerin modern
teorisi matematigin biiylik bir alan1 olma yolunda ilerlemektedir. Ayrica soliton teorisi
[4,5] pek ¢ok fiziksel alanda da uygulama sahasina sahiptir.

Diger taraftan, bir soliton asagidaki Ozellikleri tasiyan bir lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olarak tanimlanabilir.

i) COziim, siirekli bir dalga formunda olmalidr.

il ) Coziim smirlandirilir, yani; KdV denkleminde elde edilen solitonlar gibi ¢oziim
iistel olarak sifira dogru bozulur veya Sine-Gordon denkleminde verilen solitonlar gibi
¢Ozlim sonsuzda bir sabite yakinsar.

iii ) Soliton, karakterini koruyan diger solitonlar ile i¢ etkilesim i¢inde bulunur.

KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii genellikle tek

dalga olarak kullanilir, eger birden fazla soliton ¢6ziim varsa solitonlar olarak adlandirilir.
Diger bir ifade ile bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa bir tek dalgadir.
Ayrica, KdV denkleminden baska denklemler i¢in tek dalga ¢oziimii sec 4’ fonksiyonu
olmayabilir fakat sec/ veya tan' (¢ ) olabilir.

Son zamanlarda soliton kavrami ¢ok yaygin olarak kullanilmaktadir. Hirota [6]
bilineer forma indirgeyerek evulasyon denklemlerinin N -soliton ¢oziimlerini
olusturmustur. Bilineer formulasyon Hirota tarafindan ortaya atilmis ve bu formulasyon

lineer olmayan denklemlerin calisilmasinda 6nemli agilimlar saglamistir. Nimmo ve



Freeman [7], N -soliton ¢oziimlerinin formulasyonuna alternatif olarak N -fonksiyonlarin
Wronskian determinantina giris yapmiglardir.

Bugiin solitonlar ¢ogu yerde kullanilmaktadir. Herhangi bir sinyal iletiminde,
sinyalin herhangi bir degisiklie ugramadan ve biyiikliigii bozulmadan hedefe ulagmasi
onemlidir. Normal sinyallerin durumlar1 degisebilir ve genisliklerinde farkliliklar olabilir.
Bu lineer dalgalar etrafa yayilabilir ve sinyalleri zayiflayabilir. Oysa solitonlar siradan
dalgalara gore genisliklerini degistirmeden sabit tutabilmektedirler. Soliton dalgalar ile
10.000 km’ ye kadar 6zellikleri degismeden basariyla sinyal iletilebilmektedir. Bununla
birlikte ¢arpistiklarinda birbirlerinden etkilenmemekte ve sinyaller optik fiberler boyunca
her iki yonde iletilebilmektedir. Sinyaller, gidecegi yere orijinal durumlarinda ve yeterince
anlagilabilir biiyilikliikte ulastirilabilir. Bunlara, deneylerdeki ilerlemeler, lineer olmayan
sistemlerin bilgisayar simiilasyonundaki olaganiistii basarilar ve hamilton sistemleri
iizerine yapilandirilmis metotlarla, ters spektral doniisiimlerin da kullamildig1 yeni
matematiksel analitik araglar Onciililk etmistir. Olaylarin tam olarak anlasilabilmesi i¢in
teorik bilgisayar ve deneysel bilim arasindaki sinerji, yeni arastirmalari beraberinde
getirecektir. Boylelikle elektromanyetik dalgalar1 otomatik olarak yineleyen aletlere ihtiyag
kalmayacaktir.

Dogal sistemler {lizerindeki arastirmalar genelde, sivi dinamiginde yapilan
denemelerden, materyal bilimi ve sivilarin kimyasal aktivitelerinden tiirevlenen tek kisimli
Kismi Diferansiyel Denklemler ile baslamistir. Bunlarin ¢ogu lineer olmayan dalga
coziimleri veya soliton ¢oziimleri olarak bilinir. Bu smirh bilgiler daha sonralar1 sayisal
simiilasyonlarla genisletilmistir. Modeller; dagilma, ilerleme terimleri veya baslangigta

thmal edilen etkilerin de katilmasi ile daha da zenginlestirilmistir.

1. 1. Temel Tanimlar

Bilimin hemen her dalinda ¢6ziimii istenen problemlerin 6zelliklerini tasiyan bir
matematiksel model kurulmasi gerekebilir. Bu tiir bir model c¢ogunlukla bilinmeyen
fonksiyon ya da fonksiyonlarla bagimsiz degiskenleri ve bu fonksiyonlarin tiirevini iceren
bir denklem olarak karsimiza ¢ikar, bu tiir denklemlere diferansiyel denklem denir.
Genellikle uygulamali bilim dallarinin ortaya koydugu diferansiyel denklemlerle birlikte
bazi sartla da dogal olarak ortaya c¢ikar. Bu nedenle belli sartlar ile birlikte verilen

diferansiyel denklemler, uygulamali bilim dallarinda 6nemli bir yere sahiptir.



Diferansiyel denklemlerin elde edilisleri ti¢ kisimda toplanabilir:

Problem cebirsel 6zelliklerle verilebilir. Ornegin, iginde birbirinden bagimsiz n tane
keyfi sabit iceren cebirsel bir denklem, diizlemde bir egri ailesi olusturur. Boyle bir egri
ailesinin 6gelerinin bazi1 ortak 6zelliklerini bu keyfi sabitlerin verilen cebirsel denklem ve
onun tiirevleri arasinda yok edilmesi ile elde edildigi bilinmektedir. Bu yok etme isleminin
sonunda bir diferansiyel denklem elde edilebilmektedir.

Geometrik ozellikleri ile problemi tanimlayip bu ozelliklere uyan bir egrinin
bulunmas1 da bize bir diferansiyel denklem verir. Bilindigi gibi bir egrinin bir noktadaki
tegetinin egimi o noktadaki tiirevin degeri ile verilmektedir.

Uygulamali bilim dallarinda ise problemin bir matematiksel modeli elde edilerek
olaya veya sisteme karsilik gelen diferansiyel denklem olusturulabilir.

Bugiine kadar bir¢ok bilim adam fiziksel olaylar1 modelleyerek bir¢ok diferansiyel
denklem olusturmuglardir. Modelleme yapilirken olaymn fiziksel 6zellikleri ve birgok
fiziksel kanunlar gz Oniine almmaktadir. Literatiirde diferansiyel denklemlerin korunum
kanunlar1 ad1 altinda fiziksel 6zellikleri incelenmektedir. Elde edilen matematiksel modelin
¢cOzlimleri i¢cin bir¢ok metot gelistirilmis

1. Degiskenlerine ayirma metodu,
2. D’ Alembert Metodu,
3. Riemann Metodu,
gibi klasik metotlar ve diger 6zel metotlar kullanilarak ¢6ziim fonksiyonlar1 elde edilebilir.

Elde edilen model denklemin ve bu modelin ¢éziimlerinin, modele uygun olup
olmadigmi1 Hadamard kurali ile 1y1 durumlu (well-posed) veya kotii durumlu (ill-posed)
oldugunu test etmek miimkiindiir. Modeli olusturan kismi diferansiyel denklem asagidaki

e Bir ¢oziim mevcut ise o ¢ozliim tektir.

e Baslangi¢ ve smir sartlarmin uygun smirlamalar altinda bir ¢oziimii vardir,

e Kararhdir,
sartlarin1 sagliyorsa modele iyi durumludur, aksi taktirde kotii durumludur denir. Baglangig
veya smir sartlarinda ¢ok kiiclik bir degisme yapildiginda ¢coziimde ¢ok biiyiik degisiklikler
olmuyorsa sisteme kararlidir, yani; ¢oziim siirekli olarak baglangi¢ ve sinir sartlarina
baghdir denir [§].

Diferansiyel denklemler lineer olup olmadiklarina gore de siniflandirilir. Eger bir
diferansiyel denklem bagimli degiskenin veya herhangi bir tiirevinin ikinci veya daha

biiyiik dereceden kuvvetlerini iceriyorsa veya bagimli degiskenin ve tiirevlerinin ¢arpimini
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iceriyorsa bu diferansiyel denkleme lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir.

1. 2. Dengeleme Terimi

% -A¢ilim Metodunda kullanilan dengeleme terimi hakkinda kisa bir bilgi verelim.
Dengeleme terimi, toplam seklinde verilen ¢oziim fonksiyonu st sinirmi temsil
etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yliksek mertebeden
lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim arasinda elde edilen sabit

bir sayidir. Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden

N
: . d? . . : dul .
lineer olan terim © . ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim u? ( u] ile
d

gl as”

verilsin. Burada p,q,r ve s birer sabit sayr ve m dengeleme terimi olmak {lizere

m+q=mp+ s(m + r) esitligi yazilabilir.
1. 3. integrallenebilirlik

Integrallenebilirlik kavram ilk olarak Fuchs tarafindan ortaya atilmis olup bir cok
bilim insan1 bu kavram hakkinda g¢alismalar yapmustir [9]. Bu c¢alismalar neticesinde
Integrallenebilirligin en 6nemli 6zelliklerinden biri de, denklem sisteminin davranislari
hakkinda genel bir bilgi verdigi saptanmistir. Ayrica lineer olmayan bir kismi diferansiyel
denklem, lineer denklem sistemine indirgenebilir. Bu lineer denklem sistemi integre
edilebilir 6zelliklere sahiptir. Bu lineer denklemlerin genel c¢oziimlerinin bir integral
gosterimi vardir. Eger uygun sayida integraller elde edilirse bu durumda integrallenebilirlik
tam integrallenebilirlik olarak adlandirilir.

Integrallenebilirlik, dinamik sistemi genel olarak anlamak i¢in daha fazla dnsezi
giicii ve nicel bilgi elde etme isinde basar1 ile kullanilabilen matematiksel bir 6zellik olarak
diisiiniilebilir. Integrallenebilirlik, dinamik sistemlerde ¢ok yaygin bir sekilde kullanilan
matematiksel terimdir. Ancak bu terimi kullananlar arasinda bile bu terimin tanimi
hakkinda ortak bir goriis yoktur. Dinamik sistemlerde daha yaygimn olarak kullanilmasina
ragmen fiziksel olaylarin modellenmesinde ve integral denklemlerde de kullanilmaktadir.
Biz bu ¢aligmada diferansiyel denklemlerin korunum kanunlarini olustururken diferansiyel

denklemlerin integrallenebilirligi ile ilgilenecegiz. Integrallenebilirlik kavrami ile
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coziilebilirlik kavrami bazi yonleri ile iliskisi olsa da birbirinden farkli kavramlardir.
Matematikeilerin ilgilendikleri en 6nemli husus verilen denklemin integrallenebilir olup
olmadigidir. Bu husus ise denklemi ele alan kisinin kabiliyetine, sansa ve sayisal hesaplara
baghdir. Ciinkii bir denklem sisteminde integrallenebilirlik hakkinda bir tanimlama yoktur.

Matematikte klasik dinamik sistemlerinin zamana bagli davranislar lineer olmayan
diferansiyel denklemler ile temsil edilirler. Lineer olmayan bu diferansiyel denklemler;
bagiml degiskenlere, dis kuvvetlere ve sistemin enerjisine bagl olarak, ¢6ziimiin diizenli
yoriingelerin yan1 sira diizensiz yoriingeler de ortaya cikarirlar. Dinamik sistemlerin
diizglin ve diizgiin olmayan yoriingelerin belirlenmesi ve bu yoriingeleri incelenmeye
yarayacak 1y1 tanimli analitik tekniklerin bulunmasi birgok bilim insaninin arastirma sahasi
olmustur. Lineer olmayan dinamik sistemlerde verilen sistemin hareketinin ne zaman
diizglin oldugunu bulmak 6nemli bir problemdir.

Bu safhada integrallenebilirligin ne oldugu ve onun ne zaman bulunabilecegi
sorular1 dogal olarak ortaya ¢ikar. Integrallenebilirlik kavrami bazi bakimlardan, iyi tanimli
olmadigindan, hangi sartlar altinda ne zaman tam integrallenebilirligi hakkinda bir sey
sOyleyemeyiz. Ayrica integrallenebilirlik hallerini ortaya ¢ikaracak iyi tanimli bir 6lgiitiin
yoklugu nedeni ile ne zaman diizensiz hareket alana gecerek integrallenemez oldugu

hakkinda bir seyler sdylemek ¢ok daha zordur.
1. 4. Varyasyonel Tiirev

Varyasyon hesabimin uygulamasi temel olarak, icerisinde bilinmeyen fonksiyon
bulunan ifadelerin maksimum ve minimum degerlerinin belirlenmesinden ibarettir. Burada
diferansiyel hesabin ilkeleri goz oniine alinarak bilinmeyen fonksiyonun bulunmasinda
Euler-Lagrange operatorii kullanilacaktir. Literatiirde varyasyonel tiirev Euler-Lagrange
operatorii olarak da adlandirilmaktadir.

Diferansiyel hesabin 6nemli bir problemi y = f (x) fonksiyonuna (a,b) araligindaki
maksimum ve minimum degerini veren x degerini aramaktir. Eger bu aralikta y = f (x)

fonksiyonu siirekli bir tiireve sahipse (a,b) araligindaki bir xy noktasinda bu fonksiyonun

maksimum ya da minimum degere sahip olmasmin gerek sarti % =0, olmasidir. y = f (x)
X

fonksiyonun bu aralikta maksimum (ya da minimum) degere sahip olmasinin yeter sarti ise

bu noktada
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2
d g} >0,
dx dx

dzy

2

<0,
olmasidir. Eger iki bagimsiz degisken ihtiva eden z = f(x,y) ylizey fonksiyonu, R

bolgesinde o ve % kismi tirevleri tanimli ve siirekli ise, bu bolgedeki (x,,y,)

Ox oy
noktasinda yerel maksimum ve minimum noktasina sahip olabilmesi i¢in gerek sart ayni
anda
% =0 ve 2—; =0,
olmasidir.

1.5. Korunum Kanunlan

Dalgalar doganin bir¢ok yerinde gozlemlenmis olup bunlar1 atmosfer, okyanus,
plazma ve birgok canli organizmalarin sinir sistemlerinde vs. seklinde siralayabiliriz.
Ayrica modern iletisimde 6nemli bir rol oynamaya baslayan dalgalar, 6zellikle uzun
mesafeli sinyallerin iletilmesinde dogasini koruyarak uygun tasiyicilar olarak karsimiza
cikar. Literatiirde bu tasimim degismezleri; kiitle, momentum ve enerji korunumu olmak
iizere ii¢ sekilde ele alinmaktadir. Kismi Diferansiyel Denklem sistemlerinin korunum
kanunlarmin bir sonsuz dizinin varligi, tam integrallenebilir oldugu fikrini ortaya atmustir.
Aslinda Burgers denklemi gibi direkt integrallenebilen sistemler mevcuttur ancak sonlu
sayida korunum kanunlarma sahiptir [10]. Ancak “Integrallenebilirlik” terimi sistemlerin
olusturulmasinda baz1 zorluklarm var oldugunu gosteriyor. Integrallenebilir sistemler bir
manada tam c¢Oziilebilir ve baslangi¢c sartlar1 i¢cin diizenli ¢oziimler gosterir. Tersine
inegrallenemezlik terimi genel olarak sistemin tam ¢6ziimiiniin olmadigi durumlar1 i¢in
almir ve bu da ¢6ziimiin baslangic kosullarinin hassasiyetinden dolay1 diizensiz davraniglar
gosterir. Ancak ¢oziim metodu karmasiktir. Birgok fiziksel problem lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler ile modellenmis olmasina ragmen birgok doniisim metodu
problemi ¢6zmek i¢in yetersizdir [10]. Fiziksel bir problemin matematiksel modellemesi
yapilirken korunum kanunlar1 ve bazi degismezler g6z Oniine alinarak yapilmaktadir.
Korunum kanunlar1 yogunluk-aki dengesi tartismalarmin kapisini aralar. Ayrica korunum
kanunlar1 ¢6ziimlerin hem nicel hem de nitel 6zelliklerinin ¢alisilmasi i¢in yararli ve basit

bir metottur.
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Korunum kanunlarmin hesaplanmasinda en Onemli araglardan biri Euler
Operatoriidiir. Bu operator Euler Lagrange operatorii veya varyasyonel tiirev olarak bilinir.
Euler Lagrange operatoriiniin bir¢ok kullanim alan1 mevcut olup ayn1 zamanda korunum
kanunlarmin dogrulanmasinda énemli bir rol iistlenmektedir. Daha sonra tanitilacak olan
dogruluk teoremi i¢inde dnemli bir aragtir. Dogruluk teoreminin temel tas1 Euler Lagrange
operatorii ayn1 zamanda bu teoremi dogrulamak i¢in bir yontem saglar.

Genel olarak fiziksel olaylarin matematiksel modellenmesi yapilirken, p

yogunlugu ve J akiy1 temsil etmek tizere
p,+J, =0, (1.3)

seklinde aki-yogunluk dengesi olarak bilinmektedir. Kismi diferansiyel denklemlerin
korunum kanunlar1 arastirilirken (1.3) ile verilen yogunluk-aki denklemi temel tasi
olusturmaktadir. Incelenen kismi diferansiyel denklem integrallenebilir oldugu zaman
denklemi (1.3) ile verilen denklem bi¢iminde yazabiliriz.

Ayrica lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin analitik ¢oziimleri elde
edildikten sonra yogunlugun korunum kanunlarini sagladigint gérmek i¢in ¢ sabit zaman
icin

Ipdx = sabit (1.4)

—0

olmasi yeterli olacaktir [11].
1. 6. Euler Lagrange Operatorii

f=f(xuu_..) seklinde verilen ifade diferansiyel fonksiyonu temsil etmek
uzere
Lyof =Ly Sl foes Ly o f) (1.5)
ile verilen operator Euler Lagrange operatorii olarak bilinmektedir. Burada
x=(x',x*,...,x"), olmak iizere (1.5) ile verilen esitlikte
M/ M/
: . 3 k, of .
Luj(x)f:z.“z(_Dxl) .“(_Dx”) auj—’ ‘]_1’2"”’N
k=0 k,=0

n= Fxt ek x"
bi¢iminde verilebilir. Uygulamada korunum kanunlar1 sadece bir iki ve ii¢ boyutlular i¢in

yapilmaktadir. Euler operatorii f = f(x,u™" (x)) olmak iizere
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j
ouj,

M
Lui(x)f = kZ::‘)(_ Dx)

T p L ip T g & i(py T (1.6)
ou’ ou’! ou;, Ous, ou’

x M{x

j=12,...,N verilebilir. (1.6) ile verilen Euler operatérii tek boyutlu durum ig¢in

kullanilmaktadir. Ayrica iki boyutlu durum i¢in

i A of
Lu/(x,y)fZZZ(—Dx)‘(—Dy)“ PWER j=12,...,N, (1.7)
=0k, =0 kixky

ii¢ boyutlu durum i¢in
M My MJ ] 2 o '
L f:l;)k;l;)(_ny (-p,f:(-D.Y EYIR j=12,..,N. (1.8)
seklinde yazilabilir [12].

Korunum kanunlar1 15181 altinda diferansiyel denklemin integrallenebilir olup
olmadigr onemli bir mevzudur. Ayrica aki yogunluk denklemleri elde edilirken ¢ok
karmasgik islemler ile karsilasilmaktadir. Bu yogun islem karmasikligini ortadan kaldirmak
icin sembolik programlama diline ihtiya¢ vardir. Ayrica diferansiyel bir ifadenin
integrallenebilir yani tam olmasi1 asagida tanimlanacak olan teorem ile belirlenir. Bu
teorem korunum kanunlarinin hesaplama anahtaridir. Bu teorem sayesinde verilen lineer
olmayan kismi diferansiyel denkleminin yogunluk ve akinin matematiksel modeli elde

edilecektir.
1. 7. Teorem (Dogruluk teoremi):

f=f(x,u™(x)) seklinde verilen diferansiyel fonksiyonun tam olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart L . f = 0olmasidir.

u(x)

Bu ¢alismamizda dogruluk teoreminin ispatindan ¢ok, diferansiyel fonksiyonun tam
olabilmesi durumu incelendiginden teoremin ispati verilmemistir. Ancak [11] referansinda
genis bir sekilde yer verilmistir. Korunum kanunlarmin temel tast olan bu teorem yardimi
ile diferansiyel denklemin integrallenebilir olup olmadig1 hakkinda bilgi verecektir. Ayrica
dogruluk teoremi korunum kanunlarinda yogunluk denkleminin katsayilarinin
belirlenmesinde kullanilacaktir. Bu katsayilar belirlenirken elde edilen enerji denklemi
Euler-Lagrange operatorii uygulandiginda elde edilen polinomsal denklemin sifira
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esitlenmesi ile elde edilir.

1. 8. Mathematica Programlama Dili

Ozellikle uygulamacilarin yakindan takip ettigi, vazgecilmez araglardan biri de
bilgisayar teknolojisi ve yazilim programlaridir. Gelisen teknoloji ile birlikte bilgisayar
alaninda yazilim ile ilgili ¢cok biiyiik gelismeler olmustur. Yazilim programlar1 bilime ¢ok
bliylik katki saglamaktadir. Matlab, Maple ve Mathematica sembolik programlama
dillerinden en popiiler olanlaridir. Bu sembolik programlama dilleri arasinda Maple ve
Mathematica kullanim yayginligi ve kolaylig1 agisindan digerlerine gére daha avantajlidir.
Ik olarak 2.0 versiyonu ile piyasaya siiriilmiis Mathematica programlama dili gelisen
teknolojiye paralel olarak yeni versiyonlar1 ile giiniimiizde popiilerligini siirdiirmektedir.
Su anda 8.0 versiyonu ile bilim insanlarina katki saglamaktadir. Yeni versiyonlar tizerinde
de c¢alismalar devam etmektedir. Eski versiyon ile yeni versiyon arasmnda bir ¢ok
farkliliklar oldugu gibi programin ¢alisma hiz1 da farklhiliklar gostermektedir. Programin
performans1 yazilim kurallar1 ve bilgisayarin islemcisinin niteligine baghdir.

Bu c¢aligmamizda gerek korunum kanunlarinin aki yogunluk denklemlerini elde
ederken gerekse lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii ve grafiklerin ¢iziminde
Mathematica 8.0 programlama dilini ve Intel Core i5 islemcisine sahip bir bilgisayar

kullanilmstir.
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2. BOUSSINESQ, KLEIN-GORDON VE LiOUVILLE DENKLEMLERI

Bu boliimde igeriginde u,, terimini bulunduran lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ailesi hakkinda genel bilgi verilmistir.

Su dalgalarmin okyanustan kiyiya dogru yayilimi insanogluna bazi zamanlar
mutluluk baz1 zamanlar ise felaket getiren bir doga olayidir. Su dalgalarinin yayilmasmin
fiziksel tartigmasi devam etmekte olan bir arastirma konusudur. Dalga yayilimmi konu
edinen matematiksel modeller arasinda Boussinesq denklemi 6zellikle s1g sularda rastgele
ve lineer olmayan su dalgalarinin yayilimini yiiksek dogrulukta tahmin etmekle bilinir. Son
zamanlarda daha derin sularda, sularm lineer dagilim iligkileri ile ilgili uygulamadan

kaynaklanan problemler Boussinesq denklemi kullanilarak, kismen ¢oziilmiistiir.

SU DALGALARI
i X % TIRMANAN
DERIN SU DALGALARI SIG SU DALGALARI KIRILAN DALGALAR
DALGALAR
Z
7 i}
x /f\/ %
pmmmg
h
Standart Boussinesq
denklemi
Gelistirilmis Boussinesq Denklemi
Kinlan
Dalga
Geligtirilmig Boussinesq Denklemi | podeli Tirmanan
Dalga
Gelistirilmis Boussinesq Denklemi Modeli
Kinlan Tirmanan
P ] . Dalga Dalga
Gelistirilmis Boussinesq Denklemi
d ? 9 Modeli Modeli

Sekil 2.1. Boussinesq denkleminin dalga modelleri

Bircok bilimsel uygulama ve fiziksel olaylara 151k tutan ve igeriginde ikinci

mertebeden kismi tiirev olan u, terimini bulunduran lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ailesi igerisinde Boussinesq, Klein Gordon ve Liouville denklemleri

bulunmaktadir. Soliton teorisinde dnemli bir konuma sahip olan bu tiir denklem ailesinin
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genel bigimi
u,—u_+Pu)=0, (2.1)

seklinde yazilabilir. (2.1) ile verilen denklemde dogrusal olmayan terim P(u),

ifadelerlerini

-3u®),, +Au

-3u?),, +Au

xxxx 2

xxtt 2

P(u)=<e™, (2.2)
e¢u + e—2u ,

Sinu ,

Sinhu ,

sekilde verebiliriz. Burada (2.2) ile verilenlerden 6zel olarak P(u)=-3(u’)  + Au

XXX% 2

secilirse lineer olmayan dordiincii mertebeden Boussinesq denklemini

u, —u_ +-3w’) +Au__ =0, (2.3)

seklinde yazabiliriz. (2.3) ile verilen Boussinesq denklemi, klasik s1g su dalgalar1 i¢cin ¢ok
sik bir sekilde kullanilmaktadir. Tam integrallenebilir denklemlerin ortak 6zelliklerinden
biri korunum kanunlarmin sonsuz sayida yazilabilecegidir. Boussinesq denklemi tam
integrallenebilir oldugundan sonsuz sayida korunum kanunlar1 yazilabilecektir. Burada
A =-1, olmas1 durumunda ké&tii durumlu Boussinesq denklemi, A =1, olmasi durumunda

ise 1yl durumlu Boussinesq denklemi olarak adlandirilmaktadir. Ayrica (2.2) ile verilen

ifadelerden P(u)=-3(u’)_ +u almmas1 durumunda

xxtt

u,—u_ — 3(u2)xx +Au_ =0, (2.4)

xxtt

seklindedir. (2.4) ile verilen denklem ise literatiirde genellestirilmis Boussinesq denklemi
olarak bilinmektedir. Benzer sekilde A sabitinin aldig1 durumuna gore iyi ve kotli durumlu
olarak adlandirilabilir. Daripa ¢alismasinda [13] altinct mertebeden Boussinesq denklemini

u, —u_—w), —u, —xu, =0, (2.5)
seklinde ele almistir. (2.5) ile verilen denklemde ©zel olarak x =0, alinirsa klasik
Boussinesq denklemi elde edilecektir. Eger (2.2) ile verilen ifadede P(u)=u—u",olarak

alirsak
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u, —u_+u—u’ =0, (2.6)
seklinde denklem elde ederiz. (2.6) ile verilen denklemde literatiirde lineer olmayan Klein
Gordon denklemi olarak bilinmektedir. (2.2) ile verilen ifadede P(u)=e™, olarak
alimmas1 durumunda

u,—u_+e" =0, (2.7)
olur. (2.7) ile verilen denklem ise iyi bir sekilde bilinen Liouville denklemi olarak
bilinmektedir. (2.2) ile verilen ifadede P(u) = Sinu, alnmasi1 durumunda ise

u,—u _+Sinu=0, (2.8)
yazilir. (2.8) ile verilen denklemde sine-Gordon denklemi Sukardi’nin caligmasinda
tanimlanir[14]. Biz bu ¢alismada Boussinesq denkleminin literatiirde var olan korunum
kanunlar1 hakkinda kisa bir bilgi sunacagiz. Ancak bizim bu c¢alismada su ana kadar
korunum kanunlar1 ¢alisilmamis olan altinci mertebeden Boussinesq denkleminin korunum
kanunlarini inceleyecegiz. Ayrica yeni gelistirmis oldugumuz acilim metodu ile ayni
denklemin analitik ¢oziimiini ve bu c¢Oziimin de korunum kanunlarmi sagladigmni

gosterecegiz.
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3. LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERI iCIN BAZI ANALITiK METOTLAR

Lineer olmayan denklemlerin analitik veya sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢in bazi
metotlar son yillarda yogun bir sekilde calisilmakta olup bu metotlar genisletilerek ve
gelistirilerek fakli diistinceler, yorumlar, ¢6ziim yollar1 ve ¢6ziim fonksiyonlar1 elde
edilmistir. Bu gelismeler literatiire bir¢ok yeni kazanimlar saglamistir. Literatiirde var olan
calismalar, bircok arastirmaciya ilham kaynagi olmustur ve bundan sonra da olmaya
devam edecektir. Bilgisayar teknolojisinin yogun bir sekilde kullanilmadigi donemlerde,
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik veya sayisal ¢oziimlerini bulmak
icin ¢ok karmasik ve sikici cebirsel hesaplamalar aragtirmacilarin isini zorlastirmistir. Son
yillarda teknoloji ile birlikte gelisen bilgisayar ve bilgisayar programlari arastirmacilara
biiyiik kolayliklar saglamistir. Ozellikle matematik alaninda, ¢ok sik bir sekilde kullanilan
Maple veya Mathematica gibi sembolik programlama dilleri kullanilarak, lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerin analitik ve sayisal ¢oziimlerini elde etmek, giderek ilgi
cekici hale gelmistir. Bilgisayar teknolojisi ile islem karmasikligi daha basit hale
getirilmigtir. Giiniimiizde o6zellikle Mathematica programi kullanilarak bazi metotlarin
paket programlar1 olusturularak, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler bilgisayar
ortaminda kisa zamanda ve daha az iglem ile ¢oziilmektedir. Bu gelismelerden sonra bilim
diinyast daha farkli okyanuslara yelken acacaktir. Lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemler, miihendislik, kimya, biyoloji, mekanik, tip, astronomi, uzay bilimleri ve
fizikte ortaya c¢ikan bircok karmasik olaymn matematiksel modelleridir. Bu fiziksel
modellerin yapismi ve mekanizmasii daha iyi anlamak, fizik¢ilere ve miihendislere
yardimc1 olmak veya fiziksel problemlere ve uygulamalarina daha fazla ve saglikli bilgi
elde etmek icin bircok etkili metot gelistirilmistir. Bu metotlar ile elde edilen analitik
cozlimler soliton teorisinde [4] biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu metotlar, isleyis siirecinde
bazi avantaj ve dezavantajlara sahiptir. Bu nedenle ele alman lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem yapisi, uygulanacak metoda uygun olmalidir. Ciinkii baz1 metotlar
baz1 kisitl denklemlere uygulanabilir.

Bu boliimde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde

edilmesinde kullanilan bazi analitik metotlarin literatiir taramasi verilecektir.
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3.1. Analitik Metotlarin Literatiir Taramasi

Fiziksel olaylarin matematiksel modellemesi olan lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimleri, birgok fiziksel olaya 151k tutmustur. Ayrica bu ¢oziimler o
denklemin yapisi, karakteri ve mekanizmasi hakkinda bilgi verir. Elde edilen bu bilgiler
bir¢ok fiziksel olaydaki belirsizlikleri ortadan kaldirdigindan bu analitik ¢oziimler biiytik
bir 6neme sahiptir. Ozellikle kismi diferansiyel denklemlerin hareket eden dalga ¢dziimleri
ve periyodik dalga ¢éziimlerine olan ilgi son zamanlarda artmistir. Bu tip ¢oziimleri elde
etmek icin birkac klasik metot vardir. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
genel ¢oziimiini elde etmek i¢in genel bir metot yoktur. Bu da bize lineer olmayan
denklem sistemlerinin analitik ¢oziimlerinin elde edilisinde bir¢ok zorluklarin varligini
isaret eder. Birgok metot kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢in
olusturulmustur. Bulunan bu metotlardan ¢ogu zaman sayisal ¢oziimler elde edilir. Bunlara
ilaveten, doniisim metotlar1 bazen bir lineer olmayan denklemi bir adi diferansiyel
denkleme veya bir adi diferansiyel denklem sistemine doniistiirmek i¢in kullanilir. Bu
doniisim metotlar1 [15-24], kismi diferansiyel denklemlerin analitik solitary dalga
coziimlerinin bulunmasinda kullanilan ve Wang tarafindan literatiire kazandirilan Homojen
Balans Metodu’dur [25]. Daha sonralar1 Fan [28] bu metodu esas alarak, Homojen Balans
Metodunun iki yeni uygulamasi olan kismi diferansiyel denklemler i¢in Béacklund
Déniisiimii Metodu ve kismi diferansiyel denklemler igin Benzerlik Indirgeme Metodu’nu
kullanarak bazi kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini buldu.

Bu metotlardan 6nce kullanilan ve klasik metot diyebilecegimiz doniisiim
metotlarm1 asagidaki gibi siralayabiliriz. Hirota’nin bagimli degisken metodu [29],
Bécklund doniisiimii [7,30], genellestirilmis Miura doniisiimii [31], ters sa¢ilma metodu
[17], darboux doniisiimii [26], painleve ag¢ilim metodu [27], homojen balans metodu [28],
benzerlik indirgeme metodu [29], sine—cosine metodu [22]. Pek ¢ok lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemin hareket eden dalga ¢oziimleri fanh fonksiyon terimleri ile ifade
edilebilir [23,24]. Tanh fonksiyon terimleri orijinal olarak 1990 ve 1991 yillarinda
kullanmild1 [25,32]. 1992 yilinda ilk olarak Malfliet [33] tarafindan fanh metot formiilize
edilmis olup bu metot, 1s1 yayilimi, difiizyon reaksiyonu, plazma fizigi, tiirbiilans teorisi,
okyanus dinamigi ve biyofizik gibi doga olaylarin1 tanimlayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerini bulmak i¢in 6nemli bir rol oynar. 1996 yilinda Parkes ve

Dufty [34], Malfliet tarafindan sunulan tanh metot lizerine otomatik tanh fonksiyon
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metodunu gelistirmiglerdir. Malfliet tarafindan 1992 yilinda sunulan tanh metot her ne
kadar diger analitik metotlardan daha acik ve dogrudan ¢oziime ulagsmay1 sagliyor olsa da
el ile yapilan islemlerin sikiciligi ve islem karmasikligi metodun sadece ¢oziimii tanh
formunda olan denklemlere uygulanabilmesi bu metodun bir agmazi olarak goriilebilir.
1996 yilinda Parkes ve Duffy tanh metot ile birlikte el ile yapilan cebirsel islemlerin
sikiciligin1 ve hesaplamadaki zorlugu ortadan kaldirmak igin Mathematica bilgisayar
programini kullanarak otomatik tanh fonksiyon metodu gelistirmislerdir. Ornegin metot
geregi bulunmasi gereken M dengeleme teriminin negatif olmasi durumunda yapilacak
islemler hem zor hem de zaman alacagindan otomatik tanh fonksiyon metodu bu agidan
biiyiik kolaylik saglamistir. 2000 yilinda Fan [35] tanh metot ve otomatik tanh metot
iizerine calisarak genisletilmis tanh fonksiyon metodu sunulmustur. 2002 yilinda Elwakil
ve arkadaslar1 [36] degistirilmis genisletilmis tanh fonksiyon metodunu literatiire
kazandirmiglardir. Elwakil ve arkadaglar1 bu g¢alisma ile diger fanh metotlar ile elde
edilemeyen yeni tam ¢oziimler elde etmislerdir. Ayrica bu metot ile elde edilen ¢oziimler
singiiler ¢6ziim ve blow-up davranmig1 gosterir. Zhang ve arkadaslar1 [37] ¢alismalarinda
degistirilmis  genisletilmis tanh fonksiyon metodunu kullanarak Konopelchenko—
Dubrovsky denklemin periyodik dalga ¢oziimlerini elde etmistir. 2003 yilinda Zheng ve
arkadaslar1 [38] yukarida acikladigimiz sirasiyla tanh metot, genisletilmis tanh fonksiyon
metot ve degistirilmis genisletilmis tanh fonksiyon metot iizerine ¢alisarak bu metotlar ile
elde edilen ¢oziimleri de kapsayan daha genel ¢oziimler ile birlikte bu metotlar ile elde
edilemeyen yeni c¢oOziimler bularak genellestirilmis genisletilmis tanh metodunu
sunmuslardir. 2004 yilinda Chen ve Zhang [39], kismi diferansiyel denklemlerin hareket
eden dalga c¢oziimlerini elde etmek icin yukarida bahsedilen tan/ metotlarinda kullanilan
Riccati diferansiyel denklemlerinden farkli olarak
Z—]; = A+ BF +CF?,
seklinde bir diferansiyel denklemi alarak gelistirilmis tanh fonksiyon metodunu
sunmuslardir. Bu metot yardimi ile El-Wakil ve arkadaslar1 [40] calismalarinda lineer
olmayan fiziksel bir model i¢in periyodik dalga ¢oziimleri elde etmislerdir.

Yukarida bahsedilen ve kismi diferansiyel denklemlerin hareket eden dalga
cOzlimlerini ve periyodik dalga ¢Oziimlerini veren tanh metotlarinin yani sira eliptik
fonksiyonlarin yardimi ile kismi diferansiyel denklemlerin periyodik dalga ¢dziimlerini

veren metotlar da vardir. Bu metotlar siras1 ile 2001 yilinda Jakobi eliptik fonksiyon metot
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[41], 2003 yilinda degistirilmis Jakobi eliptik fonksiyon metot [42] ve 2004 yilinda
genellestirilmis Jakobi eliptik fonksiyon metot [43] olmak {izere bilim adamlar1 tarafindan
literatiire kazandirilmistir. Jakobi eliptik fonksiyon metodu Chen ve Zhang [44] tarafindan
sunulmustur. Daha sonra Weierstrass Jakobi eliptik fonksiyon agilim metot [45] literatiire

kazandirilarak lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin periyodik dalga ¢oziimleri

!

elde edilmistir. Wang ve arkadaglar1 [46] tarafindan sunulan vl ac¢tlim metodu gibi

metotlar lineer olmayan diferansiyel denklemlerin bilimsel ¢aligmalarina biiytik katkilar

!

saglamistir. Bu metot lizerine ¢alisan Guo ve Zhou [47] tarafindan genisletilmig g actlim

!

metot ve arkasindan Li ve arkadaslar1 [48] tarafindan genellestirilmis % acitlim metot

. .. (1 .
literatiire kazandirilmistir. Bu ¢alismada verecegimiz (E) acilim metoduna ilham kaynagi

olan (%) acilim metodun ana hatlar1 tizerinde durmakta yarar vardir.

3.2.(%) - Acihm metodu

Ilk olarak Wang ve arkadaslar1 [46] tarafindan sunulan metodun ana hatlarmi
aciklamak icin oncelikle x ve ¢ degiskenlerine bagli lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemi genel halini

Ou,u,,u, ,u,,...)=0, (3.1)
seklinde ele alalim. Burada u = u(x,¢) bilinmeyen bir fonksiyon & = x—V¢ olmak lizere
u(x,t)=u(§)=u seklinde ele alabiliriz. Burada V" bir sabittir. (3.1) ile verilen kismi

diferansiyel denklemi & = x — V't doniistimii altinda

O'(u',u"u",...)=0, (3.2)

adi diferansiyel denkleme doniisiir. (3.2) ile verilen denklemin ¢6ziimii

u(&)=a, +Za[%j (3.3)

olarak verilebilir. (3.3) ile verilen ¢oziimde G = G(&) olacak sekilde
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lineer

G"+AG"+ uG =0, (3.4)

ikinci  mertebeden adi  diferansiyel denklemin ¢oOziimiidiir. Burada

a,,a,,a,,d;,...,A ve u sabitlerdir. m ise homojen balans metoduna gore (3.2) ile verilen

denklemin en yiiksek mertebe ile lineer olmayan terimin mertebesi ile elde edilen

dengeleme terimidir. (3.3) ile verilen denklemin bazi tlirevleri

G, m+2
u”zm(m+1)am(6) ooy (3.5)

G, m+3
u" = —m(m+1)m + 2)am(E) 4oy

seklinde hesaplanabilir. Hesaplanan bu degerler g6z Oniine almarak dengeleme

terimini kolaca bulabiliriz. Ayrica (3.5) ile verilmis tiirev degerleri (3.2) ile verilen

!

denklemde yerlerine yazdigimizda (%) ye bagli polinomsal ve homojen bir

!

denklem elde edilir. Bu elde edilen cebirsel denklemde (%), i=012,...

terimlerinin katsayilar1 sifira esitlenerek bir denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sistemi, teknoloji ile birlikte gelisen bilgisayar ve programlar1 yardimi ile
coziiliir. Elde edilen ¢oziimler (3.3) ile verilen ¢oziim denkleminde yerlerine
yazilirsa (3.1) ile verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin yiiriiyen
dalga ¢6ziimleri elde edilmis olur.

Bu metot, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerinin analitik
¢Ozlimlerini elde etmek i¢in kullanilan yeni ve kullanigh bir metottur. Bu metot
kullanilarak bir¢ok bilim adami tarafindan literatiire uygulamalar kazandirilmastir.
Biz bu ¢aligmada bu metodun isleyisi ayn1 fakat ¢6ziim fonksiyonlar1 farkli olan

yeni bir agilim gelistirdik. Bu ac¢ilim1 gelistirirken birgok acilim tizerinde ¢aligmalar
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!

yaptik. Ancak elde edilen ¢oziimlerin vl acilim metodu ile elde elden ¢oziimlerin

birer tiirevleri oldugunu gordilk. Bu asamadan sonra yeni bir agilim iizerinde

calismalar yogunlast1 ve caligmalar sonucunda islevi ayni ancak c¢oziimleri farkl

!

olan yeni bir acilim metodu olusturduk. Bu yeni teknik kullanilarak % Agilim

Metodunda elde edilen ¢oziimlerden farkli, c¢oziimler elde edilmistir. Bu acilim

metodu, sonraki boliimde de genis bir sekilde incelenecek ve elde edilen ¢oziimler

!

% Acilim Metodunda elde edilen ¢oziimler ile karsilastirilacaktir.

33 (%)- Acilim metodu ile ilgili uygulama

Altinc1 mertebeden Boussinesq denklemi [49]

u, —u, — (lSuu4x +30u u,, + 15(u2x )2 +45u”u, +90uu’ +u,, ) =0. (3.6)
seklinde yazabiliriz. (3.6) ile verilen altinct mertebeden Boussinesq denklemine
u(x,t) =U (é) ,&=x-Vt, donlisimii uygulandiginda

(7> =1 = (150U @ + 300U +15U")) +45U°U" +90UU")> +U'® =0, (3.7)
seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir. (3.7) ile verilen denklemde lineer
olmayan UU" terimi ile lineer olan U terimleri gdz 6niine almarak homojen
balans metoduna gore m=2 oldugu kolayca hesaplanabilir. Hesaplana bu
dengeleme terimi (3.3) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilirsa (3.6) ile

verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii

U(§)=a0+al(%)+a2(€), (3.8)

G

seklinde yazilabilir. (3.8) ile verilen ¢6ziim fonksiyonu (3.6) ile verilen lineer
olmayan adi diferansiyel denklemde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa a,,a,,a,,u,c,Ave V sabitler olmak lizere
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G!
G

0
(—) : —a A —45aja Au+aV Au —15a,a,2° p—a, X’ u—90a,al 1’ -

2a,pu° —=90a;a,u’ +2a,V>pu* —120a,a,Au’ —45a; 27 u’ -
210a,a,A* u* = 52a, A’ u* = 62a,2 u* — 60a u* —240a,a, 1’ -

136a,Au’ —240a,a,Ap’ —584a, 2’ u° —272a,u* — 60a; u* =0,

G
(E) o —a X —45aia X’ +aV? 2 —15a,a2" — a2’ —2a,u —90aja, u+2aV u—

270a,a; A — 6a,Au —270asa,Ap + 6a,V *Au —330a,a,1° u —105a X’ 11 —
450a,a,2’ 1 —114a,2' p 1264, u - 240a,a,1° —90a; u* — 540a,a,a,u” —
480a; Au* —1800a,a,Au’ —720a,2° 11* —1110a,a,2° u* — 23524, i* -

272a,1° —960a,a, 1> —3696a,Au’ —720a; Ay’ =0,
3a,A —135ala,A +3aV?2—180a,al 2> —4a,A> —180a;a, A’ + 4a, V2’ -

225a,a,4’ —60a; A —240a,a,A' — 63a, X’ — 64a,A° —360ala u —8a,pu —
360aja,u +8a,V* u—900a,a,Au —225a Ap —1350a,a,a,Au —960a; 2y —
3480a,a,A’ 1 —1176a,X’ u —1545a,a, 2’ 1 —3096a,A' u — 600a; 11 —
2040a,a,1° —540a;a,u’ — 540a,a5 u* —1848a, Au’ — 5520a,a,Au” —

13320a,A’ 11* —2190a; A’ u* —3968a,1° —1680a; 1° =0,
—2a, —90a;a, +2a,V?* —450a,a} A —10a,A — 450a; a, ) +

10a,V A - 750a,a,A* —135a; 2* —810a,a,a,A> — 555a;1* —
1950a,a,2’ — 602a,A" — 675a,a,A" —1330a,A> —600a,a, 1 —
270a; 11 —1620a,a,a, 1 —1980a} Au — 6600a,a, A —
1260aa,Ap —1260a,a; Au —3584a,A° u — 9210a,a,A” 1 —
17920a,A’ 11 — 2490a; A* 1 — 1232a, u”> —5160a,a,u° —

900a,a; u* —22960a,Au” —8280a; Au’ =0,

—270a}a, - 6a, —270a;a, + 6a,V> —900a,a,A —315a; A —
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1890a,a,a,A —1515a; 2> —4950a,a,A* —720a;a,A* —
720aza,A* —2100a,A* —4695a,a,’ —8106a,A* —960a; 1" —
1140a] u —3600a,a, 1 —1440a a, p —1440a,a; p — 4200a, A —
15420a,a,Ap —2025a,a3 A — 40152a, A% 11 — 12480a5 A* 11 —
120964, 1” — 6720a; u* — 450a; u* =0,

5
(—) : —360a,a, —180a; —1080a,a,a, —1620a A —5040a,a,A —

1620aa, A —1620a,a; A —3360a,A> —10920a,a,A* —1125a,a5 2> -
21840a,A* —5910a; A’ —1680a, 1 — 7800a,a, u — 2250a,a; u —

38640a, Au —18840a3 Au —990a; A =0,
G'Y
(—) : —600a; —1800a,a, —900a,a’ —900a,a; —2520a,A —10500a,a, A —
2475a,a; A —29400a,A* —12690a; A’ —540a;A* —13440a, pu —

8880a; 1 —1080a; =0,

7
(L) : —720a, —3600a,a, —1350a,a; —19440a,A —11520a;A —1170a,A =0,
G!

G\
(E) © —5040a, —3780a> — 6304’ =0, (3.9)

seklinde denklem sistemi elde edilir. (3.9) ile verilen denklem sistemi Mathematica
paket programi yardimi ile ¢oziiliirse;

1. Durum

a,=-22a,=-2, V :1\/1+45a§ +15a,A° + A1120a, 0+ 2247 u+ 767, (3.10)
seklinde ¢oziim elde edilir. Elde edilen (3.10) ¢dztimleri (3.8) ile verilen ¢6zim

fonksiyonunda yerlerine yazilirsa ve

E=x+ (1 \/1 +45a; +15a,2 + 2120ay 1+ 22 i+ 764° )z,
olmak tizere (3.6) ile verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin analitik
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¢Ozumi

A A —dp =4+ A
U(§)=a,-24 - -+ : -
2 2 A+ AV

2
224 _ ENAP—4p
A “{ A+ e ] G.11)

2 2 A, + Aol

seklinde yazilabilir. Elde edilen (3.11) ile verilen analitik ¢coziimde sabitlere 6zel

degerler verilirse asagidaki grafigi ¢izebiliriz.

Sekil 3.1 (3.11) ile verilen analitk ¢ozimded4, =1, A =1.5, u=-0.5,
A, =1.2,a, =1, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,

2. Durum
_1 2 _ _ _ = 4 2 2
ao—g(—l ~8u), a,=—44, a,=—4, V=F 1+2' -8Pu+16y>, (3.12)

c¢oziimii elde edilir. Elde edilen (3.12) c¢oziimleri (3.8) ile verilen ¢6ziim

fonksiyonunda yerlerine yazilirsa ve

& :x—($\/1+l4 —8&2u+16u2)t,

olmak tizere
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A AR —du (=4 + At

L o\ a2 B
UZ@_E(_’I Su) 4’1[ 22 [AlJrAzeéW JJ

2
22 -4 _ EA—4p
i as [ A+ 4y ] . (3.13)

4 - Z
2 2 A, + Ayt

analitik ¢6ziimii yazilabilir. Elde edilen (3.13) ile verilen analitik ¢oziimde sabitlere

Ozel degerler verilirse asagidaki grafigi ¢izebiliriz.

Sekil 3.2 (3.13) ile verilen analitik ¢oziimde 4, =0.27, A =1.1,
u=-021,4,=12,a, =1.21, degerleri i¢in yiiriiyen dalga grafigi,
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4. KORUNUM KANUNLARI iLE AKI-YOGUNLUK DENKLEMLERI

Biz bu c¢alismamizda ikinci dereceden kismi tlirev olan u, terimini bulunduran

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ailesinden olan Boussinesq denkleminin
literatiirde var olan ¢alismalarma yer verecek ve heniiz korunum kanunlar1 incelenmemis
olan altinc1 mertebeden Boussinesq denkleminin korunum kanunlarmi inceleyecegiz.

Lineer ya da lineer olmayan diferansiyel denklemlerin korunum kanunlar1 ti¢ klasik
korunuma sahiptir. Bunlar kiitlenin korunumu, momentumun korunumu ve enerjinin
korunumudur. Ancak bazi diferansiyel denklemler sonsuz korunum o6zelligine sahiptir.
Buna en gilizel 6rnek KdV denklemidir. Korunum kanunlar1 denklem sisteminin ve
coziimlerin davranislar1 hakkinda genel bir bilgi verdiginden bir¢ok bilim adami bu konu
hakkinda bir¢cok arastirma yapmistir. Korunum kanunlar1 matematiksel modelleme
yaparken cok biiylilk 6neme sahip oldugundan giliniimiizde de bilimsel c¢aligsmalarda
popiilerligini korumaktadir.

Son zamanlarda Hereman, ve arkadaslar1 [11] dordiincii mertebeden Boussinesq
denkleminin korunum kanunlarini incelemislerdir. Bu ¢alismalarinda

=0, (4.1)

2
u, —u_ +3u; +3uu_ +ou

denklemi ele almislardir. (4.1) ile verilen denklemi bir denklem sistemine doniistiirmiis

simetri grup 6zellikleri kullanilarak

o (vogunluk) J (aki)
p(l) u Jo v
p(2) v J®

Pu —%uz +ou

& 3) 1 1 1
p w J —pu’ —u+ v +—au’ —auu_,
2 2 2

(4) 2 3 2 2 4) 2
Jo, Pu—u’ +v +au; J 2Puv =3uv+2au v _—2ou_v

Tablo 1. Boussinesq denkleminin aki ve yogunluk denklemler

29



seklinde (4.1) ile verilen denklemin aki ve yogunluklarinin denklemlerini vermislerdir.
Yine ayni ¢caligmada
u, —u, =Sinu, 4.2)

olarak verilen sine-Gordon denkleminin ise

o (vogunluk) J (aki)
p 20Cosu +v* +u’ JY 2vu,
(2) (2) 1 1
P Vi J —aCosu +EV2 +—u’

Tablo 2. sine-Gordon denkleminin aki ve yogunluk denklemler

(4.2) ile verilen kismi diferansiyel denkleminin aki ve yogunluk denklemleri verilmistir.
Su ana kadar korunum kanunlar1 belirlenmemis altinci mertebeden Boussinesq
denkleminin korunum kanunlar1 15181 altinda aki ve yogunluk dengesinin matematiksel

denklemlerini elde edelim.
4.1 Altinc1 Mertebeden Boussinesq denkleminin Korunum kanunlar

(3.6) ile verilen altinc1 mertebeden Boussinesq denklem (3.1) ile verilen aki-
yogunluk denge denklemi g6z Oniine alinarak korunum kanunlarmi incelemek i¢in (3.6)
ile verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini

u, +v =0,

2
v, —u —45u"u_ —15u u, —15uu, —u,

. =0, (4.3)
denklem sistemi seklinde yazilabilir. Bir kismi diferansiyel denklemin yogunlugu u,v ve u
bagimli degiskeninin tiirevleri ve v bagimli degiskeninin tiirevlerine baghdir. x ve ¢

bagimsiz degiskenlere bagh degildir. (4.3) ile verilen denklem sisteminde u bagimli

degiskeninin agirhigin1 polinom olarak insa ederek korunum kanunlarin1 sagladigini

. - .. N o .
gorebiliriz. Burada u ¢6zliim fonkiyonu x bagimsiz degiskeninin iki kez tiirevine, > 1se x
¢
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2 4
; = Ve %z ;—4 seklinde ifade
X X

in dort kez tiirevine karsilik gelmektedir. Bu ifadeyi u ~

edebiliriz. Ayrica negatif olmayan ya da rasyonel olarak kabul edilen w agirligi, ifade

i

etmek iizere w(—] =1, i =123, -+ seklinde tanimlanirsa

ox'
0’ 0
= —_— = 2’ —_— = 5
w(u) W( P ] W( ax]

yazilabilir. Tek degiskenli terimlerin toplam agirligi, denklemin yogunluk denkleminin
elde edilmesinde 6nemli bir rol Uslenir. Ayrica (4.3) ile verilen lineer olmayan altinci

mertebeden Boussinesq denklemi i¢in simetri grup 6zellikler kullanilarak
0
W(&) +w(V)=w(f)+3=3wu)+1,

seklinde yazilabilir. Bu esitlikleri saglayacak sekilde

2

w(u) = W(%] =2, w(p)=4, w(%) =4, w(v)=3,

secebiliriz. Tek degiskenli agirliklarin toplami 7 oldugu kolay bir sekilde goriilmektedir.
Bu agirliklar toplamimi Rank olarak adlandirilir ve R ile gosterilir. (4.3) ile verilen denklem

dikkate alinarak simetri gurup 6zellikleri g6z oniine alinarak
(x,t,u,v, B) = (A%, 't A 7u, v, A* B),
seklinde yazilabilir. Burada A ve B keyfi parametredir. Korunum kanunlar1 # ve u nun

tiirevleri cinsinden yazilabilir x ve ¢ degiskenleri cinsinden yazilamaz. Bu durumda (4.3) ile

verilen diferansiyel denklem sistemi i¢in
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o (vogunluk) J (aki)

o0 u J0 v
p? v J® u+15u —15uu, —u,,
o V+u J® u+15u —15uu, —u, —v,
p¥ v+u+v, J@ —v+u+15u° —15uu,, —u, +u,
+45uu +15u u,, +15uu,, +u,,
(5) 5 2
P u, J (—1—45u )¢x —15u u_ —15uu, —u,,

Tablo 3. Altinci mertebeden Boussinesq denkleminin aki ve yogunluk denklemler

aki ve yogunluk denklemleri yazilabilir. Burada, p yogunlugun korunumu, J akinin
korunumu temsil etmektedir. (4.3) ile verilen denklem sisteminin u# bagimli degiskeninin
agirligini polinom olarak insa ederek korunum kanunlarini sagladigini gosterelim.
1. p yogunlugun korunumu temsil etmek iizere p, u ya bagli polinom seklindedir.
2

2
uzsz ve w(u):w(%]:l

X X

basit olarak bir B kiimesi olusturalim. B kiimesinin elemanlar1 [M ; ,Rank(M )] seklinde

olsun. Burada M, degeri u ve v nin farkli kuvvetlerinin kombinasyonu olmak tizere

B ={[u.2] [u*.4} [*.6] ...} (4.4)
biciminde yazabiliriz.
2. (4.4) ile verilen kiime g6z Oniine alinarak ve L, = R — Rank(M,), i=12,3 olacak
sekilde L kiimesini L =[4,2,3,...] seklinde diizenleyebiliriz.
3. u,u’,vvev’fonksiyonlarmin sirasi ile x degiskenine bagli 4., 2., 3., 0. mertebeden

tirevleri ise
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o*u o*u’ , Ov o'v? )
8)5_4:u4x’ 8)6—2:21/!1/!2)C+21/lx, &C_SZVXXX’ 8)6—0:\/’ , (45)

elde edilebilir. (4.5) seklinde elde edilen tirevlerin tek terimlerinin kiimesini

C= {u UL Ul LV VL } seklinde yazabiliriz. Burada tek terimlerden ayni sinifi temsil

mx - nx

edenleri elimine etmek dnemli bir adimdir. u, u, = (u;) k =5 g0z Oniine alarak

{u 4x,ui,uu2x,...} ayn1 smifi temsil etmektedir. Bu durumda C kiimesini P = {u3 ,ui,v,vi}
seklinde tekrar diizenlenebilir. P kiimesinin elemanlar1 lineer bagimli oldugundan ¢, sabit

olmak iizere yogunlugun korunumu polinomsal olarak

p=cPu’+cul+cyv+e,y, (4.6)
seklinde yazilabilir. (4.6) ile verilen yogunluk denkleminin ¢ bagimsiz degiskenine gore
tiirevi alinirsa

p, =3Pcu’u, +c,v, +2cuu,, +2c,v.v,, 4.7)

XXt X

esitligi elde edilir. (4.3) ile verilen denklem sisteminde
u,=v, ,u, =v_ ve v, =u_+45’u_+15u u  +15uu,, +u,, (4.8)

g6z Oniine alinirsa ve (4.8) ile verilen ifadeler (4.7) ile verilen denklemde yerlerine

yazacak olursak
E=-3cu’v +2cuyv, +c, (ux +45uu, +15uu_ +15uu, + u5x)+
2¢, (ux +45uu, +15u u_ +15uu, + u5x)
(uxx + (l Suu,, +30u u; + 15(u2x )2 +45u%u, +90uu’ +u, » (4.9)

(4.3) ile verilen denklem sisteminin enerji denklemini elde etmis oluruz. (4.9) ile verilen

denklemde c,, (i =1,2,3,4,...) sabitlerinin hesaplanmasinda o6nemli bir adimdir. Bu

katsayilarm hesaplanmasinda birinci béliimde verilmis olan varyasyonel tiirev i¢cin Euler

operatorii Onemli bir rol oynamaktadir. (1.5) ile verilen Euler operatorii
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L, :i—Dx 9 +D? 0 N ok o
Ou ou Ou, ou,,

seklinde diizenlenebilir. Burada verilen denklem i¢in n kolayca tespit edilir. (1.4) ile
verilen esitlik ve dogruluk teoremi goz Oniine alinarak (4.3) ile verilen denklem sistemi
i¢in

L,(E) = (L, (E). L, (B))=(0.0)
olarak yazilabilir [11]. Burada gerekli gruplandirma islemleri yapildiktan sonra

Lu(x) (E) = —2(3c,ﬂuvx + czvm)z 0, Lv(x) (E)=6c,Puu_ +2c,u_ =0

XXX

seklinde diizenleyebiliriz. Bu durumda ¢, =c¢, =0, oldugu agik¢a goriilmektedir. Ayrica

geleneksel olarak ¢, = ¢, =1, seklinde yazilirsa (4.3) denkleminin yogunlu denklemi
p=vi+v,

seklinde elde edebiliriz.

Bir diferansiyel denklemin korunum kanunlarinin hesaplama nedenlerini birkag
baslik altinda toplayabiliriz. Bunlardan birinci olarak fiziksel biiytlikliiklerin korunum
kanunlaridir. Bu fiziksel biiytikliikkler momentum, kiitle ve enerjinin korunumudur. Bu ii¢
fiziksel biiyiikliiklerin korunum kanunlarmi saglamamasi, matematiksel modelin fiziksel
olaya uygun olmamasi anlamma gelir. Bu calismada altinci mertebeden Boussinesq
denklemi, enerji korunum ilkelerini sagladigmi gdzlemledik. Ikinci olarak inceledigimiz
denklemin Tam integrallenebilir oldugunu sdyleyebiliriz. Bu nedenle c¢ok fazla islem
yogunlugu olmadan bilinen integral kurallari 1s1gmmda ele aliman denklemin analitik
¢Ozlimiin elde edilebilecegini sdyleyebiliriz. Son olarak kismi diferansiyel denklemin hem
nicel hem de nitel 6zelliklerinin incelenebilirligini saglar.

Korunum kanunlar1 hesaplamalarinda farkli metotlar mevcuttur. Bunlardan bazilar;

e Belirsiz katsayilar ile degismez sartlarin lineer kombinasyonu ile yogunluk bulunur,

e D, p toplam tiirev operatori ile hesaplama,

e Euler Operatorii (varyasyonel tiirev) kullanarak belirsiz katsayilar1 hesaplama,
¢ Homotopy Operatorii kullanarak hesaplama,

e Lineer cebir ve varyasyonel hesap kullanilarak hesaplama,
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seklinde siralanabilir.

Bu calismada, Euler operatdr yardimi ile yogunluk denklemini hesapladik. Altinci
mertebeden Boussinesq denklemi korunum kanunlari incelenirken iki korunum kanunu
elde ettik. Ugiincii korunum kanunu hesaplamalarinda integrallenemeyen bir fonksiyon ile
karsilastik. Hereman, ve arkadaglar1 [11] dordiincii mertebeden Boussinesq denkleminin
korunum kanunlarmi incelerken denklemi bir sisteme doniistiirmiis ve sonra korunum
kanunlarini incelemislerdir. Bu ¢alismadan esinlenerek altinci mertebeden Boussinesq
denklemi (4.1) seklinde sistem haline doniistiirerek sonsuz sayida korunum kanunlarinin
yazilabilecegini gozlemledik. Bu bdliimde oncelikle denklemin korunum kanunlari
inceledik. Daha sonraki bdlimde de yeni olusturmus oldugumuz agilim metodu ile
incelemis oldugumuz denklemin 6nce analitik ¢oziimleri elde edilecegiz sonra da bu elde
edilen ¢oziimiin korunum kanunlar1 inceleyecegiz. Burada bu korunum kanunlari
hesaplanirken islem yogunlugu fazla oldugu i¢in sembolik programlama imkanlarma sahip

cok basit kodlar yazilarak bu yogunlugu kolayca halledebiliriz.
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5. (é) - ACILIM METODU

!

Bu béliimde %-Aglhm Metodundan esinlenerek olusturmus oldugumuz yeni

acilim metodu ile ilgili genel bilgiler verilecektir. Ayrica bu yeni acilim metodu ile
iceriginde u, bulunduran denklem ailelerinin bazilarmm ¢6ziim fonksiyonlari
arastirilmistir. Elde edilen ¢6ziim fonksiyonunun korunum kanunlarindan yogunlugun
korunumu incelenmistir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi genel halini (3.1) seklinde ele alalim.

!

Burada da %-Aglhm Metoduna benzer mantik ile u =u(x,¢) bilinmeyen bir fonksiyon

& =x-Vt olmak iizere u(x,t)=u(&)=u seklinde ele alabiliriz. Burada V' bir sabittir.
(3.1) seklinde verilen kismi diferansiyel denklemi & =x—V¢ doniisimii altinda (3.2)
seklinde adi diferansiyel denkleme doniisiir. Ayrica

G"+AG'"+u=0, (5.1)
lineer ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin ¢oziimii G=G(§) olacak sekilde

tanimlayacak olursak (3.2) ile verilen lineer olmayan adi diferansiyel denklemin ¢éziimiinii

m 1 i
u(§)=a, +Zai[—,j : (5.2)
i=1 G
yazabiliriz. Burada aq,,a,,a,,a,,...,A ve u sabitlerdir, m ise homojen balans metoduna

gore (3.2) ile verilen adi denklemin en yiiksek mertebeden terimi ile lineer olmayan terimin
mertebesi ile elde edilen dengeleme terimidir. Ayrica benzer sekilde (5.2) ile verilen

¢Ozlim fonksiyonlarinin baz1 tiirevlerini

1 m+2
"= Da | — 53
u m(m+ )am(G,) + (5.3)
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m+3
u"” = —m(m+1)m+ 2)am(é) +eee,

olarak hesaplayabiliriz. Burada dengeleme terimi hesaplanirken (5.3) ile hesaplanan tiirev

degerler gbz Oniine almarak kolayca hesaplanabilir. Ayrica (5.3) ile elde edilen tiirev

. . . S 1
degerler (5.2) ile verilen ¢oziim fonksiyonunda ilgili yerlere yazilir ve (E) ye bagl

polinomsal ve homojen bir denklem elde edilir. Burada (é) ,i=0,1,2,... terimlerinin

katsayilar1 sifira esitlenerek bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi,
Mathematica paket program yardimi ile ¢oziilir. Bu ¢oziimler, (5.2) ile verilen ¢6ziim
fonksiyonunda yerlerine yazilir ve (3.1) seklinde verilen lineer olmayan kismi diferansiyel
denkleminin yiirliyen dalga ¢6zlimleri elde edilmis olur.

Bu metot, lineer olmayan diferansiyel denklemlerinin analitik ¢déziimlerini elde
etmek i¢in kullanilan yeni ve kullanish bir metottur. Biz calismamizda bu agilim metodu
ile birgok uygulama yaptik ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢coguna
kolayca uygulanabilecegini gordiik.

Ayrica (5.1) ile verilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemin genel

¢OzUmuni
G:G(i):—%g+cle"l§ +e, (5.4)

alabiliriz. Burada ¢, ve ¢, birer sabittir. (5.4) ile verilen ¢oziim fonksiyonunun §&

degiskenine gore bir kez tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

N S (5.5)

G —ﬁ—c,e"’lé
A

ifadesi almir. (5.5) ile verilen cebirsel ifadede ¢, = A olacak sekilde bu trigonometrik

fonksiyona doniistiirecek olursak

1 A
G — u+ AA(Cosh(EL) — Sinh(EL))

seklinde yazabiliriz.
Gelistirmis oldugumuz bu yeni agilim metodu ile ilgili birka¢ uygulama verelim.

Oncelikle lineer olmayan Klein-Gordon denklemi [50] i¢in ¢6ziim fonksiyonu arayalim.
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u, —a’u_ +yu—pu’ =0, (5.6)

burada «,y ve P  pozitif sabitlerdir. (5.6) ile verilen Klein-Gordon denklemi
u(x,t)=U(&), & = x -Vt donlisiimii uygulandiginda

VU"-a’U"+y*U - BU> =0, (5.7)
seklinde adi diferansiyel denklem elde edilir. Burada (5.7) ile verilen denklemde lineer

olmayan terim U” ile lineer olan U" terimleri gdz dniine almarak dengeleme terimi m =1

kolayca bulunabilir. Bu durumda (5.7) ile verilen diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
1
U(g) =4a, taq (E)’ (58)

seklinde yazilabilir. (5.8) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunun gerekli tiirevleri alinir ve (5.7)
ile verilen diferansiyel denklemde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a,,a,, A, w,a,y,Bve V sabitler olmak tlizere

(é) —a)B+a,y’ =0,
1 1
(E] : =3aja,fray’+aViA —aa’l =0,
1 2
(E) —3ala,B +3aV?iu-3a,a’lu =0,
1 3
(E) :=3a,B+2aVu’ —2a,0’u’ =0, (5.9)
seklinde denklem sistemi elde edilir. (5.9) ile verilen denklem sisteminin mathematica da
¢Oziiliirse
1. Durum

Y _ 2w, N2y ot A

_NeL TR 2 (5.10)

seklinde ¢oziimler elde edilir. Bu elde edilen (5.10) seklindeki ¢oziimler (5.8) ¢oziim
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fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (5.6) ile verilen lineer olmayan kismi diferansiyel

denkleminin analitik ¢ozimii

olmak tizere

(@)=L )
: JB B\ = 1+ 24(Cosh(EA) - Sinh(EM)) ) (5.11)

seklinde yazilabilir. Bu elde edilen (5.11) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere 6zel

degerler verilirse asagidaki grafik ¢izilebilir.

Sekil 5.1 (5.11) ile verilen analitik ¢éziimde 4 =1,
y=1, u=3,A=4,a =06, f =4, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,

2. Durum

elde edilen (5.12) ¢oziimleri, (5.8) ¢0ziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (5.6) ile

22+ 22{2
4 __ 2 _NErta (5.12)

verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin analitik ¢6ztiimii
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olmak tizere

_ 7 2w 1 5.13
u, (&) \/E \/E {_ u+ AA(Cosh(EL) — Sinh(fS/i))J ( )

seklinde yazilabilir. Bu elde edilen (5.13) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere 6zel

degerler verilirse asagidaki grafik ¢izilebilir.

Sekil 5.2 (5.13) ile verilen analitik ¢oziimde A4 =1,
y=1, u=3,A=4,a =6, f =4, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,

2. Durum

y 2y N2t +atA?
[ — = — =" 5.14
a, —, a 15 14 ) (5.14)

elde edilen (5.14) ¢oziimleri (5.8) ¢oziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (5.6) ile verilen

lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin analitik ¢oztimii

: x+[w/2y2 +a’l’ Jf

A

olmak tizere
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“O=g W( 1 ; J 5.15
JB B\ = u+24(Cosh(ER) - Sinh(EA)) (5.15)

analitik ¢oziimii elde edilir. Bu elde edilen (5.15) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda

sabitlere 6zel degerler verilirse asagidaki grafik cizilebilir.

Sekil 5.3 (5.15) ile verilen analitik ¢oziimde A =1,
y=1, u=3,A=4,a =6, f =4, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,

3. Durum

/4 2yu N2y ot A
- = = =3 - 5.16
ay /_ﬁ > a4 y) /—ﬁ ’ V 2 s ( )

Elde edilen (5.16) ¢oziimleri, (5.8) ¢o6ziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (5.6) ile

verilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin analitik ¢6zimii

2 2 22{2
gx_[&]t,
A

olmak tizere

=5 W( 1 ; J 5.17
JB B\ = u+A4(Cosh(Er) - Sinh(£A)) (5.17)

bulunur. Bu elde edilen (5.17) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere 6zel degerler
verilirse agsagidaki grafik cizilebilir.
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Sekil 5.4 (5.17) ile verilen analitik ¢oziimde A =1,
y=1, u=3,A=4,a =6, f =4, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,

Ikinci uygulama olarak Whitham’in [51] calismasinda kullanmis oldugu dérdiincii

mertebeden Boussinesq denklemi i¢in analitik ¢6ziim fonksiyonunu arastiralim.

u, —u, —u,, +3@), =0 (5.18)

seklinde verilen Boussinesq denklemi igin u(x,t) =U (é ), E=x—-Vt, donisimii
uygulandiginda

(7> —1ur+6(U') +6UU"-UW =0, (5.19)
seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrica (5.19) ile verilen denklemin bir kez

integrali alinirsa
c+(r? =1Ju'+6uU' -U" =0, (5.20)

seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir. (5.20) ile verilen diferansiyel denklemde
lineer olmayan 6UU’ terimi ile lineer olan U" terimleri goz Oniine alinarak dengeleme
terimi m=2 oldugu kolayca hesaplanabilir. Hesaplanan bu deger (5.2) ¢o6ziim

fonksiyonunda yerine yazilirsa (5.18) ile verilen denklemin ¢6ziimii

U(é)zao +al(é)+a2(;) , (5.21)

G

seklinde yazilabilir. (5.21) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunun gerekli tiirevleri hesaplanip
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(5.20) ile verilen adi diferansiyel denklemde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

apilirsa, a,,a,,a,,u,c,Ave V sabitler olmak {lizere
0 1 2

0
(é) :¢c=0
1 1
(E] : —aA+6aal+alVii—al =0,
1 2
(E] o 6aiA-2a,A+12a,a,A +2a,V?A—8a,2’ —au+6aau+aViu—"Talu=0,
1 3
(E)  18aa, A+ 6a] u—2a, u+12aga,p +2a,V* 11 —38a, A’ —12a,Au” = 0,
1 4
(E) : 12aA+18a,a, 10 —54a,Au’ —6a,u’ =0,
1 5
(E] o 12au—24a,u° =0, (5.22)

seklinde denklem sistemi elde edilir. (5.22) ile verilen denklem sistemi Mathematica paket

programinda ¢oziiliirse

a, =22u, a, =2u>, V=—y1—6a,+A’ (5.23)

seklinde ¢oziimler elde edilir. Elde edilen (5.23) bu ¢oziimleri (5.21) ¢6zlim fonksiyonunda

yerlerine yazilirsa (5.18) seklinde verilen denkleminin analitik ¢6zimii

§:x+(—1/1—6a0+2,2)t,

olmak tizere

2271 20u°

+ (5.24)
— -+ AA(Cosh(EA) — Sinh(ER)) (= p+ AA(Cosh(EA) — Sinh(EA)))

U@ =ay+

seklinde yazabiliriz. Bu elde edilen (5.24) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere 6zel

degerler verilirse asagidaki grafik ¢izilebilir.
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Sekil 5.5 (5.24) ile verilen analitik ¢oziimde A = 7.2,
a,=4.17, n=-0.04, 41 =5.52, degerleri i¢in yiiriiyen dalga grafigi,

Ugiincii  uygulama olarak Genellestirilmis Boussinesq denklemini analitik

¢Ozlimiinii arastiralim. Genel olarak Genellestirilmis Boussinesq denklemi

u,—u,+ (f(u) + uxx)xx =0. (525)

2
seklindedir. Liu tarafindan [52] 6zel olarak f (u) = u? +u, alnarak

u, —(u,)’ +uu, +u, =0. (5.26)
seklinde elde edilebilir. (5.26) ile verilen denklem u(x,t)=U(&), & =x—V¢, doniisimii
uygulandiginda

Vu+ Uy +uut+u® =o, (5.27)
seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrica (5.27) ile verilen denklemin bir kez

integrali alinirsa
c+VU'+UU +U" =0, (5.28)

seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada (5.28) ile verilen adi diferansiyel
denklemde lineer olmayan UU’ terimi ile lineer olan U" terimleri g6z Oniine alinarak
dengeleme terimi m=2 oldugu kolayca hesaplanabilir. Hesaplanan bu deger (5.2) ¢6ziim

fonksiyonunda yerine yazilirsa (5.26) ile verilen denklemin ¢6ziim fonksiyonu
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1 1Y
U(€)=a, +a, (5) +a, (5) , (5.29)
seklinde yazilabilir. (5.29) ile verilen ¢6ziim fonksiyonunun gerekli tiirevleri alinir, (5.28)

diferansiyel denkleminde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a,,a,,a,,,c,Ave V sabitler olmak tizere

3 -
G!
1 5 5
(E] aya, A +aV-A+al =0,
L a’ A +2a,a,A +2a,V A +8a, X +aau+aVipu+Tal u=0,
G! 0~"2 2 2 O]
(é) 3a,a,A +al p+2a,a,p + 2a,V  u+38a, A p+12a,2u° =0,
(é) 2a; A+ 6a,a, i + 54a,Au’ +6a,u’ =0,

5
(é) D 2a;p+24a,0° =0, (5.30)

seklinde denklem sistemi elde edilir. (5.30) ile verilen denklem sisteminin ¢éziimiine gore

1. Durum

a, =—122u, a, =—12u%, V =F|—a, -7’ (5.31)

seklinde ¢oziimler elde edilir. Elde edilen (5.31) ¢oziimleri (5.29) ¢oziim fonksiyonunda

yerlerine yazilirsa (5.26) ile verilen denkleminin ¢6ziimii

& :x+(—1/—a0 —Z,z)t,
olmak uzere

1227 12407

U1 (g) =4y . - . 2
— W+ AA(Cosh(EA) — Sinh(ER)) (= p+ AA(Cosh(EA) — Sinh(£A)))

(5.32)
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yazilabilir. Bu elde edilen (5.32) ile verilen analitik ¢oziimde sabitlere 6zel degerler

verilirse agsagidaki grafik cizilebilir.

Sekil 5.6 (5.32) ile verilen analitik ¢6ziimde A4 = 0.88,
a,=-3.1, ©=10.5,4=-0.77, degerleri i¢in yiiriiyen dalga grafigi,

Dérdiincii olarak korunum kanunlarini inceledigimiz ve aki yogunluk denklemlerini
elde etmis oldugumuz (3.6) ile verilen altinci mertebeden Boussinesq denkleminin
analitik ¢oziimiinii arastiralim.

(3.6) ile verilen altinc1 mertebeden Boussinesq denklemine u(x,t)zU(é),é =x-Vt,
dontistimii uygulandiginda

(7> =1 = (150U @ + 300U +15U") +45U°U" +90UU")> +U'® =0,
(5.33)
seklinde adi diferansiyel denklemi elde edilir. Ayrica (5.33) ile verilen diferansiyel
denklemde lineer olmayan UU " terimi ile lineer olan U‘® terimleri géz oniine alinarak

dengeleme terim m=2 oldugu kolayca bulunur. Bulunan bu deger (5.2) ¢6zim

fonksiyonunda yerine yazilirsa (3.6) ile verilen denkleminin ¢6zimii

U(¢)=a, +a](é)+a2(ir) : (5.34)

G
seklinde yazilabilir. (5.34) ile yazilan ¢6ziim fonksiyonunun gerekli tiirevleri alinir, (5.33)
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ile verilen diferansiyel denklemde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a,,a,,a,,,c,Ave V sabitler olmak tizere

1
(—] o —a, A —45aia, A +a VA —15a,a,At —a,A° =0,

2
(L] . —180a,a; A’ —4a,A’* —180a;a,A’ +4a,V > 2> —60a} 1 —240a,a,A" -
64a,A° —3apu —135a;a,Au+3aV  Ap —225a,a,2’ 11— 63a,2’ 1 = 0,
1 3
(—] . —1354)2° —=810a,a,a,A° — 675a,a,A" —450a,a, Au—10a,Ap —

450a, a,Au +10a,V? Ap — 555a; 2’ 11 —1950a,a,A’ 1 —1330a,’ u — 2a,u°

—90aja,p’ +2aV’ u* —750a,a,4° i’ —602a, ' u? =0,
4
(—] . =720aa,)’ —720a,a: 2’ —960a; 2 —315a’ Au —1890a,a,a,Au —

4695a,a,2’ u—270a,a; 11* —6a,u’ —270a,a,u’ +6a,V’u’ —1515a; 4’ 1i° -

4950a,a,A’ 1> —8106a,A* u* —900a,a,Au’ —2100a,2’ 1’ = 0,
1 5
(—] :=1125a,a;A* —1620a,a; Au —1620a,a2 A — 59102 2* 1 —180a; p* —

1080a,a,a,1” —10920a,a,A’ 1> —1620a; Au’ —5040a,a,Au’ —

21840a,2° 1’ —360a,a, 1" —3360a,A’ u* =0,
1 6
(—] : =540 27 — 2475a,a; Au —900a,a] u” —900a;a pu® —12690a; 2 u* —
~10500a,a,A° — 6004 11" —1800a,a,1* —29400a,A’ u* —2520a,u° = 0,

7
(—] : —1170a3Au —1350a,a3 u* —11520a3 Au’° —
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3600a,a,u* —19440a,A1° —720a,u° =0,

7
1
(Ej : —630a;u° —3780a; u* —5040a,u° =0 (5.35)

seklinde denklem sistemi elde edilir. (5.35) ile verilen denklem sistemi Mathematica
yardimi ile ¢oziiliirse

1. Durum

2
—i, a, =—4Au, a, =-4u’, V=—+1-2* (5.36)
3 1 2

a, =
elde edilen (5.36) ¢oziimleri, (5.34) ¢oziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (3.6) ile

verilen diferansiyel denkleminin analitik ¢&ziimii
& :x+(\/l—l4)t,
olmak {izere

U(§)=—£— 427 ~ 4’
1 3 —pu+AA(Cosh(EA) = Sinh(EA))  (— p + AA(Cosh(EL) — Sinh(EA))) (5.37)

seklinde yazilabilir. Elde edilen (5.37) seklindeki analitik ¢oziimiinde sabitlere 0Ozel

degerler verilirse asagidaki grafik ¢izilebilir.

Sekil 5.7 (5.37) ile verilen analitik ¢oziimde 4 =1.28,
u=-0.7, A =1.44, degerleri icin yiiriiyen dalga grafigi,
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2. Durum

a, =22, a, ==2u%, V=y1+45a2 +15a,° + 1' (5.38)
elde edilen (5.38) coziimleri, (5.34) ¢oziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (3.6) ile

verilen diferansiyel denkleminin analitik ¢6ziimii

&= x—(\/l +45a5 +15a,4° + 2 )t,
olmak uzere

ZZZ,U ~ 2#212
— p1+ AA(Cosh(EA) = Sinh(EA))  (— u + AA(Cosh(ER) — Sinh(éA)))’ (5-39)

Uz (g)zao -

elde edilir. (5.39) seklindeki analitik ¢6ziimde sabitlere 6zel degerler verilirse asagidaki

grafik cizilebilir.
Sekil 5.8 (5.39) ile verilen analitik ¢oziimde 4 =1.28,
u=-0.7, 1 =1.44, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,
3. Durum
/12
Gy ==" @ = 4o, a, =—4u’, V=+1-1*, (5.40)

elde edilen (5.40) ¢oziimleri (5.34) ¢oziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (3.6) ile

verilen diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimii
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e=x-WI=7 ),

olmak tizere

U (g):_/l_z_ 407 u ~ 4u’
’ 3 — p+ AA(Cosh(EA) - Sinh(EA)) (- p+ AA(Cosh(Er) — Sinh(EA))) (3.41)

seklinde yazilabilir. Bu elde edilen (5.42) seklindeki analitik ¢6ziimiinde sabitlere 6zel

degerler verilirse

Sekil 5.9 (5.41) ile verilen analitik ¢oziimde 4 = 0.58,
u=-092, 4 =151, degerleri igin yiiriiyen dalga grafigi,

grafigi ¢izilebilir.
4. Durum
a,=22p, a,=-2p%, V=—\1+45a +15a,7° + A*. (5.42)

bu elde edilen (5.42) ¢oziimleri (5.34) ¢oziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa (3.6) ile

verilen diferansiyel denkleminin analitik ¢6ziimii

E=x+ (\/1 +45a2 +15a,2> + 2 )t,
olmak uzere

2/12,Ll ~ 2‘#2/12
— p1+ AA(Cosh(EA) — Sinh(EA))  (— u + AA(Cosh(EX) — Sinh(EX))) (5.43)

U4 (5) =d, —
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seklinde yazilabilir. Bu elde edilen (5.43) ile verilen analitik ¢6ziimde sabitlere 6zel

degerler verilirse asagidaki grafik ¢izilebilir.

Sekil 5.10 (5.43) ile verilen analitik ¢oziimde 4 =1.03,
u=-0.084=1.12, a, = —0.63 degerleri i¢in yiiriiyen dalga grafigi,

Yukarida verilen Sekil 5.1-10 ile verilen grafiklerin yliriiyen dalga ¢oziimleri
oldugu goriilmektedir. Elde edilen analitik ¢6ziimlerde mevcut olan sabitlere verilen 6zel
degerler ile matematiksel modelin animasyonu bir sonraki boliimde incelenecektir.

Ayrica altinc1 mertebeden Boussinesq denkleminin yeni agilim metodu ile elde
edilen ¢oziimlerden 1. durumdaki analitik ¢6zlimiin korunum kanunlar1 (1.4) ile verilen

sart1 goz Oniine alacak olursak (4.3) ile verilen denklem sisteminin yogunlugun korunumu

+o0 —t N1+ 121424
=12 24 1og 1-26 | jog|1-H " (5.44)
- 3 U A

yazilir. Burada elde edilen (5.44) seklinde verilen ifade sabit ¢ degeri icin bir reel say1
oldugu goriilmektedir. Bu da bize gosterir ki gelistirmis oldugumuz bu acilim metodu ile
elde edilen analitik ¢6ziimlerin korunum kanunlarini saglandigi ilgili ¢alismanin [11]
sonucu ile benzerdir. Sonug¢ olarak ¢ zaman degiskeninin sabit degerleri i¢in ¢Ozim
fonksiyonunun yiiriiyen dalga ¢6ziim davranisi sergileyecegini gosterir. Bu ¢calismada yeni
olusturmus oldugumuz acilim metodu ile elde edilen ¢oziim fonksiyonunun sabitler ve ¢

degiskenlerinin farkli degerlere gore davranislar1 bir sonraki 5.2. Kesiminde incelenecektir.
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Son olarak yeni a¢ilim metodunu bir denklem sistemine uygulamaya calisalim. Bu
calismada Boussinesq denklemler agirlikli olarak ele alindigindan simdi Boussinesq
denklem sisteminin [53] analitik ¢6ziimiinii aragtiralim.

u,—g +uu +u_, =0, (5.45)

g, _uxg+gxu +uxxx = 0’

(5.45) ile verilen Boussinesq denklem sisteminde u(x,t) = u(gg ), g(x,t)=g(&) olmak
tizere & =x—Vt,doniisimii uygulandiginda

—Vu'+g"+uu'—vu" =0,

—Ve'+u'g+ gu+u” =0, (5.46)

seklinde adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (5.46) ile verilen denklem

sistemindeki ilk denklem bir kez integre edilirse,
1 2 "
c—Vu+g+Eu —vu" =0,
—Ve'+u'g+ gu+u” =0, (5.47)
denklem sistemi elde edilir. Burada ilk denklemde #* ile u” terimleri, ikinci denklemde

ise g'u ile u" terimleri g6z Oniine alinarak dengeleme terimleri M =2 ve N =2, seklinde

elde edilir. Bu durumda (5.47) denklem sisteminin ¢oziimleri

u(é) =a, +al(é)+a2(é) ,
g(&) = b, +b, (é)"‘bz(é) ) (5.48)

seklinde yazilabilir. (5.48) seklinde yazilan ¢6ziim fonksiyonlarinin gerekli tiirevleri alinir,
(5.47) diferansiyel denklem sisteminde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a,,a,,a,,b,,b,,b,, A, uve V sabitler olmak tizere

0 2
(—) : a?O+b0+c—a0V:0,

52



1
(L] :aga,+b —aV —aVi =0, ab A +abpA—bVi+alX =0,
G!

2 2
(L] : %+ a,a, +b, —a,V —4a, VA’ -3aViu =0,
2a,b, A +2a,b A +2ayb, A —2b,VA +8a,X’ +abyu+ab pu—bVu+Talu=0,
1

3
(E] aa, —10a,VAu—2aVu’ =0,

3a,b A +3a,b,A+2a,byu+2ab u+2a,b, 1 —2b,Vu+38a,’ u+12a,u” =0,

4 2
(é) : % —6a,Vu’ =0, 4a,b,A +3a,b u+3a,b, i +54a,Au” +6a,u’ =0,
1 5
(E] : da,byu+24a,u’ =0, (5.49)

seklinde denklem sistemi elde edilir. (5.49) ile verilen denklem sistemi Mathematica

yardimi ile ¢oziiliirse

1. Durum
2 2 _/14 _3_4 2 3/14 4
aoz% _1296\/5 ZuZ\/_zcl /14_\/ ( C4+ ):u +
2592 X1 -1+ A -1+ A

2 -2 (-3-4¢7 +320
1728/2c’ 2\/— -~
Vacku 1+ 2 1+ 2

129642 4ﬂ2\/— 2c2’ 1’ _\/—14(—3—4cz+32,4)u4
—1+2 —1+ 2

3

2.2 14 2 4 4 )2

432\/5_2&,”4_\/ 23 4’ 432 Ju' 7,
-1+ A -1+ 1

2

3
22217 A-A(-3-4c7+32" Jut |
432322 - -~
V2 [ -1+ -1+
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C2ept - A(-3-4 4320
-1+ 2 -1+ 2

2

a, = —6\/5\/

2

L —6u\/§\/_ 2e 2 -A(3-4 +320
LA ~1+ 4 ~1+ 2

(wﬁﬁ 3 — - A (-3 -4 +3/14)u4), b =—6Au,b, =—6.7,

by=——r—

6&2/12

(5.50)

2

yo_ 1 \/_2clzu2_\/—14(—3—4c2+3ﬂ,4)y4
V2au N =142 1+

coziimlerini yazabiliriz. Elde edilen (5.50) ¢oziimleri (5.48) ¢6ziim fonksiyonlarinda

yerlerine yazilirsa (5.46) seklinde verilen denklem sisteminin analitik ¢oziimleri

foxs| ] \/_2(;12”2_\/—14(—3—4c2+3z,4)u4 )
V2au N -1+ 24 -1+ ’

olmak tizere

(&) =ay ¥ a‘(— 11+ 2A(Cosh(ER) - Sinh(gz))] ’ az(— 11+ AA(Cosh(ER) - Sinh(éﬂ))] (5.51)

_ _ /1 - : /1 2
&) =by = 62u (_ 11+ AA(Cosh(ER) Sinh(gz))] o (— 1+ 2A(Cosh(Z7) - Sinh(éﬂ))] |

yazilabilir.

2. Durum

C2eut A=A 3-4c 320!
—1+2¢ —1+2¢

L 1206y222 uz\/

a =
* 2592238

20k =234 130t
-1+ -1+

1728+/2¢2 u’ \/
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21 -2 (-3-4¢7 +320u
1296+/22" 2\/— -~
V22 1+ —1+ 4 "

3

2217 A-A-3-4c2 30 Jut )P

43242| - -
{ -1+ -1+ 2

2

3
22247 A-A(-3-4c7+32 Jut |
432322 - -~
V2 { -1+ -1+

. —6\/5\/— 22> A=A (3-4c +320 !
b 1+ 4 —1+ 2 ’

0= 6/,1\/5\/_ 202 A=A (234" +32
) ~1+2* ~1+2* ’

b, = —6/117(2%#2 3 — - A (-3 -4 +3/14)u4), b =—6Au,b, =—6.°,

1 \/_ 20247 = 2(-3-4c* 32 (5.52)

V= ,
NCY YT B N ~-1+2*
seklinde c¢oziimleri yazabiliriz. Bu elde edilen (5.52) ¢oziimleri (5.48) ¢6ziim

fonksiyonlarinda yerlerine yazilirsa (5.46) seklinde verilen denklem sisteminin analitik

cOzlimleri

Eoxy 1\/_2(;/12”2_J—A4(—3—4c2+314)u4 .

V2au -1+ 248 -1+ 2!

olmak tizere

“2(§)=a0+a1( A ; ]"'az( 4 ; ] )
— u+ AA(Cosh(EA) — Sinh(EL)) — i+ AA(Cosh(EA) — Sinh(EL))

(5.53)
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A ) A 2
8:(5)=by ~6u (_ 1+ JA(Cosh(EA) - Sinh(gz))] ok (— 1+ JA(Cosh(EA) - Sinh(cfl))] |

seklinde ¢6ziim fonksiyonlar1 yazilabilir.

3. Durum
1 21’ - AH3—-4ct 320
= | —12962° 2\/— -
=500 8 i By

2e i’ =234 +30 )t
1728/2c’ 2\/—
Vacku —1+2,4 1+ 2

—1+ 2,4 B

12963 4u2\/ 2’ =234 +30 Ju*

| w

T -1+ 2

432\/—{ 20k -2 E3-4c + 30 } X

—1+ 2 —1+ 2

432\@{_2&?# A3 -ac 3 T’

o T

—1+2,4 1+ 24

L 6u\/§\/ 2eX’ i’ \/ A=3-4c% +324
2 A —1+2,4 1+ 2

b == 63; 2(20/12u2+3ﬂf‘u2+«/ P3-4c+30% u ) b ==6u,b, =647,

(5.54)

R \/ 2e i’ =234 +37 Ju’
224 Sia 1+

bicimindeki ¢oziimleri yazabiliriz. Elde edilen (5.54) c¢oziimleri, (5.48) ¢oziim

fonksiyonlarinda yerlerine yazilirsa (5.46) seklinde verilen denklem sisteminin analitik
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cOzlimleri

olmak tizere

uy(&)=a, +a1(

(5.55)

g;(&)=b, _6A/U(

1+ 2 1+ 2

1 \/_ 2 V-2 (=3-4c +320 )

A

|

yazilabilir

4. Durum
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. _6ux/§\/ 202,2”2+\/—l4(—3—4cz+32,4)u4
= _
A

-1+ 2 —1+ 2 ’
by = 1(2/1“3/1“\//14(342314)4) by =—62u , b, =6
o——WC#Jr H HAy=A=o—4ac + ), by =-0Au, 0, =64,
1| 2enu?  A-2(-3-4c 4320 )t
V: _ 4+ 4 9 (556)
V2au N =1+ —1+A

seklinde ¢oziimleri yazabiliriz. Elde edilen (5.56) ¢oziimleri (5.48) ¢oziim fonksiyonlarinda

yerlerine yazilirsa (5.46) seklinde verilen denklem sisteminin analitik ¢oziimleri

2

Eoxy 1\/_2@12#2+\/—A4(—3—4c2+3,14)u4
V2au -1+ 248 -1+ 2

olmak tizere

j— /1 /l 2
us(e)=ay +ay (— p + AA(Cosh(EX) — Sinh(gz))] T (— 1+ AA(Cosh(ER) - Sinh(éﬂ))] (5.57)

A ) A 2
84(5)=by ~6u (_ 1+ JA(Cosh(EA) - Sinh(gz))] ok (— 1+ JA(Cosh(EA) - Sinh(cfl))] |

elde edilir.
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5. 2. (%) ve (Gi) ACILIM METOLARI iLE ELDE EDIiLEN

COZUMLERIN KARSILASTIRILMASI

Oncelikle her iki agilimda da kullanilan (3.4) ve (5.1) ile verilen ikinci mertebeden
lineer diferansiyel denklemlerin farkli olmasi G(é) ¢oziim fonksiyonunun da farkli olacagi
aciktir. Dolayisiyla lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin her iki a¢ilim metodu ile

elde edilecek olan c¢oziimlerin farkli olacagina isaret eder. Bu calismada bize ilham

!

kaynagi olan (E) acilim metodu ile elde edilemeyen bazi lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlerin ¢6ziim fonksiyonlarini yeni agilim metodu ile elde edilmistir. Bu

!

da bize gosteriyor ki, (E) acilim metodu ile ¢oziim fonksiyonu elde edilemeyen

diferansiyel denklemlerin ¢6ziim fonksiyonlari, (3.4) ile verilen ikinci mertebeden lineer

!

denklemin ¢6ziimii G(é) olmak sart1 ile (%) biciminde ¢6ziim fonksiyonuna sahip
degildir. Ozellikle bu calismada yer verdigimiz (5.18) ile verilen dérdiincii mertebeden

Boussinesq denklemi ve (5.25) ile verilen genellestirilmis Boussinesq denklemleri (%)

acilim metodu ile analitik ¢éziimiiniin elde edilemeyecegini ancak (é) acilim metodu ile

analitik ¢oziimlerin elde edilebilecegini gozlemledik. Buda yeni metodun bir onceki

metoda gore avantajli oldugunu gosterir.

!

Ayrica (E) acilim metodu ile Onceki bolimlerde yer verdigimiz diferansiyel

denklemlerin ¢oziim fonksiyonu arastirilirken, elde edilen cebirsel denklem sistemi daha

karmagik olarak karsimiza c¢ikmaktadir. (3.4) ile verilen ikinci mertebeden lineer
diferansiyel denklemin karakteristigi olan A° —4u ifadesi goz oniine alindiginda
A —4u <0 olmast durumunda diferansiyel denklemin analitik kompleks c¢oziimleri

mevcut olacaktir. Coziim fonksiyonunda bulunan sabitlere 6zel degerler verilerek farkli

ozelliklere sahip ¢oziimleri reel diizlemdeki grafiksel davramglarini gozlemleyebiliriz.
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!

Ayrica [48] ile verilen calismada (%) acilim metodu ile elde edilen ¢Oziim

fonksiyonlarinda sabitlere verilen 6zel degerler i¢in farkli ¢6ziim fonksiyonlarin varligina

yer verilmistir.

!

1 . . . .
(E) acilim metodu ile ¢6ziim fonksiyonu arastirilirken elde edilen cebirsel

denklem sistemini, diger a¢ilim metoduna gore daha basit olarak elde etmekteyiz. Bu elde
etmis oldugumuz denklem sistemi Mathematica yardimi ile ¢oziimii yapilirken programin
calisma siiresi daha kisadir. Ornegin (3.6) ile verilen altinci mertebeden Boussinesq

denkleminin agilim metotlar1 ile ¢6ziim fonksiyonu arastirilirken elde edilen denklem

!

sistemi (E] acilimi icin bir dakikadan (gercek zamanda) fazla siireye gereksinim varken,

(é) acilimi i¢in bir dakikadan daha az bir siire yeterli olacaktir. Ciinki (é) acihm

metodu ile elde edilen ¢6ziim fonksiyonunda diger acilima gore daha az sabit

bulundurmaktadir. Dolayisiyla bu ¢alismamizda (é) acilim metodunun islem yogunlugu

!

bakimindan daha avantajli oldugunu gézlemledik. (%) acilim metodu ile (3.6) ile verilen

altinct mertebeden Boussinesq denkleminin analitik ¢oziimlerinin grafikleri iizerinde
ylriyen dalga ¢6ziimlerinin farkli davramiglarmi  gozlemleyebilmek i¢cin  ¢oziim

fonksiyonlarmin grafiksel olarak davranislarini inceleyelim.
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G
— |-a¢ilim metodu ile elde edilen (3.11) ile verilen analitik ¢oziimleri
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Simdi ise sekil 6.1 ile verilen grafiklerden en son elde edilen grafik degerleri i¢in # zaman

degisimi i¢in ¢6ziim fonksiyonunun davranislarini veren grafikleri inceleyelim.
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— D T EPEEER I EPEREIE
) EDHERFIE] 108 EPHIRFIE] 108 EPFIRFMIE]

30

!
Sekil 6.2 (E) acilim metodu ile elde edilen (3.11) ile verilen analitik ¢dzlimiin ¢ zaman degiskenine gore

davranislari

Bu grafiklerde de goriildiigii gibi ¢+ zaman degiskenine gore elde edilen ¢6ziim fonksiyonu
yiiriiyen dalga davranislarin1 sergilemektedir. Simdi ise yeni agilim metodu ile altinci
mertebeden Boussinesq denkleminin ¢6ziim fonksiyonundaki sabitlerin durumuna gore

davranislarini inceleyelim.
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Sekil 6.3

— | ac¢ilim metodu ile elde edilen (5.37) ile verilen analitik ¢6ziimleri
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Sekil 6.3 ile verilen grafiklerden en son elde edilen grafik degerleri i¢in # zaman degisimi

icin ¢oziim fonksiyonunun davraniglarini veren grafikleri inceleyelim.
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1
Sekil 6.4 (E] acgilim metodu ile elde edilen (5.37) ile verilen analitik ¢6ziimiin ¢ zaman degiskenine gore
davranislari

Bu grafiklerde de goriildiigii gibi ¢ zaman degiskenine gore elde edilen ¢6zim
fonksiyonu yiirliyen dalga davranislarin1 sergilemektedir. Altinct mertebeden Boussinesq
denkleminin yeni acilim metodu ile elde edilen ¢oziim fonksiyonunun Korunum kanunlari
incelenirken ¢ zaman degiskeninin sabit olmasi durumunda ¢6ziim fonksiyonunun yliriiyen

dalga davraniglarma sahip oldugu vurgulanmist.
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6. SONUC

Uygulamali bilimlerde dogada var olan fiziksel olaylar1t modellemek, elde edilen bu
matematiksel modellerin analitik ¢oziimlerini elde etmek Onemlidir. Ancak biitiin
bunlardan daha da 6nemlisi elde edilen analitik ¢oziimlerin fiziksel davranislar1 hakkinda
bilgi sahibi olmaktir. Ciinkii bu analitik ¢dziimler, modellenen fiziksel olaylarin karakteri
hakkinda bilgi verir. Bu yiizden lineer veya lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak fen ve miihendislik bilim alanlarinda oldukca
onemli bir yere sahiptir.

Uygulama alaninda lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin hareket eden
dalga coziimleri ge¢miste oldugu kadar giliniimiizde de bilim insanlarmin ilgisini
cekmektedir. Elde edilen dalga ¢oziimleri, dalganin yapisi ve dalgalarin birbirleri ile olan
etkilesimleri gibi bircok konuda uygulama sahasinda calisan bilim insanlarina ilham
kaynag1 olmaktadir. BOyle bir ihtiyactan dolay1 lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerini veren bircok etkili metot gelistirilmistir. Bu metotlarin
cogu sadece lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir. Ciinkii bu
metotlarin isleyisi “dengeleme terimi” olarak adlandirilan ve en yiiksek mertebeden lineer
terim ile en yliksek mertebeden lineer olmayan terimin karsilastirilmasina dayanir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin dalga ¢oziimlerini elde etmek igin
oncelikle denklem, belli doniisiim altinda tek degiskenli lineer adi diferansiyel denkleme
getirilerek bu denklemin ¢6ziim fonksiyonundan yararlanarak istenilen analitik ¢éziime
gidilir. Bu metotlarin birbirlerinden farkli olan tek tarafi doniisiimde secilen Riccati
diferansiyel denkleminin ve dolayisiyla kullanilan ¢6ziim fonksiyonunun farkli olmasidir.

Bunun yaninda; bazi metotlarda Riccati diferansiyel denklemin yerine farkli adi

diferansiyel denklemler almarak ¢dziime ulasilmistir. Ornegin, % acilim metodunda
Riccati diferansiyel denklemi yerine ikinci mertebeden sabit katsayili adi bir diferansiyel
denklem kullanilmistir. Bahsedilen metotlarin hepsi lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin hareket eden dalga ¢6ziimlerini verir.

Bu ¢alismanin besinci boliimiinde yer verdigimiz dordiincli mertebeden Boussinesq

!

denklemi ile genellestirilmis Boussinesq denklemlerinin (%) acilim metodu ile analitik
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¢Ozlimiiniin elde edilemeyecegini ancak (E) acilim metodu ile analitik ¢oziimlerin elde

edilebilecegini agik¢a gordiikk. Bunun yani swra islem yogunlugu bakimindan da yeni
metodun bir 6nceki metoda gore avantajli oldugunu gézlemledik. Bu metotlar, dengeleme
terimini bulma esasma dayandigindan dengeleme teriminin negatif olmasi durumunda
ortaya ¢ikabilecek bazi giicliikler bu metotlarin bir ¢ikmazi olarak goriilebilir. Ancak bu
durum ile ilgili yapilan ve yapilmakta olan calismalar da vardwr. Lineer olmayan
denklemlerin analitik metotlar ile ¢6ziimii yapilirken denklemdeki lineer olmayan terimin
sayis1 ve lineer olmayanligin kuvvetliligi ¢6ziim esnasinda bazi zorluklar ¢ikarabilir.

Bu calismada ayn1 zamanda altinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin korunum kanunlarindan enerjinin korunumu incelenmistir. Bu inceleme
yapilirken; simetri grup Ozelliklerini gz Oniine alarak varyasyonel tiirev olarak bilinen
Euler Lagrange operatorii yardimiyla altinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin yogunluk aki denklemleri elde edilmistir. Bu denklemin sonsuz sayida korunum
kanunlarma sahip oldugunu gosterebilmek icin incelenen denklem literatiirde var olan
calismalar dogrultusunda bir sisteme doniistiiriilmiistiir. Aksi durumda sadece iki korunum
kanunu elde edilecekti.

Denklemin korunum kanunlar1 incelendikten sonra her iki agilim metodu ile analitik

¢coziim elde edildi. Altinct mertebeden lineer olmayan Boussinesq denkleminin (L,)

acilim metodu ile elde edilen ¢oziimiinde yogunlugun korunumu sagladigimmi ve bu
cOozlimlerin yiiriyen dalga davranmiglarmi sergilediklerini hem korunum kanunlari
prensipleri ile hem de grafiksel olarak gosterdik. Aki yogunluk arasinda var olan denge
hem fiziksel olaymn modellenmesinde hem de ¢6ziim fonksiyonunun elde edilmesinde goz
ard1 etmememiz gereken 6nemli bir husustur.

Gilintimiizde popiilerligini koruyan bu alandaki caligmalarin yogunlasarak devam
edecegini diisiinmekteyiz. Bu calismanin devaminda elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarin

asimptotik davraniglar1 ve laboratuar sartlarindaki davraniglar1 calisilmasi ilging olabilir.
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