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OZET

Bu caligma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; Oklid ve Galilean uzayi ile ilgili temel kavramlar, Oklid uzayinda
regle yiizeyler ve Galilean uzayinda regle yiizeyler verildi.

Ikinci boliim; ¢alismanin orijinal kism1 olup bu boliimde Galilean uzayinda tanimlanan
tic tip regle yiizeyin teget, aslinormal ve binormal dogrultusundaki dagilma parametreleri
hesaplanarak bunlarin aralarindaki iligkiler incelendi.

Ugiincij boliimde; ornekler verildi ve verilen 6rneklerin teget, aslinormal ve binormal
dogrultusundaki dagilma parametreleri hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Galilean Geometri, Regle Yiizey, Dagilma parametresi.
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SUMMARY

Ruled Surfaces in Galilean Space

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter; basic concepts of Euclidean and Galilean geometry, ruled surfaces
in Euclidean space and ruled surfaces in Galilean space were given.

In the second chapter; original works have been done. In this chapter distribution
parameters of tangent, normal and binormal direction were calculated for ruled surface
defined in Galilean space and relationships between them were research.

In the third chapter; examples were given and distribution parameters of tangent,
normal and binormal direction for this examples were calculated.

Keywords: Galilean Geometry, Ruled Surface, Distribution Parameter.
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1.GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyler konusu bir cok makale ve kitapta incelendi
[7,1]. Regle yiizeylerle ilgili olarak Ergiit[4], 3-boyutlu ve n-boyutlu regle yiizeyleri
calismis ve n-boyutlu regle yiizeylerin egriliklerini incelemistir.

G,, 3-boyutlu Galilean uzaymin geometrisi bilyiikk Olciide Roschel [1 l] tarafindan

gelistirilmistir. G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda regle yiizey kavrami Kamenarovic [7]

tarafindan incelenmistir.

Bu c¢aligmada ilk boliimde temel kavramlar ifade edilip, ikinci boliimde Galilean
uzaymda ii¢ tip regle ylizeyin teget, normal ve binormal dogrultusundaki dralleri
hesaplanmustir ve bulunan bu draller arasindaki iliskiler ifade edilmistir. Uciincii boliimde

ise, A, B ve C-tip regle yiizeylere ornekler verilerek bunlarin dralleri hesaplanmistir.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER
2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzay:

2.1.1. Tanim: V sonlu boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. Eger bir,

J:VxV >R

fonksiyonu bilineer, simetrik ve pozitif tanimli ise ¢ ya V ilizerinde bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu ve V ye de i¢ carpim uzay1 denir[6] .

2.1.2. Tamm: 3-boyutlu reel standart Afin uzay, 3-boyutlu standart vektor uzayr R® ile
eslensin. R’ vektor uzayinda bir,

(,):R'xR* >R

i¢ carpim1 VX, Ye R’, X =(x,x,,x,), Y =(,,,,,) igin

3
(HXY)=(X1)=3 sy,

i=1
seklinde tanimlansin. Bu i¢ ¢arpima R® de standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ ¢arpimi adi
verilir. {]R3,< , >} i¢ carpim uzayi ile eslenen reel standart Afin uzay, 3-boyutlu Oklid uzay

adin alir ve E’ ile g65terilir[6].

2.1.3. Tamim: 3-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X ve bir afin koordinat sistemine gore

X in koordinatlart (x,,x,,x,) olsun.
x:AcE ->R, i=123

fonksiyonuna A Oklid uzayimin i -yinci koordinat fonksiyonu adi Verilir[6].

2.1.4. Tammm: V bir 3-boyutlu reel vektor uzayr ve V iizerinde de Oklid i¢ carpimi

tanimlanmis olsun. V ile birlesen bir A afin uzayina 3-boyutlu Oklid uzay1 denir[6] .



2.1.5. Tammm: 3-boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 R’ ile birlesen Oklid uzay1 E* olsun. Bir,
d:E°xE’ >R
fonksiyonu VX,Y € R? icin R’ deki norm ile

(0. <[] = (77

seklinde tanimlanir ve E° de X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik adini ahr[6].

2.1.6. Tamm: M c E’ egrisi , (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay

parametresi olmak iizere, &(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {T (s), N (s),B(s)} ise
T'(s)=x(s)N(S)

N'(s)==x(s)T(s)+7(s)B(s)

B'(s)=-7(s)N(s)

dir. Burada 7 birim tanjant vektor, N birim normal vektér, B birim binormal

vektordiir. & ve 7 ise, sirastyla, egrinin egrilik ve torsiyonudur[6].



2.2. Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

2.2.1. Tamm: E°, 3-boyutlu Oklid uzayinda I R olmak iizere diferensiyellenebilir birim

hizl bir egri,
r:l > E
r=r()=(r (). (1)1 (1))
olsun. Her e I i¢in r(7) noktasindaki teget vektdr ile anadogrunun dogrultman vektorii
lineer bagimsiz olacak sekilde,
I:R—E’
v 1(v)=(r(t)+va (1)1, (t)+va, (t),r () +va, (1))
dogrusunu segelim. Burada 1<i<3 olmak iizere q,(t)e R , r(t)noktasindaki
dogrultman vektoriin bilesenleridir.
[ dogrusunun r egrisi boyunca hareket etmesiyle elde edilen ve (IXR,9)
parametrizasyonu ile belirtilen regle yiizey,
0:IxR > E’
(1) > @(0) = (1 (1) +va, (1), (1) vy ()1 (1) v (1)
seklinde gosterilir.

Yani M c E® yiizeyi verildiginde VPe M noktasinda , E’ iin M de kalan bir

dogrusu var ise M ye bir regle ylizey ve VPe M noktasindan gecen ve M de kalan
dogruya da M nin bir dogrultmani denir[S] .
2.2.2. Tanim: Bir,
@ IXR - E’
(1,v) = @(1,v) =r(t)+va(r)
regle yiizeyi Vte I icin
p(t+27,v)=9(t,v)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizey kapalidir denir[3] .



2.2.3. Tamm: Bir ¢(z,v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir ve <Zl, d g0> =0 seklinde bulunur[3] .

2.24. Tamm: Bir ¢(z,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmamn ortak dikmesinin

dogrultmanlar tizerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir[9] .

2.2.5. Tamm: Bir ¢(z,v) regle yiizeyinde dayanak egrisi boyunca bogaz noktalarinin

geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi (egrisi) denir[3] .

2.2.6. Tamm: Bir ¢(7,v) regle yiizeyinin bir anadogrusunu kapsayan ve yiizey normaline

dik olan diizleme teget diizlem denir[3].

2.2.7. Tamm: Bir ¢(7,v) regle yiizeyinin anadogrulari boyunca teget diizlemleri ayni

kaliyorsa regle yiizeye agilabilirdir denir[S] .

2.2.8. Tamm: Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin

anadogrular arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir[4] .



2.3. Galilean Uzayinda Temel Kavramlar

G,, 3-boyutlu Galilean uzayi, 3-boyutlu P kompleks projektif uzaymin w ideal
diizlemlerinin bir reel diizlemini, f — w ideal dogrularin bir reel dogrusunu ve [,,1,€ f
gibi ideal noktalardan iki tanesini igeren {w, f,I,,1,} ideal sekline sahip olan bir halidir.
Galilean geometri, projektif olarak isareti (O, 0,+,+) olan reel Cayley-Klein

geometrilerinden biridir.

W
Ideal
Diizlem

Aln Diizlem

[deal Mokta Dodru

G,, 3-boyutlu Galilean uzayinin bir reel modeli olarak, ¢ eliptik involusyonu ile birlikte
f cw reel dogrusunu ve wc G, reel diizlemini iceren {w, f} idealine sahip bir reel P,

projektif uzayini alabiliriz.
Uygun koordinatlarda & eliptik involusyonunu da ,
w..x, =0, f.x,=x=0
€:(0:0:x,:x,) > (0:0:x,:—x,)
seklinde diisiinebiliriz.

Homojen olmayan koordinatlarda H, benzerlik grubu,

4
X =a, +a,x,
’ .
Y =a, +a,X+a,ycosP+a,zsing,

’ .
Z =ds + a3 X —d,; Yy Sin o+ a,37 COS Q,

formundadir.



Burada a; ve @ reel sayilar olup, ayrica a,, ve a,, Katsayilar 6zel bir role sahiptirler.

Soyleki a, =a,, =1 alindiginda Galilean uzaymin B, hareket grubu elde edilir.
Bu grubun hareket denklemi,

x a 1 0 0 X
B,:| Y |=|b|+|d cosep singl||ly

’

Z c e —sing cos@|| z
seklinde yazilir. Dolayisiyla bu hareket boyunca G,, 3-boyutlu Galilean uzaymnda bu
dogrular dort ayr sekilde ifade edilebilir[7]:

1) Reel non-izotropik dogrular. Bu dogrular f ideal dogrusunu kesmezler.

2) Reel izotropik dogrular. Bu dogrular w diizlemine ait degildir,fakat f ideal
dogrusunu keserler.

3) Reel olmayan non-izotropik dogrular. Bu dogrular f den baska w nin biitiin
dogrulardir.

4) f ideal dogrusu.

G,, 3-boyutlu Galilean uzaymnda x=sabit alindiginda w seklindeki diizlemler

oklidyen olup diger diizlemler izotropiktir.

Burada C* (k >3) simifindan bir r:1 — G, egrisi (1,r) koordinat komsulugu ile
r(x)=(x,y(x),z(x))
seklinde verildiginde &(x) egriligi ve 7(x) torsiyonu,
k(%) =y (x)+27 ()

_det(r(x), 7" (x),r"(x))
TP

seklinde tanimlanir. Boylece G, , 3-boyutlu Galilean uzayinda ortonormal iigyiizlii,
t(x)=r'(x)

n(x)=—

x(x)

(0,5"(x),2"(x))

b(x) =50 (9.57(0)

seklinde yazilabilir.



Burada ¢,n,b vektorleri , sirasiyla , teget , aslinormal ve binormal vektorler olarak

adlandirilir.

Bu vektorlere ait Frenet formiilleri;

' (x)=x(x)n(x)
n'(x) = T(x)b(x)
b'(x) = —T(x)n(x)

seklinde elde edilir[7].

2.3.1. Tamm: X(x,y,z) G,3-boyutlu Galilean uzaymnda bir vektr olsun.

Eger X (x, y,z) vektoril igin x=0 ise X (x,y,z) vektdriine izotropik vektdr denir [2].

2.32. Tamm: X(x,y,z) G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir vektér olsun.

Eger X (x,y,z) vektorii igin x#0 ise X (x,y,z) vektdriine non-izotropik vektor denir[2].

2.3.3. Tamm: X (x,y,z) G,,3-boyutlu Galilean uzayinda bir vektor olsun. Eger x=1 ise
X (x,y,z) vektoriine birim non-izotropik vektdr denir. Yani biitiin birim non-izotropik

vektorler X (1,y,z) formundadir[2] .

2.3.4. Tamm: 3-boyutlu reel vektor uzayr R’olsun. VX, (x.,y.7), X, (%, ,.2,)€ G,
vektorii icin Galilean i¢ carpimi;
8:G,;xGy; - R

XX, , X #0vx,#0

X,.X,)—g(X,,X,)=
(1 2) g(l 2) {y1yz+zlz2 5 =0Ax,=0

seklinde tanlmlamr[lO] .



2.3.5. Tanim: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X (x,y,z) izotropik vektdriinii goz
oniine alahm. Eger y>+z° =1 ise bu X (x,y,z) izotropik vektorii birim vektor olarak

adlandirilir[2].

2.3.6. Tanim: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir X (x, Y, z) vektoriiniin normu;

xz0

X >
1X=1 = B
y+z, x=0

2.3.7. Tamm: G, 3-boyutlu Galilean uzaymda X (x,,x,,x;) ve Y (y,,y,,y;) vektdrlerini
g0z Oniine alahm. X ve Y vektorleri i¢in Galilean uzayinda vektorel carpim;

0 e e
XnrnsY=\x, x, x

Yo Y2 N

seklinde tan1m1an1r[8] .



2.4. Galilean Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu boliimde 3-boyutlu Galilean uzayinda regle yiizeyler incelendi. 3-boyutlu

Galilean uzayinda regle yiizeylerle ilgili bazi temel tanimlar verildi.

2.4.1. Tanmm: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda bir acik alt ciimle U olmak iizere,
y:U—>R
fonksiyonunun k-yinct mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler ¥

fonksiyonuna C* (k >1) sinifindan diferensiyellenebilirdir denir[10].

2.4.2. Tanm: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda verilen bir / dogrusunun verilen bir r

egrisi boyunca hareketiyle bir yiizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu Galilean
uzaymda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen / dogrusuna, regle yiizeyin bir

anadogrusu ve verilen r egrisine de regle yiizeyin dayanak egrisi denir.
G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda C* simfindan bir regle yiizey,
(p(x,v) = r(x)+va(x) , r,ae C® ,veR

seklinde olsun.
Burada r egrisine Galilean yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir dayanak egrisi

denir. Bu egri,

r(x)=(xy(x),2(x))
seklinde yazilir.

Ayrica a(x) anadogrusu ,

a(x)= (l’az (x),a, (x))

veya

a(x) = (O,a2 (x),a3 (x)) ,

seklinde ifade edilir[2] .

@ (x)+a (x)]=1

10



2.4.3. Tamm: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda,

o(x,v)=r(x)+va(x)
bir regle yiizey olsun. Eger bu yiizey icin
¢x¢0 ’govi()’qoquovio

sartlar saglaniyorsa bu regle yiizeye regiilerdir denir[Z] .

Galilean uzayinda regle yiizeyler, asagida verildigi bicimde ii¢ farkl: tiptedirler:

2.4.1. 3-Boyutlu Galilean Uzayinda A-Tip Regle Yiizeyler

G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda {0} = I = R olmak iizere diferensiyellenebilir birim hizl
bir egri ,
r:I — G,

x = r(x)=(xy(x),z(x))
olsun. Vxe I i¢in r(x)noktasindaki teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektorii
lineer bagimsiz olacak sekilde ,
[:R — G,

v—l(v)= (x+v, y(x)+va,(x),z(x)+va, (x))
dogrusunu segelim. Burada a(x)=(La,(x),a,(x)), r(x) noktasindaki dogrultman
vektoriidiir.
[ dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (7/xR,®) parametrizasyonu ile
verilen bir regle yiizey ,
@ IXR =G,

(x,v) > o(x,v)=(x+v,y(x) +va, (x),z(x) +va, (x))
seklinde elde edilir. Bu sekilde gosterilen ¢(x,v) regle yiizey A-tip regle yiizey olarak
adlandimnlir. Burada y(x),z(x),a,(x),a,(x)e C*, xe IcR , ve R seklindedir.

A-tip regle yiizeylerin a(x)=(L,a,(x),a,(x)) olarak verilen anadogrusu non-izotropiktir.

11



A-tip bir regle yiizeyin ortonormal ii¢yiizliisii, x(x)#0 olmak iizere ,
t(x)=a(x)=(La,(x),a(x))
n(x)=——a'(x) =——(0.a,(x).4; (x)) (4.1

dir.

Burada «(x), A-tip regle yiizeyin egriligi olup,

K(x)=a;’ (x)+a7 (x)

seklindedir.

A-tip regle yiizeyler icin Frenet formiilleri,

' (x)=x(x)n(x)

n'(x)=7(x)b(x) (24.2)

b'(x) = —z'(x)n(x)

olarak ifade edilir. Ayrica A-tip regle yiizeyin 7(x) torsiyonu,

()= ()= (i ()

% (%)

dir[11].
2.4.2. 3-Boyutlu Galilean Uzayinda B-Tip Regle Yiizeyler

G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda {0} I =R olmak iizere diferensiyellenebilir birim hizh
bir egri ,
r:I— G,
u—r(u)=(0,y(u),z(u))
ve y?+7?=1 olsun. Vueligin r(u)noktasindaki teget vektor ile anadogrunun

dogrultman vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde ,

12



[:R =G,
v—>l(v):(v,y(u)+va2(u),z(u)+va3(u))
dogrusunu secelim. Burada a(u):(l,a2 (u),a3(u)), r(u) noktasindaki dogrultman

vektorudiir.

I dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (/xR,¢) parametrizasyonu ile
verilen bir regle yiizey ,
9 IXR -G’

(u,v) > @(u,v) :(v,y(u)+va2 (u),z(u)+va, (u))
seklinde elde edilir. Bu sekilde gosterilen @(u,v) regle yiizey, B-tip regle yiizey olarak
adlandirilir. Burada y(u),z(u),a,(u),a,(u)e C*, ue IcR , ve R dir.

B-tip regle yiizeylerin a(u)=(1,a, (u),a, (1)) seklindeki anadogrusu non-izotropiktir.

B-tip bir regle yiizeyin ortonormal iigyiizliisii, & (u)#0 olmak iizere ,
t(u)=a(u)=(1a(u),a(u))
)=(0.~z (). y (u)) (2.43)
)=(0.y ()2 (u))

u

n
b(u

ve Frenet formiilleri de,

(1) = () n (1)

n'(u)=7(u)b(u) (2.4.4)
b (u)=—7(u)n(u)
seklinde tammlamr. Buradax(u) ver(u), sirasiyla, B-tip regle yiizeyin egriligi ve

torsiyonu olup,

AT R0

w(u)=

dir[l 1].

13



2.4.3. 3-Boyutlu Galilean Uzayinda C-Tip Regle Yiizeyler

G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda {0} I =R olmak iizere diferensiyellenebilir birim hizh
bir egri ,
r:1 — G,
u—r(u)=(uy(u),0)
ve a,’+a; =1 olsun. Vueligin r(u)noktasindaki teget vektdr ile anadogrunun
dogrultman vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde ,
I:R—>G’
v 1(v)=(u,y(u)+va, (u),va, (u))
dogrusunu segelim. Burada a(u)=(0,a,(u),a,(u)). r(u) noktasindaki dogrultman
vektoriidiir.
I dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (/xR,¢) parametrizasyonu ile
verilen bir regle yiizey ,
@ IXR -G,
(u.v) = @(u.v) = (. y () +va, (u).va, (u))
seklinde elde edilir. Bu sekilde gosterilen @(u,v) regle yiizey C-tip regle yiizey olarak
adlandimnlir. Burada y(u),a,(u),a,(u)e C*, ue IcR , ve R dir.
C-tip regle yiizeylerin a(u)=(0,a, (u),a, (u)) seklindeki anadogrusu izotropiktir.
C-tip bir regle yiizeyin ortonormal iigyiizliisii k() #0 olmak iizere ,
() = (1) = (1Y (). 0)
n(u)= (u )=(0 az( ).a,(u)) (2.4.5)
)=(0.~a;(u),a, (u))

ve Frenet formiilleri de,

= (0, y”(u),O) = K‘(ncos W(u)—bsinw(u))

, 1
=—b 2.4.6
n 5 ( )

b':—ln

u

14



seklinde tammlidir. Burada x(u), C-tip regle yiizeyin egriligi olup,
x(u)=y"(u)

seklinde verilir. & (u)fonksiyonu ise,

S(u) __ 4% (u)

a (u)

dir. ¥ acistise z =0 diizlemi ile regle yilizeyin dogrultman arasindaki agldlr[l l] .
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3. G,,3-BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA REGLE YUZEYLERIN DRALLERI

a: 1 — E’ regiiler bir egri ve {t,n,b} Frenet vektorleri olsun. Ayrica E’ de {O,1,n,b} ve
{0',2,2,%} de, sirasiyla, hareketli ve sabit uzayr temsil eden ortogonal koordinat

sistemleri olsun. Genellikle hareketli uzayda bir X dogrusu sabit uzayda bir regle yiizey

cizer. £e Sp{n,b}almirsa &, ¢t ye normal olup M yonlendirmesine bagli X dogrusu

boyunca &=tA X olarak segilebilir. Boylece ¥ =y (s),a boyunca & ve n arasindaki

act olmak iizere,
E=cosyn+sinyb ve X =sinyn—cosyb
yazilabilir. Tanim 2.2.8 kullanilarak bu X dogrusunun drali,

det(t, X,de
d.

A
_ 3.1)
X ‘cZX 2
ds

seklinde hesaplanir. Burada ii¢ tip igin de 7 =(1,0,0) seklinde alinirsa, Frenet formiillerinin

de kullanilarak, bu X dogrusunun Galilean uzayinda cizdigi A,B ve C-tip regle yiizeylerin
drallerini hesaplayalim:

X =sinyn—cosywb dogrusunun Galilean uzayinda ¢izdigi A-tip regle yiizeyin drali
(3.1) formiilii ile hesaplanir. Burada (2.4.2) formiilii kullanilarak,

2—X:(l//+r)coswn+(w'+r)sinl//b
s

seklinde bulunur. 7 =(1,0,0) oldugu da g6z oniine alinirsa,

0 0
det(t,X,il—X): 0 siny —cosy |=t+y’
* o (t+y)cosy  (T+y )siny

bulunur. Bulunan bu deger (3.1) ifadesinin determinantinda yerine yazilirsa,

T+ 1
=Y (3.2)
(z+y) T+¥

elde edilir.
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X dogrusunun Galilean uzayinda c¢izdigi B-tip regle yiizeyin drali (3.1) formiilii ile
hesaplanir. Burada (2.4.4) formiilleri kullanilarak,
dX

d—:(l//+f)cosy/n+(y/+z')siny/b
s

bulunur. Buradan ¢ =(1,0,0) kullamilarak,

X 1 0 0
det(r,X,d—j: 0 siny —cosy |=t+y’
g 0 (z+y)cosy (7+y)siny

olur. Bulunan bu deger (3.1) ifadesinin determinantinda yerine yazilirsa

T+y’ 1
PX = N2 = ’
(z+y’) THyY

(3.3)

elde edilir.

Son olarak X dogrusunun Galilean uzayinda cizdigi C-tip regle yiizeyin dralini (3.1)
formiilii yardimiyla hesaplayalim. Ik olarak (2.4.6) yardimiyla,
dX

— - (yj’+%} cosyn+ (1//+%J sinyb

seklinde elde edilir. Bu ifadeyi (3.1) de yerine yazarsak ve ¢ =(1,0,0) oldugunu goz dniine

alirsak,
1 0 0
det(r,X,cfl—}j): 0 siny —cosy :%H//
0 (l + y/j cosy (l + l//j sin /]
) )

bulunur. Bulunan bu deger (3.1) ifadesinin determinantinda yerine yazilirsa,

I
PX=15 = (3.4)
v ] s

elde edilir.
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3.1. G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda A-Tip Regle Yiizeyin Drali
G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda A-tip regle yiizey,

9 IXR -G,
(x,v) > o(x,v)=(x+v, y(x) +va, (x),z(x) +va, (x))

olsun. Ayrica A-tip regle ylizeyin dayanak egrisi ve dogrultmani ,sirasiyla,

r:1 — G,
x o r(x)=(xy(x),z(x)),

ve

a(x)=(La, (x),a,(x))

dir. Verilen bu regle yiizeyin teget, aslinormal ve binormal dogrultusundaki drallerini

hesaplayalim;

t tegetine karsilik gelen dogrunun G;, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi A-tip regle
ylzey,
o(x,v) = r(x)+vi(x)
olsun.

t tegetine karsilik gelen dogrunun G;, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi A-tip regle

yiizeyin P, drali,
det ;,;,ﬂ
dx

p=—L (3.1.1)

— 12
dt
dx

dir. Burada (2.4.1) ve (2.4.2) den ,sirasiyla,

t(x)=a(x)=(1a(x),a(x))

'(x)=x(x)n(x) goz oniine alinirsa,
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det ;,;,ﬂ

dx
P=—————1=0 (3.1.2)
a@
dx

elde edilir.

n aslinormaline karsilik gelen dogrunun G;, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi regle
yiizey bir C-tipli regle yiizeye doniisiir ve

o(x,v)=r(x)+vn(x)

seklinde ifade edilir. Buna gore C-tipli regle ylizeyin P, drali,

det ﬁd}
dx

P=——

dn

dx

(3.1.3)

dir. (2.4.1) ve (2.4.2) den, sirasiyla,

O CE (CARRAC)

K (x)

n'(x) = T(x)b(x)

degerleri (3.1.3) ifadesinin determinantinda g6z Oniine alinirsa,

I a, a,
1 1 T T T
det(l” n, n/) = 0 ;a; ;a; = ?a;Z +?a;2 = ?(d;z +a;2) ) ||n,||2 = Tz
0 —za; za;
K

T(a;2+a;2y
P z—#:%(a;2+a;2) (3.1.4)

elde edilir.
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Son olarak b binormaline karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda
cizdigi regle yiizey bir C-tipli regle ylizeye doniisiir ve

o(x,v)=r(x)+vb(x)

seklinde ifade edilir. Buna gore Galilean uzayinda ¢izilen C-tipli regle yiizeyin P, drali,

det {;, l;, —db }
dx
P —

b= —) (3.1.5)
db
dx
seklindedir. (2.4.1) ve (2.4.2) den, sirasiyla,
1 ’ ’
b(x)= 0,—a;(x),a,(x
(9= (0 ()5 ()
ve
b'(x) =~ (x)n(x)
degerleri (3.1.5) ifadesinin determinantinda yerine yazilirsa,
I a, a,
’ 1 ’ 1 ’ T ., T ., T ’ ’ 7|12
det(7,b,0")=| 0 —;a3 ;az :?af +Faz2 :F(af +a22) e =7
0 —za; ﬁa;
K
elde edilir. Elde edilen bu deger (3.1.5) de g6z 6niine alinirsa,
T(agz + a;"‘y
2
A S ) (3.1.6)

7’ %’

bulunur.

3.1.1. Sonu¢: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormallere karsilik gelen
dogrularin Galilean uzayinda cizdigi regle yiizeyler, sirasiyla,
o(x,v)=r(x)+vn(x)

ve
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o(x,v)=r(x)+vb(x)
olsun. Bu regle yiizeylerin dralleri, sirasiyla, P, ve P, ise
F,=F

dir.
3.1.1. ispat: (3.1.4) ve (3.1.6) esitliklerinden ispat agiktir.

3.1.2. Sonuc: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormallere karsilik gelen
dogrularin Galilean uzayinda cizdigi regle yiizeyler, sirasiyla,

o(x,v)=r(x)+vn(x)

ve

o(x,v)=r(x)+vb(x)

olsun.

Bu regle yiizeylerin dralleri, sirasiyla, P, ve P, ise bunlarin orani sabittir,yani

£ _ 1(= sabir)

b
dir.
3.1.2. Ispat: Sonug 3.1.1 den aciktir.

3.2. G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda B-Tip Regle Yiizeyin Drali

G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda B-tip regle yiizey,
9 IXR =G,
(u,v) > @(u,v)= (v, y(u)+va, (u),z(u)+va, (u))
olsun. Ayrica B-tip regle yiizeyin dayanak egrisi ve dogrultman, sirasiyla,

r:I — G,

w—r(u)=(0,y(u),z(u))

veE

a(u)=(1a,(u),a(u))
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olarak ifade edilir. Simdi B-tip regle yiizeyin teget, aslinormal ve binormal

dogrultusundaki drallerini hesaplayalim;
[k olarak ¢ tegetine karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayimda ¢izdigi
B-tip regle yiizey,
o(u,v) = r(u) +vi (u)
olsun.

t tegetine karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi B-tip regle

yiizeyin P, drali,

daiiw}
du

P=—— (3.2.1)
dt
du
dir. (2.4.3) ve (2.4.4) den,
t(u)=a(u)=(1a(u),a(u))
ve
t'(u)=x(u)n(u)
degerleri (3.2.1) de g6z Oniine alinirsa,
daiiw}
du
F=—r—05—=0 (3.2.2)
dr
du

elde edilir.

n aslinormaline karsilik gelen dogrunun G;, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi regle
yiizey C-tipli bir regle yiizeye doniisiir ve

o(u,v)=r(u)+vn(u)

seklinde ifade edilir. Buna gore Galilean uzayinda ¢izilen C-tipli regle yiizeyin P, drali,
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wza@}

du
P=——"— (3.2.3)
dn
du
dir. (2.4.3) ve (2.4.4) den, sirasiyla,
n(u)=(0.2'(u), y(u))
ve
n'(u)=7(u)b(u)
degerleri (3.2.3) ifadesinin determinantinda g6z Oniine alinirsa,
I a, a
det(t,l’l,l’l,): 0 —Z, yr :_TZIZ_Ty/ZZ_T(Z/ZJ’_y/Z) , I’Z’ZZTZ
0 7y 7
bulunur. Bulunan bu degerler (3.2.3) de yerine yazilirsa,
” ”
—r\z y ’ ’
p”:¥:_l(zz+y2) (3.2.4)
T T

elde edilir.

Son olarak b binormaline karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda

cizdigi regle yiizey bir C-tipli regle ylizeye doniisiir ve

o(u,v)=r(u)+vb(u)

seklinde gosterilir. Buna gore Galilean uzayinda ¢izilen C-tipli regle yiizeyin P, drali,

@dﬁﬁ}
du

R e (32.5)
db
du

seklindedir. (2.4.3) ve (2.4.4) den, sirasiyla,
b(u)=(0.y (u).z (u))

ve
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b'(u) :—T(u)n(u)

degerleri (3.2.5) esitliginin determinantinda goz Oniine alinirsa,

I a, a
det(t,b,b’): 0 y/ ZI :_Ty/Z_TZ/ZZ_T(y/2+Z/2) , b/ZZTZ
0 7z -1y
elde edilir. Elde edilen bu deger (3.2.5) de yerine yazilirsa,
) ”
-T(y " +z 1, ,
pb:#:__(yzﬂz) (3.2.6)
T T
bulunur.

3.2.1. Sonug: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormallere karsilik gelen

dogrularin Galilean uzayinda cizdigi regle yiizeyler,

o(u,v)=r(u)+vn(u)

ve

o(u,v)=r(u)+vb(u)

olsun.

Bu regle yiizeylerin dralleri, sirastyla, P, ve P, ise

B, =k

dir.

3.2.1. ispat: Denklem (3.2.4) ve (3.2.6) dan ispat aciktir.

3.2.2. Sonu¢: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormale karsilik gelen
dogrularin Galilean uzayinda cizdigi regle yiizeyler,

o(u,v)=r(u)+vn(u)

ve

o(u,v)=r(u)+vb(u)

olsun.

Bu regle yiizeylerin dralleri, sirastyla, P, ve P, ise
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=1(= sabit)

SRS

dir.
3.2.2. Ispat: Sonug 3.2.1 den aciktir.

3.3. G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda C-Tip Regle Yiizeyin Drali

G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda C-tip regle yiizey,
9 IXR -G,
(u,v) = @(u,v)=(u, y(u)+va, (u),va (u))
olsun. Ayrica C-tip regle yiizeyin dayanak egrisi ve dogrultman, sirasiyla,

r:1 — G,

u —>r(u):(u,y(u),0)

a(u) =(0,a2 (u),a, (“))

olarak ifade edilir. Verilen bu regle yiizeyin teget, aslinormal ve binormal dogrultusundaki
drallerini hesaplayalim;

[k olarak ¢ tegetine karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda gizdigi
regle yiizey z(x)=0 alimirsa A-tipli regle yiizeye doniisiir ve
o(u,v) = r(u) +vi (u)
seklinde gosterilir. Buna gore Galilean uzayinda ¢izilen A-tipli regle yiizeyin P, drali,
det ;,;,ﬂ

du
B =—:—"

2

— (3.3.1)
dr
du

dir. (2.4.5) ve (2.4.6) dan

() =r"(u) = (1,5 (),0)

t'=(0,y"(u),0)= k(N cosy (u)— Bsiny (u))
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degerleri (3.3.1) de g6z 6niine alinirsa

det ;,;,ﬂ
du

Pt:_— :0

— 12
dt
du

bulunur.

(3.3.2)

Simdi n aslinormaline karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi

C-tip regle yiizey,
o(u,v)=r(u)+vn(u)

olsun.

n aslinormaline karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda ¢izdigi C-tip

regle yiizeyin P, drali,

det ;,;,ﬂ
du

2

@
du

dir. (2.4.5) ve (2.4.6) dan, sirasiyla,

n(u)=a(u)=(0,a,(u),a;(u))

veE

(1) = )

degerleri (3.3.3) ifadesinin determinantinda yerine yazilirsa

)’ 0 1 1
’ /12
det(t,n,n")=| 0 0112 1a3 =g(a22+a32) A =%
0 —5613 gdz

elde edilir. Bulunan bu deger (3.3.3) de gz Oniine alinirsa
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bulunur.

(3.3.4)

Son olarak b binormaline karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda

cizdigi C-tip regle yiizey,
o(u,v)=r(u)+vb(u)

olsun.

Benzer sekilde, b binormaline karsilik gelen dogrunun G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda

cizdigi C-tip regle yiizeyin P, drali,

det ;,5,‘”’}
du

E) )

db

du

dir. (2.4.5) ve (2.4.6) dan, sirasiyla,

b(u)=(0,-a(u),a, (u))

ve
b (1) = ———n(u)
S(u)

degerleri (3.3.5) esitliginin determinantinda gdz oniine alinirsa
Y 0

det(t,b,b')= 0 -a a, =l(a32+a22) , b’rz=L
1 ’ ] ) 6

0 —g a, —303

elde edilir.

27

(3.3.5)

(3.3.6)



3.3.1. Sonu¢: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormallere karsilik gelen
dogrularin Galilean uzayinda cizdigi regle yiizeyler,

o(u,v)=r(u)+vn(u)

ve

o(u,v)=r(u)+vb(u)

olsun.

Bu regle yiizeylerin dralleri, sirastyla, P, ve P, ise

b=F

dir.

3.3.1. ispat: (3.3.4) ve (3.3.6) dan agiktir.

3.3.2. Sonuc¢: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormallere karsilik gelen
dogrularin Galilean uzayinda cizdigi regle yiizeyler,

o(u,v)=r(u)+vn(u)

ve

o(u,v)=r(u)+vb(u)

olsun. Bu regle yiizeylerin dralleri, sirasiyla, P, ve F, ise

P
—n :1 = bt
» (= sabir)

b
dir.
3.3.2. ispat: Sonuc 3.3.1 den aciktir.

3.3.3. Teorem: G,, 3-boyutlu Galilean uzayinda aslinormal ve binormallere karsilik gelen

dogrularin Galilean uzayinda ¢izdigi regle yiizeyleri gbz oniine alalim. Bu regle yiizeylerin

dralleri, sirasiyla, P, ve F, olsun. Bu draller arasinda,

5 = 1(: sabit)

b

bagintis1 gecerlidir.
3.3.3. Ispat: Sonug 3.1.2, sonug 3.2.2 ve sonug 3.3.2 den agiktir.
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4. UYGULAMALAR

1) ¢(u,v)=(pu, Acosu,—Asinu)+v(1, Bsinu, Bcosu)

seklinde verilen A-tip regle yiizeyi ele alalim[8]. Bu regle yiizey icin teget, normal ve
binormal dogrultusundaki dralleri hesaplayalim:

Bu regle yiizey icin Frenet catisi,

t(u)=(1,Bsinu, Bcosu)

n(u)= (0,u’Bcosu,—u'Bsinu) 4.1)

b(u)= (0,u’Bsinu,u’Bcosu)

olarak elde edilir. Buradan Frenet formiilleri,

t'(u)=(0,u’Bcosu,—u'Bsinu)

(0,u’Bsinu,u’Bcosu) (4.2)

(0,u’Bcosu,—u'Bsinu)

seklinde bulunur. Bu durumda verilen regle yiizeyin teget, normal ve binormal

dogrultusundaki dralleri, sirasiyla,

R:daUJJ)ZO

I

_det(r,n,n") 1
- v 2 - T(u)
det(r,b,6") 1

= b, 2 =

4.3)

n

b

7(u)

dir.
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1 | A . A
2) @(u,v)=|0,—cos Bu,——sin Bu |+v| 1,—sin Bu,—cos Bu
B B B B

seklinde verilen B-tip regle yiizeyi ele alalim[8]. Bu regle yiizey icin teget, normal ve
binormal dogrultusundaki dralleri hesaplayalim:

Bu regle yiizey icin Frenet catisi,

t(u)

n(u)=(0,u’cos Bu,—usin Bu) (4.4)
b(u)=(0,—u’sin Bu,—u"cos Bu)

(1,ésin Bu,écos Buj
B B

olur. Buradan Frenet formiilleri,

t'(u)=x(u)(0,u’cos Bu,—u’sin Bu)
n'(u)=7(u)(0,—u"sin Bu,—u’cos Bu) (4.5)

b (u)=—7(u)(0,u’cos Bu,—u’sin Bu)

seklinde bulunur. Bu durumda verilen regle yiizeyin teget, normal ve binormal

dogrultusundaki dralleri, sirasiyla,

podeenr)
t
det(t,n,n") 1
— e 4-6
" pre () (4.6)
Cdet(nbb) 1
b b/Z - 7',(u)

olur.
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2

3) o(u,v) :(bu,b%,O]+v(0,cosu,sinu)

seklinde verilen C-tip regle yiizeyi ele alahm[8]. Bu regle yiizey icin teget, normal ve
binormal dogrultusundaki dralleri hesaplayalim:

Bu regle yiizey icin Frenet catisi,
t(u) = r'(u) = (b,bu,O)
n(u)=a(u)=(0,cosu,sinu) 4.7)
b(u)=(0,—sinu,cosu)

olarak yazilir. Buradan Frenet formiilleri,

(1) =(0,5,0)

n'(u)= (0,—sinu,cosu) (4.8)

b’ (u) 25—(0,cosu,sinu)

seklinde elde edilir. Bu durumda verilen regle yiizeyin teget, normal ve binormal

dogrultusundaki dralleri, sirasiyla,

t/
det(t,n,n’
g :#= O (u)b (4.9)
det(,b,1")
V=TT o (u)b
bulunur.
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5. SONUCLAR

1) Bu ¢alismada, Oklid uzayindaki temel kavramlar ve teoremler incelendi ve bir kismi
calismamizda verildi.

2) 3-boyutlu Galilean uzaymin temel yapisi incelendi, Oklid uzay: ile benzer olan ve
farkliliklar gosteren yapilar arastirildi.

3) 3-boyutlu Galilean uzaymnda mevcut olan regle yiizey tipleri incelendi. Bu regle
yiizeylerin teget, normal ve binormal dogrultusundaki dralleri hesaplandi ve bulunan
ifadeler teorem ve sonuglar halinde verildi.

Bu calismaya ek olarak yukarida belirtilen sonuglar dogrultusunda calismalar devam
etmektedir.

Bu konu ile ilgili ¢alisma yapmak isteyen aragtirmaci ve uygulayicilara elde edilen

sonuglarin bir yol gostermesi beklenmektedir.
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