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ÖZET

Alt¬ bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n giri̧s olarak adland¬r¬lan ilk bölümü konunun

tarihsel geli̧simine ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde gerekli olan temel tan¬m ve teoremlere

yer verilmi̧stir. Üçüncü bölümde ise çift diziler için istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬

tan¬t¬lm¬̧s olup bu kavrama dair özellikler incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde ise çift dizi

için çekirdek kavram¬ incelenmi̧stir. Beşinci bölümde çift dizilerin istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬

ve istatistiksel çekirde¼gi konular¬ verilerek istatistiksel çekirdek kavram¬na ili̧skin baz¬

özellikler incelenmi̧stir. Çal¬̧sman¬n orjinal olan alt¬nc¬ bölümünde ise bir çift dizinin

( )¡  dereceden istatistiksel limit noktalar¬ ve çekirde¼gi kavram¬ tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Anahtar Kelimeler: Çift dizilerin çekirde¼gi, Çift dizilerin istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬,

Çift dizilerin istatistiksel çekirde¼gi, Çift dizilerin ( ) ¡  dereceden istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬

III



SUMMARY

STATISTICAL CONVERGENCE AND STATISTICAL CORE OF

DOUBLE SEQUENCES

This thesis consists of six chapters. First chapter is devoted the introduction part.

In chapter two, we give the basic de…nitions and preliminary results. In chapter three,

we introduce the concept of statistical convergence of double sequences and analyzed

some features of this concept. In chapter four, the concept of core of double sequences

is given. In chapter …ve, the concepts of statistically boundedness of double sequences

and statisticaly core of double sequences are given and some features of statisticaly

core of double sequences are analyzed. In chapter six which is the original part of the

study, we give the statistical limit points and statistical core of double sequences of

order () 

Keywords: Core of double sequences, Statistical boundedness of double sequences,

Statistical core of double sequences, Statistical convergence of double sequences of or-

der ( )
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S·IMGELER L·ISTES·I

N : Do¼gal say¬lar cümlesi

C : Kompleks say¬lar cümlesi

R : Reel say¬lar cümlesi

2 : Kompleks terimli çift diziler uzay¬

21 : Kompleks terimli s¬n¬rl¬ çift diziler uzay¬

12 : Kompleks terimli yak¬nsak çift diziler uzay¬

10
2 : Kompleks terimli s¬f¬ra yak¬nsak çift diziler uzay¬

2 () :  kümesinin çift do¼gal yo¼gunlu¼gu

2 : ·Istatistiksel yak¬nsak çift diziler uzay¬


()
2 : ( )¡ y¬nc¬ dereceden istatistiksel yak¬nsak çift diziler uzay¬
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1. G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k düşüncesi, Zygmund [17] taraf¬ndan 1935 y¬l¬nda Vaŗsova

da bas¬lan monogra…sinin ilk bask¬s¬nda yay¬nland¬. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬,

Steinhaus [16] ve Fast [4] taraf¬ndan verildi. Y¬llar boyunca ve farkl¬ isimler alt¬nda

istatistiksel yak¬nsakl¬k, Fourier analizi teorisi, ergodic teori, say¬lar teorisi, ölçü teorisi,

trigonometrik seriler, dönüşüm teorisi ve Banach uzaylar¬nda tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Daha sonra

Fridy [5], Mursaleen ve Edely [11] ve di¼gerleri taraf¬ndan dizi uzaylar¬ aç¬s¬ndan ince-

lenerek toplanabilirlikle ili̧skisi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Çift dizilerin ( )¡y¬nc¬ dereceden

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ konusu ise 2013 y¬l¬nda Çolak ve Alt¬n [3] taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬.

Çift dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬ ile ilgili ilk tan¬m ise 1900 de Pringsheim [14] taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r. Buna ba¼gl¬ olarak çift diziler için çekirdek kavram¬ 1999 da Patterson

[13] taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Patterson, Knopp [9] çekirdek tan¬m¬na benzer olarak

çift diziler için çekirdek kavram¬n¬ tan¬tarak dört boyutlu bir  matrisi için bu matris

dönüşümü alt¬nda çift dizilerin çekirdekleri konusunda incelemeler yapm¬̧st¬r.

Dizilerin istatistiksel limit noktalar¬ ile ilgili ilk çal¬̧sma ise Fridy ve Orhan [6]

taraf¬ndan 1997 y¬l¬nda yap¬ld¬. Bu çal¬̧smaya paralel olarak çift dizilerin istatistik-

sel limit noktalar¬ ve istatistiksel çekirde¼gi konusu ise Çakan ve Altay [2] taraf¬ndan

2006 y¬l¬nda ortaya konuldu.

Bu çal¬̧smada çift dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve çekirde¼gi konular¬na ek olarak

çift dizilerin ( )¡y¬nc¬ dereceden istatistiksel çekirde¼gi kavram¬ tan¬t¬ld¬.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z baz¬ temel tan¬m ve teoremleri

verece¼giz.

Tan¬m 2.1 Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler

de¼ger kümelerine göre çeşitli adlar al¬rlar. E¼ger dizinin de¼ger kümesi R reel say¬lar

kümesi ise diziye reel terimli dizi, C kompleks say¬lar kümesi ise diziye kompleks

terimli dizi ad¬ verilir.

Tan¬m 2.2 Her  do¼gal say¬s¬ için  · olacak şekilde bir  reel say¬s¬ varsa ()

dizisine üstten s¬n¬rl¬d¬r denir.  say¬s¬na da bu dizinin bir üst s¬n¬r¬ ad¬ verilir.

Her  do¼gal say¬s¬ için  ¸  olacak şekilde bir  reel say¬s¬ varsa bu diziye alttan

s¬n¬rl¬d¬r denir,  say¬s¬na da bu dizinin bir alt s¬n¬r¬ ad¬ verilir.

Tan¬m 2.3 8 2 N için jj ·  olacak şekilde bir  pozitif reel say¬s¬ varsa ()

dizisine s¬n¬rl¬ dizi denir.

Tan¬m 2.4 Bir dizi üstten s¬n¬rl¬ ise üst s¬n¬rlar¬n¬n en küçü¼güne dizinin en küçük üst

s¬n¬r¬ veya supremumu denir. Bir dizi alttan s¬n¬rl¬ ise alt s¬n¬rlar¬n¬n en büyü¼güne

dizinin en büyük alt s¬n¬r¬ veya in…mumu denir.

Tan¬m 2.5   0 ve  2 R olsun.

 = f : j¡ j     2 Rg

kümesine  n¬n -komşulu¼gu denir .

Tan¬m 2.6 () bir reel say¬ dizisi ve  2 R olsun. 8  0 için,   0 oldu¼gunda

j ¡ j   kalacak şekilde ’a ba¼gl¬ bir 0 say¬s¬ bulunabiliyorsa () dizisi ’e yak¬n-

sakt¬r denir .

Teorem 2.7 Yak¬nsak bir dizinin limiti bir tektir.

Teorem 2.8 Yak¬nsak her dizi s¬n¬rl¬d¬r .

Tan¬m 2.9 () reel terimli bir dizi ve  de () dizisinin alt dizilerinin limitlerinin

kümesi olsun. , geni̧sletilmi̧s reel say¬lar kümesinin bir alt kümesidir. sup ve inf 

2



say¬lar¬na, s¬ras¬yla, () dizisinin üst limiti ve alt limiti denir. Üst limit, lim sup =

lim sup (), alt limit lim inf  = lim inf () ile gösterilir .

Tan¬m 2.10 () reel terimli bir dizi olsun. () bir Cauchy dizisidir, 8  0 için

90 2 N vard¬r öyleki   ¸ 0 için j ¡ j   dir.

Teorem 2.11 Her Cauchy dizisi s¬n¬rl¬d¬r .

Tan¬m 2.12  ½ R £ R olsun. E¼ger  kümesinin herhangi iki noktas¬n¬ birleştiren

do¼gru parças¬ tamamen  kümesinin içinde kal¬yorsa,  ya bir konveks küme denir

.

1 ve 2 noktalar¬n¬ birleştiren do¼gru parças¬

[1 2] = f :  = 1 + (1¡ )2,  2 [0 1]g

şeklinde gösterilebilece¼ginden  cümlesinin konveksli¼gi şu şekilde tan¬mlanabilir.

Tan¬m 2.13  ½ R£ R olsun.

 konvekstir, 81 2 2  ve 8 2 [0 1] için 1 + (1¡ )2 2 

Tan¬m 2.14 () ,    için () dizisinin tüm noktalar¬n¬ içeren en küçük kapal¬

konveks küme olsun. Bu takdirde () =
1\

=1

[()] kümesine () dizisinin çekirde¼gi

denir [9].

Daha önce vermi̧s oldu¼gumuz alt limit ve üst limit tan¬mlar¬n¬ kullanarak reel terimli

bir () dizisinin çekirde¼gini şöyle de tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 2.15 Reel terimli bir () dizisinin alt limiti ve üst limiti s¬ras¬yla lim inf()

ve lim sup() olsun. O halde () dizisinin çekirde¼gi

[lim inf() lim sup()]

şeklinde bir kapal¬ aral¬kt¬r [9].

Tan¬m 2.16 N do¼gal say¬lar kümesinin bir  alt kümesi için (), yani  kümesinin

do¼gal yo¼gunlu¼gu

() = lim


1


jf ·  :  2 gj
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ile gösterilir. Kümenin d¬̧s¬ndaki dikey çizgiler kapal¬ kümenin eleman say¬s¬n¬ belirt-

mektedir [5]. E¼ger  () = 0 ise  kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme denir.

Tan¬m 2.17 Herhangi bir  = () dizisinin terimleri bir  özelli¼gini s¬f¬r yo¼gunluklu

bir küme d¬̧s¬nda bütün  lar için sa¼gl¬yorsa, () dizisi hemen hemen her  için 

özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve “” biçiminde gösterilir [5].

Do¼gal yo¼gunluk kavram¬ndan faydalan¬larak istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ aşa¼g¬-

daki gibi verilebilir.

Tan¬m 2.18  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

veya  için j ¡ j   olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve  ¡ lim =  veya 
!  biçiminde gösterilir [5].

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬  ile gösterilir. E¼ger özel olarak  = 0 ise

 = () dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir. ·Istatistiksel yak¬nsak s¬f¬r dizilerinin

kümesi 0 ile gösterilir. Buna göre

 =

½
 = () : lim



1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0 9 2 C

¾

ve

0 =

½
 = () : lim



1


jf ·  : jj ¸ gj = 0

¾

şeklinde tan¬ml¬d¬r [5].

Aç¬kça görülece¼gi gibi yak¬nsak her dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani lim = 

ise  ¡ lim =  dir. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir. Bunu görmek için

 =

8
<
:

1  = 2 ise ( = 1 2 )

0  6= 2 ise

şeklinde tan¬mlanm¬̧s  = () dizisini göz önüne alal¬m. Her   0 için

jf ·  : jj ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj ·
p


oldu¼gundan

lim


1


jf ·  :  6= 0gj · lim



p



= 0

4



elde edilir. Bu  ¡ lim = 0 oldu¼gu anlam¬na gelir. Ancak () yak¬nsak de¼gildir.

Di¼ger taraftan istatistiksel yak¬nsak bir dizi s¬n¬rl¬ olmak zorunda de¼gildir. Yani 1

ve  uzaylar¬ birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar¬ vard¬r. Gerçekten,

 =

8
<
:

p
  = 2 ise ( = 1 2 )

1  6= 2 ise

şeklinde tan¬mlanan  = () dizisi için  ¡ lim = 1 dir, ancak  2 1 dir. Di¼ger

yandan  = (1 0 1 0 ) dizisi s¬n¬rl¬d¬r. Ancak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Bir dizi istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel limiti tektir, yani  ¡ lim = 1 ve

 ¡ lim = 2 ise 1 = 2 dir.

Tan¬m 2.19 Bir  = () kompleks terimli dizisini göz önüne alal¬m.   0 verilsin.

E¼ger  için j ¡  j   olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ varsa yani,

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

ise  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [5].

Tan¬m 2.20 (Burkill ve Burkill, 1980): N do¼gal say¬lar cümlesi ve  bo̧s olmayan

herhangi bir cümle olmak üzere

 : N£ N! 

( ) ! 

şeklinde tan¬mlanan  fonksiyonuna çift dizi veya çift indisli dizi denir. Çift indisli

bir  = () dizisinin  elemanlar¬n¬

11 12  1 

21 22  2 

    

1 2   

    

şeklinde bir tablo olarak düşünebiliriz. Bizim bu çal¬̧smam¬zda kompleks terimli bütün

çift indisli dizilerin cümlesini 2 ile gösterece¼giz. Buna göre, C kompleks say¬lar cüm-

lesini göstermek üzere

2 = f = () : 8  2 N için  2 Cg

5



olup bu cümle 8 2 C ve 8  2 2 için  = () ve +  = ( + ) i̧slemleri

alt¬nda bir lineer uzayd¬r.
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3. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLI¼GI

Tan¬m 3.1 Her   0 için   ¸  olunca j ¡ j   olacak şekilde bir  = ()

do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisi Pringsheim anlam¬nda yak¬nsakt¬r denir. Bu

durumda  say¬s¬na () dizisinin Pringsheim limiti denir. Bütün yak¬nsak çift

dizilerin uzay¬n¬ 2 ile gösterece¼giz.

E¼ger bütün  ve  do¼gal say¬lar¬ için jj ·  olacak şekilde bir   0 say¬s¬

mevcut ise, yani

kk(12) = sup

jj 1 (3.1)

ise  = () çift dizisi s¬n¬rl¬d¬r denir (Baz¬ durumlarda (jj)   gösterimi

() dizisinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterecektir). Bütün s¬n¬rl¬ çift dizilerin uzay¬n¬ 21

ile gösterece¼giz.

Uyar¬ 3.2 Tek indisli olan klasik dizilerin aksine yak¬nsak bir çift dizi s¬n¬rl¬ olmak

zorunda de¼gildir. Örnek olarak

 =

8
<
:

  = 1 ise

1 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan () çift dizisi yak¬nsak oldu¼gu halde s¬n¬rl¬ de¼gildir. Aç¬kça

görüldü¼gü gibi  ¡ lim = 1 dir. S¬n¬rl¬ ve yak¬nsak olan çift diziler uzay¬n¬ ise 21 ile

gösterece¼giz ve bu uzay için 21 = 2 \ 21 eşitli¼gini yazabiliriz.

E¼ger her   0 için  ¸  ¸  ,  ¸  ¸  oldu¼gunda j ¡ j   olacak şekilde

bir  = () do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.3  µ N£ N pozitif tam say¬lar¬n iki boyutlu bir kümesi olmak üzere

() f( ) : ( ) 2   ·   · g kümesinin eleman say¬s¬n¬ göstersin. Bir

 µ N£ N kümesinin alt asimptotik yo¼gunlu¼gu

2() = lim inf


()



olarak tan¬mlan¬r. (()) çift dizisinin Pringsheim anlam¬nda limitinin var

olmas¬ durumunda,  kümesi çift do¼gal yo¼gunlu¼ga sahiptir denir ve bu kümenin

çift do¼gal yo¼gunlu¼gu

2() = lim


()



ile verilir. Örne¼gin  = f(2 2) :   2 Ng olsun. Bu takdirde
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2() = lim


()


· lim



p

p



= 0

olup kümesinin çift do¼gal yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r oldu¼gu görülür. Bir başka örnek olarak,

f( 2) :   2 Ng kümesinin çift do¼gal yo¼gunlu¼gunun 1
2
oldu¼gu görülür [11].

Tan¬m 3.4  = () kompleks terimli bir çift dizi olsun. E¼ger her   0 için

lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir. Burada küme parantezlerinin d¬̧sar¬s¬nda bulunan dikey çizgiler ile bahsi geçen

kümenin eleman say¬s¬ belirtilmektedir. Bütün istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin uza-

y¬n¬ 2 ile gösterece¼giz [11].

Not 3.5

(a) E¼ger  = () yak¬nsak bir çift dizi ise yak¬nsak oldu¼gu say¬ya ayn¬ zamanda

istatistiksel yak¬nsakt¬r. S¬n¬rl¬ (veya s¬n¬rs¬z) sat¬r ve (veya) sütunlar¬n sadece bir

tane sonlu say¬s¬ oldu¼gundan

() · 1+ 2

olur ve buradaki 1 ve 2 sonlu say¬lar olup bu say¬lar¬n varl¬¼g¬ndan ’in istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gunu anlayabiliriz.

(b) E¼ger  = () çift dizisi bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu  say¬s¬ bir

tektir.

(c) ·Istatistiksel yak¬nsak olan bir çift dizi yak¬nsak olmak zorunda olmad¬¼g¬ gibi s¬n¬rl¬

olmas¬ da gerekmez [11].

Örnek  = () dizisi

 =

8
<
:

  = 2  = 2   = 1 2 

1 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. 2 ¡ lim = 1 oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Çünkü her   0

için jf( ) : j ¡ 1j ¸ gj ·
p

p
 olur. Fakat  = () dizisi ne yak¬nsak ne de

s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.6 Reel terimli bir  = () çift dizisinin bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak

olmas¬ için gerek ve yeter şart 2() = 1 olacak şekilde bir  = f( )g ½ N£ N
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  = 1 2  alt kümesinin var olup

lim
!1
()2

 = 

olmas¬d¬r [11].

·Ispat  = () çift dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun.

 = f( ) 2 N£N : j ¡ j ¸ 1


g ,  = 1 2 



 = f( ) 2 N£N : j ¡ j  1


g ,  = 1 2 

alal¬m. Bu takdirde 2() = 0 ve

(1) 1 ¾2 ¾  ¾+1 ¾ 

ve

(2) 2() = 1  = 1 2 

olur.

Şimdi, ( ) 2 için () dizisinin  say¬s¬na yak¬nsak oldu¼gunu göstermemiz gerekiyor.

Varsayal¬m ki () dizisi  say¬s¬na yak¬nsak olmas¬n. Bu takdirde herhangi bir   0

ve sonsuz say¬da terim için

j ¡ j ¸ 

olur.

 = f( ) : j ¡ j  g

ve  
1


  = 1 2 alal¬m. Dolay¬s¬yla

(3) 2() = 0

olur ve (1) den  ½  olur. Buradan 2() = 0 olup bu durum (2) ile çeli̧sir.

Böylece () dizisinin  say¬s¬na yak¬nsak oldu¼gu görülür.

Tersine 2() = 1 olacak şekilde bir  = f( )g µ N£ N alt kümesinin mevcut

oldu¼gunu ve lim
()2

 =  oldu¼gunu varsayal¬m. O halde 9 2 N vard¬r öyleki 8  0

için

9



j ¡ j   8  ¸ 

yazabiliriz.

Şimdi

 = f( ) : j ¡ j ¸ g µ N£ N¡ f(+1 +1) (+2 +2) g

al¬rsak

2() · 1¡ 1 = 0

olur. Dolay¬s¬yla  = () dizisi,  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Not 3.7 E¼ger 2 ¡ lim


 =  ise, lim


 =  ve 2f( ) :  = g = 1 olacak

şekilde bir  = () dizisi mavcuttur. Burada  =  olmas¬ durumu hemen hemen

her   için geçerlidir [11].

Teorem 3.8 2\ 21 uzay¬, 21 lineer normlu uzay¬n¬n kapal¬ lineer bir alt uzay¬d¬r [11].

·Ispat () = (
()
 ) 2 2 \ 21 ve () !  2 21 olsun. () 2 2 \ 21 oldu¼gundan

2 ¡ lim


()
 =  ( = 1 2 )

olacak şekilde  reel say¬lar¬ mevcuttur. () !  iken, her   0 için,  ¸  ¸ 

 ¸  ¸  oldu¼gunda ¯̄
¯() ¡ ()



¯̄
¯  

3
(3.2)

olacak şekilde  2 N vard¬r. Buradaki jj ilesöz konusu lineer uzaydaki norm kaste-

dilmektedir.

Teorem 3.6 dan, 2(1) = 2(2) = 1 olacak şekilde N£ N kümesinin 1 ve 2

alt kümeleri mevcut olup

(1) lim


()21

()
 = 

(2) lim


()22

() = 

sa¼glan¬r. Bu takdirde 2(1 \2) = 1 oldu¼gundan 1 \2 kümesi sonsuz olur.

(1 1) 2 1 \2 seçelim. (1) ve (2) eşitliklerinden

¯̄
¯()11

¡ 

¯̄
¯  

3
(3.3)
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ve ¯̄
¯()

11
¡ 

¯̄
¯  

3
(3.4)

elde edilir. Dolay¬s¬yla her  ¸  ¸  ve  ¸  ¸  için (3.2)-(3.4) eşitsizliklerinden

j ¡ j ·
¯̄
¯ ¡ ()11

¯̄
¯+

¯̄
¯()11

¡ ()
11

¯̄
¯+

¯̄
¯()

11
¡ 

¯̄
¯




3
+



3
+



3
= 

elde edilir. Buradan () dizisinin bir Cauchy dizisi oldu¼gu ve dolay¬s¬yla yak¬nsak

oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.

(3) lim


 = 

olsun.  dizisinin  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu göstermemiz gerekiyor.

() dizisi 0e yak¬nsak oldu¼gundan, her   0 için   ¸ 1() oldu¼gunda

¯̄
 ¡ 

¯̄




3

olacak şekilde en az bir 1() do¼gal say¬s¬ vard¬r.

Ayr¬ca (3) eşitli¼ginden, her   0 için   ¸ 2() oldu¼gunda

j ¡ j  

3

olacak şekilde en az bir 2() do¼gal say¬s¬ vard¬r.

Yine, 2 ¡ lim() =  oldu¼gundan dolay¬, 2() = 1 olacak şekilde bir  =

f( )g µ N£ N kümesi mevcuttur öyle ki her   0 için   ¸ 3() ( ) 2 

oldu¼gunda

j ¡ j 


3

olacak şekilde bir 3() do¼gal say¬s¬ vard¬r. maxf1() 2() 3()g = 4() diyelim.

Bu takdirde her   0 ve bütün   ¸ 4() ( ) 2  de¼gerleri için

j ¡ j ·
¯̄
¯ ¡ ()



¯̄
¯+ j ¡ j+ j ¡ j




3
+



3
+



3
= 

elde edilir. Bu takdirde  dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r ve  2 2 \ 21 olur.

Dolay¬s¬yla 2 \ 21 uzay¬ 21 uzay¬n¬n kapal¬ lineer bir alt uzay¬d¬r.

Teorem 3.9 2 \ 21 kümesi 21 da hiç bir yerde yo¼gun de¼gildir [11].
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·Ispat Key… bir  normlu lineer uzay¬na ait  uzay¬ndan farkl¬ kapal¬ bir lineer alt

uzay¬n¬n  uzay¬nda hiç bir yerde yo¼gun olmamas¬ndan dolay¬ ve Teorem 3.8 den,

sadece 2 \ 21 6= 21 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidr.

 = () dizisi a̧sa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

 =

8
<
:

1    çift ise

0 di¼ger durumlarda

 = () dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬ fakat s¬n¬rl¬ oldu¼gu aç¬kça görülmek-

tedir. Dolay¬s¬yla 2 \ 21 6= 21 olur.

Tan¬m 3.10  = () kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her   0 için   ¸  ,

  ¸ oldu¼gunda

lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde  = () ve  = () say¬lar¬ varsa  = () çift dizisi ·Istatistiksel

Cauchy Dizisidir denir [11].

Teorem 3.11  = () kompleks terimli dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için

gerek ve yeter şart istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬d¬r [11].

·Ispat  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun. O halde her   0 için

f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. j ¡ j ¸  olacak şekilde  ve  say¬lar¬

seçelim.

 = f( )  ·   ·  : j ¡  j ¸ g

 = f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ g

 = f( )  =  ·   =  ·  : j ¡ j ¸ g

şeklinde üç küme belirleyelim. Bu takdirde  µ  [  olur ve buradan 2() ·

2() + 2() = 0 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla  = () dizisi istatistiksel Cauchy

dizisidir.

Tersine  dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun fakat istatistiksel yak¬nsak olmas¬n.

Bu takdirde  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olacak şekilde  ve  say¬lar¬ mevcut

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

 = f( )  ·   ·  : j ¡  j  g
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kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olur. Özel olarak e¼ger j ¡ j  
2
ise

j ¡  j · 2 j ¡ j   (3.5)

yazabiliriz.  dizisi istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬ndan  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

1 olup bununla birlikte

f( )  ·   ·  : j ¡  j  g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. (3.5) eşitsizli¼ginden

f( )  ·   ·  : j ¡  j  g

kümesinin de do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olaca¼g¬ndan  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gunun bir

oldu¼gu sonucuna ula̧s¬l¬r. Bu ise kabulümüz ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla  dizisi istatistiksel

yak¬nsakt¬r. Teorem 3.6 ve 3.11 gere¼gince aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.12 Aşa¼g¬daki ifadeler birbirlerine denktir [11].

(a)  dizisi  ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(b)  dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(c)  dizisinin öyle bir  alt dizisi vard¬r ki;

lim


 = 

dir.

Şimdi dizilerin kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gi ile istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ aras¬n-

daki ili̧skileri inceleyece¼giz.

Tan¬m 3.13  = () bir çift dizi olsun.

lim


1



X

=1

X

=1

 = 

şart¬ sa¼glan¬yorsa  dizisi 0ye µ  denir [11]. Cesàro toplanabilir tüm

çift dizilerin uzay¬n¬ ( 1 1) ile gösterece¼giz.

Benzer olarak, tek indisli dizilerde oldu¼gu gibi aşa¼g¬daki tan¬m¬ verebiliriz.

Tan¬m 3.14  = () bir çift dizi ve  pozitif reel bir say¬ olsun. E¼ger

lim


1



X

=1

X

=1

j ¡ j = 0
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eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa  dizisine  ’ye Kuvvetli p-Cesàro Toplanabilirdir denir [11].

Bütün kuvvetli p-Cesàro toplanabilir çift dizilerin uzay¬n¬ 2
 ile gösterece¼giz.

Not 3.15

(i) E¼ger 0   ·  1 ise 2
 µ 2

 (Hölder Eşitsizli¼ginden) ve

2
 \ 21 = 2

1 \ 21 µ ( 1 1) \ 21

olur.

(ii) E¼ger  = () dizisi yak¬nsak fakat s¬n¬rl¬ de¼gilse,  dizisi istatistiksel yak¬nsak

olur. Ancak  dizisi Cesàro ya da kuvvetli p-Cesàro toplanabilir olmak zorunda de¼gildir

[11].

Örnek  = () dizisi

 =

8
>>><
>>>:

  = 1 tüm ’lar için

  = 1 tüm ’ler için

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. Dolay¬s¬yla lim


 = 0 olur fakat

lim


1



X

=1

X

=1

 = lim


1



1

2
(2 + 2 ++ ¡ 2)

olup bu limit sonlu bir de¼gere sahip de¼gildir. Bu yüzden  dizisi Cesàro toplanabilir

de¼gildir.  dizisi ayn¬ zamanda kuvvetli p-Cesàro toplanabilir de de¼gildir. Fakat

lim


1


jf( ) : j ¡ 0j ¸ gj = lim

+ ¡ 1


= 0

oldu¼gundan  dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(iii) E¼ger  dizisi, s¬n¬rl¬ ve yak¬nsak bir çift dizi ise ayn¬ zamanda Cesàro ve kuvvetli

p-Cesàro toplanabilir olup istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.16  = () bir çift dizi ve  pozitif reel say¬ olsun. Bu takdirde

(a) ,  ’ye kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise ayn¬ zamanda  ’ye istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

(b) 2
 \ 21 = 2 \ 21 dir [11].

·Ispat
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(a) ( ) = f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ g olsun. ,  ’ye kuvvetli p-Cesàro

toplanabilir olsun. Bu takdirde

0 Ã 1



X

=1

X

=1

j ¡ j

=
1



8
<
:

X

()2( )

j ¡ j +
X

()2( )

j ¡ j
9
=
;

¸ 1


jf( )  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj 

olur. Bu yüzden ,  ’ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(b) ( ) = f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸
³
2

´1
ve  = kk(12) + jj olsun.

Buradaki kk(12) ifadesi (3.1) ile verilen  = () s¬n¬rl¬ çift dizisinin sup-normunu

göstermektedir.

 dizisi, s¬n¬rl¬ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan her  ¸  için

1



¯̄
¯̄f( )  ·   ·  : j ¡ j ¸

³
2

´1
g
¯̄
¯̄  

2 

olacak şekilde bir  = () say¬s¬ seçebiliriz. Bu takdirde her  ¸  için

1



X

=1

X

=1

j ¡ j =
1



8
<
:

X

()2( )

j ¡ j +
X

()2( )

j ¡ j
9
=
;


1






2
 +

1






2
= 

elde edilir. Dolay¬s¬yla  = () dizisi  say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir.

Not 3.17 S¬n¬rl¬ ve istatistiksel yak¬nsak bir  = () dizisinin ayn¬ zamanda Cesàro

topla-nabilir oldu¼gunu fakat tersinin do¼gru olmad¬¼g¬na dikkat etmek gerekir.

Örnek  = () çift dizisi her  için

 = (¡1)

olarak tan¬mlans¬n. Bu takdirde

lim


1



X

=1

X

=1

 = 0

olur. Fakat  = () dizisi aşikar olarak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.
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4. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ÇEK·IRDE¼G·I

Bu bölümde çift diziler için limit inferior ve limit superior kavramlar¬n¬n tan¬mlar¬

göz önüne al¬narak çift diziler için çekirdek tan¬m¬ verilmi̧stir. Bu tan¬mlarla birlikte

4-boyutlu matrislerin regülerli¼gi de kullan¬larak Knopp çekirdek teoreminin baz¬ çeşit-

lerine dair ispatlar verilmi̧stir.

 = () bir çift dizi olmak üzere her   0 için    () oldu¼gunda j ¡ j  

olacak şekilde bir () 2 N say¬s¬ mevcut ise () çift dizisinin  say¬s¬na Pringsheim

anlam¬nda yak¬nsak olaca¼g¬ndan daha önce bahsetmi̧stik. Bununla birlikte 1900 de

Pringsheim ; " bir () çift dizisi, her   0 için  ¸ 1,  ¸ 2 iken jj   olacak

şekilde 1 ve 2 do¼gal say¬lar¬ mevcutsa kesin ¬raksakt¬r" şeklindeki tan¬m¬ vermi̧stir.

Bu tan¬m a̧sikar olarak  ¡ lim () =1 ifadesine denktir.

Tan¬m 4.1 Bir  çift dizisinin bir  alt dizisi a̧sa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan bir çift dizidir:

10 = 10 = 0¡1 = 0¡1 = 0 olacak şekilde iki tane artan çift indisli fg ve fg dizileri

mevcut olup,

1 ve 

1 nin her ikisi de maxf¡12¡3 

¡1
2¡3g  1 ve 


1 olacak şekilde seçilmi̧stir.

2 ve 

2 nin her ikisi de maxf1 1g  2 ve 


2 olacak şekilde seçilmi̧stir.

3 ve 

3 nin her ikisi de maxf2 2g  3 ve 


3 olacak şekilde seçilmi̧stir.

.

.

.

2¡1 ve 2¡1 nin her ikisi de maxf2(¡1) 2(¡1)g  2¡1 ve 2¡1 olacak şekilde

seçilmi̧stir.

Ayr¬ca  = 1 2 3  için

² 1 = 11 ,

² 2 = 22 ,

² 3 = 33 ,

.

.

.
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²  =  ,

² +1 = +1+1 ,

.

.

.

² 2¡1 = 2¡12¡1 ,

şartlar¬ sa¼glanmaktad¬r [13].

Örnek 4.2 Her  ve  için  = 1 ve  = ¡1 olan dizilerin her ikisi de ( ) terimi

 = (¡1)+ olan çift dizinin bir alt dizisidir. Gerçekten, 1 ve ¡1 say¬lar¬n¬n bütün

çift dizileri bu () dizisinin bir alt dizisidir.

·Iki boyutlu bir matris dönüşümü, tüm yak¬nsak dizileri ayn¬ limite sahip ba̧ska bir

diziye dönüştürüyorsa bu dönüşüm matrisi için regülerdir denir. 1926 da Robison,

ilave olarak s¬n¬rl¬l¬k varsay¬m¬n¬ da ekleyerek, çift diziler için regülerlik kavram¬n¬n

4 ¡  bir benzeri üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. Bu yeni kavram şöyle ifade edilmi̧stir;

4 ¡  bir matris ele alal¬m. Bu matris tüm s¬n¬rl¬  ¡  dizileri ayn¬

¡  e sahip başka bir ¡ diziye dönüştürüyorsa bu matris dönüşümüne

"RH-regüler" dir denir.

Teorem 4.3 4¡   matrisi  ¡ Ä dir ancak ve ancak;

(RH1)  ¡ lim



 = 0 , her  ve  için;

(RH2)  ¡ lim


11P
=00


 = 1 ;

(RH3)  ¡ lim


1P
=0

¯̄



¯̄
= 0 , her  için;

(RH4)  ¡ lim


1P
=0

¯̄



¯̄
= 0 , her  için;

(RH5)
11P
=00

¯̄



¯̄
 ¡  olup;

(RH6)
P



¯̄



¯̄
  olacak şekilde pozitif  ve  say¬lar¬ mevcuttur ([7], [15]).
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Tan¬m 4.4 Bir () çift dizisinin  ¡ lim  =  olacak şekilde bir  alt dizisi mevcutsa

bu  say¬s¬na () çift dizisinin bir Pringsheim limit noktas¬ denir [13].

Not 4.5 Pringsheim limit noktas¬ tan¬m¬ şu ifadeye denktir:  , () çift dizisinin

Pringsheim limit noktas¬d¬r ancak ve ancak lim  =  olacak şekilde iki tane artan

fg ve fg dizisi mevcuttur. E¼ger bir () çift dizisi  ¡  de¼gilse Pring-

sheim anlam¬nda ¬raksakt¬r (P-¬raksak) denir. Bu ifade şuna denktir: Bir ()

çift dizisi  ¡  t¬r ancak ve ancak ya () çift dizisi farkl¬ ve sonlu limitlere

sahip en az iki tane alt diziye sahiptir ya da () çift dizisinin s¬n¬rs¬z bir alt dizisi

mevcuttur. Ayr¬ca e¼ger () çift dizisi s¬n¬rs¬z bir alt diziye sahipse ayn¬ zamanda

kesin ¬raksak bir alt diziye sahiptir.

Knopp, kompleks bir say¬ dizisinin çekirde¼gi kavram¬n¬ tan¬tt¬ [9]. Buna dayanarak

çift indisli bir dizinin çekirde¼gine dair tan¬m¬ Patterson aşa¼g¬daki gibi vermi̧stir.

Tan¬m 4.6  ¡ fg ,     için () çift dizisinin tüm noktalar¬n¬ içeren en

küçük kapal¬ konveks küme olsun. Buna göre  ¡fg = \1=1[ ¡fg] kümesine

() çift dizisinin Pringsheim çekirde¼gi denir [13].

Teorem 4.7 E¼ger  , negatif olmayan regüler bir matris ise bu takdirde  çift dizisi

mevcut olmak üzere  in çekirde¼gi () çift dizisinin çekirde¼ginde kapsan¬r [9].

Reel terimli bir dizinin klasik alt ve üst limitlerine benzer şekilde, çift diziler için

de limit superior ve limit inferior tan¬mlar¬ verilebilir.

Tan¬m 4.8  = () reel terimli bir çift dizi ve her  için  = sup

f :   ¸ g

olsun. Buna göre () çift dizisinin Pringsheim üst limiti ( ¡ lim sup) aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlan¬r:

1 Her  için  = +1 ise  ¡ lim sup := +1 ;

2 Baz¬  ler için   +1 ise  ¡ lim sup  := inffg.

Benzer şekilde  = inff :   ¸ g olsun. Buna göre  = () çift dizisinin

Pringsheim alt limiti ( ¡ lim inf) aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:
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1 Her  için  = ¡1 ise  ¡ lim inf  := ¡1 ;

2 Baz¬  ler için   ¡1 ise  ¡ lim inf  := supfg[13].

Sonuç 4.9 Reel terimli bir çift dizinin Pringsheim çekirde¼gi [¡lim inf  ¡lim sup]

kapal¬ aral¬¼g¬d¬r.

Örnek: () çift dizisi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n.

 =

8
>>>>>><
>>>>>>:

  = 1 ise

¡  = 1 ise

(¡1)  =   1 ise

0 di¼ger durumlarda

Burada aç¬kça görülece¼gi üzere () çift dizisi ne alttan ne de üstten s¬n¬rl¬d¬r.

Dolay¬s¬yla  ¡ lim inf  = ¡1 ve  ¡ lim sup = 1 olur.

Aşa¼g¬daki önermenin ispat¬, tek indisli dizilerdeki önermenin ispat¬ ile ayn¬d¬r.

Önerme 4.10  reel terimli bir çift dizi olsun. Bu durumda

1  ¡ lim inf  ·  ¡ lim sup ;

2  ¡ lim =  ancak ve ancak  ¡ lim inf  =  ¡ lim sup = ;

3  ¡ lim sup (¡) = ¡( ¡ lim inf );

4  ¡ lim sup(+ ) · ( ¡ lim sup) + ( ¡ lim sup )

5  ¡ lim inf(+ ) ¸ ( ¡ lim inf ) + ( ¡ lim inf );

6 E¼ger ,  çift dizisinin bir alt dizisi ise

 ¡ lim inf  ·  ¡ lim inf  ·  ¡ lim sup  ·  ¡ lim sup 

olur [13].

Teorem 4.11  negatif olmayan  ¡ Ä matris olsun. Bu takdirde herhangi

bir  çift dizisi için  dizisi mevcut olup  ¡ fg ½  ¡ fg olur [13].

·Ispat E¼ger  ¡ fg kümesi kompleks düzlem ise ispat a̧sikard¬r. Biz teoremimizi 

dizisinin s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z olmas¬ durumlar¬na göre ayr¬ ayr¬ düşünerek ispatlayaca¼g¬z.
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Her iki durumda da sonuç şu ifadenin ispat¬ ile belirlenecektir: E¼ger  2  ¡ fg

olacak şekilde bir  varsa,  2  ¡fg olacak şekilde bir  de mevcuttur.

 = () dizisi s¬n¬rl¬ olsun. Bu takdirde  ¡ fg kompleks düzlem olmaz. Bu

takdirde  2  ¡fg olacak şekilde sonlu bir  vard¬r. Bu ise  2  ¡fg olacak

şekilde bir  say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬ gösterir.  sonlu oldu¼gundan,  n¬n lineerli¼ginden

 = 0 oldu¼gunu varsayabiliriz. Ayn¬ zamanda  ¡ fg konveks bir küme olarak

al¬nd¬¼g¬ndan  ¡ fg kümesini döndürebiliriz öyle ki s¬f¬rdan  ¡ fg kümesine

kadar olan mesafe min fjj :  2  ¡ fgg de¼geridir ve pozitif reel eksen üzerindedir.

Bu minimum de¼gere 3 diyelim.  ¡fg konveks oldu¼gundan  ¡fg kümesinin

tüm noktalar¬ de¼geri en az 3 olan reel bir de¼gere sahiptir.  = max fjjg olsun.

(1) ¡ (4) regülerlik koşullar¬ndan ve 
 ¸ 0 varsay¬m¬ndan dolay¬,   

için

1 = f( ) : 0 ·  · 0  0 ·  · 0g

2 = f( ) : 0 ·  · 1  0 ·  · 0g

3 = f( ) : 0   · 0  0 ·  · 1g

4 = f( ) : 0 ·  · 1  0 ·  ·1g

olmak üzere X

21


  

3

X

22


  

3

X

23


  

3


X

24


  2

3

olacak şekilde  say¬s¬ mevcuttur. Bu takdirde    için  reel k¬sm¬ göstermek

üzere



( 11X

=00


 

)
= 

(X

21


 

)
+

(X

22


 

)

+

(X

23


 

)
+

(X

24


 

)

 ¡
X

21


 ¡

X

22




¡
X

23


 + 3

X

24




 ¡ 3

3
+ 3

2

3
= 
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olur.

Dolay¬s¬yla fg   olur. Bu ise  ¡ fg kümesinin d¬̧s¬nda bulunan bir

 = 0 için bir  say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬ gösterir.

Şimdi farz edelim ki  s¬n¬rs¬z olsun. Burada  sonsuzda bir nokta olabilir veya

olmayabilir. E¼ger  sonsuzda bir nokta de¼gilse    olacak şekilde aşa¼g¬daki

ifadeleri sa¼glayan bir  seçelim:

P
21


  

3


P
22[3[4


  2

3

·Ilk bölümdekine benzer şekilde fg   oldu¼gunu elde ederiz. E¼ger  sonsuzda

bir nokta ise, tüm  say¬lar¬ için  ¡fg kümesi s¬n¬rl¬ olur. Bu ise     için 

nin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterir. Genel ifadeden bir şey kaybetmeksizin bir  pozitif say¬s¬

için (jj)   oldu¼gunu varsayabiliriz. Bu takdirde yeterince büyük  ve  say¬lar¬

için aşa¼g¬daki ifadenin do¼grulu¼gu elde edilir.
¯̄
¯̄
¯
11X

=00


 

¯̄
¯̄
¯ ·

11X

=00


 jj · 

11X

=00


 1

Dolay¬s¬yla  ¡ fg kümesinin d¬̧s¬ndaki sonsuzdaki bir nokta için bir  say¬s¬

mevcuttur. Teoremimizin ispat¬ böylece tamamlanm¬̧s olur.

Aşa¼g¬daki lemmay¬ Teorem 4.13 ü ispatlamak için kullanaca¼g¬z.

Lemma 4.12 E¼ger f
 g

11
=00 , (1) (3) (4) ve

 ¡ lim sup


11X

=00

¯̄



¯̄
= 

şartlar¬n¬ sa¼glayan reel ya da kompleks de¼gerli 4¡  bir matris ise herhangi bir

s¬n¬rl¬  = () çift dizisi için

 =

11X

=00


 

olmak üzere

 ¡ lim sup jj ·( ¡ lim sup jj)

elde edilir.
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Ek olarak 
 reel olmak üzere 0   ¡ lim sup jj 1 oldu¼gunda

 ¡ lim sup jj = ( ¡ lim sup jj)

olacak şekilde reel terimli bir  çift dizisi vard¬r [13].

·Ispat  = () dizisi s¬n¬rl¬ ve

 :=  ¡ lim sup jj 1

olarak tan¬mlans¬n. Verilen bir   0 ve her    ve/veya    için jj 
 + 

3
olacak şekilde  seçilebilir. Bu takdirde

jj ·
X

=00

¯̄



¯̄
jj+

X

0··
··1

¯̄



¯̄
jj

+
X

··1
0··

¯̄



¯̄
jj+

11X

=+1+1

¯̄



¯̄
jj

·
X

=00

¯̄



¯̄
jj+

X

0··
··1

¯̄



¯̄ µ + 

3

¶

+
X

··1
0··

¯̄



¯̄ µ + 

3

¶
+

11X

=+1+1

¯̄



¯̄ µ + 

3

¶

olup buradan

 ¡ lim sup jj · ( + )

elde edilir. Dolay¬s¬yla

 ¡ lim sup jj · ( ¡ lim sup jj)

eşitsizli¼gi de sa¼glan¬r.

 ¡ lim sup


11X

=00

¯̄



¯̄
= 

oldu¼gundan, genellikten bir kay¬p olmaks¬z¬n   0 olarak varsayabiliriz.  ¡

Ä koşullar¬n¬ kullanarak 0 0 0 ve 0 say¬lar¬n¬

X

=00

¯̄
00


¯̄
  ¡ 1

4

X

0··0
0··1

¯̄
00


¯̄
· 1

4

X

0··1
0··0

¯̄
00


¯̄
· 1

4

11X

=00

¯̄
00


¯̄
· 1

4
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olacak şekilde yeteri kadar büyüklükte seçebiliriz. [¡1] [¡1]  [¡1] [¡1]    =

1  ¡ 1 ¡ 1 , 0 = 0  0 dizileri 4 tane kesin artan dizi olsun.  ¡ Ä

koşullar¬n¬ kullanarak   ¡1   ¡1   ¡1 ve   ¡1 ifadelerini

X

0··¡1
0··1

¯̄



¯̄


1

2+

X

0·¡1
¡1··1

¯̄



¯̄


1

2+

11X

=00

¯̄



¯̄
  ¡ 1

2+

X

¡1
··1

¯̄



¯̄


1

2+

X

¡1·1
··1

¯̄



¯̄


1

2+

olacak şekilde seçebiliriz.

 :=

8
><
>:


¯̄



¯̄ ¡1     ve ¡1    

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlayal¬m. Bu takdirde

¯̄


¯̄
=

¯̄
¯̄
¯
11X

=00


 

¯̄
¯̄
¯ ¸ ¡

X

0··¡1
0··1

¯̄



¯̄
¡

X

0·¡1
¡1··1

¯̄



¯̄

¡
X

¡1
··1

¯̄



¯̄
¡

X

¡1·1
··1

¯̄



¯̄
+

X

¡1·
¡1··


 

¡



¢

¸ ¡ 1

2+
¡ 1

2+
¡ 1

2+
¡ 1

2+
+ ¡ 5

µ
1

2+

¶

=  ¡ 9
1

2+

ifadesini yazmam¬zda bir sak¬nca yoktur. Bu ifade

 ¡ lim sup jj ¸ =  ( ¡ lim sup jj)

olmas¬n¬ gerektirir. Dolay¬s¬yla e¼ger  reel terimli ise, 0  lim sup [jj]  1 olmakla

beraber

 ¡ lim sup jj =  ( ¡ lim sup jj)
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elde edilir.

Teorem 4.13 E¼ger  4-boyutlu bir matris ise, a̧sa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir [13].

1. Reel terimli bir  çift dizisi için

 ¡ lim sup ·  ¡ lim sup 

2. 

 ¡ lim


11X



¯̄



¯̄
= 1

eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde bir  ¡ Ä toplanabilme matrisidir [13].

·Ispat (1) ifadesinin (2) ifadesini gerektirdi¼gini göstermek için  s¬n¬rl¬  ¡ 

bir çift dizi olsun. Bu takdirde

 ¡ lim inf  =  ¡ lim sup =  ¡ lim

olup buradan

 ¡ lim sup (¡) · ¡ ( ¡ lim inf )

olur. Bu eşitsizlik ise  ¡ lim inf  ·  ¡ lim inf  olmas¬n¬ gerektirir. Bu takdirde

 ¡ lim inf  ·  ¡ lim inf  ·  ¡ lim sup ·  ¡ lim sup

eşitsizli¼gini elde ederiz. Dolay¬s¬yla  dizisi  ¡  ve  ¡ lim =  ¡ lim

olur. Bu ise  matrisinin  ¡ Ä bir toplanabilme matrisi oldu¼gunu gösterir.

Lemma 4.12 ve ispat¬ndan, s¬n¬rl¬ bir  = () çift dizisi mevcuttur öyle ki  ¡

lim sup  = 1 ve  ¡ lim sup  =  sa¼glan¬r. (Burada  matrisi (6) ile tan¬ml¬d¬r).

Bu ise

1 ·  ¡ lim inf


11X



¯̄



¯̄
  ¡ lim sup



11X



¯̄



¯̄
· 1

olmas¬n¬ gerektirir. Dolay¬s¬yla

 ¡ lim


11X



¯̄



¯̄
= 1

olur.
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(2) ifadesinin (1) ifadesini gerektirdi¼gini göstermek için, e¼ger  s¬n¬rl¬, ¡

bir çift dizi ve   ¡ Ä bir matris olmakla beraber

 ¡ lim


11X



¯̄



¯̄
= 1

ise

 ¡ lim sup ·  ¡ lim sup 

oldu¼gunu gösterece¼giz.    1 için

11X

=00

 ·
¯̄
¯̄
¯

11X

=00

¯̄

 

¯̄
+ 

 

2
+

11X

=00

¯̄

 

¯̄
¡ 

 

2

¯̄
¯̄
¯

·
11X

=00

¯̄



¯̄
jj+

11X

=00

¡¯̄



¯̄
¡ 



¢
jj

· kk
X

=00

¯̄



¯̄
+ kk

X

1
0··

¯̄



¯̄
+ kk

X

0·
1

¯̄



¯̄

+ sup


jj
X



¯̄



¯̄
+ kk

11X

=00

¡¯̄



¯̄
¡ 



¢

ifadesini yazabiliriz. Bu ifadede her iki taraf¬n Pringsheim limitleri al¬n¬r ve  ¡

Ä lik koşullar¬ ile birlikte

 ¡ lim


11X



¯̄



¯̄
= 1

kabulü göz önünde bulundurulursa

 ¡ lim sup ·  ¡ lim sup 

elde edilir.
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5. Ç·IFT D·IZ·ILER·IN ·ISTAT·IST·IKSEL SINIRLILI¼GI VE ·ISTAT·IST·IKSEL

ÇEK·IRDE¼G·I

Bu bölümde verilen sonuçlar Fridy ve Orhan taraf¬ndan 1997 y¬l¬nda yay¬nlanan

sonuçlar¬n çift diziler için benzerleridir. S¬ras¬yla çift diziler için istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k,

istatistiksel limit inferior ve istatistiksel limit süperior kavramlar¬n¬n tan¬mlar¬ verilmi̧s

olup bu kavramlar aras¬ndaki baz¬ ili̧skilere dair ispatlar verilmi̧stir.

Tan¬m 5.1  = () bir çift dizi ve  =
£



¤1
=0

( = 0 1 2 ) reel say¬lar¬n

dört boyutlu sonsuz bir matrisi olsun. Bu takdirde her bir  için

 =

11X

=00


 

serisi yak¬nsak ise bu diziye  = () çift dizisinin ¡dönüşüm dizisi denir [2].

Aşa¼g¬daki tan¬m ve teoremler Fridy ve Orhan taraf¬ndan verilen sonuçlar¬n çift

diziler için benzerleridir [6].

Tan¬m 5.2

(a)  = () reel bir çift dizi olsun. E¼ger 2(f( ) :   g) = 0 olacak şekilde bir

 2 R var ise  = () çift dizisine üstten istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

(b)  = () reel bir çift dizi olmak üzere, 2(f( ) :   g) = 0 olacak şekilde

bir  2 R var ise  = () çift dizisine alttan istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir [2].

E¼ger reel bir  = () çift dizisi hem alttan hem de üstten istatistiksel s¬n¬rl¬ ise

bu  çift dizisine istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir. S¬n¬rl¬ bir  çift dizisinin ayn¬ zamanda

istatistiksel s¬n¬rl¬ olaca¼g¬ aç¬kt¬r. ·Istatistiksel s¬n¬rl¬ tüm çift dizilerin uzay¬n¬ 12

olarak gösterece¼giz.

Şimdi istatistiksel süperior ve istatistiksel inferior tan¬mlar¬n¬ verebiliriz.

Tan¬m 5.3 Bir  = () çift dizisi ve herhangi  2 R say¬lar¬ için  ve 

kümelerini a̧sa¼g¬daki şekilde tan¬mlayal¬m:

 = f : 2(f( ) :   g) = 0g

 = f : 2(f( ) :   g) = 0g
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Bu durumda  = () dizisinin istatistiksel inferioru (yani 2¡ inf ) sup ve istatis-

tiksel süperioru (yani 2¡ sup ) inf  ile ifade edilir. ·Istatistiksel s¬n¬rl¬ bir () çift

dizisinin hem 2¡ inf hem de 2¡ sup de¼gerlerine sahip olaca¼g¬ kolayca görülebilir [2].

Örnek:  = () çift dizisi her   2 N için

 =

8
>>><
>>>:

  =  

1  = 1 

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlans¬n. Burada  = (01) ve  = (¡1 0] oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

Bu yüzden, 2 ¡ sup  = 2 ¡ inf  = 0 olur, yani () dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

Fakat  ne yak¬nsakt¬r ne de s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla 21 ½ 12 kapsamas¬ kesindir.

·Istatistiksel limit superior ve istatistiksel limit inferior kavramlar¬n¬ tan¬mlamak

için herhangi bir  = () reel çift dizisi için

 = f 2 R : 2(f( ) :   g) 6= 0g

 = f 2 R : 2(f( ) :   g) 6= 0g

kümelerini tan¬mlayal¬m. Burada 2() 6= 0 ifadesi ile 2()  0 veya  kümesinin

çift do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip olmamas¬n¬n kastedildi¼gini ayr¬ca belirtelim [2].

Tan¬m 5.4 Herhangi bir reel  çift dizisi için,  in istatistiksel limit süperioru

2 ¡ lim sup =

8
<
:

sup  6= ? 

¡1  = ? 

olarak tan¬mlan¬r. Benzer şekilde  in istatistiksel limit inferioru

2 ¡ lim inf  =

8
<
:

inf   6= ? 

1  = ? 

olarak tan¬mlan¬r. Örne¼gin

 =

8
>>><
>>>:

  =  ise

1  = 1 ise

0 di¼ger durumlarda
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dizisini göz önüne alal¬m.  = (¡1 0) ve  = (01) oldu¼gundan 2 ¡ lim sup =

2 ¡ lim inf  = 0 olur [2].

Aşa¼g¬daki teorem, klasik dizilerdekine benzer olarak ispat edilebilir.

Teorem 5.5

(a) 2 ¡ lim sup  =  , 8  0 için, 2(f( ) :    ¡ g) 6= 0 ve 2(f( ) :

   + g) = 0

(b) 2 ¡ lim inf  =  , 8  0 için, 2(f( ) :    + g) 6= 0 ve 2(f( ) :

  ¡ g) = 0 [2].

Aşa¼g¬daki teoremler,  ¡ lim sup ve  ¡ lim inf için elde edilmi̧s olan sonuçlar¬n

benzerleridir.

Teorem 5.6 Herhangi bir  = () reel çift dizisi için 2 ¡ lim inf  · 2 ¡ lim sup 

dir [2].

·Ispat ·Ilk olarak, 2 ¡ lim sup = ¡1 olsun. Bu bize  = ? oldu¼gunu gösterir. Bu

takdirde her  2 R için 2(f( ) :   g) = 0 olup bu ise 2(f( ) :   ) = 1

olmas¬ demektir. Dolay¬s¬yla 2 ¡ lim inf  = ¡1 olur.

E¼ger 2 ¡ lim sup = 1 ise , 2 ¡ lim inf  · 1 olaca¼g¬ a̧sikard¬r. Şimdi farz

edelim ki 2 ¡ lim sup  =  ve 2 ¡ lim inf  =  eşitlikleri mevcut olsun. Verilen

herhangi bir  için  +  2  oldu¼gunu gösterece¼giz öyle ki bu bize  ·  + 

oldu¼gunu gösterir. Teorem 5.5 (a) dan dolay¬ 2(f( ) :   + 
2
g) = 0 olup bu ise

2(f( ) :  ·  + 
2
g) = 1 eşitli¼gini verir. Dolay¬s¬yla teoremin ispat¬ tamamlanm¬̧s

olur.

Şimdiye kadar verilmi̧s olan sonuç ve teoremlerden herhangi bir  reel çift dizisi için

 ¡ lim inf  · 2 ¡ lim inf  · 2 ¡ lim sup ·  ¡ lim sup (5.1)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 5.7 ·Istatistiksel s¬n¬rl¬ bir  = () çift dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r ,

2 ¡ lim inf  = 2 ¡ lim sup  [2].

·Ispat 2¡ lim =  olsun. Bu takdirde verilen bir   0 için, 2(f( ) : j ¡ j 

g) = 0 olur. Dolay¬s¬yla 2(f( ) :   +g) = 0 olur ve bu ise 2¡ lim sup · 

28



olmas¬ demektir. Ayr¬ca, 2(f( ) :   ¡g) = 0 olup buradan  · 2¡ lim inf 

olur. Dolay¬s¬yla (5.1) eşitsizli¼gi de göz önünde bulundurulursa 2 ¡ lim inf  = 2 ¡

lim sup  elde edilir.

Tersine 2 ¡ lim inf  = 2 ¡ lim sup  =  olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir

  0 için, Teorem 5.5 gere¼gince 2(f( ) :    + g) = 0 ve 2(f( ) :  

 ¡ g) = 0 elde edilir.Bu ise 2(f( ) : j ¡ j  g) = 0 olmas¬ anlam¬na gelir.

Dolay¬s¬yla 2 ¡ lim =  elde edilir.

Çift dizilerin istatistiksel çekirde¼gini,  -çekirdek tan¬m¬na benzer olarak tan¬mlaya-

biliriz.

Tan¬m 5.8 Herhangi bir istatistiksel s¬n¬rl¬ reel  = () çift dizisinin istatistiksel

çekirde¼gi (ya da k¬saca 2 ¡  [])

[2 ¡ lim inf  2 ¡ lim sup]

kapal¬ aral¬¼g¬ olarak tan¬mlan¬r. E¼ger  = () çift dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬ de¼gilse

2¡ [], (¡1,2¡ lim sup],[2¡ lim inf 1) veya (¡11) aral¬klar¬ndan birisi

olur [2].

(4.1) den, herhangi bir  reel çift dizisi için

2 ¡  [] µ  ¡  []

olaca¼g¬ aç¬kt¬r [2].

Şimdi,  ¡  ve 2¡  kavramlar¬na ili̧skin bir eşitsizlik verilebilir. Ancak bu

eşitsizli¼gin verilebilmesi için öncelikle iki tane lemmaya ihtiyac¬m¬z vard¬r.

Lemma 5.9 10
2 , s¬n¬rl¬ ve s¬f¬ra  ¡  olan tüm çift dizilerin uzay¬ olsun. Bu

takdirde  2
¡
21 

10
2

¢
olmas¬ için gerek ve yeter şart

kk = sup


X



¯̄



¯̄
1 (5.2)

koşulunun sa¼glanmas¬ ve

1.  ¡ lim



 = 0 ,8  2  için
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2.  ¡ lim


P



 = 0 ,8 2  için

3.  ¡ lim


P



 = 0 ,8 2  için

4.  ¡ lim


P


¯̄



¯̄
= 0

olmas¬d¬r [2].

·Ispat Yeterlilik k¬sm¬ a̧sikard¬r.

Şimdi,  2
¡
21 

10
2

¢
olsun. Bu takdirde, her  2 21 için  mevcuttur ve  2

10
2 d¬r. Bu nedenle

 =

8
<
:

 
 0 ·  ·  0 ·  · 

0 di¼ger durumlarda
( = 1 2 )

şeklinde tan¬ml¬ bir  = () dizisi için

 ¡ lim =  ¡ lim
X




  =  ¡ lim

X



¯̄



¯̄
= 0

eşitli¼gini elde ederiz.  ayn¬ zamanda s¬n¬rl¬ oldu¼gundan, s¬ras¬ ile 4. koşul ve (5.2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Şimdi bir  dizisini

 =

8
<
:

1 ( ) = ( )

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlayal¬m ve noktasal toplamlar¬   2  için  =
P

 
 ve  =

P
 



olarak gösterelim. O halde 1. koşul  ¡ lim , 2. koşul  ¡ lim, 3. koşul

 ¡ lim ifadelerinden elde edilir. Bu ise ispat¬ tamamlar.

Lemma 5.10  =
£



¤
dört boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde

 2
¡
2 \ 21 12

¢


(5.3)

ancak ve ancak ,  ¡ Ä ve 2() = 0 şart¬n¬ sa¼glayan her  ½ N£ N için

 ¡ lim


X

2

¯̄



¯̄
= 0 (5.4)

olmal¬d¬r [2].
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·Ispat Öncelikle farz edelim ki (5.3) sa¼glans¬n. Bu takdirde  n¬n  ¡ Ä̧,

12 ½ 2 \ 21 gerçe¼ginden elde edilir. Bir  = () 2 21 dizisi üzerinden  = ()

dizisini

 =

8
<
:

   2  ise

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlayal¬m. Bu takdirde  2 2 olup 2¡lim  = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla

 2 10
2 olur. Di¼ger yandan

 =
X

2

 

oldu¼gundan, 8 2  için


 =

8
<
:


   2  ise

0 di¼ger durumlarda

olarak tan¬mlanan  =
£



¤
matrisi

¡
21 

10
2

¢
s¬n¬f¬na dahildir. Dolay¬s¬yla (5.4)

eşitli¼gi Lemma 5.9 dan elde edilir.

Tersine, farz edelim ki ,  ¡ Ä olup (5.4) eşitli¼gi sa¼glans¬n.  2 2 \ 21

ve 2 ¡ lim =  olsun. Böylece verilen herhangi bir   0 için, 2() = 2(f( ) :

j ¡ j  g) = 0 ve   2  oldu¼gunda j ¡ j ·  olur. Bu takdirde

X




  =

X




 ( ¡ ) + 

X






eşitli¼gini yazabiliriz.  n¬n  ¡ Ä olmas¬ndan

 ¡ lim


X




  =  ¡ lim



X




 ( ¡ ) +  (5.5)

olur. Di¼ger taraftan

¯̄
¯̄
¯
X




 ( ¡ )

¯̄
¯̄
¯ =

¯̄
¯̄
¯̄
X

2


 ( ¡ ) +

X

2


 ( ¡ )

¯̄
¯̄
¯̄

· k ¡ k
X

2

¯̄



¯̄
+  kk

oldu¼gundan (5.4) gere¼gince

 ¡ lim


X




 ( ¡ ) = 0
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olur. Bu nedenle, (5.5) eşitli¼gi  ¡ lim =  = 2 ¡ lim oldu¼gunu gösterir. Bu ise

ispat¬ tamamlar.

Teorem 5.11 kk 1 ve  2 21 olsun. Bu takdirde

 ¡ lim sup · 2 ¡ lim sup (5.6)

olmas¬ için gerek ve yeter şart,  2 (2 \ 21 12 ) olup

 ¡ lim


X



¯̄



¯̄
= 1 (5.7)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r [2].

·Ispat Farz edelim ki (5.6) sa¼glans¬n. Bu takdirde daha önceki ispatlardan

2 ¡ lim inf  ·  ¡ lim inf  ·  ¡ lim sup · 2 ¡ lim sup (5.8)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.  key… oldu¼gundan ve 2\21 ½ 21 oldu¼gundan, (5.8) eşitsizli¼ginde

2¡ lim =  olacak şekilde herhangi bir  2 2 \ 21 dizisini göz önüne alabiliriz. Bu

takdirde Teorem 5.6 gere¼gince 2 ¡ lim inf  = 2 ¡ lim sup =  oldu¼gu görülür. Bu

yüzden tekrar (5.8) gere¼gince

 ¡ lim inf  =  ¡ lim sup =  ¡ lim = 

oldu¼gunu görebiliriz. Dolay¬s¬yla  2 (2 \ 21 12 ) olur.

Di¼ger taraftan (5.1) gere¼gince 2¡ lim sup  ·  ¡ lim sup oldu¼gundan, (5.7) için

gereklilik koşulu Teorem 4.14 arac¬l¬¼g¬yla elde edilir.

Tersine,  2 (2 \ 21 12 ) olsun ve (5.7) sa¼glans¬n.  herhangi s¬n¬rl¬ bir çift

dizi olsun. Bu takdirde  dizisi de ayn¬ zamanda s¬n¬rl¬ olur ve 2 ¡ lim sup sonlu

olur. Bu yüzden Teorem 5.5 gere¼gince, verilen bir   0 için 2() = 2(f( ) :  

2¡ lim sup +g) = 0 olur. Ayn¬ zamanda   2  oldu¼gunda  · 2¡ lim sup +

oldu¼gu da kolayca görülebilir. O halde aşa¼g¬daki ifadeyi yazmam¬zda herhangi bir
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sak¬nca yoktur.

X




 

·
¯̄
¯̄
¯
X



¯̄

 

¯̄
+ 

 

2
+
X



¯̄

 

¯̄
¡ 

 

2

¯̄
¯̄
¯

·
¯̄
¯̄
¯
X




 

¯̄
¯̄
¯+

X



¡¯̄



¯̄
¡ 



¢
jj

·

¯̄
¯̄
¯̄
X

2


  +

X

2


 

¯̄
¯̄
¯̄+ kk

X



¡¯̄



¯̄
¡ 



¢

· kk
X

2

¯̄



¯̄
+ (2 ¡ lim sup + )

X

 2

¯̄



¯̄
+ kk

X



¡¯̄



¯̄
¡ 



¢

 n¬n  ¡ Ä̧ ve (5.7) koşulu arac¬l¬¼g¬yla

 ¡ lim sup · 2 ¡ lim sup+ 

elde edilir.  ve  key… oldu¼gundan ispat¬m¬z tamamlanm¬̧s olur.
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6. Ç·IFTD·IZ·ILER·IN ( )¡YINCIDERECEDEN ·ISTAT·IST·IKSEL L·IM·IT

NOKTALARI VE ÇEK·IRDEKLER·I

Bu bölümde   2 (0 1] olmak üzere bir çift dizinin ( ) ¡  dereceden

istatistiksel alt limit ve üst limit tan¬mlar¬ verilmi̧s ve çift diziler için ( ) ¡ 

dereceden istatistiksel çekirdek konusu ve bu konuya dair baz¬ özellikler incelenmi̧stir.

Tan¬m 6.1 ( ) 2 (0 1] olmak üzere bir  µ N£N kümesinin ( )¡çift yo¼gunlu¼gu

()2 () =  ¡ lim


()



olarak tan¬mlan¬r [3].

Not 6.2 Her  µ N £ N kümesi için 2() · 1 oldu¼gu halde ()2 ()  1 veya


()
2 () =1 olabilir [3].

Tan¬m 6.3  = () bir çift dizi ve   2 (0 1] olsun. Bu durumda 8  0 için

 ¡ lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ mevcut ise  dizisi  say¬s¬na ( )¡ dereceden istatistik-

sel yak¬nsakt¬r denir ve ()
2 ¡lim


 =  yaz¬l¬r. Buradaki  say¬s¬ tektir. ( )¡

dereceden istatistiksel yak¬nsak çift dizilerin uzay¬n¬ ()
2 ile gösterece¼giz.

 = 1  = 1 olmas¬ durumunda ( ) ¡  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬ çift dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ kavram¬na indirgenmi̧s olur. ()¡

dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k  2 (0 1] için iyi tan¬ml¬d¬r, ancak   1    1

için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Örne¼gin  = () dizisi

 =

8
<
:

1  +  çift ise

0  +  tek ise

olarak tan¬mlans¬n. Buradan   1 ve   1 için

 ¡ lim
!1

1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ 1j ¸ gj

·  ¡ lim
!1

³
2
+ 1
´³

2
+ 1
´


= 0

ve

 ¡ lim
!1

1


jf( ) :  ·   ·  : jj ¸ gj

·  ¡ lim
!1

³
2
+ 1
´³

2
+ 1
´


= 0
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elde edilir. Bu ise ()
2 ¡ lim


 = 1 ve ()

2 ¡ lim


 = 0 demektir ki ()
2 ¡ lim




limitinin tekli¼ginden dolay¬ bu mümkün de¼gildir [3].

Teorem 6.4     2 (0 1] olmak üzere  ·  ve  ·  verilsin Bu takdirde

()
2 µ ()

2 olur [3].

·Ispat     2 (0 1] olsun.  ·  ve  ·  olmak üzere 8  0 için

 ¡ lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj

·  ¡ lim


1


jf( ) :  ·   ·  : j ¡ j ¸ gj

elde edilir. Bu eşitsizlik ise bize ()
2 µ 

()
2 oldu¼gunu verir.

Bu Teoremde özel olarak  =  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.5 Herhangi   2 (0 1] için ()
2 µ 2 olur [3].

Tan¬m 6.6  = () reel bir çift dizi ve  2 (0 1] olsun.

(a) E¼ger ()2 (f( ) :   g) = 0 olacak şekilde bir  2 R var ise  = ()

çift dizisine üstten ( )¡  dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

(b) E¼ger ()2 (f( ) :   g) = 0 olacak şekilde bir  2 R var ise  = ()

çift dizisine alttan ( )¡  dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir [3].

E¼ger reel bir  = () çift dizisi hem alttan hem de üstten ( )¡ dereceden

istatistiksel s¬n¬rl¬ ise bu  çift dizisine ( ) ¡  dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r

denir. S¬n¬rl¬ bir  çift dizisinin ayn¬ zamanda ( ) ¡  dereceden istatistiksel

s¬n¬rl¬ olaca¼g¬ aç¬kt¬r.

Şimdi ( ) ¡  dereceden istatistiksel süperior ve istatistiksel inferior tan¬m-

lar¬n¬ verebiliriz.

Tan¬m 6.7 Bir  = () dizisi verildi¼ginde herhangi  2 R ve  2 (0 1] için


()
 ve ()

 kümelerini a̧sa¼g¬daki şekilde tan¬mlayal¬m:

()
 = f : 2()(f( ) :   g) = 0g

()
 = f : 2()(f( ) :   g) = 0g

Buna göre  = () dizisinin ( ) ¡  dereceden istatistiksel inferioru (yani


()
2 ¡ inf ) sup()

 ve ()¡ dereceden istatistiksel süperioru (yani ()
2 ¡

sup ) inf ()
 ile verece¼giz. ( ) ¡  dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬ bir  = ()

çift dizisinin hem ()
2 ¡ inf  hem de ()

2 ¡ sup  de¼gerlerine sahip olaca¼g¬ kolayca

görülebilir [3].
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·Istatistiksel limit superior ve istatistiksel limit inferior kavramlar¬na geçmek için

herhangi bir  = () reel çift dizisi için

()
 = f 2 R : ()2 (f( ) :   g) 6= 0g

 ()
 = f 2 R : ()2 (f( ) :   g) 6= 0g

kümelerini tan¬mlayal¬m. Burada ()2 () 6= 0 ifadesi ile ()2  0 veya  kümesinin

( )¡çift do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip olmamas¬ kastedilmektedir.

Tan¬m 6.8 Herhangi bir reel  çift dizisi için,  in ( )¡ dereceden istatistiksel

limit süperiorunu

()
2 ¡ lim sup  =

8
<
:

sup
()
 

()
 6= ? 

¡1 ()
 = ? 

olarak tan¬mlayal¬m. Benzer şekilde  in ( ) ¡  dereceden istatistiksel limit

inferioru


()
2 ¡ lim inf  =

8
<
:

inf  ()
  ()

 6= ? 

1 
()
 = ? 

olarak tan¬mlayal¬m.

Aşa¼g¬daki Teoremin ispat¬ kolayca yap¬labilir.

Teorem 6.9

(a) 
()
2 ¡ lim sup  =  , 8  0 için, ()2 (f( ) :    ¡ g) 6= 0 ve

()2 (f( ) :   + g) = 0

(b) ()
2 ¡ lim inf  =  , 8  0 için, ()2 (f( ) :    + g) 6= 0 ve

()2 (f( ) :    ¡ g) = 0 .

Teorem 6.10 Herhangi bir  = () reel çift dizisi için

()
2 ¡ lim inf  · ()

2 ¡ lim sup

dir .

·Ispat ·Ilk olarak, ()
2 ¡ lim sup  = ¡1 olsun. Bu bize ()

 = ? oldu¼gunu gösterir.

Bu takdirde her  2 R için 
()
2 (f( ) :   g) = 0 olup bu ise ()2 (f( ) :  

g) ¸ 1 olmas¬ demektir. Dolay¬s¬yla ()
2 ¡ lim inf  = ¡1 olur.
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E¼ger ()
2 ¡ lim sup  = 1 ise , ()

2 ¡ lim inf  · 1 olaca¼g¬ aşikard¬r. Şimdi

farz edelim ki ()
2 ¡ lim sup =  ve 

()
2 ¡ lim inf  =  eşitlikleri mevcut olsun.

Verilen herhangi bir  için + 2 () oldu¼gunu gösterece¼giz öyle ki bu bize  · +

oldu¼gunu gösterir. Teorem 3.2.4 (a) dan dolay¬ ()2 (f( ) :   + 
2
g) = 0 olup

bu ise 
()
2 (f( ) :  ·  + 

2
g) = 1 eşitli¼gini verir. Dolay¬s¬yla teoremin ispat¬

tamamlanm¬̧s olur.

Çift dizilerin ( ) ¡  dereceden istatistiksel çekirde¼gini,  -çekirdek ve 2-

çekirdek tan¬mlar¬na benzer olarak tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 6.12 ( ) ¡  dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬ herhangi reel terimli bir  =

() çift dizisinin ()¡  dereceden istatistiksel çekirde¼gi
h
()
2 ¡ lim inf  ()

2 ¡ lim sup
i

kapal¬ aral¬¼g¬d¬r ve bu aral¬¼g¬ ()
2 ¡ () ile gösterece¼girz. E¼ger  ( ) ¡ 

dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬ de¼gilse  çift dizisinin ( )¡ dereceden istatistiksel

çekirde¼gi, (¡1,()
2 ¡ lim sup], [()

2 ¡ lim inf 1) veya (¡11) aral¬klar¬ndan

birisi olur.

Not 6.13  =  = 1 olmas¬ durumunda

2 ¡ () = ()
2 ¡ ()

olur.

Teorem 6.14     2 (0 1] olmak üzere  ·  ve  ·  verilsin. Bu takdirde


()
2 ¡ () µ 

()
2 ¡ ()

olur.

·Ispat
h

()
2 ¡ lim inf  

()
2 ¡ lim sup 

i
µ
h

()
2 ¡ lim inf  

()
2 ¡ lim sup

i

oldu¼gunu göstermek ispat için yeterli olacakt¬r. Daha önce ()
 ve ()

 kümelerini

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlam¬̧st¬k:

()
 =

n
 2 R : ()2 (f( ) :   g) 6= 0

o

()
 =

n
 2 R : ()2 (f( ) :   g) 6= 0

o

Teorem 6.4 gere¼gince herhangi bir  µ N£ N için  ·  ve  ·  oldu¼gunda

()2 () · ()2 () oldu¼gunu biliyoruz. Bu takdirde  ·  ve  ·  için

()2 (f( ) :   g) · ()2 (f( ) :   g) (6.1)
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oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla

()
2 ¡ lim sup =

8
<
:

sup
()
  

()
 6= ? 

¡1  ()
 = ? 


()
2 ¡ lim sup =

8
<
:

sup()
  ()

 6= ? 

¡1  ()
 = ? 

oldu¼gundan


()
2 ¡ lim sup · 

()
2 ¡ lim sup (6.2)

elde edilir. Benzer şekilde

()
2 ¡ lim inf  · ()

2 ¡ lim inf  (6.3)

eşitsizli¼gi de elde edilebilir. (6.2) ve (6.3) eşitsizlikleri gere¼gince

()
2 ¡ lim inf  · ()

2 ¡ lim inf  · ()
2 ¡ lim sup  · ()

2 ¡ lim sup 

olaca¼g¬ndan

h

()
2 ¡ lim inf  

()
2 ¡ lim sup

i
µ
h

()
2 ¡ lim inf  

()
2 ¡ lim sup 

i

elde edilir. Bu ise bizden istenendir.

Bu Teoremde özel olarak  =  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.15 Her   2 (0 1] için

2 ¡ () µ ()
2 ¡ ()

kapsamas¬ sa¼glan¬r.
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1989 y¬l¬nda Afyonkarahisar’da do¼gdum. ·Ilk ve orta ö¼grenimimi Afyonkarahisar ve

Denizli illerinde tamamlad¬m. 2006 y¬l¬nda Afyon Kocatepe Üniversitesi Fen Edebiyat

Fakültesi Matematik Bölümü’ne girdim. 2010 y¬l¬nda F¬rat Üniversitesi Fen Bilimleri

Enstitüsü Matematik Anabilim Dal¬’n¬n Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Program¬’nda

yüksek lisans e¼gitimime ba̧slad¬m. Evliyim ve bir çocuk babas¬y¬m.

41


