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OZET

Alt1 boliimden olugan bu ¢aligmanin girig olarak adlandirilan ilk béliimii konunun
tarihsel gelisimine ayrilmistir. Ikinci boliimde gerekli olan temel tanim ve teoremlere
yer verilmistir. Ucgiincii boliimde ise cift diziler icin istatistiksel yakinsaklik kavrami
tanitilmig olup bu kavrama dair 6zellikler incelenmistir. Dérdiincii boliimde ise ¢ift dizi
icin gekirdek kavrami incelenmigtir. Beginci boliimde ¢ift dizilerin istatistiksel sinirlilig:
ve istatistiksel cekirdegi konular: verilerek istatistiksel ¢ekirdek kavramina iligkin bazi
ozellikler incelenmistir. Caligmanin orjinal olan altmci boéliimiinde ise bir ¢ift dizinin

(cv, B) — yance dereceden istatistiksel limit noktalar: ve ¢ekirdegi kavrami tanitilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cift dizilerin ¢ekirdegi, Cift dizilerin istatistiksel sinirliligi,
Cift dizilerin istatistiksel gekirdegi, Cift dizilerin («a, ) — yince dereceden istatistiksel

yakinsaklig

III



SUMMARY

STATISTICAL CONVERGENCE AND STATISTICAL CORE OF
DOUBLE SEQUENCES

This thesis consists of six chapters. First chapter is devoted the introduction part.
In chapter two, we give the basic definitions and preliminary results. In chapter three,
we introduce the concept of statistical convergence of double sequences and analyzed
some features of this concept. In chapter four, the concept of core of double sequences
is given. In chapter five, the concepts of statistically boundedness of double sequences
and statisticaly core of double sequences are given and some features of statisticaly
core of double sequences are analyzed. In chapter six which is the original part of the

study, we give the statistical limit points and statistical core of double sequences of

order («, 3).

Keywords: Core of double sequences, Statistical boundedness of double sequences,

Statistical core of double sequences, Statistical convergence of double sequences of or-

der (o, B)
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SIMGELER LiSTESI

Dogal sayilar ctimlesi

Kompleks sayilar ctimlesi

Reel sayilar ctimlesi

Kompleks terimli ¢ift diziler uzay1

Kompleks terimli sinirh ¢ift diziler uzayi
Kompleks terimli yakinsak ¢ift diziler uzay:
Kompleks terimli sifira yakinsak ¢ift diziler uzayi
E kiimesinin ¢ift dogal yogunlugu

Istatistiksel yakinsak cift diziler uzay:

(cv, B) — ymar dereceden istatistiksel yakinsak ¢ift diziler uzay:



1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik diigiincesi, Zygmund [17] tarafindan 1935 yilinda Varsova
da basilan monografisinin ilk baskismda yaymlandi. Istatistiksel yakinsaklik kavrama,
Steinhaus [16] ve Fast [4] tarafindan verildi. Yillar boyunca ve farkli isimler altinda
istatistiksel yakinsaklik, Fourier analizi teorisi, ergodic teori, sayilar teorisi, 6l¢ii teorisi,
trigonometrik seriler, doniigiim teorisi ve Banach uzaylarmda tartigilmigtir. Daha sonra
Fridy [5], Mursaleen ve Edely [11] ve digerleri tarafindan dizi uzaylar1 agisindan ince-
lenerek toplanabilirlikle iligkisi aragtirlmgtir. Cift dizilerin («, 5) —ymc1 dereceden
istatistiksel yakinsakligi konusu ise 2013 yilinda Colak ve Altin [3] tarafindan ¢alisild.

Cift dizilerin yakinsaklig ile ilgili ilk tanim ise 1900 de Pringsheim [14] tarafindan
yapilmistir. Buna bagh olarak cift diziler icin g¢ekirdek kavrami 1999 da Patterson
[13] tarafindan caligilmigtir. Patterson, Knopp [9] gekirdek tamimina benzer olarak
cift diziler igin gekirdek kavramini tanitarak dort boyutlu bir A matrisi i¢in bu matris
doniigiimii altinda ¢ift dizilerin ¢ekirdekleri konusunda incelemeler yapmistir.

Dizilerin istatistiksel limit noktalar1 ile ilgili ilk ¢aliyma ise Fridy ve Orhan [6]
tarafindan 1997 yilinda yapildi. Bu ¢aligmaya paralel olarak cift dizilerin istatistik-
sel limit noktalar1 ve istatistiksel gekirdegi konusu ise Cakan ve Altay [2] tarafindan
2006 yilinda ortaya konuldu.

Bu galigmada cift dizilerin istatistiksel yakinsakligi ve ¢ekirdegi konularma ek olarak

¢ift dizilerin (a, ) —yinc1 dereceden istatistiksel gekirdegi kavrami tanitildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz baz temel tanim ve teoremleri

verecegiz.

Tanim 2.1 Tanmim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar
kiimesi ise diziye reel terimli dizi, C kompleks sayilar kiimesi ise diziye kompleks

terimli dizi adi verilir.

Tanim 2.2 Her k£ dogal sayisi igin 2, < M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa (zy)
dizisine tistten simirhdir denir. M sayisina da bu dizinin bir {ist smir1 adi verilir.
Her £ dogal sayisi icin x, > m olacak sekilde bir m reel sayisi varsa bu diziye alttan

siirlidir denir, m sayisina da bu dizinin bir alt sinir1 adi verilir.

Tanim 2.3 Vi € N igin |z;| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa (zy)

dizisine sinirh dizi denir.

Tanim 2.4 Bir dizi {istten sinirh ise iist sinirlarinin en kiiciigiine dizinin en kiigiik iist
siir1 veya supremumu denir. Bir dizi alttan sinirh ise alt sinirlarinin en biiyiigiine

dizinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir.

Tanim 2.5 € > 0 ve a € R olsun.

K={z:|r—a|<e, ze€R}

kiimesine a nin e-komsulugu denir .

Tanim 2.6 () bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Ve > 0 igin, & > ky oldugunda
|z, — 2| < e kalacak gekilde ’a baglh bir kg sayis1 bulunabiliyorsa (zy) dizisi z’e yakin-

saktir denir .

Teorem 2.7 Yakinsak bir dizinin limiti bir tektir.
Teorem 2.8 Yakinsak her dizi simirhdir .
Tanim 2.9 () reel terimli bir dizi ve C' de () dizisinin alt dizilerinin limitlerinin

kiimesi olsun. C', genigletilmis reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. sup C' ve inf C'



sayllarima, srastyla, (1) dizisinin st limiti ve alt limiti denir. Ust limit, limsupx =

lim sup (x), alt limit liminf x = liminf (z}) ile gosterilir .

Tanim 2.10 (x;) reel terimli bir dizi olsun. () bir Cauchy dizisidir < Ve > 0 i¢in

ko € N vardir oyleki j, k > ko icin |z; — x| < € dir.

Teorem 2.11 Her Cauchy dizisi sinirhdir .
Tanim 2.12 K C R x R olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren

dogru pargas1 tamamen K kiimesinin i¢inde kaliyorsa, K ya bir konveks kiime denir

21 ve o noktalari birlestiren dogru pargasi

[z, 20) ={x: x=Ax; + (1 — Nz, A € [0,1]}

seklinde gosterilebileceginden K ciimlesinin konveksligi su gsekilde tanimlanabilir.
Tanim 2.13 K C R x R olsun.

K konvekstir < Vay,xo € K ve VA € [0,1] icin Azy + (1 — N)ag € K

Tanim 2.14 R, (z), k > nic¢in (zy) dizisinin tiim noktalarimi iceren en kiigiik kapal

konveks kiime olsun. Bu takdirde R(z) = ﬂ [R,(x)] kiimesine (zy) dizisinin ¢ekirdegi
n=1
denir [9].

Daha 6nce vermis oldugumuz alt limit ve {ist limit tanimlarini kullanarak reel terimli

bir () dizisinin g¢ekirdegini goyle de tanmimlayabiliriz.

Tanim 2.15 Reel terimli bir () dizisinin alt limiti ve iist limiti sirasiyla lim inf(zy)

ve lim sup(xy) olsun. O halde (xy) dizisinin ¢ekirdegi
[lim inf(xy), lim sup(zy)]

seklinde bir kapali araliktir [9)].
Tanim 2.16 N dogal sayilar kiimesinin bir F alt kiimesi i¢in §(F), yani £ kiimesinin
dogal yogunlugu

I(E) = liini {k<n:keFE}

3



ile gosterilir. Kiimenin digindaki dikey c¢izgiler kapali kiimenin eleman sayisin belirt-
mektedir [5]. Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 2.17 Herhangi bir = (x;) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu
bir kiime diginda biitiin £k lar igin saghyorsa, (z;) dizisi hemen hemen her k i¢in P

ozelligini sagliyor denir ve “h.h.k” bigiminde gosterilir [5].
Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agagi-

daki gibi verilebilir.

Tanim 2.18 = = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak {izere, her £ > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo M,

veya h.h.k i¢in |z — L| < e olacak sekilde bir L sayis1 varsa © = (x;) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve S — lim z;, = L veya zy ENY S bigiminde gosterilir [5].

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger ozel olarak L = 0 ise
r = () dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin

kiimesi Sy ile gosterilir. Buna gore
1

S = {x—(xk) lim—{k <n:lzy—L| >¢€}| =0, EILEC}
non

ve

1
So = {:1: = (xy) :lim— {k <n:|zg| > e} = O}
non
seklinde tanimhdir [5].
Acikca goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, = L

ise S —limxy, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Bunu gormek igin

1, k=m?ise (m=1,2,..)
0, k#m?ise

T =

seklinde tanimlannmig « = (xy) dizisini goz oniine alalm. Her ¢ > 0 igin
{k<n:lol > e} < Hk<n:a 0} < v

oldugundan

vn

1
lim— {k<n:zp #0} <lim~— =0
n n n n

4



elde edilir. Bu S — lim 2, = 0 oldugu anlamma gelir. Ancak (zj) yakinsak degildir.

Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda degildir. Yani /o
ve S uzaylari birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten,
VE, k=m?ise (m=1,2..)
1, k#m?ise

T =

yandan = = (1,0, 1,0, ...) dizisi smrhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S — limzy, = Ly ve
S —limx, = Ly ise Ly = Ly dir.
Tanim 2.19 Bir # = () kompleks terimli dizisini gz 6niine alalm. ¢ > 0 verilsin.
Eger h.h.k igin |z), — zn| < € olacak sekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 varsa yani,
1
lim —|{k<n:|z,—ay| >} =0
n—oo M,

ise x = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [5].

Tanim 2.20 (Burkill ve Burkill, 1980): N dogal sayilar ciimlesi ve X bos olmayan

herhangi bir ciimle olmak {izere
f + NxN-—-X
U k) —

seklinde tanmimlanan f fonksiyonuna ¢ift dizi veya ¢ift indisli dizi denir. Cift indisli

bir = (x;) dizisinin ), elemanlarim

T11 T19 ... T1p
T9o1 Tog ... Xop
Tmi Tm2 -« Tmn

seklinde bir tablo olarak diiglinebiliriz. Bizim bu ¢alisgmamizda kompleks terimli biitiin
cift indisli dizilerin ciimlesini w? ile gosterecegiz. Buna gore, C kompleks sayilar ciim-

lesini gostermek tizere
w? = {z = (z;1,) : Vj, k € N i¢in z;;, € C}

bt



olup bu ciimle Vo € C ve Vz,y € w? igin ax = (azj;) ve x +y = (2,1, + yji) islemleri

altinda bir lineer uzaydir.



3. CIFT DIiZiLERIN iSTATISTIiKSEL YAKINSAKLIGI

Tanim 3.1 Her ¢ > 0 icin j,k > N olunca |z, — L| < ¢ olacak sekilde bir N = N(e)
dogal sayis1 varsa © = (z;;) dizisi Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir. Bu
durumda L sayisina (z;;) dizisinin Pringsheim limiti denir. Biitiin yakinsak gift
dizilerin uzayim c? ile gosterecegiz.

Eger biitiin j ve k dogal sayilar1 i¢in |z;,] < M olacak sekilde bir A/ > 0 sayis1
mevcut ise, yani

12| (p0,2) = sup || < 00 (3.1)
75

ise © = (xj;) cift dizisi smurhdir denir (Bazi durumlarda (|z;;|) < M gosterimi
(2j%) dizisinin simrh oldugunu gosterecektir). Biitiin suurh ¢ift dizilerin uzaym 2
ile gosterecegiz.

Uyar1 3.2 Tek indisli olan klasik dizilerin aksine yakinsak bir ¢ift dizi sinirh olmak

zorunda degildir. Ornek olarak

k, j=11ise
1

Tk =

, diger durumlarda

seklinde tamimlanan (x;;) ¢ift dizisi yakinsak oldugu halde simirh degildir. Acikca
goriildiigii gibi P — limx = 1 dir. Siirli ve yakinsak olan ¢ift diziler uzaymi ise ¢ ile
gosterecegiz ve bu uzay igin ¢, = ¢? N2 esitligini yazabiliriz.

Eger here > 0iginp > j > N, ¢ > k > N oldugunda |z,, — x;;| < € olacak sekilde
bir N = N(e) dogal sayis1 varsa x = () dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Tanim 3.3 K C N x N pozitif tam sayilarin iki boyutlu bir kiimesi olmak iizere
K(n,m), {(i,7) : (i,7) € K, i <n, j < m} kiimesinin eleman sayisini gostersin. Bir
K C N x N kiimesinin alt asimptotik yogunlugu

K
*(K) = liminfM
n,m nm

olarak tamimlanir. (K(n,m)/nm) ¢ift dizisinin Pringsheim anlaminda limitinin var
olmasi durumunda, K kiimesi ¢ift dogal yogunluga sahiptir denir ve bu kiimenin

¢ift dogal yogunlugu

(52([() — limM
n,m nm

ile verilir. Ornegin K = {(i2, j2) : i, j € N} olsun. Bu takdirde



=0

52(K) = lim 202y VRV

n,m nm n,m nm

olup K kiimesinin ¢ift dogal yogunlugunun sifir oldugu goriiliir. Bir bagka 6rnek olarak,
{(i,25) : i, j € N} kiimesinin ift dogal yogunlugunun 3 oldugu goriiliir [11].
Tanim 3.4 © = (z;;,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun. Eger her ¢ > 0 icin
limi|{(j,k) j<n, E<m:|zj,—1]>e} =0
nm nm
olacak sekilde bir [ sayisi varsa x = (x;;) dizisi [ sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir. Burada kiime parantezlerinin digarisinda bulunan dikey cizgiler ile bahsi gegen
kiimenin eleman sayis1 belirtilmektedir. Biitiin istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin uza-
yim Sy ile gosterecegiz [11].
Not 3.5
(a) Eger v = (z;;) yaknsak bir ¢ift dizi ise yakinsak oldugu sayiya ayni zamanda
istatistiksel yakinsaktir. Smurh (veya simirsiz) satir ve (veya) siitunlarin sadece bir

tane sonlu sayis1 oldugundan
K(n,m) < sin+ som

olur ve buradaki s; ve sy sonlu sayilar olup bu sayilarin varligindan z’in istatistiksel
yakinsak oldugunu anlayabiliriz.

(b) Eger x = (z;x) ¢ift dizisi bir | saywsina istatistiksel yakinsak ise bu [ sayisi bir
tektir.

(c) Istatistiksel yakinsak olan bir ¢ift dizi yakinsak olmak zorunda olmadigi gibi sinirl
olmasi da gerekmez [11].

Ornek v = (z;;) dizisi

jk j=n%k=m?% m,n=12,..
l‘jk =
1 diger durumlarda

olarak tanmmlansimn. S; —limzj; = 1 oldugunu gormek kolaydir. Ciinkii her € > 0
icin [{(j, k) : |z — 1| > €}| < VJVE olur. Fakat 2 = (2;;) dizisi ne yakinsak ne de

sinirhdir.

Teorem 3.6 Reel terimli bir x = (z;;) ¢ift dizisinin bir [ sayisina istatistiksel yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart do(K) = 1 olacak sekilde bir K = {(j,k)} € Nx N,

8



J,k=1,2, ... alt kiimesinin var olup

j,k—o00
(Jk)eK

olmasidir [11].

Ispat = = (z;;) cift dizisi, [ sayisina istatistiksel yakinsak olsun.

1
K, = {(j,k) e NxN: |l‘jk—l|2;},7':1,2,...
ve

M, = {(j,k) e NxN:|zj — <%},r—1,2,...
alalim. Bu takdirde d2(K,) =0 ve
(1) My DMy D ..M; D My D ...
ve
(2) do(M,)=1,r=1,2,...

olur.

Simdi, (j,k) € M, icin (x ;) dizisinin [ sayisina yakinsak oldugunu gostermemiz gerekiyor.
Varsayalim ki (xj;) dizisi  sayisina yakinsak olmasin. Bu takdirde herhangi bir ¢ > 0
ve sonsuz saylda terim icin

[z =1 > ¢

olur.

M= A0 k) |ogw =1 < e}

1
ve e > — r =12, .. .alalim. Dolayisiyla
r
(3) 02(M.) =10

olur ve (1) den M, C M, olur. Buradan 62(M,) = 0 olup bu durum (2) ile celigir.
Boylece () dizisinin [ sayisina yakinsak oldugu goriiliir.

Tersine d5(K) = 1 olacak sekilde bir K = {(j,k)} € N x N alt kiimesinin mevcut
oldugunu ve 11?2 xj = | oldugunu varsayalim. O halde 3N € N vardir 6yleki Ve > 0

(Jk)eK
icin



|z =1 <e ,Vj,k>N

yazabiliriz.

Simdi
K. ={(j,k): |37jk —l| > e} SNXN—{(jnt1, bns1), (nvae, kne2), -}

alirsak

52(K.)<1-1=0

olur. Dolayisiyla = = (x;;) dizisi, [ sayisina istatistiksel yakinsaktur.

Not 3.7 Eger Sy — l%lglxjk = | ise, l%rglyjk =1 ve 92{(J, k) : xjr = yjx} = 1 olacak
sekilde bir y = (y;) dizisi mavcuttur. Burada x; = y;; olmasi durumu hemen hemen
her j, k icin gegerlidir [11].

Teorem 3.8 S, N2 uzay, [2 lineer normlu uzaymin kapali lineer bir alt uzayidir [11].

Ispat 2("™) = (xﬁzm)) € SyNi3 ve 2" — g € 1% olsun. 2™ € S, NI% oldugundan

Sy — lijgl:l:ﬁm = Ay, (Nn,m=1,2,...)

olacak sekilde a,, reel sayilar1 mevcuttur. 2" — x iken, her ¢ > 0 icin, p > n > N,
q > m > N oldugunda

( (nm €
xj],';q) — x5 ' < 3 (3.2)

olacak gsekilde N € N vardir. Buradaki |.| ileséz konusu lineer uzaydaki norm kaste-
dilmektedir.
Teorem 3.6 dan, §5(K7) = d5(K3) = 1 olacak sekilde N x N kiimesinin K; ve K,
alt kiimeleri mevcut olup
(1) lim xﬁ,’;m) = Upm

Jik
(4,k)eK1

saglanir. Bu takdirde d5(K; N K3) = 1 oldugundan K; N K, kiimesi sonsuz olur.
(j1, k1) € K1 N Ky segelim. (1) ve (2) esitliklerinden

(pq)

Ly ky — Opg

< % (3.3)

10



ve

(nm) o
Tji1 ke (nm

< g (3.4)

elde edilir. Dolayisiyla her p > n > N ve ¢ > m > N igin (3.2)-(3.4) esitsizliklerinden

(pa) (pq) (nm) (nm)
|apg = Q| < |apg — @57 |+ @5 — @l | T e — Gam
< E 1 E 1 E
ELE_E_,
3 3 3

elde edilir. Buradan (a,,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve dolayisiyla yakimsak

oldugu sonucuna ulagilr.
(3) limay, =a

olsun. =z dizisinin a sayisina istatistiksel yakinsak oldugunu gostermemiz gerekiyor.

(™) dizisi 2'e yakinsak oldugundan, her £ > 0 icin j,k > N;(¢) oldugunda
}x’?,g" - :ck} <=
J J 3

olacak sekilde en az bir N;(e) dogal sayis1 vardir.
Ayrica (3) egitliginden, her € > 0 icin j, k > Na(e) oldugunda

aje —al <3
olacak sekilde en az bir Ny(e) dogal sayis1 vardir.

Yine, Sy — lim (™) = q,,,,, oldugundan dolay1, §5(K) = 1 olacak sekilde bir K =
{(j,k)} € N x N kiimesi mevcuttur yle ki her ¢ > 0 icin j,k > Ns(¢),(j, k) € K

oldugunda

€
[k = anm| < 3

olacak sekilde bir N3(¢) dogal sayis1 vardir. max{N;(g), No(¢), N3(€)} = Ny(e) diyelim.
Bu takdirde her € > 0 ve biitiin j, k > Ny(e), (j,k) € K degerleri i¢in

[z —al <

xjk—xﬁm)’ + |z — agi] + |ag, — al
< 8+8+8

ELELE .

3 3 3

elde edilir. Bu takdirde x dizisi a sayisina istatistiksel yakinsaktir ve z € Sy, N2, olur.

Dolayisiyla Sy N 12 uzay1 [2 uzayimm kapah lineer bir alt uzayidir.
Teorem 3.9 S, N2 kiimesi 2 da hig bir yerde yogun degildir [11].
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Ispat Keyfi bir S normlu lineer uzayna ait S uzaymdan farkli kapal bir lineer alt
uzaymin S uzayinda hi¢ bir yerde yogun olmamasindan dolay1 ve Teorem 3.8 den,
sadece Sy N2 # 12 oldugunu gostermemiz yeterlidr.

x = () dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

1 jwek gift ise
a ik =
0 diger durumlarda

x = (z);) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadig: fakat sinirli oldugu acgikca goriilmek-
tedir. Dolaysiyla Sy N [%, # 12, olur.

Tanim 3.10 z = (z;;,) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in j,p > N,
k,q > M oldugunda

1
lim— {(j,k):j<nk<m:|x;y — >l =0
g {0 k) g <nk <mefzj, — 29| = e}

olacak sekilde N = N(g) ve M = M(e) sayilar varsa x = () cift dizisi Istatistiksel
Cauchy Dizisidir denir [11].

Teorem 3.11 z = (z;;,) kompleks terimli dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir [11].

Ispat 2 = (z;;,) dizisi | sayisina istatistiksel yakinsak olsun. O halde her € > 0 igin
{( k) j<nk<m:l|ey—1 =€}

kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. |zyay — | > e olacak sekilde N ve M sayilar

secelim.
A = {(.77 k)a] <nk<m: |37jk — JL'NM| > 5}
B. = {(jak)aj <nk<m: |.’L‘jk —l| > 5}
CE = {(j7k)7j:N§n7k:M§m|.’L'NM—Z|25}
seklinde ii¢ kiime belirleyelim. Bu takdirde A, C B. U C. olur ve buradan d5(A.) <
d2(B:) + 09(C.) = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla @ = (z;;) dizisi istatistiksel Cauchy
dizisidir.
Tersine x dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olsun fakat istatistiksel yakinsak olmasin.

Bu takdirde A, kiimesinin dogal yogunlugu sifir olacak sekilde N ve M sayilari mevcut

olacaktir. Dolayisiyla
E.={(,k),j <nk<m:|zj,—xnm| <e}
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kiimesinin dogal yogunlugu sifir olur. Ozel olarak eger |z;, — I| < £ ise
|.’L‘jk—l'NM| §2|.’L'jk—l| <e€ (35)

yazabiliriz. x dizisi istatistiksel yakinsak olmadigindan B, kiimesinin dogal yogunlugu

1 olup bununla birlikte
{0, k), J <nk<m:|op — oyl <e}
kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. (3.5) esitsizliginden
{(,k).J <nk <m:|oje —anu| <e}

kiimesinin de dogal yogunlugu sifir olacagindan A, kiimesinin dogal yogunlugunun bir
oldugu sonucuna ulasihir. Bu ise kabuliimiiz ile geligir. Dolayisiyla x dizisi istatistiksel

yakinsaktir. Teorem 3.6 ve 3.11 geregince agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.12 Agagidaki ifadeler birbirlerine denktir [11].
(a) x dizisi [ ye istatistiksel yakinsaktir.
(b) z dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(c) z dizisinin 6yle bir y alt dizisi vardir ki;
lim g5 =
im =1

dir.
Simdi dizilerin kuvvetli Cesaro toplanabilirligi ile istatistiksel yakinsaklig1 arasin-
daki iligkileri inceleyecegiz.
Tanmim 3.13 = = (x;) bir ¢ift dizi olsun.
lim 1 z”: zm: ik =1
i nm j=1 k=1
sart1 saglanmiyorsa x dizisi I'ye Cesaro toplanabilir denir [11]. Cesaro toplanabilir tiim
¢ift dizilerin uzaym (C, 1,1) ile gosterecegiz.
Benzer olarak, tek indisli dizilerde oldugu gibi asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanmim 3.14 = = (x;;;) bir ¢ift dizi ve p pozitif reel bir say1 olsun. Eger

j=1 k=1

13



esitligi saglaniyorsa z dizisine [ ’ye Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilirdir denir [11].
Biitiin kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ¢ift dizilerin uzayimi wlf ile gosterecegiz.
Not 3.15

(i) BEger 0 < p < ¢ < o0 ise w} C w) (Holder Esitsizliginden) ve
wrN 3, =wiNZ, C(C,1,1)NIE

olur.
(ii) Eger © = (z;)) dizisi yakinsak fakat siirh degilse, = dizisi istatistiksel yakimsak
olur. Ancak x dizisi Cesaro ya da kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olmak zorunda degildir
[11].

Ornek z = (z;;,) dizisi

k, 7 =1, tim k’lar icin
Tjk =194 J, k=1, tim j'ler icin

0, diger durumlarda

olarak tamimlansin. Dolayisiyla liin xj; = 0 olur fakat
j

lim— Y3 2 = lim ——= (m? 4 n? — 9
nl,Ignlnmj:l k:1xjk nl,man(m +n°+m+n—2)

olup bu limit sonlu bir degere sahip degildir. Bu yiizden x dizisi Cesaro toplanabilir

degildir. x dizisi ayn1 zamanda kuvvetli p-Cesaro toplanabilir de degildir. Fakat

1 m+n—1
lim— [{(j, k) : |zjs — 0] > e}| = lim ———— =0
lim —— [{(j, %) : |26 — 0] = e}| = lim ——

oldugundan x dizisi istatistiksel yakinsaktir.
(iii) Eger z dizisi, sinirh ve yakinsak bir ¢ift dizi ise ayn1 zamanda Cesaro ve kuvvetli
p-Cesaro toplanabilir olup istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 3.16 x = (z;;,) bir cift dizi ve p pozitif reel say1 olsun. Bu takdirde

(a) z, [ ’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise ayni1 zamanda [ ’ye istatistiksel yakim-

saktir.
(b) w2 N2 = S, NIZ dir [11].
ispat
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(a) K(P)={(,k),j <n,k<m:|zy —I"> e} olsun. x, [ ’ye kuvvetli p-Cesaro

toplanabilir olsun. Bu takdirde

0 « %szﬂﬁ_”p

j=1 k=1
S N T (LN R PO
nm J Jk
(jvk)EKE(P) (jvk)¢K6(P)

1 . .
2 - {U:k)Jsnk<me o =17 2 e}
olur. Bu yiizden z, [ ’ye istatistiksel yakinsaktir.
. . e\ 1/p
(b) L(P)={(j.k),j <nk<m:|om—1> (5) ve M = 2] oo + 1] olsun.

Buradaki [|z[|, o) ifadesi (3.1) ile verilen z = (z;;) sirh ift dizisinin sup-normunu
gostermektedir.
x dizisi, smirh istatistiksel yakinsak oldugundan her n,m > N igin

3

1 . . 1/p €
P '{(jak)aj <nk<m: |z -1 > <_) )

<
2MP

2

olacak sekilde bir N = N (e) sayist segebiliriz. Bu takdirde her n,m > N i¢in

%szﬂﬁ—ﬂp = ni Z |33'jk—l|p+ Z |37jk_l|p

j=1 k=1 m (4,k)EI(P) (4,k)¢1(P)
1 15 1 €
< — M?P + —nm—- =
nmanMp + nman c

elde edilir. Dolayisiyla © = (x;) dizisi [ sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.
Not 3.17 Simirh ve istatistiksel yakinsak bir = (x;;) dizisinin aym zamanda Cesaro
topla-nabilir oldugunu fakat tersinin dogru olmadigina dikkat etmek gerekir.

Ornek z = (z;;,) cift dizisi her & icin
i = (—1)
olarak tamimlansin. Bu takdirde

fm =303 =0

olur. Fakat z = (x;) dizisi asikar olarak istatistiksel yakinsak degildir.
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4. CIFT DIiZiLERIN CEKiRDEGI

Bu boliimde cift diziler i¢in limit inferior ve limit superior kavramlarinin tanimlar:
g6z oniine alinarak ¢ift diziler icin ¢ekirdek tanimi verilmisgtir. Bu tamimlarla birlikte
4-boyutlu matrislerin regiilerligi de kullanilarak Knopp ¢ekirdek teoreminin baz gesit-

lerine dair ispatlar verilmigtir.

x = (z;;) bir ¢ift dizi olmak tizere her € > 0 i¢in j, k > N(e) oldugunda |z, — L| < ¢
olacak sekilde bir N(¢) € N sayis1 mevcut ise (z;;) ¢ift dizisinin L sayisina Pringsheim
anlaminda yakinsak olacagindan daha once bahsetmistik. Bununla birlikte 1900 de
Pringsheim ; " bir (z,;) ¢ift dizisi, her G > 0 igin j > ny, k > ny iken |z;x| > G olacak
sekilde n; ve ny dogal sayilart mevcutsa kesin iraksaktir" seklindeki tanimi vermistir.
Bu tanim agikar olarak P — lim (x;) = oo ifadesine denktir.

Tanim 4.1 Bir x ¢ift dizisinin bir y alt dizisi asagidaki sartlar1 saglayan bir ¢ift dizidir:
ng = kg =n%; =k, = 0 olacak sekilde iki tane artan ¢ift indisli {n}} ve {k}} dizileri
mevcut olup,

nt ve ki nin her ikisi de max{nj; ', ki '3} < ni ve ki olacak sekilde segilmistir.

nb ve k% nin her ikisi de max{ni, ki} < n} ve ki olacak sekilde segilmistir.

n% ve ki nin her ikisi de max{nj, ki} < n% ve k% olacak sekilde segilmigtir.

nb; o ve k. | nin her ikisi de maX{ng(i_l), k;(i—l)} < nb, | ve ki | olacak sekilde
secilmigtir.

Ayrica1=1,2,3,... i¢in

® Y1i = Tpi ki

® Y2, = Tnj ki

® Y3i = Tniki
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® Yii = Tpiki s

® Yiit1 = Tt Kl

® Yi2i-1 = Tpi,

k

i
2i—1

sartlar1 saglanmaktadir [13].

Ornek 4.2 Her j ve k igin yj, = 1 ve z;; = —1 olan dizilerin her ikisi de (j, k). terimi
x5 = (—1)7*F olan ¢ift dizinin bir alt dizisidir. Gergekten, 1 ve —1 sayilarimn biitiin

cift dizileri bu (z;;) dizisinin bir alt dizisidir.

Iki boyutlu bir matris déniistimii, tiim yakmsak dizileri ayni limite sahip baska bir
diziye doniistiiriiyorsa bu doniisiim matrisi icin regiilerdir denir. 1926 da Robison,
ilave olarak smirhlik varsayimini da ekleyerek, c¢ift diziler igin regiilerlik kavraminin
4 — boyutlu bir benzeri iizerinde ¢alismigtir. Bu yeni kavram soyle ifade edilmigtir;
4 — boyutlu bir matris ele alalim. Bu matris tiim siirhh P — yakinsak dizileri aym
P —limit e sahip bagka bir P —yakinsak diziye doniigtiiriiyorsa bu matris doniigiimiine

"RH-regiiler" dir denir.
Teorem 4.3 4 — boyutliu A matrisi RH — regiiler dir ancak ve ancak;

(RH;) P —lim o} = 0, her k ve [ igin;

,n

(RHy) P—1lim Y a7 =1;

T 5 k=0,0

(RH;) P — IT}ZIQ ‘Zo }a?’}ﬂ =0, her [ i¢in;
n =

(RHy) P —1lim ) }a?’}ﬂ =0, her £ igin;

T k=0

00,00

(RH5) > }a%”} P — yakinsak olup;
5,k=0,0

(RHg) > |a%"| < A olacak sekilde pozitif A ve B sayilar1 mevcuttur ([7], [15]).

j,k>B
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Tanim 4.4 Bir (z;) cift dizisinin P —limy = (3 olacak sekilde bir y alt dizisi mevcutsa

bu 3 saywsina (z;;) ¢cift dizisinin bir Pringsheim limit noktas1 denir [13].

Not 4.5 Pringsheim limit noktasi tamimu su ifadeye denktir: 5, (z;;) cift dizisinin
Pringsheim limit noktasidir ancak ve ancak lim; zj,;, = 3 olacak sekilde iki tane artan
{ji} ve {k:} dizisi mevcuttur. Eger bir (x;;) cift dizisi P — yakinsak degilse Pring-
sheim anlaminda 1raksaktir (P-iraksak) denir. Bu ifade suna denktir: Bir (z;)
cift dizisi P — wraksak tir ancak ve ancak ya (x;x) ¢ift dizisi farkli ve sonlu limitlere
sahip en az iki tane alt diziye sahiptir ya da (x;x) ¢ift dizisinin simirsiz bir alt dizisi
mevcuttur. Ayrica eger (z;;) cift dizisi smirsiz bir alt diziye sahipse ayni zamanda

kesin 1raksak bir alt diziye sahiptir.

Knopp, kompleks bir say1 dizisinin ¢ekirdegi kavramini tanitti [9]. Buna dayanarak

¢ift indisli bir dizinin ¢ekirdegine dair tanimi Patterson agagidaki gibi vermistir.

Tanim 4.6 P — C,{z} , j,k > n icin (z;) ¢ift dizisinin tiim noktalarim igeren en
kiiciik kapali konveks kiime olsun. Buna gére P — C{z} = N, [P — C,{z}] kiimesine
(xj)) cift dizisinin Pringsheim gekirdegi denir [13].

Teorem 4.7 Eger A | negatif olmayan regiiler bir matris ise bu takdirde Az ¢ift dizisi

mevcut olmak iizere Az in ¢ekirdegi (x;x) ¢ift dizisinin gekirdeginde kapsanir [9].

Reel terimli bir dizinin klasik alt ve iist limitlerine benzer sekilde, ¢ift diziler i¢in

de limit superior ve limit inferior tanimlar1 verilebilir.

Tanmim 4.8 © = (x;;,) reel terimli bir cift dizi ve her n i¢in «,, = sup{z;; : j,k > n}
olsun. Buna gore (i) ¢ift dizisinin Pringsheim {iist limiti (P — limsup) asagidaki

gibi tanimlanir:
1 Her n i¢in a,, = 400 ise P —limsupz := 400 ;

2 Bazi n ler i¢in «,, < 400 ise P — limsup z := inf, {a, }.

Benzer sekilde f,, = inf, {x; : j,k > n} olsun. Buna gore z = (z;) ¢ift dizisinin

Pringsheim alt limiti (P — liminf) agagidaki gibi tanimlanir:
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1 Her n icin 8, = —oo ise P — liminfz := —o0 ;

2 Bazi n ler i¢in 3, > —oo ise P — liminf x := sup, {£, }[13].

Sonug 4.9 Reel terimli bir ¢ift dizinin Pringsheim gekirdegi [P —liminf x, P—lim sup x|
kapal arahgidir.
Ornek: (z;) cift dizisi asagidaki gibi tammlansin.

.

J k=1 1ise
—k J=11ise
(-1  k=j>1lise

0 diger durumlarda

\
Burada agikga goriilecegi tizere (z;i) ¢ift dizisi ne alttan ne de tistten siurhdir.

Dolayisiyla P — liminfz = —1 ve P — limsupz = 1 olur.

Asagidaki onermenin ispati, tek indisli dizilerdeki énermenin ispati ile aynidir.
Onerme 4.10 z reel terimli bir ¢ift dizi olsun. Bu durumda
1 P —liminfx < P — limsup x;
2 P —limx = L ancak ve ancak P — liminfz = P — limsupz = L;
3 P —limsup (—z) = —(P — liminf x);
4 P —limsup(z 4+ y) < (P —limsupz) + (P — limsupy)
5 P —liminf(z +y) > (P — liminf ) + (P — liminf y);
6 Eger y, z ¢ift dizisinin bir alt dizisi ise

P —liminfz < P —liminfy < P —limsupy < P — limsupzx

olur [13].

Teorem 4.11 A negatif olmayan RH — regiiler matris olsun. Bu takdirde herhangi

bir z ¢ift dizisi i¢in Az dizisi mevcut olup P — C{Az} C P — C{x} olur [13].

Ispat Eger P — C{x} kiimesi kompleks diizlem ise ispat asikardir. Biz teoremimizi

dizisinin sinirli veya smirsiz olmasi durumlarima gore ayr1 ayri diigiinerek ispatlayacagiz.
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Her iki durumda da sonug su ifadenin ispat ile belirlenecektir: Eger w ¢ P — C {z}
olacak sekilde bir ¢ varsa, w ¢ P — C,{Ax} olacak sekilde bir p de mevcuttur.

x = (z;;) dizisi sinirh olsun. Bu takdirde P — C{x} kompleks diizlem olmaz. Bu
takdirde w ¢ P — C{z} olacak sekilde sonlu bir w vardir. Buise w ¢ P — C {z} olacak
sekilde bir ¢ sayisinin varhigini gosterir. w sonlu oldugundan, A nin lineerliginden
w = 0 oldugunu varsayabiliriz. Ayn1 zamanda P — C,{z} konveks bir kiime olarak
alindigindan P — C {z} kiimesini dondiirebiliriz 6yle ki sifirdan P — C,{z} kiimesine
kadar olan mesafe min {|y| : y € P — C,{x}} degeridir ve pozitif reel eksen iizerindedir.
Bu minimum degere 3d diyelim. P —C,{z} konveks oldugundan P — C,{z} kiimesinin
tiim noktalar1 degeri en az 3d olan reel bir degere sahiptir. M = max {|zy,|} olsun.
(RHy) — (RH,) regiilerlik kosullarmdan ve a;;" > 0 varsayimindan dolay1, m,n > N

icin

0<j<jove0<Ek<kb,

ep
I
—

2k0§j§wv€0§k§k0}7

k)
k)

3 k):0<j<jovely <k<oo},
k)

o
I
~=
— — — —

tho < j<oowely<k<oo}.

olmak {izere

§ mn _ _d_ § mn _d_
;g < 3M > ajp, < 3M

j,k‘ell j,k‘elg

mn d mn 2
> A< Y A>3
j,kel3 j,k€ls

olacak gekilde NV sayis1 mevcuttur. Bu takdirde m,n > N icin R reel kismi gostermek

lizere

R{ Z a%”xjk} = R{ Z aﬂ”xjk} —l—R{ Z aﬂ”iﬁjk}

jvkzovo jvkEIl j,kfe[2
—i—R{ Z a%”xjk} + R{ Z a%”xjk}
J,k€ls j,kEIy
> =My apt-M > ay
kel kel
3 e Y
j,kels j,k€ls
3d 2
> —M—+3d-=4d
3M 3
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olur.
Dolayisiyla R{Axz} > d olur. Bu ise P — C,{Ax} kiimesinin diginda bulunan bir

w = 0 icin bir p sayisimun varhgini gosterir.

Simdi farz edelim ki x siirsiz olsun. Burada w sonsuzda bir nokta olabilir veya
olmayabilir. Eger w sonsuzda bir nokta degilse m,n > N olacak gekilde asagidaki
ifadeleri saglayan bir N secelim:

m,n d m,n 2
> i <3 > ay <3
kel k,lelaUI3Uly

Ik boliimdekine benzer sekilde R{Az} > d oldugunu elde ederiz. Eger w sonsuzda
bir nokta ise, tiim ¢ sayilar1 igin P — C,{z} kiimesi sinirh olur. Bu ise k,l > ¢ igin xy
nin smirh oldugunu gosterir. Genel ifadeden bir sey kaybetmeksizin bir B pozitif sayist
i¢in (|z|) < B oldugunu varsayabiliriz. Bu takdirde yeterince biiyiik m ve n sayilar:

icin agagidaki ifadenin dogrulugu elde edilir.

00,00 00,00 00,00
mn mn mn
E ajy v < E ag v < B E ajz’ < oo
5,k=0,0 5,k=0,0 5,k=0,0

Dolayisiyla P — C,{ Az} kiimesinin digindaki sonsuzdaki bir nokta igin bir p sayisi

mevcuttur. Teoremimizin ispati boylece tamamlanmig olur.
Asagidaki lemmay1 Teorem 4.13 ii ispatlamak i¢in kullanacagiz.

Lemma 4.12 Eger {a7}"}77% , (RH1), (RH3), (RH,) ve
P — limsup Z }aﬂn} =M
M k=0,0

sartlarin1 saglayan reel ya da kompleks degerli 4 — boyutiu bir matris ise herhangi bir

sirlt ¢ = (xj5) cift dizisi igin

00,00
N mn
ym,n - E ajk xjk
4,k=0,0
olmak {izere

P —limsup |y| < M(P — limsup |z|)

elde edilir.
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Ek olarak a7} reel olmak tizere 0 < P — limsup |z| < co oldugunda
P —limsup |y| = M (P — limsup |z|)

olacak sekilde reel terimli bir x ¢ift dizisi vardir [13].

Ispat = = (2;;) dizisi siurh ve

B:=P — limsup |z| < 0o

b+e
3

olarak tanimlansin. Verilen bir € > 0 ve her j > N ve/veya k > N igin |z;;| <
olacak gekilde N segilebilir. Bu takdirde

N,N
|ym,n| S Z }aﬂn}|xjk|+ Z }a?]lgonjﬂ

k=00 0<k<N
N<j<Zo0
00,00
mn mn
+ E }ajk |zj1] + E }ajk ||
N<k<co jk=N+1,N+1
0<j<N
NN
< E }ajk |zjk| + E }ajk ( 3 )
k=00 0<k<N
N<j<oo

mn) B+ E — mn| (BFE
N<k<oo G k=N+1,N+1
0<jEN

olup buradan

P —limsup |y| < M (S +¢)

elde edilir. Dolayisiyla
P —limsup|y| < M (P — limsup |z|)

esitsizligi de saglanir.

00,00
3 mn| __
P — lim sup E }ajk } =M
T k=00

oldugundan, genellikten bir kayip olmaksizin M > 0 olarak varsayabiliriz. RH —

regulerlik kogullarini kullanarak mg, ng, kg ve jo sayilarii

7,k=0,0 0<k<ko
Jjo<j<oo
00,00
E : ™mo,no 1 E : ™mo,n0 1
}ajk‘ } < 4 }ajk‘ } < 4
ko<k<oo J.k=jo,ko
0<7<Jo0
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olacak sekilde yeteri kadar biiyiikliikte segebiliriz. [m,_1], [ng-1], [Jp-1]; [kg=1], p,q =

1,....s—1,t—1 | jo = ko > 0 dizileri 4 tane kesin artan dizi olsun. RH — regileritk

kosullarini kullanarak mg > mgs_1, ny > ny_1, js > js—1 ve k¢ > ki1 ifadelerini

Ms,Nn 1
Z }a t} < 25+t

Ms,Nn 1
Z }a t} < s+t

0<j<ki—1
Js— 1<J<00

1
}ams’” > M —
ﬂ;o v

ms, 1
Z }a t} < 25+t

Js—1<j<Js
k‘tSk‘SOO

ms, 1
Z }a t} < 25+t

ki—1<k<oo

olacak gekilde segebiliriz.

Jo1 < J <Jsve ki1 <k <k
0 diger durumlarda

olarak tamimlayalim. Bu takdirde

[Ymin;| = Eﬁ T D DR U S D W (i
J,k=0,0 0<k<ks—1 0<I<li—1
0<i<o0o ks—1<k<oco
Mms,MNt ms,Nng ms,Nnt msﬂ’bt
= 2 = X el D afisgn ()
Js—1<J<Js kt—1<k<oo ki1 <k<k¢
ki <k<oo Js<j<oo Js—1<j<Js
1 1 1 1 1
> _ _ _ _
- s+t s+t s+t s+t + M 5 s+t
2 2 2 2 2
M—-9 L
-  Tos+t

ifadesini yazmamizda bir sakinca yoktur. Bu ifade
P —limsup|y| > M = M (P — limsup |z|)

olmasim gerektirir. Dolayisiyla eger A reel terimli ise, 0 < limsup [|z|] < oo olmakla
beraber

P —limsup |y| = M (P — limsup |z|)
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elde edilir.
Teorem 4.13 Eger A 4-boyutlu bir matris ise, agagidaki ifadeler birbirine denktir [13].
1. Reel terimli bir x ¢ift dizisi igin

P —limsup Ax < P — limsup x

P—limz }a%”} =1
m,n o
esitligi saglanacak sekilde bir RH — regiiler toplanabilme matrisidir [13].

Ispat (1) ifadesinin (2) ifadesini gerektirdigini gostermek icin = smirh P — yakinsak

bir ¢ift dizi olsun. Bu takdirde
P —liminfzr = P —limsupz = P — limx

olup buradan

P —limsup A (—x) < — (P — liminf z)
olur. Bu esitsizlik ise P — liminf z < P — lim inf Az olmasini gerektirir. Bu takdirde
P —liminfx < P —liminf Az < P —limsup Ax < P — limsupz

esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla Az dizisi P — yakinsak ve P —lim Ax = P —limx
olur. Bu ise A matrisinin RH — regiiler bir toplanabilme matrisi oldugunu gosterir.

Lemma 4.12 ve ispatindan, sinirh bir = (z;;,) ¢ift dizisi mevcuttur 6yle ki P —
limsupx =1 ve P — limsupy = A saglanir. (Burada A matrisi (RHg) ile tanimhdir).
Bu ise

00,00 00,00

1 < P —liminf Z }a%”} < P — limsup Z }a?’}ﬂ <1
e ek

olmasini gerektirir. Dolayisiyla
P—limz }a%”} =1
)T ik

olur.
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(2) ifadesinin (1) ifadesini gerektirdigini gostermek icin, eger x sinirli, P —yakinsak

bir ¢ift dizi ve A, RH — regiiler bir matris olmakla beraber
— hm Z }a } =1
ise

P —limsup Ax < P — limsup x

oldugunu gosterecegiz. p,q > 1 icin

faiing X lam |+ aT X lamr | — alma
Z U i Tjn < Z }Jk jk}g ik Jk+ Z }Jk jk}g jk ik
5,k=0,0 j,k=0,0 5,k=0,0
00,00 00,00
< Dl Hagel + Y (laf] = i) Ll
J,k=0,0 4,k=0,0
p,q
< llall Yo et llel Dol el Y Jagi
5,k=0,0 p<j<oo 0<j<p
0<k<gq g<k<oo
+ sup |x|2}a }—irH:cHZ (|al| = ali®)
3,k>pyq 7,k>p,q 7,k=0,0

ifadesini yazabiliriz. Bu ifadede her iki tarafin Pringsheim limitleri alimir ve RH —

reguler lik kogullar ile birlikte

P—limz }a%”} =1
7n j7k

kabulii gbz ontinde bulundurulursa

P —limsup Ax < P — limsup x

elde edilir.
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5. CIFT DiZiLERIN iSTATISTIKSEL SINIRLILIGI VE iSTATISTiKSEL
CEKIiRDEGI

Bu boéliimde verilen sonuglar Fridy ve Orhan tarafindan 1997 yilinda yayinlanan
sonuglarin ¢ift diziler i¢in benzerleridir. Sirasiyla ¢ift diziler igin istatistiksel sinirhilik,
istatistiksel limit inferior ve istatistiksel limit siiperior kavramlarinin tanimlar: verilmis

olup bu kavramlar arasindaki baz iligkilere dair ispatlar verilmigtir.

o0

Tamm 5.1 x = (z;,) bir ¢ift dizi ve A = [aﬂn}jkzo (

m,n =0,1,2,...) reel sayilarin
dort boyutlu sonsuz bir matrisi olsun. Bu takdirde her bir m, n igin
Ymn = Z ajy Tk
4,k=0,0
serisi yakinsak ise bu diziye x = (z;;,) ¢ift dizisinin A—doniigiim dizisi denir [2].
Asagidaki tanmim ve teoremler Fridy ve Orhan tarafindan verilen sonuglarin c¢ift

diziler i¢in benzerleridir [6].

Tanmim 5.2

(a) = = (xj;) reel bir cift dizi olsun. Eger d5({(j, k) : z;, > M}) = 0 olacak gekilde bir
M € R var ise @ = (z;;) ¢ift dizisine tistten istatistiksel simirhdir denir.

(b) = = (z;x) reel bir ¢ift dizi olmak tizere, d2({(J, k) : z;r < N}) = 0 olacak sekilde

bir N € R var ise x = (z;,) ¢ift dizisine alttan istatistiksel siirhdir denir [2].

Eger reel bir © = (z;;) cift dizisi hem alttan hem de tistten istatistiksel sinirh ise
bu x ¢ift dizisine istatistiksel simirhidir denir. Siirh bir z ¢ift dizisinin ayni1 zamanda
istatistiksel smuirl olacagi aciktir. Istatistiksel smurh tiim cift dizilerin uzaymi Sg°

olarak gosterecegiz.
Simdi istatistiksel siiperior ve istatistiksel inferior tanimlarini verebiliriz.

Tanmmm 5.3 Bir v = (z;;) cift dizisi ve herhangi M, N € R sayilan i¢in K, ve L,

kiimelerini agagidaki sekilde tamimlayalim:

Ky = {N:0:({(J, k) : 2 < N}) =0}
Ly = {M:0,({(J, k) : zj > M}) = 0}

26



Bu durumda x = (x;) dizisinin istatistiksel inferioru (yani S; —inf ) sup K, ve istatis-
tiksel siiperioru (yani S —sup ) inf L, ile ifade edilir. Istatistiksel smirh bir (z;;) cift

dizisinin hem Sy — inf hem de Sy — sup degerlerine sahip olacag: kolayca goriilebilir [2].
Ornek: = = (vj;) ift dizisi her j,k € N igin

7, Jj=Fkise
Tik = 9§ 1, j=11se
0, diger durumlarda
olarak tamimlansin. Burada L, = (0,00) ve K, = (—00,0] oldugunu gormek kolaydir.
Bu yiizden, Sy —supxz = Sy —infx = 0 olur, yani (z;;) dizisi istatistiksel siirhdir.

Fakat = ne yakinsaktir ne de sinirhidir. Dolayisiyla [, C S5° kapsamast kesindir.

Istatistiksel limit superior ve istatistiksel limit inferior kavramlarmi tanimlamak
i¢in herhangi bir = (z;;) reel ¢ift dizisi igin
G = {CeR:B{(K) :mn > C}) £0)
F, = {DeR:5%{{,k):z; < D}) #0}

kiimelerini tammlayalim. Burada d2(E) # 0 ifadesi ile 62(E) > 0 veya E kiimesinin

¢ift dogal yogunluga sahip olmamasinin kastedildigini ayrica belirtelim [2].

Tanim 5.4 Herhangi bir reel z ¢ift dizisi i¢in, x in istatistiksel limit siiperioru

. supG, G, # D ise
Sy — limsupz =
—o0 G, = ise

olarak tanimlanir. Benzer sekilde z in istatistiksel limit inferioru

inf F, F,# O 1ise
So — liminf z =
oo F,=0ise

olarak tanimlanir. Ornegin

7, J =k ise
Tik =4 1, J=1ise

0, diger durumlarda
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dizisini g6z oniine alahm. G, = (—o00,0) ve F, = (0,00) oldugundan S — limsupz =
Sy — liminf x = 0 olur [2].
Asagidaki teorem, klasik dizilerdekine benzer olarak ispat edilebilir.

Teorem 5.5

(a) Sy —limsupz = 8 & Ve > 0 icin, 02({(J, k) : xjx > B —¢€}) # 0 ve 52({(4, k) :
Tk > ﬁ +€}) =0

(b) So —liminfz = a & Ve > 0 i¢in, d2({(J, k) : zjx < a+e}) # 0 ve 52({(4,k) :
zj, <a—e})=0[2].

Asgagidaki teoremler, P — limsup ve P — liminf icin elde edilmig olan sonuglarin

benzerleridir.

Teorem 5.6 Herhangi bir x = (z;;) reel ¢ift dizisi i¢in S — liminfz < S5 — limsup x

dir [2].

Ispat ilk olarak, S, — limsup x = —oo olsun. Bu bize G, = @ oldugunu gosterir. Bu
takdirde her ¢ € R igin 62({(j, k) : xjx > ¢}) = 0 olup buise 62({(j, k) : xjx < ¢) =1
olmas1 demektir. Dolayisiyla Sy — lim inf x = —oo olur.

Eger S5 — limsupx = oo ise , 5o — liminf x < oo olacag: agikardir. Simdi farz
edelim ki Sy — limsupz = [ ve Sy — liminfz = « egitlikleri mevcut olsun. Verilen
herhangi bir ¢ i¢in § + ¢ € F, oldugunu gosterecegiz dyle ki bu bize a < [ + ¢
oldugunu gosterir. Teorem 5.5 (a) dan dolay1 d5({(j, k) : ;5 > S+ 5}) = 0 olup bu ise
02({(4, k) : zjx < B+ 5}) = 1 esitligini verir. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis
olur.

Simdiye kadar verilmig olan sonug ve teoremlerden herhangi bir z reel ¢ift dizisi i¢in
P —liminfx < Sy —liminfz < Sy — limsupz < P — limsup (5.1)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.7 Istatistiksel smirh bir # = (zj;) cift dizisi istatistiksel yakimsaktir <
Sy — liminf x = Sy — limsup z [2].

Ispat S, —limx = L olsun. Bu takdirde verilen bir & > 0 igin, d5({(j, k) : |vjx — L| >
e}) = 0 olur. Dolayisiyla d2({(j, k) : ;5 > L+¢}) = 0 olur ve buise Sy —limsupz < L
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olmasi demektir. Ayrica, 02({(j, k) : z;x < L—e}) = 0 olup buradan L < Sy —liminf z
olur. Dolayisiyla (5.1) esitsizligi de gz oniinde bulundurulursa S, — liminfz = Sy —
lim sup x elde edilir.

Tersine Sy — liminf x = Sy — limsup x = L olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir
e > 0 igin, Teorem 5.5 geregince 05({(J, k) : x5 > L+ ¢c}) = 0 ve 02({(j, k) : zjx <
L —¢}) = 0 elde edilir.Bu ise 62({(j, k) : |xjx — L| > €}) = 0 olmasi anlamina gelir.
Dolayisiyla Sy — limx = L elde edilir.

(ift dizilerin istatistiksel ¢ekirdegini, P-cekirdek tanimina benzer olarak tanimlaya-

biliriz.

Tanmim 5.8 Herhangi bir istatistiksel smirh reel = (x;;) ¢ift dizisinin istatistiksel

cekirdegi (ya da kisaca Sy — core [z])
[Se — liminf x, Sy — lim sup z]

kapal araligi olarak tanimlanir. Eger @ = (z;;) ¢ift dizisi istatistiksel siirh degilse
Sy —core [x], (—00,5; —lim sup z],[S; —lim inf x, 00) veya (—o0, 00) araliklarindan birisi

olur [2].
(4.1) den, herhangi bir x reel ¢ift dizisi i¢in

Sy — core[x] C P — core [z]
olacag1 aciktir [2].

Simdi, P — core ve Sy — core kavramlarina iligkin bir egitsizlik verilebilir. Ancak bu

esitsizligin verilebilmesi icin oncelikle iki tane lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 5.9 cgo’o, sinirh ve sifira P — yakinsak olan tiim ¢ift dizilerin uzay1 olsun. Bu

takdirde A € (lgo, cg‘*o) olmasi icin gerek ve yeter sart
JA] = sup Y _ |aZ"| < o0 (5.2)
m,n ik
kogulunun saglanmasi ve

1. P—I%I%a;’}ﬁ” =0 .,Vj ke N ign
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2. P—1lim) af"=0,j€N icin
m,n k
3. P—lim}) a%" =0,Vk € N igin
m,n j
4. P—lim})" |a%"| =0
mn ik
olmasidir [2].

Ispat Yeterlilik kismu agikardr.
Simdi, A € (I, c§°’°) olsun. Bu takdirde, her x € [% igin Az mevcuttur ve Az €

0
¢y dir. Bu nedenle

sgna™m 0<ji<r,0<k<r
Tjp = g1 o == (m,n=1,2,...)
0 diger durumlarda

seklinde tammh bir = = (x;;,) dizisi icin
P—limAz =P —lm)» alf'z;, =P —lm> _|a}"| =0
jk jk
esitligini elde ederiz. Az aym zamanda simirli oldugundan, sirasi ile 4. kosul ve (5.2)
esitligi saglanir.
Simdi bir e dizisini

il 1 (Ja k) = (ial)
ik = .
0 diger durumlarda

olarak tammlayalm ve noktasal toplamlar i,l € N igin s = Y e ve 1t = Y, e
olarak gosterelim. O halde 1. kosul P — lim Ae’! |, 2. kosul P — lim Ar/, 3. kosul

P — lim Asy, ifadelerinden elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Lemma 5.10 A = [ag’}ﬂ dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde

A€ (SNl )., (5.3)
ancak ve ancak A, RH — regiiler ve 02(F) = 0 sartin saglayan her £ C N x N igin

P —lim Y |al"| =0 (5.4)

j,keE

olmahdir [2].
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Ispat Oncelikle farz edelim ki (5.3) saglansin. Bu takdirde A nin RH — regiilerligi,
¢ C Sy NI% gergeginden elde edilir. Bir o = (z;;) € 12 dizisi iizerinden 2z = (2;})
dizisini
Tk J,k € E ise
ij =
0 diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Bu takdirde z € S; olup S —lim 2z = 0 oldugu agiktir. Dolayisiyla

Az € ¢ olur. Diger yandan

_ mn,, .
Az = E ajp Tik

j,kEE

oldugundan, Vm,n € N icin

o ajy’ J.k € E ise
=
" 0 diger durumlarda

olarak tamimlanan B = [b;”k”} matrisi (lgo,cgo’o) siifina dahildir. Dolaysiyla (5.4)

esitligi Lemma 5.9 dan elde edilir.

Tersine, farz edelim ki A, RH — regiiler olup (5.4) esitligi saglansin. x € Sy N2
ve Sy — limx = L olsun. Boylece verilen herhangi bir € > 0 i¢in, d2(E) = 6,({(J, k) :
|zj, — L| > ¢e}) =0ve j,k ¢ E oldugunda |x;; — L| < ¢ olur. Bu takdirde

Z ajy T = Z agy (x5, — L)+ L Z ag’
7k Ik 7k
esitligini yazabiliriz. A nin RH — regiiler olmasindan
P —lim Z aj'wiy = P — hm Z ay'(xjy— L)+ L (5.5)
1 ik

olur. Diger taraftan

l'jk = Z a l'jk Z a l'jk
JkeE J.k¢E
<l = LI Jaj| +e 1Al
j,keE
oldugundan (5.4) geregince
— hmZa (xjrp —L)=0
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olur. Bu nedenle, (5.5) esitligi P — lim Az = L = Sy — lim x oldugunu gosterir. Bu ise
ispat1 tamamlar.

Teorem 5.11 ||A|| < oo ve z € [2 olsun. Bu takdirde

P —limsup Az < Sy — limsup x (5.6)
olmas igin gerek ve yeter sart, A € (S2 N4, c5°),. , olup
P —lm» |ai"| =1 (5.7)
1 ik

esitliginin saglanmasidir [2].

Ispat Farz edelim ki (5.6) saglansin. Bu takdirde daha ¢nceki ispatlardan
Sy —liminfx < P — liminf Az < P — limsup Az < S, — limsupz (5.8)

esitsizligi yazilabilir.  keyfi oldugundan ve SyNi2, C [2 oldugundan, (5.8) esitsizliginde
S, —limz = L olacak sekilde herhangi bir z € S, N2, dizisini gbz éniine alabiliriz. Bu
takdirde Teorem 5.6 geregince Sy — liminf x = S5 — limsupz = L oldugu goriiliir. Bu

yiizden tekrar (5.8) geregince
P —liminf Ax = P —limsup Az = P —limAz = L

oldugunu gorebiliriz. Dolaysiyla A € (S2 NI, ¢5°),. , olur.

Diger taraftan (5.1) geregince Sy —limsup z < P — lim sup x oldugundan, (5.7) i¢cin

gereklilik kosulu Teorem 4.14 araciligiyla elde edilir.

Tersine, A € (Sy NI, )., , olsun ve (5.7) saglansin. z herhangi smirh bir cift
dizi olsun. Bu takdirde Ax dizisi de ayni1 zamanda sinirh olur ve Sy — lim sup x sonlu
olur. Bu ytizden Teorem 5.5 geregince, verilen bir € > 0 icin 62(E) = 62({(j, k) : zjx >
Sy—limsupx+¢}) = 0 olur. Aymi zamanda j, k ¢ E oldugunda x;;, < Sy—limsup z+¢

oldugu da kolayca goriilebilir. O halde asagidaki ifadeyi yazmamizda herhangi bir
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sakinca yoktur.

mn
E Ak Tk
J.k

}ar»’,g”:cjk} +al gy, }ar»’,g”xjk} —a" T
< Z J 5 J +Z J 5 J
Jik J,k
< Zajk Tj +Z }a }—a |z |
< Z ajy Tk + Z ay"zik| + ||zl Z }a d —aly
jkeE k¢ E
< =l Z }a%”}+(32—11msup:c+5 Z |al }—l—H:cHZ |al| — ali?)

J,k€EE Jk¢E

A nmm RH — regiilerligi ve (5.7) kogulu aracihgiyla
P —limsup Az < S5 — limsupz + ¢

elde edilir. = ve ¢ keyfi oldugundan ispatimiz tamamlanmig olur.
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6. CIFT DIZILERIN («, 3)-YINCI DERECEDEN ISTATISTIKSEL LIMIT
NOKTALARI VE CEKIRDEKLERI

Bu boliimde «, 5 € (0,1] olmak iizere bir ¢ift dizinin («, 8) — ywnct dereceden
istatistiksel alt limit ve tist limit tammlar1 verilmig ve ¢ift diziler i¢in («, 5) — yine
dereceden istatistiksel ¢ekirdek konusu ve bu konuya dair baz 6zellikler incelenmistir.

Tanim 6.1 (o, 5) € (0, 1] olmak tizere bir K C N x N kiimesinin (a, #)—¢ift yogunlugu

K
SN K)y=P— fim 7”52‘17;17;)

olarak tanmimlanr [3].
Not 6.2 Her K C N x N kiimesi i¢in d5(K) < 1 oldugu halde 6{"?(K) > 1 veya
55“’5)([() = oo olabilir [3].

Tanim 6.3 = = (xj;) bir ¢ift dizi ve a, 5 € (0, 1] olsun. Bu durumda Ve > 0 igin

: 1 . .
P —lim—" g [{(j;k) 1 <m kb <m: o — 1] 2 e}[ =0

olacak sekilde bir [ sayis1 mevcut ise x dizisi [ sayisina («, 5) —yincr dereceden istatistik-
sel yakinsaktir denir ve Séa’ﬁ ) —lgﬂn xjp = L yazilir. Buradaki [ sayis1 tektir. (o, 3)—yinc
dereceden istatistiksel yakinsak cift dizilerin uzayini Séo"ﬁ ) ile gosterecegiz.

a = 1,5 = 1 olmas1 durumunda (a, ) — ywnce dereceden istatistiksel yakinsaklik
kavramu ¢ift dizilerin istatistiksel yakinsakligi kavramina indirgenmis olur. («, 8)—yinc
dereceden istatistiksel yakinsaklik o, 5 € (0, 1] i¢in iyi tanimhidir, ancak o > 1 ve § > 1
igin iyi tanimh degildir. Ornegin z = (z;,) dizisi

1 j+kcift ise
Tjk =
0 7+ Ftekise

olarak tanimlansin. Buradan o > 1 ve > 1 i¢in

P— lim —s [{( k) s j <nk<m: oy — 1] =}

GG,

< P— lim =
n,M—00 namﬁ
ve
P lm — ({G,) <k <m gl > el

n,m—oo NOMP

n m

(— + 1) (— + 1)

< P— lim -2 2 —0
n,m—00 nempb
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elde edilir. Bu ise 557 —lijlkn 2 =1 ve S0P —lijll?xjk = 0 demektir ki 5{*” —121}31 Tk
limitinin tekliginden dolay1 bu miimkiin degildir [3].

Teorem 6.4 «,,&,n € (0,1] olmak iizere « < £ ve < 7 verilsin Bu takdirde
5840 S olur [3].

Ispat o, 3,¢,1 € (0,1] olsun. o < € ve 3 < 7 olmak iizere Ve > 0 icin

P —lim |{(j, k):j<nk<m:|zy —1]> e}
nmn

< P —lim 5|{(], k):j<mn,k<m:|zy —1] >e}
n,m NYmM

elde edilir. Bu esitsizlik ise bize S € §{&7

oldugunu verir.

Bu Teoremde 6zel olarak £ = 1 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.5 Herhangi «, 8 € (0,1] i¢in 5 C S, olur [3].
Tanmim 6.6 = = (x;) reel bir ¢ift dizi ve o, 8 € (0, 1] olsun.

(a) Eger 0V ({(j, k) - xj, > M}) = 0 olacak sekilde bir M € R var ise © = (x;)
¢ift dizisine tistten (o, 3) — yince dereceden istatistiksel simirhdir denir.

(b) Eger 67 ({(j, k) : zj, < N}) = 0 olacak sekilde bir N € R var ise z = (z;)
cift dizisine alttan (o, 8) — yence dereceden istatistiksel sinirhdir denir [3].

Eger reel bir x = (i) ¢ift dizisi hem alttan hem de tistten (o, 5) — yinc: dereceden
istatistiksel sinirli ise bu z ¢ift dizisine («, ) — yincr dereceden istatistiksel sinirhdir
denir. Smurh bir z ¢ift dizisinin aym zamanda (a, ) — yinc dereceden istatistiksel
sinirh olacag1 aciktir.

Simdi («, 5) — ywnce dereceden istatistiksel siiperior ve istatistiksel inferior tanim-
larin verebiliriz.

Tanim 6.7 Bir v = (xj;) dizisi verildiginde herhangi M, N € R ve o, € (0,1] igin
K ve L") kitmelerini asagidaki sekilde tanimlayalim:

K = (N 2005 ({(j. k) s 2j0 < N}) = 0}
LY = {M : 6,5 ({(, k) - 2 > M}) = 0}

Buna gire v = (xj;) dizisinin (o, 8) — ywnce dereceden istatistiksel inferioru (yani
S8 _inf 2) sup K7 ve (a, B) —yincr dereceden istatistiksel siiperioru (yani S3*" —
sup z) inf LYP) ile verecegiz. (o, ) — yancr dereceden istatistiksel simirh bir = (x %)
¢ift dizisinin hem S*® —inf 2 hem de S{*? — sup z degerlerine sahip olacag kolayca

goriilebilir [3].
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Istatistiksel limit superior ve istatistiksel limit inferior kavramlarima gecmek icin

herhangi bir x = (z;;) reel cift dizisi i¢cin

GeD = {CeR: (k) 2 > C}) # 0}
FeP = {DeR: 687 ({(G k) : 2 < DY) # 0}

kiimelerini tamimlayalim. Burada 5&0“5 )(E) # 0 ifadesi ile 5&0“5 ) > 0 veya E kiimesinin
(o, B)—¢ift dogal yogunluga sahip olmamas: kastedilmektedir.
Tanim 6.8 Herhangi bir reel z ¢ift dizisi icin, x in («, ) — yance dereceden istatistiksel

limit siiperiorunu

sup G GLP) £ & ise

S(avﬁ)
2 (.8) :
—00 Gy " = ise

—limsupz =
olarak tamimlayalim. Benzer gekilde x in (a, ) — yinc: dereceden istatistiksel limit

inferioru
inf % FP £ g jse

a75
557 (@) _ o
00 F:77 =@ ise

—liminfzx =

olarak tammlayalim.
Asagidaki Teoremin ispat1 kolayca yapilabilir.

Teorem 6.9

(a) S _limsupr = u & Ve > 0 igin, 5&0"5)({(]’,16) Cxy > u—¢e}) # 0 ve
057 ({5, k) o > ut+e}) =0

(b) S5 —liminfz = v & Ve > 0 icin, 657 ({(j. k) : 26 < v+¢}) # 0 ve
55 (G R g <v—e}) =0

Teorem 6.10 Herhangi bir x = () reel ¢ift dizisi igin
S8 _liminf 2z < S —limsup
dir .
Ispat 11k olarak, Séa’ﬁ ) _lim sup x = —oo olsun. Bu bize GYP) = o oldugunu gosterir.

Bu takdirde her ¢ € R i¢in 67 ({(j, k) : xji, > c}) = 0 olup bu ise 5P, k) - T >

c}) > 1 olmas1 demektir. Dolayisiyla S — lim inf # = —o0 olur.
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Séa’ﬁ ) —liminfz < oo olacag agikardir. Simdi

Eger Séa’ﬁ) — limsupz = oo ise ,
farz edelim ki S — limsupz = u ve S*” — liminfz = v esitlikleri mevcut olsun.
Verilen herhangi bir € i¢in u+¢ € F{, ) oldugunu gosterecegiz dyle ki bu bize v < u+e¢
oldugunu gosterir. Teorem 3.2.4 (a) dan dolay1 657 ({(j, k) : 2, > u+ £}) = 0 olup
bu ise 57 ({(j, k) i < u+ 5}) = 1 esitligini verir. Dolayisiyla teoremin ispati
tamamlanmig olur.

Cift dizilerin (o, B) — ywncr dereceden istatistiksel cekirdegini, P-gekirdek ve Ss-
cekirdek tanimlaria benzer olarak tanimlayabiliriz.

Tanim 6.12 («, ) — ywnce dereceden istatistiksel sinirh herhangi reel terimli bir z =

x ;1) cift dizisinin («a, 8) — yence dereceden istatistiksel ¢ekirdegi
J Q
[Sé P _ liminf x, Sé A _ lim sup x

kapal arahgidir ve bu arahig: Séa’ﬁ ) core(x) ile gosterecegirz. Eger x, («, 5) — yinc
dereceden istatistiksel sinirli degilse x ¢ift dizisinin («, 5) — yince dereceden istatistiksel

Séaﬁ )

cekirdegi, (—oo,Séa’ﬁ ) — limsup x], | — liminf z, 00) veya (—o0, 00) araliklarindan

birisi olur.

Not 6.13 o = # = 1 olmasi durumunda
_ _ clap) _
Sy — core(x) = S core(x)

olur.

Teorem 6.14 «, 3,£,n € (0, 1] olmak iizere v < £ ve 5 < n verilsin. Bu takdirde
Ség’") — core(z) C Séa’ﬁ) — core(x)

olur.
Ispat [Ség’”) — liminf z, Séf’") — lim sup x} C [Séa’ﬁ) — liminf z, Séa’ﬁ) — limsupz
oldugunu gostermek ispat icin yeterli olacaktir. Daha 6nce G ve GE kitmelerini

asagidaki gibi tanimlamigtik:

G = {CeR: o0 ({(j,k) : 2 > C}) £0}
GEn = {CeR: Y ({(h) 2 > Ch A0}

Teorem 6.4 geregince herhangi bir £ C N x N i¢in a« < ¢ ve f < 1 oldugunda
5 (B) < 657 (E) oldugunu biliyoruz. Bu takdirde o < € ve 4 < 1 i¢in

05 ({0 k) 2y > CF) < 057 ({5, k) =y > C) (6.1)

37



oldugu goriiliir. Dolayisiyla

sup G GP) £ & ise

S _limsupz =
—00 LGP = g ise

sup G ,Ggf’") + & ise

S _limsupr =
—00 LG = g e

oldugundan

Ség’") —limsupz < Séa’ﬁ) — limsupx

elde edilir. Benzer sekilde
58P _liminfz < S —liminf z
esitsizligi de elde edilebilir. (6.2) ve (6.3) esitsizlikleri geregince
58P _liminfz < S —liminf z < S& — limsupz < S — lim sup «
olacagindan
[Ség’”) — liminf z, Ség’") — lim sup x} - [Séa’ﬁ) — liminf z, Séa’ﬁ) — limsupx

elde edilir. Bu ise bizden istenendir.
Bu Teoremde 6zel olarak £ = 1 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.15 Her «, 5 € (0, 1] igin
_ (a.B) _
Sy — core(x) C S, core(x)

kapsamasi saglanir.
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