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1. BÖLÜM 

TEMEL  TANIM  VE  TEOREMLER 

1.1. Temel  Tanım  ve  Teoremler 

Tanım 1.1.1 :  X  ≠ φ   ve  K  reel  veya  kompleks  sayılar  cismi  olsun.  

+ : X x X → X       ve    . : K x X → X 

fonksiyonları  aşağıdaki  özellikleri sağlıyorsa  X  cümlesine  K  cismi üzerinde bir vektör  uzayı    

( lineer uzay )  adı verilir. 

∀ x , y , z ∈ X    ve   ∀ λ , µ ∈K    için 

L1)  x  +  y  =  y  +  x 

L2)  ( x  +  y  )  +  z  =  x  +  (  y  +  z  )  

L3)  x  +  θ   =  x   olacak  şekilde  θ ∈ X   vardır. 

L4)  ∀ x ∈ X   için   x  +  ( - x ) = θ   dır.     

L5)  1 . x  =  x  

L6)  λ  . (  x  +  y  )  =  λ .x  + λ .y 

L7)  ( λ  + µ  ) . x  =  λ .x  + µ .x  

L8)  λ . (  µ  . x ) =  (  λ .µ  ). x      dır  [1]. 

 

Tanım 1.1.2 : X ,  K  cismi  üzerinde  bir  lineer  uzay  olsun.   

|| . ||  :  X  →  IR 

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa  || . ||  fonksiyonuna   X   üzerinde bir norm  ve          

(  X ,  || . ||  )  çiftine  de  bir normlu  uzay denir. 

∀ x , y ∈ X    ve   ∀α ∈K    için  

N1)  || x || ≥ 0  

N2)     || x || = 0  ⇔  x  = 0   

N3)  xα  = α . x    

N4)  yx +  ≤ x + y      dir  [2] 
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Tanım 1.1.3 : X ,  K  cismi  üzerinde bir  lineer  uzay  olsun.   

|| . ||  :  X  →  IR 

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa  || . ||  fonksiyonuna  X  üzerinde bir yarı-norm ve       

(  X ,  || . ||  )  çiftine  de  bir  yarı-normlu  uzay denir . 

∀ x , y ∈ X    ve   ∀α ∈K    için  

N1)  || x || ≥ 0  

N2)   x  = 0  ⇒  || x || = 0 

N3)  xα  = α . x    

N4)  yx +  ≤ x + y      dir  [2]. 

 

Tanım 1.1.4 : (  X ,  || . ||  )    bir  normlu  uzay  ve  x = ( xn )  de   X   uzayında  bir  dizi olsun. 

Eğer 0>∀ε   için   ∀  m, n > n0  iken  nm xx − < ε   olacak  şekilde  bir  n0 = ∈)(0 εn  IN   

sayısı  varsa  x = ( xn )  dizisine  bir  Cauchy  dizisi  denir  [2]. 

Tanım 1.1.5 : (  X ,  || . ||  )  bir  normlu  uzay  ve  x = ( xn )  de  X   uzayında  bir  dizi  olsun. 

Eğer  0>∀ε  için   ∀ n > n0  iken  xxn − <  ε   olacak  şekilde  bir  n0 = ∈)(0 εn  IN   sayısı  

varsa  x = ( xn )  dizisi  x ‘ e  yakınsaktır  denir  [2].  x = ( xn )  dizisi   x ‘ e   yakınsak   ise  

n
lim xn = x    veya    xn  →  x   şeklinde  yazılır.   

 

Tanım 1.1.6: (  X ,  || . ||  )  normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya 

tam normlu uzay  veya Banach uzayı denir  [2]. 

Teorem 1.1.1  : Bir  X  Banach uzayının bir Y  alt uzayının tam olması için gerek ve yeter şart; 

Y   uzayının   X   uzayında kapalı olmasıdır  [2]. 

 

Bu çalışmada kompleks terimli tüm  x = ( xk )  ( k = 1 , 2 , 3…)  dizilerinin cümlesini     

w  ile göstereceğiz.  

w ;   x = ( xk) ,  y = ( yk )  ve α  bir  skaler olmak üzere  

x + y = ( xk + yk )    ve    )( kxx αα =  
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şeklinde  tanımlanan  işlemler  ile  bir  lineer  uzaydır.  

 Bu  çalışmada  sık  sık  kullanacağımız 

{ }∞<==∞ kkk xxxl sup:)(  

sınırlı  diziler  uzayı, 

c = { }mevcutxxx kkk lim:)(=  

yakınsak  diziler  uzayı  ve  

c0 = { }0lim:)( == kkk xxx  

sıfır  diziler  uzayı 

kk xx sup=  

normu  ile  bir  Banach  uzayıdır. 

 

Tanım 1.1.7  :  X   bir  dizi  uzayı olsun.  X   bir  Banach  uzayı  ve  

Tk :  X   →  C    ,   Tk( x ) = xk     ,     ( k = 1 , 2 , . . . ) 

dönüşümü  sürekli  ise   X   uzayına  BK – uzayı  denir  [3]. 

Tanım 1.1.8  :  X ⊂ w   bir  dizi uzayı olsun.  x = ( xk ) , y = ( yk ) ∈ X   olmak üzere                     

x . y = ( xk yk ) ∈ X   oluyorsa ; yani  X  noktasal çarpma  işlemine göre kapalı ise  X  uzayına 

dizi cebiri  denir  [4]. 

Tanım 1.1.9  :  a , b ∈ IR   ve   n ∈ I N    olmak üzere  

 

 

 

ifadesine  iki  terimlinin  açılımı  veya  binom  açılımı  denir. 

Tanım 1.1.10 : Bir  f  modülüs  fonksiyonu aşağıdaki  özellikleri  sağlayan   [0 , ∞)  aralığından     

[0 , ∞)  aralığına tanımlı bir  fonksiyondur.            

(  i  )    f ( x ) = 0 ⇔ x = 0 

      ( ii )    f ( x + y) ≤  f ( x ) +  f ( x ) ,   ( x ≥ 0   ,  y ≥ 0 ) , 

      ( iii )   f   artan bir fonksiyon 

            ( iv )   f   fonksiyonu   0  noktasında  sağdan  sürekli  [5]. 
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



=
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



=+ −−

=

−∑ 0
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210
2211
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   Yukarıdaki  özelliklerden  bir  modülüs  fonksiyonunun  [0 , ∞)  aralığında sürekli 

olduğu  anlaşılır. Bir modülüs fonksiyonu sınırlı veya sınırsız olabilir. I.J.Maddox  [6]  ve 

W.H.Ruckle  [7]  bir  modülüs  fonksiyonunu  bazı  dizi  uzaylarını oluşturmak için 

kullanmıştır. Daha  sonraları  bir modülüs fonksiyonu yardımıyla tanımlanan dizi uzayları 

Bilgin  [8], Öztürk  ve Bilgin  [9]  tarafından verilmiştir.  

 

Tanım 1.1.11 :  x = ( xk )∈E  olmak  üzere  eğer  ∀ k ∈ IN için  αk  ≤ 1  şartını  sağlayan  tüm  

α = ( αk ) skalar  dizileri  için  ( αk xk ) ∈ E  ise  E  dizi  uzayına  solid ( normal )  denir [4]. 

Tanım 1.1.12 : Eğer  Π ( k ) ,  IN ‘ nin  bir  permütasyonu  olmak  üzere  ( xk ) ∈ E, )(kxΠ ∈ E‘yi 

gerektirirse  E  dizi  uzayına  simetrik  denir  [4].  

Teorem 1.1.2  : p = ( pk )  pozitif  reel  sayıların  bir  dizisi  0  <  pk  ≤  sup  pk   =  H , 

( )12,1max −= HC  , ∈kk ba , C  ve   k ∈ IN   olmak  üzere 

                    { }iii p
k

p
k

p
kk baCba +≤+                                        (1) 

dir  [1]. 
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2. BÖLÜM 

İSTATİSTİKSEL  YAKINSAKLIK 

2.1. İstatistiksel  Yakınsaklık 

İstatistiksel  yakınsaklık  kavramı  en  az  1913’ ten  beri  farklı  görünüşler  altında  

literatürde  yer  almaktadır. O  zamandan  beri  Fourier  analiz  teorisinde, ergodic  teoride  ve  

sayılar  teorisinde  kullanılmıştır. İstatistiksel  yakınsaklık  tanımı  ilk  olarak  1951  yılında  

Fast [10] tarafından kısa bir  not olarak  verildi. 1959  yılında  Schoenberg  [11]  istatistiksel 

yakınsaklığı  toplanabilme  metodu  olarak  inceledi  ve  istatistiksel  yakınsaklığın  bazı  temel 

özelliklerini  verdi. Her  iki  matematikçi  de  sınırlı  istatiksel  yakınsak  bir  dizinin  Cesaro  

toplanabilir  olduğunu  gösterdiler. Daha  sonra  istatistiksel  yakınsaklık  Kolk  [12],  Fridy 

[13],  Salat  [14],  Connor  [15],  Maddox  [16]  tarafından  çalışıldı. 

Tanım 2.1.1 :  Pozitif   tamsayılardan  oluşan  bir  K  cümlesinin  doğal  yoğunluğu 

{ }Kknk
n

K
n

∈≤= :1lim)(δ  

şeklinde tanımlanır ( Burada { }Kknk ∈≤ : , K  cümlesinin n’den büyük olmayan 

elemanlarının sayısını göstermektedir )  [17]. Eğer 

{ }Kknk
n

K
n

∈≤= :1lim)(δ  =  0 

ise  K  cümlesine  sıfır  yoğunluklu  cümle  denir.  

Sıfır yoğunluklu cümle tanımından esinlenerek  istatistiksel  yakınsak  dizi  tanımı  

aşağıdaki  şekilde  verilebilir: 

Tanım 2.1.2 :  x = ( xk )  kompleks  sayıların  bir  dizisi  olsun. Eğer  ∀ 0>ε  için,  

{ } 0:1lim =≥−≤ εLxnk
n kn

 

olacak  şekilde bir L  sayısı varsa  x = ( xk )  dizisi  L  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir [13].  

x = ( xk )  dizisi  L sayısına istatistiksel yakınsak  ise   S- lim x = L   veya  )(SLxk →   yazılır.  

İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

S =  { }












=≥−≤= 0:1lim:)( εLxnk
n

xx kk  

ile  gösterilir. 
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L = 0  olması  halinde  x = ( xk )  dizisine  sıfıra  istatistiksel  yakınsak  dizi  denir.          

x = ( xk )   dizisi  sıfıra  istatistiksel  yakınsak  ise  S - lim x = 0    veya   )(0 Sxk →   yazılır.                 

Sıfıra  istatistiksel  yakınsak  dizilerin  uzayı  

S0 =  { }












=≥≤= 0:1lim:)( εkk xnk
n

xx  

ile gösterilir. 

Sonuç 2.1.1  : Yakınsak  her  dizi  istatistiksel  yakınsaktır. Fakat  tersi  doğru  değildir.   

 Gerçekten; 

kx  =  






≠

=
2

2

,0

,1

mk

mk
 

şeklinde tanımlanan  x = ( xk )  dizisini göz  önüne alalım. Her 0>ε  için  

 

{ } { } nxnkxnk kk ≤≠≤≤≥≤ 0:: ε  

olduğundan, 

{ } 0lim0:1lim =≤≠≤
n
nxnk

n nkn
 

elde  edilir. Bu   S - lim x = 0  demektir. Fakat  bu  dizi  yakınsak  değildir.  

Sonuç 2.1.2  : ∞l  ve S   uzayları  birbirlerini  kapsamazlar, ancak  ortak  elemanları  vardır. 

 Gerçekten; 

kx  =  






≠

=
2

2

,1

,

mk

mkk
 

şeklinde  tanımlanan  x = ( xk )  dizisi  için   S- lim x = 1  dir, ancak ∞∉ lx  dur. x = (1,0,1,0,…)  

dizisi  sınırlıdır. Fakat  istatistiksel  yakınsak  değildir. 

Sonuç 2.1.3  : S - lim x = L1 , S - lim x = L2  ⇒  L1  = L2     dir.                                                             

Teorem 2.1.1 :  

( i ) α ∈ IR   ve   S - lim x = L1     ise   S- lim (α x )= α L1 

( ii )  S - lim x = L1 ,  S - lim y = L2   ise  S – lim ( x + y ) = L1 + L2       dir  [14]. 
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Tanım 2.1.3 : x = ( xk )  kompleks  sayıların  bir  dizisi  olsun. Eğer  ∀ 0>ε   için  

{ } 0:1lim =≥−≤ εNkn
xxnk

n
 

olacak  şekilde  bir   N = N (ε )  sayısı  varsa   x = ( xk )  dizisine  istatistiksel  Cauchy  dizisi 

denir [13]. 

Teorem 2.1.2 : Bir   x = ( xk )  dizisi  istatistiksel  yakınsak  ise  istatistiksel  Cauchy  dizisidir 

[13]. 

İspat :  0>ε   ve   S- lim xk = L   olsun. Bu  taktirde  h.h.k.  için   

2
ε

<− Lxk  

dir. Eğer   N ,  

2
ε

<− LxN  

olacak  şekilde  seçilirse  h.h.k.  için   

LxLxxLLxxx NkNkNk −+−≤−+−=−    εεε
<+≤

22
      

elde  edilir. 

 

2.2. İstatistiksel   Yakınsaklık   ve  Cesaro   Yakınsaklık  Arasındaki  İlişki 

Tanım 2.2.1 :  x = ( xk )  kompleks  sayıların  bir  dizisi  olsun. Eğer 

∑
=

=
n

k
kn

Lx
n 1

1lim  

olacak   şekilde  bir  L  sayısı  varsa   x = ( xk )  dizisi  L  sayısına  Cesaro  yakınsaktır  denir 

[18]. x = ( xk )  dizisi  L  sayısına  Cesaro yakınsak   ise   1σ - lim x = L   veya  )( 1σLxk →   

yazılır.  Cesaro   yakınsak   dizilerin  uzayı 









∑ =−==
=

n

k
knk içinLbirazenLx

n
xx

1
1 ,0)(1lim:)(σ  

ile gösterilir.  
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Teorem 2.2.1 :  x = ( xk )  dizisi  L  sayısına  yakınsak  ise  x = ( xk )  dizisi  L  sayısına  Cesaro          

yakınsaktır  [18]. 

İspat:  0>ε olsun, 1Nn ≥  için  

2
ε

<− Lxk  

 olacak  şekilde  pozitif  bir  N1  tamsayısı  mevcuttur. Bu  taktirde  2Nn ≥   için 

2
)...(1

11210 1

ε
<−++++ − LNxxxx

n N  

olacak  şekilde  bir  pozitif  N2  tamsayısı  mevcuttur. { }21 ,max NNN =   olsun. Eğer Nn ≥  

ise,  

           







+−

+
=−

+ ∑∑
==

n

k
k

n

k
k Lnx

n
Lx

n 00

)1(
1

1
1

1
 

                                                  ∑
=

−
+

+≤
n

Nk
k Lx

n
1

)(
1

1
2
ε

 

                                                  ∑
=

−
+

+<
n

Nk
k Lx

n
1

)(
1

1
2
ε

 

                                                  
2

)1(
1

1
2 1

εε Nn
n

−+
+

+<     

                                                                          εεε
=+≤

22
 

olur.  

Teoremin  tersi  doğru  değildir. Gerçekten   ))1(1()( n
nx −+=   dizisi  Cesaro 

yakınsaktır, ancak  yakınsak  değildir. 

Teorem 2.2.2 :  S - lim x = L   ve  ∀ k∈  IN  için  Mxk <   ise  1σ - lim x = L  dır  [11]. 

İspat: Genelliği  bozmaksızın  L = 0  kabul  edebiliriz. 1σ - lim x = 0  ve  x  dizisi  sınırlı  olsun. 

Bu  taktirde  

∑∑
==

≤
n

k
k

n

k
k x

n
x

n 11

11
   = 

εε ≥<
<≤ <≤ 








+∑ ∑
kk xx

nk nk
kk xx

n 1 1

1
   { }εε ≥≤+≤ kxnkM

n
n

n
:11  
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yazabiliriz. 

{ } 0:1lim =≥≤ εkn
xnk

n
 

olduğundan  

∑
=

=
n

k
kn

x
n 1

01lim  

elde  edilir. Bu  da  ispatı  tamamlar. 

 Teoremin  karşıtı  doğru  değildir. Gerçekten  x = ( 1,0,1,0,…)  şeklinde  tanımlanan 

dizinin  aritmetik  ortalaması   
2
1

 ’  ye  yakınsaktır. Fakat  bu dizi istatistiksel yakınsak değildir. 

2.3. İstatistiksel   Yakınsaklık   ve  Kuvvetli  p – Cesaro  Yakınsaklık  Arasındaki  İlişki 

Tanım 2.3.1 :  x = ( xk )   kompleks  terimli  bir  dizi  ve  p > 0  reel bir  sayı  olsun. Eğer  

∑
=

=−
n

k

p
kn

Lx
n 1

01lim                                                                             

olacak   şekilde  bir  L  sayısı  varsa   x = ( xk )   dizisi  L   sayısına  kuvvetli   p-Cesaro 

yakınsaktır  denir  [1].  x = ( xk )   dizisi  L   sayısına  kuvvetli   p-Cesaro  yakınsak   ise        

pw - lim x = L    veya   )( pk wLx →   yazılır. Kuvvetli  p-Cesaro  yakınsak  dizilerin  uzayı 









=−== ∑
=

içinLbirazenLx
n

xxw
n

k

P
knkp

1

,01lim:)(  

ile  gösterilir. 

Teorem 2.3.1:  p IR∈   ve  0< p <∞  olsun.  

1 ) Bir   x = ( xk )  dizisi,  L  sayısına  kuvvetli   p-Cesaro  yakınsak  ise  L  sayısına 

istatistiksel  yakınsaktır. 

2 ) Sınırlı  bir   x = ( xk )  dizisi  L sayısına istatistiksel  yakınsak ise  L  sayısına  

kuvvetli   p-Cesaro yakınsaktır  [15]. 

İspat : 

1 ) wx∈   ve 0>ε  olsun. Bu  taktirde ; 

{ }εε
εε

≥−≤≥−+−=− ∑∑∑
≥−≤−

≤≤≤≤=

LxnkLxLxLx k
pp

nk
k

p

nk
k

n

k

p
k

LkxLkx

:
111

 

elde edilir. Bu   S - lim xk = L  demektir.  
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2 ) Sınırlı bir   x = ( xk )  dizisi  L  sayısına istatistiksel yakınsak olsun  ve LxK +=
∞

 

diyelim, 0≥ε  verilsin. ∀ εNn >   için  εN ’u  

p
p

k K
Lxnk

n 2
)

2
(:1 1 εε

<






 ≥−≤  

olacak   şekilde  seçelim  ve  

 






 ≥−≤= p

kn LxnkL
1

)
2

(: ε
 

diyelim. Bu  taktirde  εNn >  için 











−+−=− ∑ ∑∑

∈ ∉= n nLk Lk

p
k

p
k

n

k

p
k LxLx

n
Lx

n
11

1

  





 +<

22
1 εε nK

K
n

n
p

p   εεε
=+≤

22
 

elde  edilir. Buradan  x = ( xk )  dizisi  L  sayısına  kuvvetli  p-Cesaro  yakınsaktır. 
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3. BÖLÜM 

GENELLEŞTİRİLMİŞ  FARK  DİZİ  UZAYLARI  

3.1.  )( ∞∆ lm  ,  )(cm∆   ve   )( 0cm∆    Dizi  Uzayları  

Tanım 3.1.1 : ∞l ,  c   ve   0c   dizi  uzaylarının  birçok   topolojik  özellikleri   bilinmektedir.   

x = ( xk )  reel  veya  kompleks  terimli  herhangi  bir  dizi  olmak  üzere 

)()( 1+−=∆=∆ kkk xxxx  

şeklinde tanımlanan   ∆ - operatörü  lineer  operatördür. 

)( ∞∆ l ,  )(c∆   ve )( 0c∆   dizi  uzayları  Kızmaz  [19]  tarafından,  

            )( ∞∆ l   =  { x = ( xk ) :  ∆x ∈ ∞l  } 

     )(c∆    =   { x = ( xk ) :  ∆x ∈ c   } 

    )( 0c∆    =   { x = ( xk ) :  ∆x ∈ 0c   } 

şeklinde  tanımlandı. Kızmaz  [19], )( ∞∆ l , )(c∆  ve )( 0c∆   dizi  uzaylarının bazı 

özelliklerini  inceledi. Daha  sonra  )( ∞∆ l , )(c∆  ve )( 0c∆   dizi  uzayları  Et  ve  Çolak  

[20]  tarafından;  m  bir  pozitif    tam  sayı   ve  

)()( 00
kk xxx =∆=∆     ,                          )()( 1+−=∆=∆ kkk xxxx ,      

vk

m

v

v
k

m
k

m
k

m
k

m
k

mm x
v
m

xxxxxx +
=

+
−− ∑ 








−=∆=∆∆−∆=∆=∆

0
1

11 )1(,)()(  

olmak   üzere  

   }:)({)( ∞∞ ∈∆==∆ lxxxl m
k

m  

             }:)({)( cxxxc m
k

m ∈∆==∆            

             }:)({)( 00 cxxxc m
k

m ∈∆==∆  

dizi   uzaylarına   genişletildi.  

Teorem  3.1.1  : )( ∞∆ lm ,  )(cm∆   ve  )( 0cm∆   dizi  uzayları  aşikar  olarak  birer lineer 

uzaydır  [20]. 

Teorem 3.1.2  : )(cm∆   ve  )( 0cm∆   dizi  uzayları, )( ∞∆ lm   dizi  uzayının  kapalı  bir  alt 

uzayıdır  [20]. 
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Teorem  3.1.3 : 

1 )    )( 0cm∆  ⊂  )( 0
1 cm+∆  ve   )( 0cm∆  ≠  )( 0

1 cm+∆     dır. 

2 )    )(1 cm−∆  ⊂  )(cm∆       ve   )(1 cm−∆  ≠  )(cm∆   dir. 

3 )    )(1
∞

−∆ lm  ⊂  )( ∞∆ lm    ve   )(1
∞

−∆ lm  ≠  )( ∞∆ lm   dur  [20]. 

İspat  :   

1 )  x ∈ )( 0cm∆   olsun. Bu  taktirde   k  →  ∞    için  ∞→∆ k
m x    dır. 

011
1 →∆+∆≤∆−∆=∆ ++
+

k
m

k
m

k
m

k
m

k
m xxxxx   ( k  →  ∞  ) 

olduğundan   x ∈ )( 0
1 cm+∆   dır. 

 )( 0cm∆  ≠  )( 0
1 cm+∆   olduğunu  bir  örnekle  gösterelim : 

 x = ( xk ) = )( mk  dizisini  seçelim. Bu  durumda   ∀ k ∈IN   için    

0)(1 =∆ + mm k      ve      !)1()( mk mmm −=∆  

dir.  

İspatı   tümevarımın  ikinci  prensibi   gereğince  yapalım: 

 a )  x = ( xk )  =  )( mk   için  0)(1 =∆ + mm k   dır. 

m = 1      için      x =  ( k )  ve  02)1(22 =+++−=∆ kkkxk    

m = n-1   için      x = )( 1−nk    ve   ∀ k ∈IN  için   0=∆ k
n x   olsun. 

m = n     için       0)(1 =∆ + nn k    olduğunu göstereceğiz: 

01
1 =∆−∆=∆ +
+

k
n

k
n

k
n xxx  

  

b )  x = ( xk )   =  )( mk   için   !)1( mx m
k

m −=∆    dir. 

m = 1      için      x = ( xk )   = ( k )  ve    =−=+−=∆ 1)1(kkxk ( -1 ) .1! 

m = n-1   için      x = )( 1−nk    ve   ∀ k ∈IN  için   )!1()1( 11 −−=∆ −− nx n
k

n    olsun. 

m = n      için      x = ( xk )   = )( nk   ve   !)1( nx n
k

n −=∆    olduğunu  göstereceğiz: 
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          ( )( )nn
k

n kx ∆∆=∆ −1  

                        ))1((1 nnn kk +−∆= −  

                        







∆







++∆








+∆








−= −−−−− )1(...)(

2
)(

1
12111 nnnnn

n
n

k
n

k
n

 

                        )( 11 −−∆−= nn kn  

                        [ ])!1()1( 1 −−−= − nn n  

                        !)1( nn−=  

 

O  halde  x = ( xk ) = )( mk ∈ )( 0
1 cm+∆ - )( 0cm∆   dır. 

2 )  x ∈ )(1 cm−∆  olsun. Bu  taktirde  en  az  bir  l  için  k
m x1−∆   →  l  dir ( k  → ∞ ). 

Buradan 

lxlxxxx k
m

k
m

k
m

k
m

k
m −∆+−∆≤∆−∆=∆ +

−−
+

−−
1

11
1

11    →   0 

olur  ki  bu    ccxm ⊂∈∆ 0     demektir. O halde    x ∈ )(cm∆    dir. 

 )(1 cm−∆  ≠  )(cm∆     olduğunu  bir  örnekle  gösterelim: 

 x = ( xk )  =  )( mk   dizisini  seçelim. Bu durumda  ∀ k ∈IN  için    

!)1( mx m
k

m −=∆     ve    





 −

+−=∆ +−

2
1!)1( 11 mkmx m

k
m

 

dir. 

a)  x = ( xk )  =  )( mk   için  !)1( mx m
k

m −=∆   dir. 

Gerçekten (1)’ den  x = ( xk ) = )( mk  için !)1( mx m
k

m −=∆   dir. O halde 

x∈ ( ) )(1 cc mm −∆−∆  dir. 

b)   x = ( xk ) = )( mk    için  





 −

+−=∆ +−

2
1!)1( 11 mkmx m

k
m

  dir.  
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m = 1      için     x = ( xk )   = ( k )  ve    kkxk =





 −

+−=∆
2

11!1)1( 20
     

 m = n  için  )()( n
k kxx ==  ve  ∀ k ∈ IN  için  






 −

+−=∆ +−

2
1!)1( 11 nknx n

k
n  olsun. 

m = n+1   için  x = ( xk )   = )( 1+nk    ve   





 ++−=∆ +

2
)!1()1( 2 nknx n

k
n

 

olduğunu   göstereceğiz: 

 

( )( )11 +− ∆∆=∆ nn
k

n kx  

)))1(( 111 ++− +−∆= nnn kk  









∆







+
+

++∆






 +
+∆







 +
+∆







 +
−= −−−−−− )1(

1
1

...)(
3
1

)(
2

2
)(

1
1 121111 nnnnnnn

n
n

k
n

k
n

k
n

 









−−

−
+

+





 −

+−+−= −+ )!1()1(
!2)!1(

)!1(
2

1!)1)(1( 11 n
n
nnknn nn

 







 ++−= +

2
)!1()1( 2 nknn

 

olup,  x ∈ )()( 1 cc mm −∆−∆    dir. 

3 )  x ∈ )(1
∞

−∆ lm   olsun. Bu  taktirde  ∀ k ∈IN   için   k
m x1−∆   ≤  K   olacak şekilde  

en  az  bir  K > 0  vardır. Böylece   ∀ k ∈IN   için    

Kxxxxx k
m

k
m

k
m

k
m

k
m 21

11
1

11 ≤∆+∆≤∆−∆=∆ +
−−

+
−−  

ve   buradan   x ∈ )( ∞∆ lm   elde  edilir. 

 )(1
∞

−∆ lm  ≠  )( ∞∆ lm   olduğunu  bir  örnekle  gösterelim : 

x =  )( mk   dizisini  seçelim. Bu  durumda   ∀ k ∈IN   için    

!)1( mx m
k

m −=∆     ve    





 −

+−=∆ +−

2
1!)1( 11 mkmx m

k
m

 

dir.   x ∈ )()( 1
∞

−
∞ ∆−∆ ll mm   dir.  
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a) x = ( xk ) = )( mk   için !)1( mx m
k

m −=∆   dir. 

Gerçekten  (1)’ den  x = ( xk ) = )( mk   için  !)1( mx m
k

m −=∆  dir. O halde 

x ∈ )()( 1
∞

−
∞ ∆−∆ ll mm   dir. 

b)  x = ( xk )  =  )( mk   için   





 −

+−=∆ +−

2
1!)1( 11 mkmx m

k
m

  dir. 

Gerçekten   (2)’ den   x = ( xk )  =  )( mk   için   





 −

+−=∆ +−

2
1!)1( 11 mkmx m

k
m

  

dir. O halde   x ∈ )()( 1
∞

−
∞ ∆−∆ ll mm   dir. 

Teorem 3.1.4  :   

1 ) )()( 0 cc mm ∆⊂∆    ve   )()( 0 cc mm ∆≠∆  

 2 ) )()( ∞∆⊂∆ lc mm    ve   )()( ∞∆≠∆ lc mm      dur [20]. 

İspat  : 

1 )  x = ( xk )   ∈ )( 0cm∆   olsun. Bu taktirde   ccxm ⊂∈∆ 0   olup   x ∈ )(cm∆   dir.        

)()( 0 cc mm ∆≠∆    olduğunu gösterelim: 

x = ( xk ) = )( mk   seçersek  !.)1( mx m
k

m −=∆   dir.  

Gerçekten  Teorem 3.1.3’den  x = ( xk ) = )( mk  için !.)1( mx m
k

m −=∆   dir. Böylece 

0ccxm −∈∆  olduğundan  )()( 0 cc mm ∆≠∆    dir. 

 

2 )  x ∈ )(cm∆   olsun. Bu  taktirde  ∞⊂∈∆ lcxm    olup   x ∈ )( ∞∆ lm   dur. 

)()( ∞∆≠∆ lc mm   olduğunu   gösterelim:   

x = ( 1,0,1,0,… )  seçersek   11 2)1( −+−=∆ mk
k

m x   dir. Gerçekten  

m = 1       için   1)1( +−=∆ k
kx   olur. 

m = n       için   11 2.)1( −+−=∆ nk
k

n x    olsun. 

m = n+1   için   nk
k

n x 2.)1( 11 ++ −=∆    olduğunu  göstereceğiz. 



 21

1
1

+
+ ∆−∆=∆ k

n
k

n
k

n xxx  

                          [ ]

nk

nk

nknk

2)1(

)1(12)1(

2)1(2)1(

1

11

1211

+

−+

−+−+

−=

−−−=

−−−=

 

elde edilir. 

Sonuç 3.1.1  :  ∞l , c  ve  0c   dizi  uzayları  birer  dizi cebiri  oldukları  halde  )( ∞∆ lm ,  )(cm∆   

ve  )( 0cm∆   dizi  uzayları  birer  dizi  cebiri  değildir. 

İspat:   ∞l , c  ve 0c   dizi uzaylarının birer  dizi cebiri oldukları bilinmektedir. )( ∞∆ lm ,  

)(cm∆   ve  )( 0cm∆   dizi uzaylarının  birer  dizi cebiri  olmadıklarını  birer  örnekle gösterelim:  

 x = ( xk )   = ( k )  ve  y = )( ky  = )( 1−mk   dizilerini  seçelim. x , y ∈ )( 0cm∆   olduğu 

halde  0))(( ck mm ∉∆  ; yani  x . y ∉ )( 0cm∆   dır.  

x = ( xk )   = ( k )  ve  y = )( ky  = )( mk   dizilerini  seçelim.  x , y ∈ )(cm∆   olduğu 

halde   ck mm ∉∆ + ))(( 1  ;  yani   x . y ∉ )(cm∆    dir. 

x = ( xk )   = ( k )  ve  y = )( ky  = )( mk   dizilerini  seçelim.  x , y ∈ )( ∞∆ lm   olduğu 

halde  ∞
+ ∉∆ lk mm ))(( 1  ; yani   x . y )( ∞∆∉ lm   dur. 

 

Şimdi   ∞l , c  ve 0c    dizi  uzayları  yerine  daha  genel  bir  X   dizi  uzayı  alarak  

)(Xm∆   dizi  uzayını  tanımlayalım  ve  X  uzayı  ile )(Xm∆  dizi uzayı arasındaki  ilişkileri  ve 

)(Xm∆  dizi  uzayının  bazı topolojik  özelliklerini  verelim:  

 

X   herhangi bir dizi uzayı  ve  m∈ IN  olsun. )(Xm∆   dizi  uzayını 

   { }XxxxX m
k

m ∈=∆==∆ :)()(  

şeklinde  tanımlayalım.  
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Teorem 3.1.5 :  X   bir  lineer  uzay  ise  )(Xm∆   dizi  uzayı  da  bir  lineer  uzaydır  [21]. 

İspat  :    

i) x ∈ )(Xm∆  ve y ∈ )(Xm∆   ise  xm∆ ∈X  ve  ym∆ ∈X  dir. X  lineer  uzay 

olduğundan Xyx mm ∈∆+∆  ve m∆ - operatörü lineer  olduğundan  Xyxm ∈+∆ )(  

yazılabilir. Buradan )()( Xyx m∆∈+   elde edilir. 

ii) x ∈ )(Xm∆  ve α  bir skaler olsun. Bu taktirde xm∆  ∈ X  dir. X   lineer uzay 

olduğundan Xxm ∈∆α   ve  m∆ - operatörü lineer olduğundan Xxm ∈∆ )(α  yazılabilir. 

Buradan  )(Xx m∆∈α  elde edilir. 

 

Teorem 3.1.6  :  )(Xm∆    dizi  uzayı  

xxx mm

i
im ∆+∑=

=∆ 1
 

normu  ile  bir  normlu  uzaydır [21]. 

İspat  :    

N 1 )                                  xxx mm

i
im ∆+∑=

=∆ 1
   ≥   0 

N 2 )                                  xxx mm

i
im ∆+∑=

=∆ 1
  =   0 

olsun. Bu  taktirde    

0...21 ==== mxxx  

ve  ∀ k ∈IN  için  

0)1(...
10 1 =








−++








−








++ mk

m
kk x

m
m

x
m

x
m

 

olduğundan   ∀ k ∈IN  için  0=kx   elde edilir  ki  buradan  x = θ   bulunur. 

 

Tersine  x = θ  olması halinde 0=x  olduğu aşikardır. 

 

 



 23

N 3 )      vk

m

v

v
k

m

i
i x

v
m

xx +
==

∆ 







−+= ∑∑ αα

01
)1(sup                          

                       

∆

=
+

=

=

















−+= ∑∑

x

x
v
m

x
m

v
vk

v
k

m

i
i

α

α
01

)1(sup

 

N 4 )  yxyxyx mmm

i
ii ∆+∆+∑ +=+

=∆ 1
 

                         yyxx mm

i
i

mm

i
i ∆+∑+∆+∑≤

== 11
   

            
∆∆

+≤ yx  

 

Teorem 3.1.7:  X ,  .   normu  ile  bir  Banach  uzayı  ise   )(Xm∆    dizi  uzayı  

    xxx mm

i
im ∆+∑=

=∆ 1
 

normu  ile  Banach  uzaydır  [21]. 

Teorem 3.1.8 :   X , .   normu  ile  bir  BK -  uzayı  ise  )(Xm∆    dizi uzayı  

    xxx mm

i
im ∆+∑=

=∆ 1
 

normu   ile   bir   BK – uzayıdır [21]. 

İspat  : X , .   normu  ile  bir  Banach  uzayı  olduğundan  ve  
∆

− xx n  →  0  ( n  →∞ )      

∀ k∈ IN    için  
k

n
k xx −  →  0   ( n  → ∞ )   olması gerektiğinden  )(Xm∆   dizi  uzayı  bir  

BK - uzayıdır. 

Teorem 3.1.9 :   YX ⊂   ise  )()( YX mm ∆⊂∆   dir  [21]. 

Teorem 3.1.10 :  X   herhangi  bir  dizi  uzayı  olmak  üzere  n <  m  ise  )()( XX mn ∆⊂∆  dir 

[21]. 
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4. BÖLÜM 

GENELLEŞTİRİLMİŞ  İSTATİSTİKSEL  YAKINSAKLIK 

4.1. m∆  - İstatistiksel  Yakınsaklık 

Tanım 4.1.1  :  x = ( xk)   kompleks  sayıların  bir  dizisi  olsun. Eğer  ∀ 0>ε   için  

{ } 0:1lim =≥−∆≤ εLxnk
n k

m

n
 

olacak  şekilde bir  L  sayısı  varsa  x = ( xk) dizisi  L  sayısına  m∆  - istatistiksel yakınsaktır  

denir  [21].  x = ( xk)   dizisi  L  sayısına m∆  - istatistiksel  yakınsak  ise  )(Sm∆ - lim x = L   

veya   ))(( SLx m
k ∆→   yazılır. m∆  - istatistiksel  yakınsak  dizilerin  uzayı   

                                 { }












=≥−∆≤==∆ 0:1lim:)()( εLxnk
n

xxS k
m

nk
m  

ile  gösterilir 

L = 0  olması  halinde  x = ( xk )  dizisine  sıfıra  m∆  - istatistiksel  yakınsak  dizi  denir. 

x = ( xk )  dizisi sıfıra m∆  - istatistiksel  yakınsak  ise )(Sm∆ - lim x = 0  veya  ))((0 Sx m
k ∆→   

yazılır. Sıfıra   istatistiksel  yakınsak  dizilerin  uzayı   

    { }












=≥∆≤==∆ 0:1lim:)()( 0 εk
m

nk
m xnk

n
xxS  

ile  gösterilir. 

Teorem  4.1.1  : )(Sm∆   lineer  uzaydır   [21]. 

4.2.  m∆  -  İstatistiksel  Yakınsaklık   ve  m
p∆  - Cesaro  Yakınsaklık  Arasındaki  İlişki   

Tanım 4.2.1 :  x = ( xk)  kompleks  terimli  bir  dizi  ve 0>p  reel  bir  sayı  olsun. Eğer  

  01lim
1

=−∆∑
=

n

k

p

k
m

n
Lx

n
 

olacak  şekilde  bir  L  sayısı  varsa  x = ( xk)  dizisi  L  sayısına  kuvvetli  m
p∆ - Cesaro 

yakınsaktır denir  [21]. x = ( xk)  dizisi  L  sayısına kuvvetli m
p∆  - Cesaro  yakınsak ise 

)( p
m w∆ - lim x = L   veya  ))(( p

m
k wLx ∆→  yazılır. Kuvvetli m

p∆ - Cesaro  yakınsak  

dizilerin  uzayı 
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











=−∆==∆ ∑
=

içinLbirazenLx
n

xxw
n

k

p

k
m

nkp
m ,01lim:)()(

1
 

 ile  gösterilir. 

Teorem 4.2.1  : ∞<<∈ pRp 0,  olsun. 

( i )   ))(())(( SLxisewLx m
kp

m
k ∆→∆→  dir. 

( ii )  ))(())(()( p
m

k
m

k
m wLxiseSLxvelx ∆→∆→∆∈ ∞   dir  [21]. 

İspat  :  

( i )     x = ( xk) 0)( >∆∈ εvewp
m   olsun. Bu taktirde 

 

{ }εε
εε

≥−∆≤≥−∆+−∆=−∆ ∑∑∑
≥−∆≤−∆

≤≤≤≤=

LxnkLxLxLx k
mpp

nk
k

mp

nk
k

m
pn

k
k

m

LkxmLkxm

:
111

 elde  edilir. ))(( p
m

k wLx ∆→   olduğundan  ))(( SLx m
k ∆→  dir. 

( ii ) ))(( SLx m
k ∆→  olsun. )( ∞∆∈ lx m   olduğundan  LxM m +∆=

∞
  yazabiliriz. 

0≥ε  verilsin. εN  sayısını 

    p
p

k
m

M
Lxnk

n 2
)

2
(:1

1
εε

≤












≥−∆≤  

olacak  şekilde  seçelim  ve  

   












≥−∆≤= p
k

m
n LxnkL

1

)
2

(: ε
 

diyelim. Bu  taktirde  εNn >   için  
















−∆+−∆ ∑∑

∉∈

n

Lk

p

k
m

n

Lk

p

k
m

nn

LxLx
n
1

 





 +<

22
1 εε nM

M
n

n
p

p    εεε
=+≤

22
 

elde  edilir.  Böylece  ))(( p
m

k wLx ∆→   olur. 
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Tanım 4.2.2 :  x = ( xk) w∈  olsun. Eğer  ∀ 0>ε  için 

{ } 0:1lim =≥∆−∆≤ εN
m

k
m

n
xxnk

n
 

olacak  şekilde bir  N = N ( ε ) sayısı  varsa  x = ( xk)  dizisine m∆ - istatistiksel  Cauchy  dizisi 

denir. 

 

Teorem 4.2.2 : Eğer   x = ( xk) dizisi  m∆ - istatistiksel  yakınsak  ise  x = ( xk)  dizisi              
m∆ -  istatistiksel  Cauchy  dizisidir  [21]. 

 

İspat  :  Kabul  edelim  ki  0)( >∆∈ εveSx m   olsun. Bu  taktirde  h.h.k.  için  

2
ε

<−∆ Lxk
m  

yazabiliriz.  N  sayısını  h.h.k.  için   

2
ε

<−∆ LxN
m  

olacak  şekilde seçelim. Bu taktirde  h.h.k.  için  

LxLxxx N
m

k
m

N
m

k
m −∆+−∆<∆−∆  εεε

=+<
22

 

olur.  Buradan  )( kxx =   dizisi  m∆ -  istatistiksel  Cauchy  dizisidir. 

 

Teorem 4.2.3 :  

( i ) )()( Sc mm ∆⊂∆  ve  bu  kapsama  kesindir. 

( ii ) )()( ∞∆∆ lveS mm   birbirlerini  kapsamazlar, ancak  ortak  elemanları  vardır. 

( iii ) ∞∆ lveSm )(    birbirlerini  kapsamazlar, ancak  ortak  elemanları  vardır. 

 ( iv ) )( 0cveS m∆    birbirlerini  kapsamazlar, ancak  ortak  elemanları  vardır. 

( v ) )( ∞∆ lveS m   birbirlerini kapsamazlar,  ancak  ortak  elemanları vardır.  [21]. 
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İspat  :   

( i ) Sc ⊂   olduğundan   )()( Sc mm ∆⊂∆   dir. Şimdi  

   k
m x∆  =  







≠

=
2

2

,0

,

nk

nkk
                                 (1) 

şeklinde seçelim. Bu taktirde Sxm ∈∆  fakat  cxm ∉∆  dir. )(Sc m∆⊂ , )(cc m∆⊂ , 

)( ∞∆⊂ lc m , Sc ⊂ , ∞⊂ lc  ve ≠∆∩ )( 0cc m φ  olduğundan )(Sm∆  ile )( ∞∆ lm ,  )(Sm∆  ile 

∞l  ,  )(Sm∆  ile  S  ,  S  ile  )( 0cm∆   ve  S  ile  )( ∞∆ lm   dizi  uzaylarının ortak elemanları 

vardır. Şimdi  bu  uzayların  birbirlerini  kapsamadıklarını  gösterelim. 

 

( ii )  Yukarıda  tanımlanan  diziyi  gözönüne  alalım. )(Sx m∆∈  ; fakat )( ∞∆∉ lx m  

dir.  x = ( 1,0,1,0,…)  seçersek   11 2)1( −+−=∆ mk
k

m x    ve  )( ∞∆∈ lx m  ; fakat  )(Sx m∆∉  dir. 

 

( iii ) (i) de tanımlanan dizi sınırlı değildir. Ancak  −∆m  istatistiksel yakınsaktır.                

Tersine  x = ( 1,0,1,0,…) ∞∈ l  seçersek  )(Sx m∆∉  dir. 

  

( iv ) 







≠

=
=

2

2

,0

,

mk

mkk
xk  

şeklinde  tanımlanan  )( kxx =  dizisi  bu  şıkkın  şartını  sağlar. 

 

( v ) )( kxx =  dizisini 







≠

=
=

2

2

,0

,

nk

nkk
xk  

olarak   tanımlayalım.  Sx∈   dir, ancak )( ∞∆∉ lx m dir.  

Tersine   x = ( k )   olarak  alınırsa  )( ∞∆∈ lx m  dir. Fakat  Sx∉  dir.  
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5.  BÖLÜM 

−∆m
q İSTATİSTİKSEL  YAKINSAKLIK 

 Bu bölümde bir modülüs fonksiyonu, genelleştirilmiş fark oparatörü, bir yarı-norm 

kullanarak yeni birkaç dizi uzayı tanımlayacağız ve bu dizi uzaylarının bazı topolojik 

özelliklerini vereceğiz. Ayrıca bu  uzaylar  arasında  birkaç  kapsama  bağıntısını  inceleyeceğiz. 

 

5.1. Modülüs  Fonksiyonları  Yardımıyla  Tanımlanan  Fark  Dizi  Uzayları  

Tanım 5.1.1 :  f   bir  modülüs fonksiyonu , X   lokal  konveks  bir  Hausdorff  uzay,  p = ( pk ) 

de pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. w(X) , X  üzerinde tanımlı tüm dizilerin uzayını 

göstersin.  

 

Aşağıdaki  dizi  uzaylarını  tanımlayalım:  

[ ]








∞→→−∆∈=∆ ∑
=

n

k

p
k

mm nLxqf
n

Xwxqpfw k

1
,0))((1:)(),,,(  

  [ ]








∞→→∆∈=∆ ∑
=

n

k

p
k

mm nxqf
n

Xwxqpfw k

1
0 ,0))((1:)(),,,(                                     

[ ]








∞<∆∈=∆ ∑
=

∞

n

k

p
k

m

n

m kxqf
n

Xwxqpfw
1

))((1sup:)(),,,(  

 

f ( x ) = x  ise  ),,,( qpfw m∆ , ),,,(0 qpfw m∆  ve ),,,( qpfw m∆∞  dizi  uzaylarını  

sırasıyla  ),,( qpw m∆ , ),,(0 qpw m∆  ve ),,( qpw m∆∞   ile  göstereceğiz  [22].      

 

Teorem 5.1.1 :  p = ( pk )  dizisi sınırlı olsun . Bu durumda ),,,( qpfw m∆ , ),,,(0 qpfw m∆  ve 

),,,( qpfw m∆∞  dizi uzayları  lineer uzaydır  [22].  

İspat :  İspatı  ),,,(0 qpfw m∆   dizi  uzayı  için  yapalım. Diğerleri benzer şekilde yapılabilir. 

 x , y ∈ ),,,(0 qpfw m∆  olsun . λ , µ ∈ C  için λ  ≤ λM   ve  µ  ≤ µN   olacak  

şekilde λM   ve  µN   mevcuttur.  f  alt  toplamsal , q  bir  yarı-norm  ve m∆ - operatörü  lineer 

olduğundan  (1)  eşitsizliği  kullanılırsa  
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[ ] [ ]∑ ∑
= =

∆+∆≤+∆
n

k

n

k

p
k

m
k

mp
kk

m kk yqfxqf
n

yxqf
n 1 1

))(())((1)))(((1 µλµλ                               

 

[ ] [ ] 0))((1)())((1)(
11

→∆+∆≤ ∑∑
==

n

k

p
k

mH
n

k

p
k

mH kk yqf
n

NCxqf
n

MC µλ  

elde  edilir. Bu  ),,,(0 qpfw m∆   dizi  uzayının  bir  lineer  uzay  olduğunu  gösterir. 

Teorem 5.1.2 : 21 ,, fff   modülüs  fonksiyonlar  ve  0 < h = ∞<=≤≤ Hppp kkkk supinf  

olsun. Bu  durumda  

( i ) ⊆∆ ),,,( 10 qpfw m ),,,( 10 qpfofw m∆  

( ii ) ∩∆ ),,,( 10 qpfw m ),,,(),,,( 21020 qpffwqpfw mm +∆⊆∆   

dur. [22]. 

İspat :  

( i )   ),,,()( 10 qpfwx m
k ∆∈   olsun. ε > 0  ve  0 ≤  t  ≤ δ  için   f ( t )  < ε  olacak 

şekilde    0 < δ < 1 şartını  sağlayan  δ  sayısını  seçelim.  )))(((1 k
m

k xqfy ∆=   yazalım   ve 

[ ] [ ] [ ]∑∑∑ +=
= 211

)()()( kkk p
k

p
k

n

k

p
k yfyfyf  

ifadesini  göz  önüne alalım. Burada ilk toplam  ≤ky  δ , ikinci toplam ise ky > δ  üzerindendir.  

f    fonksiyonu  sürekli  olduğundan    

[ ]∑
1

)( kp
kyf <  n  max ),( Hh εε  

yazabiliriz. ky > δ  için   

ky < 
δ

ky
 < 1

δ
ky

+  

gerçeğini  kullanarak   f   fonksiyonunun  tanımından ky > δ  için                                                                            

δδ
kk

k
yfyfyf )1(21)1()( ≤














+≤  
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elde  edilir. Böylece  

[ ] [ ] 01)1(2,1max)(1
12

→















≤ ∑∑

=

n

k

p
k

H
p

k
kk y

n
fyf

n δ
 

 

olur. Buradan   ⊆∆ ),,,( 10 qpfw m ),,,( 10 qpfofw m∆     elde edilir. 

  ( ii )  ∈)( kx ∩∆ ),,,( 10 qpfw m ),,,( 20 qpfw m∆   olsun. Bu  taktirde  (1)  eşitsizliğini  

kullanırsak   ),,,()( 210 qpffwx m
k +∆∈   elde ederiz. Böylece     

∩∆ ),,,( 10 qpfw m ),,,(),,,( 21020 qpffwqpfw mm +∆⊆∆  olur .  

 

Aşağıdaki  sonucun  ispatı  yukarıdaki  teoremin  ispatıyla benzerdir. Bu  yüzden 

ispatsız  olarak  veriyoruz: 

 

Sonuç 5.1.1 :  f , 21 , ff    modülüs  fonksiyonları  olsun. Bu  taktirde  

( i ) ⊆∆ ),,,( 1 qpfw m ),,,( 1 qpfofw m∆  

( ii ) ∩∆ ),,,( 1 qpfw m ),,,(),,,( 212 qpffwqpfw mm +∆⊆∆  

( iii ) ⊆∆∞ ),,,( 1 qpfw m ),,,( 1 qpfofw m∆∞  

(iv) ∩∆∞ ),,,( 1 qpfw m ),,,(),,,( 212 qpffwqpfw mm +∆⊆∆ ∞∞   dur [22]. 

 

Teorem  5.1.3 :   m  ≥  1  olsun . Bu durumda  aşağıdaki  kapsamalar  kesindir .  

( i ) ⊆∆ − ),,( 1
0 qfw m ),,(0 qfw m∆  

 ( ii ) ⊆∆ − ),,( 1 qfw m ),,( qfw m∆  

( iii ) ⊆∆ −
∞ ),,( 1 qfw m ),,( qfw m∆∞   [22]. 

İspat : İspatı  ( i )  için yapalım. Diğerleri  benzer  şekilde  ispatlanabilir.   

x∈ ),,( 1
0 qfw m−∆  olsun. Bu  taktirde   0))((1

1

1 →∆∑
=

−
n

k
k

m xqf
n

 , n  →  ∞  elde 

edilir. f   ve   q  fonksiyonlarının  tanımından  
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  ∑∑
=

+
=

∆−∆≤∆
n

k
k

m
k

m
n

k
k

m xxqf
n

xqf
n 1

1
1

))((1))((1
 

                                                         ∑ ∆+∑ ∆≤
=

+
−

=

−
n

k
k

mn

k
k

m xqf
n

xqf
n 1

1
1

1

1 ))((1))((1
 

yazılabilir. Bu  da  ispatı  tamamlar. 

 Genelde  ∀ i = 1,2,3,…,m-1  için  ),,(),,( qfwqfw mi ∆⊆∆  dur  ve kapsama  

kesindir. Kapsamanın  kesin  olduğunu  göstermek  için  aşağıdaki  örneği  göz  önüne  alalım: 

 

Örnek  5.1.1  : X  =  C  ,  f ( x ) = x   ve  q ( x ) = x   olsun. )( kxx = = ( )1−mk   dizisini   

düşünelim. ∀ k ∈ IN için 0=∆ k
m x  , )!1()1( 11 −−=∆ −− mx m

k
m  olduğundan 

),,()( 0 qfwxx m
k ∆∈=  dir. Fakat  )( kxx = ),,( 1

0 qfw m−∆∉  dur. 

Teorem  5.1.4 :  Pozitif  reel  sayıların  herhangi  iki  p  ve  t  dizileri   ve  herhangi   1q ,  2q   

yarı-normları  için  

( i )  ∩∆ ),,,( 10 qpfw m ≠∆ ),,,( 20 qtfw m φ 

( ii )  ∩∆ ),,,( 1qpfw m ≠∆ ),,,( 2qtfw m φ 

( iii ) ≠∆∩∆ ∞∞ ),,,(),,,( 21 qtfwqpfw mm  φ       

dir [22].  

İspat :  Sıfır  elemanı  yukarıdaki  her  bir  dizi  sınıfına  ait  olduğundan  boş  değildir. 

 

Önerme 5.1.1 :  f   bir  modülüs  fonksiyonu olsun . Bu  durumda  

( i )  ⊆∆ ),,(0 qpw m ),,,(0 qpfw m∆  

( ii ) ⊆∆ ),,( qpw m ),,,( qpfw m∆  

( iii ) ⊆∆∞ ),,( qpw m ),,,( qpfw m∆∞   

dur  [22]. 

 

İspat : Teorem 5.1.2’ nin  ( i ) şıkkında  f ( x ) = x  alınırsa  sonuç  elde  edilir. 
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Teorem 5.1.5  :0< kp < kr  ve 








k

k

p
r

 sınırlı olsun.Bu durumda ),,,(),,,( qpfwqrfw mm ∆⊆∆  

dur [22].  

İspat :  ),,,()( qrfwx m
k ∆∈  olsun.  ∀ k ∈ IN   için  








=

k

k
k r

p
λ   olmak  üzere 0< λ ≤ kλ  ≤ 1  

olacak  şekilde  bir λ  sayısı  seçelim.  [ ] krm
k Lxqfw )))((( −∆=   diyelim , )( ku   ve  )( kv  

dizilerini  aşağıdaki  gibi  tanımlayalım:  

1≥kw   için  ku = kw  ,  0=kv    ve   1<kw   için  0=ku   ,   kv = kw  

olsun. Bu taktirde  ∀ k ∈ IN   için   

kkk vuw +=  , kkk
kkk vuw λλλ +=   ,    kkk wuu k ≤≤λ    ve   λλ

kk vv k ≤  

elde  edilir. Bu  nedenle  

∑ ∑∑
= ==









+≤

n

k

n

k
kk

n

k
k v

n
w

n
w

n
k

1 11

111 λ  

dir. Böylece ),,,()( qpfwx m
k ∆∈  olur. 

Teorem 5.1.6 :  m  ≥ 1  için ),,,(0 qpfw m∆  ,  ),,,( qpfw m∆   ve ),,,( qpfw m∆∞   dizi 

uzayları  normal değildir [22].  

İspat :  ),,,(0 qpfw m∆  ,  ),,,( qpfw m∆   ve ),,,( qpfw m∆∞   dizi  uzaylarının  normal  

olmadıklarını  göstermek  için  aşağıdaki  örnekleri  göz  önüne  alalım: 

Örnek  5.1.2  : m = 1 ,  f  ( x ) = x   q ( x ) =  x  ve   ∀ k ∈ IN   için 1=kp  seçelim. Bu  

taktirde  )( kxx = = ( k ) dizisi,  )(∆∞w   ve  )(∆w   dizi  uzaylarına  aittir. k
k )1(−=α   olsun. 

Bu  durumda  )( kk xα   dizisi, )(∆∞w   ve  )(∆w  dizi  uzaylarına  ait  olamaz. 

Örnek  5.1.3  : f  ,  q , m  ve  p  ‘ yi  Örnek 5.1.2  ‘ deki   gibi  seçelim. )( kxx = = ( 1 )  dizisini 

ele  alalım. Bu  taktirde  x ∈ )(0 ∆w   dır. k
k )1(−=α  olsun. Bu  durumda  )( kk xα ∉ )(0 ∆w  

dır. 

Teorem 5.1.7 :   ),,,( qpfw m∆    ve   ),,,( qpfw m∆∞   dizi  uzayları  simetrik  değildir [22].  

İspat : ),,,( qpfw m∆  ve  ),,,( qpfw m∆∞   dizi  uzaylarının  simetrik olmadıklarını  

göstermek  için  aşağıdaki  örneği  göz  önüne  alalım: 
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Örnek  5.1.4  : f , q , m  ve  p   Örnek  5.1.2’ deki  gibi  olsun. Bu  durumda  )( kxx = = ( k )  

dizisi ,  )(∆∞w   ve  )(∆w   dizi  uzaylarına  aittir. )( kyy =  dizisi ,  )( kxx =              

dizisinin ,...),,,,,,,,,,,,,()( 1049836725616593421 xxxxxxxxxxxxxxyy k ==  şeklinde 

yeniden  düzenlenmişi  olsun. Bu  durumda )( kyy =  dizisi , )(∆∞w   ve  )(∆w   dizi  

uzaylarına  ait  değildir.  

 

Uyarı 5.1.1 : m ≥ 2   için ),,.(0 qpfw m∆  dizi  uzayı simetrik  değildir. 

 

5.2. −∆m
q İstatistiksel   Yakınsaklık 

 Bu  kısımda  q yarı-normu ve m∆ - operatörü  kullanılarak m
q∆  - istatistiksel  

yakınsaklığı  tanımlayacağız. 

Tanım 5.2.1 : q   bir  yarı-norm  olsun. Herhangi  bir  ε > 0  için  

{ } 0)(:1lim =≥−∆≤
∞→

εLxqnk
n k

m

n
 

olacak  şekilde  bir  L  sayısı  varsa )( kxx =  dizisine  L  sayısına   m
q∆  -  istatistiksel  yakınsak  

dizi   denir [22]. )( kxx =  dizisi  L  sayısına  m
q∆  - istatistiksel yakınsak  ise 

LxSm
q =−∆ lim)(    veya  ))(( SLx m

qk ∆→  yazılır. m
q∆   istatistiksel  yakınsak  dizilerin  uzayı 

=∆ )(Sm
q { }













=≥−∆≤=
∞→

0)(:1lim:)( εLxqnk
n

xx k
m

nk  

ile  gösterilir. 

 

Aşağıdaki   üç  teoremde  0 < h = Hppp kkkk =≤≤ supinf  < ∞  şartının   

sağlandığını  kabul  edeceğiz. 

 

Teorem 5.2.1 : f   bir  modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda )().,,( Sqpfw m
q

m ∆⊂∆  dur 

[22]. 

İspat :  ),,,( qpfwx m∆∈   olsun.  ε > 0   alalım ,   ∑1
 ile   ε≥−∆ )( Lxq k

m  
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olacak   şekilde  k ≤ n  üzerinden  toplamı   ve   ∑2
ile  de  ε<−∆ )( Lxq k

m   olacak  şekilde  

k ≤ n üzerinden  toplamı  gösterelim. Bu  durumda  

 

[ ]∑
=

−∆
n

k

p
k

m kLxqf
n 1

))((1
 [ ] [ ] 







 −∆+−∆= ∑ ∑
1 2

(())((1 kk p
k

mp
k

m LxqfLxqf
n

 

                                             [ ]∑ −∆≥
1

))((1 kp
k

m Lxqf
n

 

                                             [ ]∑≥
1

)(1 kpf
n

ε  

                                             [ ] [ ]( )∑≥
1

)(,)(min1 Hh ff
n

εε  

                                             { } [ ] [ ]( )Hh
k

m ffLxqnk
n

)(,)(min)(:1 εεε≥−∆≤=  

  

elde  edilir . Bu  da   )(Sx m
q∆∈   olduğunu  gösterir.  

Teorem 5.2.2 :  f   fonksiyonu  sınırlı  olsun. Bu  durumda  ),,,()( qpfwS mm
q ∆⊂∆   dur [22]. 

İspat :  Kabul  edelim  ki   f   fonksiyonu  sınırlı,  q ∈ Q   ve   ε > 0   olsun .  ∑1
ve ∑2

, 

Teorem 5.2.1 ‘deki   gibi  olsun. Bu durumda   f    fonksiyonu  sınırlı  olduğundan  ∀ x ≥  0  için   

f (x) < K   olacak   şekilde  bir  K > 0   sayısı  mevcuttur. Bu  taktirde  

  

[ ]∑
=

−∆
n

k

p
k

m kLxqf
n 1

))((1
  ≤  [ ] [ ] kk p

k
mp

k
m Lxqf

n
Lxqf

n ∑∑ −∆+−∆
21

))((1))((1
 

                                                 [ ] kpHh f
n

KK
n ∑∑ +≤

21
)(1),max(1 ε  

            

( ) ( ){ } ( ) ( )( )Hh
k

mHh ffLxqnk
n

KK εε ,max:1,max +≥−∆≤≤

 

elde  edilir . Bu  da   ),,,( qpfwx m∆∈   olduğunu  gösterir.  
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Teorem 5.2.3 :   ),,,()( qpfwS mm
q ∆=∆   olması  için  gerek  ve  yeter şart;  f   fonksiyonunun 

sınırlı  olmasıdır [22].  

İspat : Teorem 5.2.1  ve  Teorem 5.2.2 ‘den  ),,,()( qpfwS mm
q ∆=∆   elde  edilir.  

Tersine  kabul  edelim  ki  ),,,()( qfwS mm
q ∆=∆   ve   f  fonksiyonu  sınırlı  olmasın. 

Bu  taktirde   f  ( nt ) = 2n   ,   n = 1 , 2 , 3 , . . .  olacak  şekilde  pozitif sayıların  artan  bir  dizisi 

mevcuttur. Eğer  

        






≠

=
=∆

2

2

,0

,

nk
nkt

x n
k

m  

şeklinde  seçilirse  

{ } 0)(:1
→≤≥∆≤

n
nxqnk

n k
m ε    ,   n →  ∞ 

elde  edilir . Böylece  ))((0 Sx m
qk ∆→  ,   fakat   xq =    ve   X  =  C  için   

),,( qfwx m∆∉   dur . Gerçekten ;  xq =    ve   X  =  C  olsun . Bu   taktirde  

  ( )k
m x∆    ( ),...,...,,,,,,,,,, 1610987654321 xxxxxxxxxxx mmmmmmmmmm ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆=  

                   ( ),...0,,0,...,0,,0,...,0,,0,...,0,,0,0, 54321 ttttt=  

dir.   

∑
=

=
n

k
n f

n
s

1

1
 ( k

m x∆  ) 

olsun. Bu   durumda   







≠

=
=∆

2

2

,0

,

nk
nkt

x n
k

m  

olup,   

( ) 2
2222

2 6
)12)(1(...3211

2
n

nnnn
n

sn

++
=++++=  

 

olur. )( ns   dizisinin  )( 2ns   alt  dizisi  sınırlı  değildir. Bu  nedenle )( ns ∉ ),,( qfw m∆∞   ve  

böylece  )( ns ∉ ),,( qfw m∆   elde  edilir. Bu  ),,()( qfwS mm
q ∆=∆   olması  ile  çelişir. 
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