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Bu c¢alisma beg boliimden olusmustur.
Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; istatistiksel —yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi, Cesaro

yakinsaklik ve kuvvetli p - Cesaro yakisaklik incelenmistir.
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This study is prepared as five chapter.

In the first chapter; the fundamental definitions and theorems are given.
In the second chapter; statistical convergence statistical Cauchy sequence and

strong p- Cesaro summable are examined.

In the third chapter; generalized difference sequence spaces are examined.

In the fourth chapter; A" - statistical convergence, A" -statistical Cauchy sequence
and strong A’;— Cesaro summable are examined.

In the fifth chapter; Difference sequence spaces defined by using a modulus

function and A'Z - statistical convergence are examined.
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1. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1: X # ¢ ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: XxX—>X ve . KxX—>X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektdr uzay1

( lineer uzay ) adi verilir.
Vx,y,zeX ve VA,ueK ig¢in
L) x+y=y+x
L2) (x +y)+tz=x+(y+z)
L3) x + 8 = x olacak sekilde &€ X vardir.
L4) Vxe X i¢cin x + (-x)=46 di.
L5 1.x=x
Lé) A .(x+y)=Ax+Ay
L7) (A+u).x=Ax tux

L8 A.(u.x)=(CA.u)x dir [1].

Tanim 1.1.2 : X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
-1 : X > IR

fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa || . || fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve

( X, |.|l) ciftine de bir normlu uzay denir.
Vx,yeX ve VaeK igin

N1 [[x[[=0

N2) [[x]|=0 < x =0

N3 |ax|=[al||x]

N [[x+y s+ ] dir 2



Tanmm 1.1.3 : X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.

.1 : X > IR

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa || . || fonksiyonuna X iizerinde bir yari-norm ve
( X, ||.|l) ciftine de bir yari-normlu uzay denir .

Vx,yeX ve VaeK igin
N1 [lx /=0
N2) x =0 = ||x]|=0
N3 |ax|=[al|x]
Na) [x+y | <|x|+]y] dir 121
Tanmm 1.14 : ( X, ||.|| ) bir normlu uzay ve x =(x,) de X uzaymnda bir dizi olsun.

Eger Ve >0 igin V m, n>n, iken ||xm - X, ||< & olacak sekilde bir ny= n,(¢g) e IN
sayist varsa x = (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [2].

Tanm 1.1.5: ( X, ||.|| ) bir normlu uzay ve x=(x,) de X uzayinda bir dizi olsun.
Eger Ve >0 i¢in V n>n, iken ||xn —x||< & olacak sekilde bir ny= n,(¢) € IN sayisi

varsa x = (x, ) dizisi x ‘e yakinsaktir denir [2]. x=(x,) dizisi x ‘e yakmsak ise

limx,=x veya x, — x seklinde yazilr.
n

Tamm 1.1.6: ( X', || .|| ) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya

tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [2].

Teorem 1.1.1 : Bir X Banach uzaymin bir ¥ alt uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

Y uzaymm X uzayinda kapali olmasidir [2].

Bu ¢alismada kompleks terimli tim x = (x;) (k=1,2,3...) dizilerinin climlesini

w ile gOsterecegiz.
w; x=(xx), y=(y) ve a bir skaler olmak iizere

x+y=(xx+y) ve ax=(ox,)



seklinde tanimlanan islemler ile bir lineer uzaydir.

Bu c¢alismada sik sik kullanacagimiz

[, :{x = (xk):supk|xk| < }
simirli diziler uzayi,

c= {x =(x,):lim, x, mevcut }
yakinsak diziler uzay1 ve

co={x=(x,):lim, x, =0 }
sifir diziler uzayi

| x| =sup, ]

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamim 1.1.7 : X bir dizi uzayiolsun. X bir Banach uzay1 ve
T,: X > C , Tk(x)=xk , (k:1,2,)
dondsiimii siirekli ise X uzayma BK —uzayi denir [3].

Tanmm 1.1.8 : X cw bir dizi uzayt olsun. x =(x; ),y =( ) € X olmak lizere
x.y=(xxy) € X oluyorsa; yani X noktasal carpma islemine gore kapali ise X uzayina

dizi cebiri denir [4].

Tanmm 1.1.9 : a,b €IR ve neIN olmak ilizere

n - n n—r r n n n n—1 1 n n-2 2 n n
(a+b) = a”" b’ = a" + a” b + a” b+ ...+ b
o |y 0 1 2 0

ifadesine iki terimlinin agilimi veya binom agilimi denir.

Tanim 1.1.10 : Bir / modiiliis fonksiyonu asagidaki o6zellikleri saglayan [0, o) araligindan

[0, ) araligia tanimli bir fonksiyondur.
(i) f(x)=0<=x=0
(i) f(x+n<f(x)+f(x), (x20 ,y20),
(iii) f artan bir fonksiyon

(iv) f fonksiyonu 0 noktasinda sagdan siirekli [5].



Yukaridaki ozelliklerden bir modiiliis fonksiyonunun [0 , o) araliinda siirekli
oldugu anlagilir. Bir modiiliis fonksiyonu smirli veya smirsiz olabilir. I.J.Maddox [6] ve
W.H.Ruckle [7] bir modiliis fonksiyonunu baz1 dizi uzaylarini olusturmak igin
kullanmigtir. Daha sonralar1 bir modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanan dizi uzaylar

Bilgin [8], Oztiirk ve Bilgin [9] tarafindan verilmistir.

Tamm 1.1.11 : x=(x;)eE olmak iizere eger V k € INic¢in || <1 sartini saglayan tim

o = ( oy ) skalar dizileri i¢in (ox x¢) € E ise E dizi uzayma solid ( normal ) denir [4].

Tamm 1.1.12 : Eger 7(k), IN ‘ nin bir permiitasyonu olmak tizere (xi) € E, Xy, € Eyi
gerektirirse E dizi uzayma simetrik denir [4].

Teorem 1.1.2 : p =( p;) pozitif reel sayilarm bir dizisi 0 < p; < sup p, = H,

szax(l , 2H_1) , a,,b, €C ve ke IN olmak iizere
la+b [ <Clla " +|b,]"] 0

dir [1].



2. BOLUM
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
2.1. istatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsaklik kavrami en az 1913’ ten beri farkli goriiniisler altinda
literatiirde yer almaktadir. O zamandan beri Fourier analiz teorisinde, ergodic teoride ve
sayilar teorisinde kullamilmustir. Istatistiksel yakinsakhik tanimi ilk olarak 1951 yilinda
Fast [10] tarafindan kisa bir not olarak verildi. 1959 yilinda Schoenberg [11] istatistiksel
yakinsaklig1 toplanabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel yakinsakligin bazi temel
Ozelliklerini verdi. Her iki matematik¢i de simirh istatiksel yakinsak bir dizinin Cesaro
toplanabilir oldugunu gosterdiler. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Kolk [12], Fridy
[13], Salat [14], Connor [15], Maddox [16] tarafindan c¢alisildi.

Tamm 2.1.1 : Pozitif tamsayilardan olusan bir K ciimlesinin dogal yogunlugu

§(K)=1iml|{k3n:kel< i
n n

seklinde tanimlanir ( Burada | { k<n:kek }

, K climlesinin n’den biiylik olmayan

elemanlarinin sayisin1 gostermektedir ) [17]. Eger
.1
S(K)=lim—|{k<n:keK }|=0
n n

ise K ciimlesine sifir yogunluklu climle denir.

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenerek istatistiksel yakinsak dizi tanimi

asagidaki sekilde verilebilir:

Tamm 2.1.2 : x=(x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger V& >0 igin,
.1
11m—‘ {kSn:|xk —L|28 }‘:0
"on

olacak sekilde bir L sayisi varsa x = (x; ) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir [13].

x=(x;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ise S-limx=L veya x, — L(S) yazr.

[statistiksel yakinsak dizilerin uzay1
.1
S= x=(xk):11m—‘ {kSn:|xk —L|25 }‘=0
n

ile gosterilir.
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L =0 olmas1 halinde x = (x;) dizisine sifira istatistiksel yakinsak dizi denir.

x=(x;) dizisi sifira istatistiksel yakinsak ise § -limx=0 veya x, = 0(S ) yazlr.

Sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
.1
Sy = x:(xk):hm—‘ {kSn:|xk|28 }‘:O
n

ile gosterilir.
Sonug 2.1.1 : Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir.

Gergekten;

1, k=m?
x =
“lo, kzm?

seklinde tanimlanan x = (x; ) dizisini g6z Oniine alalim. Her & > 0 igin

|{k£n:|xk|25}|3|{kﬁn:xk¢O}|S\/;

oldugundan,

1iml|{k3n:xk ¢0}|slim£:0
n n non

elde edilir. Bu §-limx=0 demektir. Fakat bu dizi yakinsak degildir.

Sonug 2.1.2 : /_ ve S uzaylar birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlari vardir.

Gergekten;

1, k#m?

{\/%, k=m’
Xk =

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisi i¢in S-limx=1 dir, ancak x ¢/ dur.x=(1,0,1,0,...)

dizisi smurhidir. Fakat istatistiksel yakinsak degildir.
Sonu¢ 2.13 :S-limx=L;,S-limx=L, = L; =L, dir.
Teorem 2.1.1 :

(i)aeclIR ve S-limx=L; ise S-lim(ax)= al,

(ii) S-limx=L;, S-limy=1L, ise S—lim(x+y)=L;+L, dir [14].
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Tamim 2.1.3 : x = (x; ) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger V& >0 igin
.1
hm—‘ {kﬁn:|xk —xN|25 }‘:0
n n
olacak sekilde bir N =N (&) sayist varsa x = ( x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir [13].

Teorem 2.1.2 : Bir x = (x;) dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir

[13].

Ispat: £€>0 ve S-limx;=L olsun. Bu taktirde h.hk. icin

|xk —L|<%
dir. Eger N,
|xN —L|<%
olacak sekilde secilirse h.h.k. i¢in
X, —xy|=|x, —L+L—xy|<|x, —L|+|xy - L <fifcs
2

elde edilir.

2.2. Istatistiksel Yakinsakhk ve Cesaro Yakinsakhk Arasindaki Iliski

Tamim 2.2.1 : x=(x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger

limlzn:xk =L

L =

olacak sekilde bir L sayisi varsa x = (x;) dizisi L sayisina Cesaro yakinsaktir denir
[18]. x = (x; ) dizisi L sayisina Cesaro yakinsak ise o,-limx=L veya x, = L(0,)

yazilir. Cesaro yakinsak dizilerin uzay1
S . -
o, =vx=(x,):lim—%(x, —L)=0, en az bir L igin

=

ile gosterilir.
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Teorem 2.2.1 : x=(x;) dizisi L sayisina yakinsak ise x=(x;) dizisi L sayisina Cesaro

yakinsaktir [18].

Ispat: &> 0olsun, n> N, igin
£
|xk - L| < E
olacak sekilde pozitif bir N; tamsayis1 mevcuttur. Bu taktirde n > N, i¢in
1 €
—|(xy +x, +x, +...+xN171)—N1L‘<5
n

olacak sekilde bir pozitif N, tamsayis1 mevcuttur. N :maX{Nl,N 2} olsun. Eger n > N

ise,
! ix —L—L ix —(n+1)L
n+1lis ¢ n+10i= k
e ! Zn:(x -L)
T2 a1t
£,1 i(x )
2 n+l|&G "
& 1 &
<—+ (n+1-N,)—
2 n+l 2
££+£=g
2 2
olur.

Teoremin tersi dogru degildir. Gergekten  (x,)=(1+(=1)") dizisi Cesaro

yakinsaktir, ancak yakinsak degildir.

Teorem 2.2.2: S-limx=L ve V ke IN igin |xk|<M ise o,-limx =L dir [I11].

Ispat: Genelligi bozmaksizin L =0 kabul edebiliriz. o0,-limx=0 ve x dizisi smirl olsun.

Bu taktirde

1 n
_zxk

n =

| —

1 1
{z x|+ zm} <L Lt {k<nifu]2 e )
1<k<n 1<k<n n n
‘xk‘<£ ‘xk‘z.s

1 n
< =

n

13



yazabiliriz.

liml| {kSn:|xk|25 }|=0
non

oldugundan

limlzn:xk =0

L
elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teoremin karsit1 dogru degildir. Gergekten x = ( 1,0,1,0,...) seklinde tanimlanan

1
dizinin aritmetik ortalamasi 5 > ye yakinsaktir. Fakat bu dizi istatistiksel yakinsak degildir.

2.3. istatistiksel Yakinsakhk ve Kuvvetli p — Cesaro Yakinsaklik Arasindaki Iliski

Tanmm 2.3.1: x=(x;) kompleks terimli bir dizi ve p >0 reel bir say1 olsun. Eger

1imli|xk -1]" =0

L =]

olacak sekilde bir L sayisi varsa x = (x;) dizisi L sayisma kuvvetli p-Cesaro

yakinsaktir denir [1]. x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakinsak ise

w,-limx=L veya x, — L(wp) yazilir. Kuvvetli p-Cesaro yakinsak dizilerin uzay1
w, = {x = (xk):lile|xk —L|P =0, en az bir L igin}
n n oy
ile gosterilir.
Teorem 2.3.1: p €IR ve 0<p <o olsun.

1) Bir x=(x;) dizisi, L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakinsak ise L sayisina

istatistiksel yakinsaktir.

2) Smurlh bir x = ( x; ) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayisina

kuvvetli p-Cesaro yakimsaktir [15].
ispat :
1) xew ve &€ >0 olsun. Bu taktirde ;

n

Z|xk—L|p= Z|xk—L|p+ Z|xk—L|p25”|{kSn:|xk—L|28}|

k=1 I<k<n 1<k<n
‘x/( 7L‘£e ‘xk —L‘Zs

elde edilir. Bu S - lim x;, = L demektir.

14



2) Sinirhibir x=(x;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve K = ||x||oo + L

diyelim, & > 0 verilsin. V n > N, i¢in N, ’u

1
Wesnie, —1)2 &Pl £
n 2 2K”*

olacak sekilde secelim ve
1
L, :{kﬁn:|xk —L|Z(§)A}

diyelim. Bu taktirde n > N, i¢in

1< 1 i
;;|Xk—L|p=;[Z|xk—L|p+z|xk—L|pJ <;(27;<€pr+”§] S§+§:g

keL, kel,

elde edilir. Buradan x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakinsaktir.
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3. BOLUM

GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

31. A"(I,), A"(c) ve A"(c,) Dizi Uzaylan
Tanm 3.1.1: [, ¢ ve ¢, dizi uzaylarinin birgok topolojik Ozellikleri bilinmektedir.
x=(x;) reel veya kompleks terimli herhangi bir dizi olmak {izere
Ax = (Ax; ) = (X, = Xpp)
seklinde tanimlanan A - operatorii lineer operatordiir.
A(,), A(c) ve A (c,) dizi uzaylart Kizmaz [19] tarafindan,
A() ={x=(xx): Axel, }

A(c) = {x=(xx): Axec }

A (cy) {x=(x): Axec, }

seklinde tamimlandi. Kizmaz [19], A (/), A (c) ve A (¢,) dizi uzaylarnin bazi

ozelliklerini inceledi. Daha sonra A (/), A (c) ve A (¢,) dizi uzaylar1 Et ve Colak

[20] tarafindan; m bir pozitif tam say1r ve

on:(onk):(xk) ) A‘x:(Axk):(xk_xk+l)’

m m
A'x=(A"x,) = (Am_lxk _Am_lxku) > A"x, =A"x, = Z(_l)v( }kw
v=0 A%
olmak tzere
A"(L)={x=(x;):A"x el }
A"(c)={x=(x;):A"xec}

A"(cy)={x=(x,):A"x€ec,}

dizi uzaylarmma genisletildi.

Teorem 3.1.1 : A"(/)), A"(c) ve A"(c,) dizi uzaylar1 asikar olarak birer lineer

uzaydir [20].

Teorem 3.1.2 : A"(c) ve A"(c,) dizi uzaylari, A"(/,) dizi uzaymin kapali bir alt

uzayidir [20].

16



Teorem 3.1.3:

1) A"(c,) © A" (c,) ve A"(c,) = A" (c,) dur.

2) A"'(c) = A"(c) ve A"(c) % A"(c) dir

3) A"'(,) < A"(,) ve A"'(1,) = A"(1,) dur [20].
ispat :

1) x e A"(c,) olsun. Bu taktirde & — o i¢in A"x, - oo dir.

| A"y, |=| A"x, —A"x;, |S| A"x, |+| A"x, ., |—>0 (k > o)

oldugundan x € A""'(c,) dur.

A"(c,) # A"'(c,) oldugunu bir Grnekle gosterelim :

x=(x)= (k™) dizisini secelim. Bu durumda V k €IN igin

A" E™)=0  ve  A"(k™)=(-1)"m!

dir.

Ispati tiimevarimm ikinci prensibi geregince yapalim:

a) x=(x;) = (k") igin A" (k™)=0 dur.

m=1 igin x= (k) ve A’x, =k-2(k+1)+k+2=0
m=n-1 igin x= (kn_l) ve VkelN igin A"x, =0 olsun.
m=n igin A" (k")=0 oldugunu gosterecegiz:

n+l AN n _
AN"x, =A"x, —A'x;,, =0

b) x=(x;) = (") igin A"x, =(-1)"m! dir.
m=1 i¢gin x=(x) =(k)ve Ax,=k—-(k+1)=-1=(-1).1!
m =n-1 igin xz(k”_l) ve VkelN igin A"'x, =(-=1)""(n—1)! olsun.

m=n i¢in x=(x;) = (k") ve A'x, =(=1)"n! oldugunu gosterecegiz:

17



A'x, =N (A(K"))

=N (k" = (k+1)")

|:(l’l] n-1 7 n-1 (n] n—1 3. n-2 [nJ n—1 :|
=—{| AT KT+ AT ETH)+ ] AT
1 2 n

— _nAnfl (knfl)

= —n|(-1)"" (n-1)]

=(=1)"n!

O halde x=(x;)= (k") e A" (c,)- A" (c,) du.

2) x e A"'(c) olsun. Bu taktirde en az bir / igin A" 'x, — [ dir(k — o).

Buradan
| A"x, |=| A" x, A x, |S| A" x, 1 |+| AN Mx, —1 | - 0
olur ki bu A"xec, cc demektir. Ohalde xeA”(c) dir.
A""'(c) # A"(c) oldugunu bir érnekle gosterelim:
x=(xx) = (k m) dizisini se¢elim. Bu durumda V k£ €IN i¢in

_ " -1
AN'x, =(=1)"m! ve A" lxk:(—l)mlm!(k+m7)

dir.
a) x:(xk) = (km) lgln Am.xk :(_l)mm! dir.

Gergekten (1)’ den x = ( x; ) =(k") igin A"x, =(=1)"m! dir. O halde

xe A"(¢)= A" (c) dir.

- m+ -1
b) x=(x)= (k") icin A" lxk =(-1) lm!(k+m7) dir.

18



1-1
m=1 1@11’1 x:(xk) :(k) ve onk:(_l)zl'(k'i‘Tj:k

n— lj
olsun.
2

m=n+l i¢in x=(x) = (k") ve A”xk=(—1)””(n+1)!(k+gj

m=n igin x=(x,)=(k") ve VkelIN igin A"'x, = (—1)"“71![1{ +

oldugunu gosterecegiz:

A'x, = A7 (AK))

— An—l(kn+1 _(k+1)n+1))

_(n + 1j n—1 n (l’l + 2] n—1 n—1 (n + 1} n—1 n-2 (n + 1] n—1 i|
— A (M) + AR + AN (") 4+ AT (D)
i 1 2 3 n+l

_ (n+1)(—1)"”n!(k+ ”_1j+ (n+D:

(n—1)12!

2

(=D (n=1) !}

n+2 n
=(-1) (n+1)!(k+gj

olup, x e A" (¢) — A" (c) dir.
3) x e A"'(I,) olsun. Bu taktirde ¥ k €IN igin | A"x, | < K olacak sekilde
en az bir K> 0 vardir. Boylece V k €IN ig¢in
| A"x, |:| A’”_lxk —A'”_lx,ﬁ1 |S| Am_lxk |+| A’”_lxk+1 |S2K
ve buradan x e A"([,) elde edilir.
A1) # A"(I,) oldugunu bir érnekle gdsterelim :
X = (km) dizisini segelim. Bu durumda V k €IN igin

-1
A'x, =(=1)"m! ve A’"lxk:(—l)’"”m!(kerTJ

dir. x e A"(I)—A""(1)) dir.
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a)x=(x)= (k") i¢in A"x, =(=1)"m! dir.
Gergekten (1)’ den x=(x;)=(k") i¢in A"x, =(=1)"m! dir. O halde

xeA" (loo)—A"H (1) dir.

- m+ -1
by x=(x) = (k") igin A"'x, =(-1) 1m!(k+m7] dir.

m— m+ m_l
Gergekten (2)’ den x=(x;) = (k™) igin A lxk =(=D ]M!(k-i-Tj

dir. O halde x e A"(I,)—A""(L) dir.
Teorem 3.1.4 :

1) A"(c,))cA"(c) ve A"(c,)#A"(c)

2)A"(c)c A" (1) ve A"(c)=A"(l,) dur[20].
Ispat :

1) x=(xx) €A"(c,) olsun. Butaktirdle A"xec, cc olup x e A"(c) dir
A"(c,)# A" (c) oldugunu gosterelim:
x=(x)= (k") segersek A"x, =(=1)".m! dir.

Gergekten Teorem 3.1.3’den x = (x¢)= (k™) icin A"x, =(=1)".m! dir. Béylece

A"x € c—c, oldugundan A" (c,)# A" (c) dir.

2) x e A"(c) olsun. Bu taktirde A"xeccl, olup xeA"(l,) dur.
A"(c)# A" (l,) oldugunu gosterelim:

x=(10,1,0,...) secersek A"x, = (=D '2"" dir. Gergekten

m=1 igin Ax, =(=1)"" olur.

m=n i¢in A'x, =(=1)*"2"" olsun.

m=n+I igin A"'x, =(=1)""2" oldugunu gosterecegiz.
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n+l __ AR n
A" x, =A'x, —A'x,,

— (_1)k+1 2n—1 _ (_1)k+2 2n—1

— (_1)k+1 pn-l [1 _ (_1)]

— (_1)k+1 2n
elde edilir.
Sonu¢ 3.1.1 : /_, ¢ ve ¢, dizi uzaylar1 birer dizi cebiri olduklart halde A" (/,), A"(c)

ve A"(c,) dizi uzaylan birer dizi cebiri degildir.

Ispat: [, ¢ ve ¢, dizi uzaylarinin birer dizi cebiri olduklari bilinmektedir. A" (/,),

o0 2

A" (c) ve A"(c,) diziuzaylarinin birer dizi cebiri olmadiklarini birer ornekle gosterelim:

x=(x) =(k) ve y=(y,) = (km_l) dizilerini segelim. x,y € A"(c,) oldugu
halde (A" (k™)) &c, ;yani x.y ¢ A"(c,) dir.
x=(x;) =(k) ve y= (yk) = (k™) dizilerini secelim. x, y € A”(c) oldugu

halde (A" (k")) gc ; yani x.yeA"(c) dir

x=(x) =(k) ve y=(y,) = (k") dizilerini secelim. x,y e A"(l,) oldugu

halde (A" (k""'))gl, ;yani x.y ¢ A"()) dur.

Simdi [, ¢ ve ¢, dizi uzaylar1 yerine daha genel bir X dizi uzay1 alarak
A" (X) dizi uzayinm tanimlayalim ve X uzayi ile A" (X)) dizi uzay: arasindaki iligkileri ve

A" (X) dizi uzaymin baz topolojik 6zelliklerini verelim:
X herhangi bir dizi uzay1 ve me IN olsun. A" (X) dizi uzayim

A’”(X)z{xz(xk):A’”x=eX}

seklinde tanimlayalim.
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Teorem 3.1.5: X bir lineer uzay ise A" (X) dizi uzay1 da bir lineer uzaydir [21].
ispat :

i) x eA"(X) ve y eA"(X) ise A"xeX ve A"yeX dir. X lineer uzay
oldugundan A”"x+A"ye X ve A"- operatorii lineer oldugundan A" (x+y)e X

yazilabilir. Buradan (x+ y) € A" (X) elde edilir.

ii) x e A"(X) ve a bir skaler olsun. Bu taktirde A"x € X dir. X lineer uzay

oldugundan o A"xe X ve A"- operatorii lineer oldugundan A" (ax) € X yazlabilir.

Buradan ax € A" (X)) elde edilir.

Teorem 3.1.6 : A" (X) dizi uzay1

m
_ m
”x AT .Z%|xi| +HA xH
iz

normu ile bir normlu uzaydir [21].

Ispat :
N1) ||x||A,,, :g|xi|+HAmxH > 0
N2) ||x||A,,, :g|xi|+HAmxH =0

olsun. Bu taktirde

ve V k €IN igin

=0

m m N m
| 0 Xy — 1 Xt t (1) mxk+n1

oldugundan V k €IN i¢in x, =0 elde edilir ki buradan x=6 bulunur.

Tersine x =0 olmasi halinde ||x|| =0 oldugu asikardir.
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N =3 e e S (e
i=1 v=0

i=l1 v=0

(S s S (M

=| & |,

N4 feeo], =] x40 [+[anreany]

m
<2
i=1

m
xi| + HA’”xH +>
i=1

v+

<[ xl, +I,

Teorem 3.1.7: X, |||| normu ile bir Banach uzay1 ise A"(X) dizi uzayi

m
_ m
”x A Z{|xi|+HA xH
=

normu ile Banach uzaydir [21].

Teorem 3.1.8: X, |||| normu ile bir BK - uzay1 ise A" (X) dizi uzay1

m
_ m
[l = 2] + ]
i=

normu ile bir BK —uzayidir [21].

Ispat : X, |||| normu ile bir Banach uzayi oldugundan ve

x"—xHA — 0 (n -wo)

V ke IN igin | X, —x | , =~ 0 (n —> o) olmasi gerektiginden A"(X) dizi uzay1 bir

BK - uzayidir.
Teorem3.1.9: X VY ise A"(X)c A"(Y) dir [21].

Teorem 3.1.10 : X herhangi bir dizi uzay1r olmak iizere n < m ise A"(X)c A"(X) dir
[21].
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4. BOLUM

GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

4.1. A" - istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 4.1.1 : x=(x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger V& >0 igin

lim%‘ {kSn:‘A’”xk —L‘Zg }‘zO

n

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = ( x;) dizisi L sayisina A" - istatistiksel yakinsaktir

denir [21]. x=(x;) dizisi L sayisma A" - istatistiksel yakinsak ise A" (S)-limx =L

veya x, = L(A"(S)) yazilir. A" - istatistiksel yakinsak dizilerin uzay
m . 1 m
A" (S) = x=(xk):hm—‘ {kSn:‘A x—Lze }‘:o
non

ile gosterilir
L =0 olmasi halinde x=(x;) dizisine sifira A" - istatistiksel yakinsak dizi denir.

x=(x;) dizisi sifira A" - istatistiksel yakinsak ise A" (S)-limx=0 veya x, = 0(A"(S))

yazilir. Sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

A" (S,) = x:(xk):lign%‘ tk<n:|arx |26 =0

ile gosterilir.
Teorem 4.1.1 : A" (S) lineer uzaydir [21].

4.2. A" - Istatistiksel Yakinsaklik ve A" - Cesaro Yakmsakhk Arasindaki fliski

Tanim 4.2.1 : x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve p >0 reel bir say1 olsun. Eger

n

liml z

A

A'x, —L| =0

‘P

olacak sekilde bir L sayist varsa x = ( x;) dizisi L sayisina kuvvetli A”; - Cesaro

m

yakimsaktir denir [21]. x = ( x;) dizisi L sayisina kuvvetli A »

- Cesaro yakinsak ise

A"(w,)-limx =L veya x, —> L(A"(w,)) yazilir. Kuvvetli A" - Cesaro yakinsak

dizilerin uzay1
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A"(w,) = x=(xk):lim12‘ A"x, —L ‘p =0, en az bir L igin
n nk:l

ile gosterilir.

Teorem4.2.1 : pe R, 0< p <o olsun.

(i) x, > L(A"(w,)) ise x, —> L(A"(S)) dir.

(ii) xeA"(l,)) ve x, = L(A"(S)) ise x, — L(A"(w,)) dir [21].
Ispat :

(i) x=(x) €A"(w,) ve&>0 olsun. Bu taktirde

{kSn:‘A’"xk—L‘Zg}‘

n P

p P
Ylax-L| = Y|ax L]+ Y|ax -L] ze
k=1 1<k<n 1<k<n

Amxk -L

<& Amxk -L

2e

elde edilir. x, > L(A"(w,)) oldugundan x, — L(A"(S)) dir.

(ii) x, = L(A"(S)) olsun. x € A" (/) oldugundan M :HA’"wa + |L| yazabiliriz.

& 20 verilsin. N, sayismi

1
1 1 oam » &

olacak sekilde secelim ve
1
L, :{ks;a:\ A'x, —L \2(5)’7}
diyelim. Bu taktirde n > N, igin

%%‘Amxk—L‘p-}-I;Ln‘Amxk—L‘p <%(2;;/I_gpMp+n£j <

elde edilir. Boylece x, — L(A"(w,)) olur.
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Tanim 4.2.2 : x=(x;) € w olsun. Eger V¢ >0 i¢in

lign% {kSn:‘A’"xk—A’”xN ‘28 }‘:O

olacak sekilde bir N=N (&) sayis1 varsa x = ( x;) dizisine A" - istatistiksel Cauchy dizisi

denir.

Teorem 4.2.2 : Eger x = ( x;) dizisi A" - istatistiksel yakinsak ise x = ( x;) dizisi

A" - istatistiksel Cauchy dizisidir [21].

Ispat : Kabul edelim ki x € A"(S) ve &>0 olsun. Bu taktirde h.h.k. icin

A - L|<Z
2

yazabiliriz. N sayisini h.h.k. i¢in
m &
| A"xy - L|< 5

olacak sekilde segelim. Bu taktirde h.h.k. i¢in

£
2

‘Amxk -A"x, ‘<‘ A"x, —L ‘+‘ A"x, —L <§+ =¢

olur. Buradan x =(x,) dizisi A”- istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 4.2.3 :
(i) A" (c) c A" (S) ve bu kapsama kesindir.
(ii) A"(S) ve A"(l,) birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardur.
(iii) A"(S) ve [, birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir.
(iv) S ve A"(c,) birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir.

(v) S ve A"(l,) birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlari vardir. [21].
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ispat :

(i) cc S oldugundan A"(c) c A"(S) dir. Simdi

k, k=n’
{f " (1)

A"x, =
0, k#n®

seklinde segelim. Bu taktirde A"xeS fakat A"xgc dir. ccA"(S), ccA"(c),
ccA'(l),ccS,ccl, ve cnA"(c,) = oldugundan A"(S) ile A" (L)), A"(S) ile
l,, A"(S)ile S, S ile A"(c,) ve S ile A"(/,) dizi uzaylarinin ortak elemanlar

vardir. Simdi bu uzaylarin birbirlerini kapsamadiklarin1 gdsterelim.

(ii ) Yukarida tamimlanan diziyi gozoniine alalim. x € A" (S) ; fakat x ¢ A" ()

dir. x=(1,0,1,0,...) segersek A"x, =(-1)"'2"" ve xeA"(l,) ;fakat x & A" (S) dir.

(iii ) (i) de tanimlanan dizi sinirli degildir. Ancak A" — istatistiksel yakinsaktir.

Tersine x =( 1,0,1,0,...) €/ segersek x ¢ A"(S) dir.

(iv)

2
Xk:{\/k_, k=m

0, k#m’

seklinde tanmimlanan x=(x,) dizisi bu sikkin sartin1 saglar.

(v) x=(x,) dizisini

2
Xk:{\/k_, k=n

0, k#n’

olarak tamimlayalim. x € S dir, ancak x ¢ A" (/) dir.

Tersine x=(k) olarak alinirsa x € A" (/) dir. Fakat x ¢ S dir.
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5. BOLUM

Al — ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bélimde bir modiiliis fonksiyonu, genellestirilmis fark oparatorii, bir yari-norm
kullanarak yeni birka¢ dizi uzayi tamimlayacagiz ve bu dizi uzaylarimin bazi topolojik

ozelliklerini verecegiz. Ayrica bu uzaylar arasinda birka¢ kapsama bagintisini inceleyecegiz.

5.1. Modiiliis Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tammmlanan Fark Dizi Uzaylan

Tamim 5.1.1 : f bir modiiliis fonksiyonu , X lokal konveks bir Hausdorff uzay, p = ( px)
de pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. w(X) , X {izerinde tamiml tiim dizilerin uzaymni

gostersin.

Asagidaki dizi uzaylarin1 tanimlayalim:

W(A’",f,p,q)z{xew(X):%i[ f(q (A"x, — L)) ]p" -0, n—)oo}
Wo(Am,faP,Q)={XEW(X)1%Zn‘,[ S (g (A"x,)) ]pk -0, n—>°0}

Ww(Am’f’p"”:{xeW(stupii[ @y ] <oo}

f(x)=x ise WA", f,p,q), w,(A", f,p,q) ve w, (A", f,p,q) dizi uzaylarin

sirastyla W(A", p,q), w, (A", p,q) ve w_ (A", p,q) ile gosterecegiz [22].

Teorem 5.1.1: p=(p;) dizisi sinirh olsun . Bu durumda w(A", f, p,q), w, (A", f, p,q) ve

w, (A", f, p,q) dizi uzaylar lineer uzaydir [22].
Ispat: Ispati w (A", f,p,q) dizi uzay: i¢in yapalim. Digerleri benzer sekilde yapilabilir.

x,yew, (A", f,p,q) olsun. L, peC igin|/1|SMl ve |,u| < N, olacak

sekilde M, ve N , mevcuttur. f alt toplamsal , q bir yari-norm ve A" - operatorii lineer

oldugundan (1) esitsizligi kullanilirsa

28



@ nrun P = S r(2lq@ses (ulg@ vyl

SC(MnH%i_[f(q @x) I +C(N,,)H%i_[f(q @y )" >0

elde edilir. Bu w,(A", f, p,q) dizi uzaymn bir lineer uzay oldugunu gosterir.
Teorem 5.1.2: f, f,, f, modiiliis fonksiyonlar ve 0<A=inf p, < p, <sup, p, =H <o
olsun. Bu durumda
(i) wo(A", f, p.q) < wo (A", fof\, p.q)
(i) wo (A", f1, p,@) " wy (A", 15, 0.9) S wo (A", f + /3. p29)
dur. [22].
Ispat :
(i) (x,)ew,(A",f,p,q) olsun.e>0 ve 0< t <§ i¢in f(t) <e olacak

sekilde 0<3 <1 sartim1 saglayan & sayisii segelim. y, = f,(q(A"(x,))) yazalim ve

oo P =Xlroo ¥+ X0l

ifadesini g6z Oniine alalim. Burada ilk toplam y, < o6, ikinci toplam ise y, > o tizerindendir.

f fonksiyonu siirekli oldugundan

S0 < nomax (&",6")

1

yazabiliriz. y, > i¢in

Vi

Vi
<k 14 2E
TS5

ger¢egini kullanarak f fonksiyonunun tanimindan y, >0 i¢in

f)< f(l){l " [%ﬂ <2/ (7%
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elde edilir. Boylece

2 n =

iZ[f(y)]Wma[[ (l)” YINER

olur. Buradan w, (A", f,, p,q) < w, (A", fof,, p,q) elde edilir.

(i) (x,)ew, (A", f,,p.q) " w, (A", f,,p,q) olsun. Bu taktirde (1) esitsizligini

kullanirsak  (x,) € w, (A", f, + f,,p,q) elde ederiz. Boylece

wo (A", f1, p,q) " w, (A", £, p,q) < wo (A", fi + f,, p,q) olur.

Asagidaki sonucun ispati yukaridaki teoremin ispatiyla benzerdir. Bu yiizden

ispatsiz olarak veriyoruz:

Sonu¢ 5.1.1: f, f,, f, modiiliis fonksiyonlar: olsun. Bu taktirde
(i) wA", 11, p,q) < (A", fofy, p.q)
(i) WA f.p. @) w (A fo,p.q) cw (A fi + 5 p,9)
(iii) w, (A", 11, p.q) < w..(A", fof 1, p.q)

i) w, (A", fi,p. ) w, (A", f,,p,q) = w, (A", fi + f,,p,q) dur[22].

Teorem 5.1.3: m > 1 olsun.Budurumda asagidaki kapsamalar kesindir .
(1) wy(A™". f.q) = wy (A", f.q)
(i) wA™, f,q) = A", f,q)
(iii) w, (A", f @) w, (A", f.q) [22].

ispat : Ispat1 (i) igin yapalim. Digerleri benzer sekilde ispatlanabilir.

1 n
xe wy (A", f,q) olsun. Bu taktirde —Z f(qgA""'x)—>0.,n > o elde

n =

edilir. /' ve ¢ fonksiyonlarinin tanimidan
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%ifxwﬂa»s%ifxﬂwa—ﬂam)

IN

25 F @) S f (g ()

n k=1
yazilabilir. Bu da ispati tamamlar.

Genelde V i = 1,23,...m-1 ig¢in w(A,f,q)cw(A", f,q) dur ve kapsama

kesindir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin asagidaki Ornegi goz Oniine alalim:

Ornek 5.1.1 : X=C , f(x)=x ve q(x)=|x | olsun. x=(x,)=(k"") dizisini
diginelim. V k € IN ig¢in A"x, =0 , A" 'x, =(=1)""'(m-1)! oldugundan

x=(x,)ew, (A", f,q) dir. Fakat x =(x,) g w,(A"", f,q) dur.

Teorem 5.1.4 : Pozitif reel sayilarin herhangi iki p ve ¢ dizileri ve herhangi ¢,, ¢,

yarti-normlar1 igin

(i) wo(A", f,p.q) N wy (A", f ,t,q,) #¢
(ii) w(A", f,p,q) " WA", f ,t,q,) #

(iii) w, (A", [, p,q)) " w, (A", f.t,q,) % O

dir [22].

Ispat : Sifir elemani yukaridaki her bir dizi smifina ait oldugundan bos degildir.

Onerme 5.1.1 : f bir modiiliis fonksiyonu olsun . Bu durumda
(i) wo(A", p,q) < w, (A", [, p,q)
(i) w (A", p,q) € W(A", 1, p.q)

(i) w, (A", p,q) < w, (A", f,p,q)

dur [22].

Ispat : Teorem 5.1.2° nin (i) sikkinda f(x)=x almirsa sonug elde edilir.
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Teorem 5.1.5 :0<p, <7, ve [r—kJ sinirh olsun.Bu durumda w(A", f,r,q) < w(A", f, p,q)

Dy

dur [22].

Ispat: (x,)e w(A", f,r,q) olsun. Vk e IN igin A, = (&) olmak tizere 0<A< 4, <1
Ve

olacak sekilde bir A sayisi segelim. w, = [ f(qg@" (x)—L))]rk diyelim, (u,) ve (v,)
dizilerini agagidaki gibi tanimlayalim:
w, 21 i¢in u,=w, , v, =0 ve w, <1 i¢gin u, =0 , v,=w,
olsun. Bu taktirde ¥V k € IN i¢in
W, =u, +v,, w,fk zu,fk +v,f* , u,f‘ Su, <w, ve v,fk Sv,f
elde edilir. Bu nedenle
IS 0 19 I3
—ZWkk S—Zwk + —ka
n g N = n =
dir. Béylece (x, ) € w(A", f, p,q) olur.
Teorem 5.1.6 : m > 1 i¢in w (A", f,p,q) , WA",f,p,q) ve w (A", f,p,q) dizi
uzaylar1 normal degildir [22].

Ispat : w, (A", f,p,q) , WA",f,p,q) ve w (A", f,p,q) dizi uzaylarimn normal

olmadiklarin1 gostermek icin asagidaki Ornekleri goz Oniine alalim:

Ornek 5.12 :m=1, f (x)=x q(x)= | x| ve VkelIN icin p, =1 segelim. Bu
taktirde x = (x, )= (k) dizisi, w,(A) ve w (A) dizi uzaylarma aittir. &z, = (=1)* olsun.
Bu durumda (¢, x,) dizisi, w (A) ve w (A) dizi uzaylarma ait olamaz.

Ornek 5.1.3 :f, g, m ve p ‘yi Ornek 5.1.2 “deki gibi secelim. x =(x,)=(1) dizisini

ele alahm. Bu taktirde x € w,(A) dir. &, =(=1)* olsun. Bu durumda (a,x,)¢ w,(A)

dir.

Teorem 5.1.7: w(A", f,p,q) ve w,_(A",f,p,q) dizi uzaylar1 simetrik degildir [22].

Ispat : wW(A", f,p,q) ve w_(A",f,p,q) dizi uzaylarmin simetrik olmadiklarmi

gostermek icin asagidaki Ornegi goz Oniine alalim:
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Ornek 5.1.4 :f, g, m ve p Ornek 5.1.2° deki gibi olsun. Bu durumda x=(x,)= (k)
dizisi , w_(A) ve w (A) dizi wuzaylarma aittir. y=(y,) dizisi , x=(x;)
dizisinin V=(0) = (X, X5, X4, X5, X9, X5, X165 X > Xogs X7, X6 5 Xgs X9 Xigseee) seklinde
yeniden diizenlenmisi olsun. Bu durumda y=(y,) dizisi, w, (A) ve w (A) dizi

uzaylarina ait degildir.

Uyar15.1.1: m>2 icin w,(A".f, p,q) dizi uzay simetrik degildir.

5.2. A’Z — istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda ¢ yari-normu ve A”- operatéri  kullanilarak A’Z - istatistiksel
yakinsakligr tanimlayacagiz.

Tamim 5.2.1 : ¢ bir yari-norm olsun. Herhangi bir £> 0 i¢in

lim 2| {k<n:qA"x, ~L)2 ¢ f=0

n—> 0 n

olacak sekilde bir L sayisi varsa x = (x,) dizisine L sayisina A’Z - istatistiksel yakinsak
dizi denir [22]. x=(x,) dizisi L sayisina A’Z - istatistiksel yakinsak ise

AL(S)—limx =L veya x, = L(A7(S)) yazilir. A7 istatistiksel yakinsak dizilerin uzay
" .1 m
A"(S) = x=(xk)211_r>130;‘ tk<niga"x, L)z ¢ =0

ile gosterilir.

Asagidaki  ti¢ teoremde 0 < h = infp, <p, <sup, p, =H < o sartinin

saglandigmi kabul edecegiz.

Teorem 5.2.1 : f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda w(A", f', p.q) < A7(S) dur

[22].

ispat: xew(A", f,p,q) olsun. >0 alalim, zl ile g(A"x, -L)=¢
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olacak sekilde k£ <n iizerinden toplam1 ve Zz ile de q(A"x, —L)<¢ olacak sekilde

k < nlizerinden toplami gdsterelim. Bu durumda

S -nl =S oo X e -]

> %Z[f (q(&"x, L))"

>1 me( [ ro L@ ])

— | {k=nig@s -Dze fminl [ 5@ [ s@I)

clde edilir. Bu da x e A7(S) oldugunu gosterir.
Teorem 5.2.2 : f* fonksiyonu sinirlt olsun. Bu durumda A7 (S) < w(A", f, p,q) dur[22].

Ispat : Kabul edelim ki f fonksiyonu smirh, ¢ € Q ve £€>0 olsun. Zl ve Zz ,

Teorem 5.2.1 ‘deki gibi olsun. Bu durumda f fonksiyonu smirli oldugundan V x> 0 igin

f(x) <K olacak sekilde bir K> 0 sayisi mevcuttur. Bu taktirde

9 FACTCS S S o PRIl B S PR P a Alg

—

<1y ax(K”,KH)%Z[f(e)]"“

S

< maX(Kh,KH)%‘ { kSn:q(A’"xk—L)Z } ‘+max( f(g)h,f(g)H)

elde edilir. Bu da x e w(A", f, p,q) oldugunu gosterir.
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Teorem 5.2.3: A7 (S)=w(A", f, p,q) olmasi icin gerek ve yeter sart; f/ fonksiyonunun

sinirlt olmasidir [22].

Ispat : Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2 ‘den A" (S)=w(A", f, p,q) elde edilir.

Tersine kabul edelim ki A7 (S)=w(A", f,,q) ve f fonksiyonu smirl olmasmn.

Bu taktirde f (7,)= n’ , n=1,2,3,... olacak sekilde pozitif sayilarin artan bir dizisi

mevcuttur. Eger

seklinde secilirse

0, n> o

}‘s%»

%‘ { k<n:q(A"x,)ze¢
elde edilir . Boylece x, — 0 (A7 (S)) , fakat ¢ =|x| ve X = C igin
x e wA", f,q) dur.Gergekten; ¢ :|x| ve X = C olsun.Bu taktirde
(A’"xk) = (A’”xl,A’"xz,A'"x3,A’”x4,A'”x5,Amx6,A'”x7,A xg,A’"x(,,A’"xm,...,A'”xlé,...)
=(¢,,0,0,1,.0,...,0,1,,0,...,0,2,.0,...,0,£,0.,...)
dir.

s, =37 Ay, |
n =

olsun. Bu durumda

t, :n2
A'x, =
0, k#n’
olup,
s, =L2(12 +2% 432 +...+n2): n(n+1)(22n+1)
" n 6n

olur. (s,) dizisinin (s,) alt dizisi smul degildir. Bu nedenle (s,) ¢ w, (A", f,q) ve

boylece (s,) e w (A", f,q) elde edilir. Bu A7 (S)=w(A", f,q) olmasi ile celisir.
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