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ÖZET

Dört bölümden oluşan bu çalı̧smada Orlicz fonksiyonları kullanılarak yeni genelleşti-

rilmi̧s fark dizi uzayları tanımlanmı̧stır.

İlk bölüm giri̧s kısmı olup, bu çalı̧sma ile ilgili ön bilgiler verilmi̧stir.

İkinci bölümde ise konuya ili̧skin temel tanım ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde fark dizi uzayları ve bunlara ait bazı özellikler verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise M = (Mk) Orlicz fonksiyonunun bir dizisi ve ∆mv -genelleş-

tirilmi̧s fark operatörü kullanılarak Bv(M, p, q, u, s) dizi uzayı tanımlanmı̧stır.

Anahtar Kelimeler: Fark dizi uzayları, Orlicz fonksiyonu.
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SUMMARY

The generalized sequence space BVσ (M, p, q, u, s)defined

by a sequence of Orlicz function

This study is prepared as four chapter.

In the first chapter; the preliminary informations are given.

In the second chapter; the fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter; difference sequence space and their some properties are given.

In the fourth chapter; the sequence space Bv(M, p, q, u, s) is defined by Orlicz

functions and some properties of this space is given.

Keywords: The difference sequence spaces, Orlicz function.
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SEMBOLLER LİSTESİ

N : Doğal sayılar cümlesi

R : Reel sayılar cümlesi

C : Kompleks sayılar cümlesi

w : Bütün diziler uzayı

c : Yakınsak diziler uzayı

c0 : Sıfıra yakınsak diziler uzayı

ℓ∞ : Sınırlı diziler uzayı

∆m: Genelleştirilmi̧s fark operatörü
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1. GİRİŞ

Fark dizileri kavramı ilk olarak Kızmaz [7] tarafından tanımlandı. 1981 yılında

Kızmaz ∆x = (∆xk) = (xk − xk+1) olmak üzere ℓ∞(∆), c(∆), c0(∆) dizi uzaylarını

tanımladı ve bu uzayların

� x1 �=| x1 | + � ∆x �∞

normu ile birer Banach uzayları olduğunu gösterdi.

Et ve Çolak [2], m ∈ N, ∆0x = (xk) , ∆x = (xk − xk+1) , ∆
mx = (∆mxk) =

(∆m−1xk −∆
m−1xk+1) ve ∆mx =

m�

v=0

(−1)v
�
m
v
�
xk+v olmak üzere ℓ∞(∆m), c(∆m),

c0(∆
m) dizi uzaylarını tanımladılar ve bu uzayların

� x �∆=
m�

i=1

| xi | + � ∆
mx �∞

normu ile birer Banach uzayı olduğunu gösterdiler.

v = (vk) sıfırdan farklı kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [3], m ∈

N, ∆0vx = (vkxk), ∆vx = (vkxk − vk+1xk+1) , ∆
m
v x = (∆

m
v xk) = (∆

m−1
v xk −∆

m−1
v xk+1)

ve∆mv x =
m�

i=0

(−1)i
�m
i
�
vk+ixk+i olmak üzere bu uzayları, Et ve Çolak [2] ın tanımladığı

uzayları ℓ∞(∆m
v ), c(∆

m
v ), c0(∆

m
v ) şeklindeki uzaylara genelleştirdiler. Aynı zamanda

∆mv (ℓ∞), ∆
m
v (c) ve ∆

m
v (c0) dizi uzaylarının

� x �v=
m�

i=1

| xivi | + � ∆
m
v x �∞

normu ile birer Banach uzayı olduğunu gösterdiler.

Orlicz fonksiyonu sürekli, azalmayan, konveks, M (0) = 0, x > 0 için M (x) > 0 ve

x→∞ iken M (x)→∞ şartlarını sağlayan bir M : [0, ∞)→ [0, ∞) fonksiyonudur.

Lindenstrauss ve Tzafriri [10] ;M bir Orlicz fonksiyonu olmak üzere ℓM dizi uzayını

ℓM =

�

x = (xk) ∈ w :
∞�

k=1

M

�
| xk |

ρ

�
<∞, en az bir ρ > 0 için

�

olarak tanımladılar.



ℓM uzayı

� x �= inf

�

ρ > 0 :
∞�

k=1

M

�
| xk |

ρ

�
≤ 1

�

normu ile bir Banach uzayı olur. ℓM uzayına bir Orlicz dizi uzayı denir.

Orlicz fonksiyonu veya Orlicz fonksiyon dizileri kullanılarak yeni genelleştirilmi̧s fark

dizi uzayları tanımlanmı̧s ve pek çok bilim adamı bu dizi uzayları üzerine çalı̧smalar

yapmı̧stır. Bu yüksek lisans tez çalı̧smasında; Zeren ve Bektaş [16]’ ın tanımladığı

BVσ (M, p, q, u, s) dizi uzayının bazı topolojik ve cebirsel özellikleri incelenmi̧stir.

X, q yarı normuyla C kompleks sayılar cismi üzerinde bir yarınormlu uzay, M =

(Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi p = (pk) kesin pozitif reel sayıların bir dizisi,

u = (uk) pozitif reel sayıların dizisi ve s ≥ 0 bir sabit reel sayı olmak üzere

BVσ (M, p, q, u, s) =

�

x = (xk) ∈ X :
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
<∞

�

şeklinde tanımlanır. BVσ (M, p, q, u, s) dizi uzayı C kompleks sayılar uzayı üzerinde

bir lineer uzaydır.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanım 2. 1 X, boş olmayan bir cümle ve K, reel veya kompleks sayılar cismi

olsun.

+ : X ×X −→ X ve . : K ×X −→ X

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa X cümlesine K cismi üzerinde bir vektör

(lineer) uzayı adı verilir. Her x, y, z ∈ X ve her a, b ∈ K için

L1) x+ y = y + x

L2) (x+ y) + z = x+ (y + z)

L3) Her x ∈ X için x+ θ = x eşitliğini sağlayan bir tek θ ∈ X vardır.

L4) Her x ∈ X için x+ (−x) = θ eşitliğini sağlayan bir tek −x ∈ X vardır.

L5) 1.x = x

L6) a(x+ y) = ax+ ay

L7) (a+ b)x = ax+ bx

L8) a(bx) = (ab)x

dir [12].

Tanım 2. 2 X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

� . �: X −→ R
+

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa �.� fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X,

�.�) ikilisine de bir normlu uzay denir. Her x, y ∈ X ve her α ∈ K için

N1) �x� ≥ 0

N2) �x� = 0 ⇐⇒ x = θ

N3) �αx� =| α |� x �

N4) � x+ y �≤� x � + � y �

dir.

Eğer N2 şartı yerine x = θ =⇒ �x� = 0 şartı yazılırsa yarınorm elde edilir [9].

Tanım 2. 3 (X, �.�) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzayında bir dizi olsun. Eğer

her ε > 0 için her n > n0 iken

�xn − x� < ε



olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N sayısı varsa x = (xn) dizisi x′ e yakınsaktır denir.

Bu durum lim
n
xn = x veya xn → x şeklinde yazılır [9].

Tanım 2. 4 A ⊂ R, f : A −→ R bir fonksiyon ve a ∈ A olsun. lim
x→a

f(x) = f(a)

ise f fonksiyonu a noktasında süreklidir denir [9].

Tanım 2. 5 (X, �.�) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzayında bir dizi olsun. Eğer

her ε > 0 için her m, n > n0 iken

�xm − xn� < ε

olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N sayısı varsa x = (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[9].

Tanım 2. 6 (X, � . �) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir [9].

Tanım 2. 7 X bir vektör uzayı, g: X → R dönüşümü aşağıdaki şartları sağlarsa

g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir. Her x, y ∈ X için

1) g(θ) = 0

2) g(x) = g(−x)

3) g(x+ y) ≤ g(x) + g(y)

4) λ→ λ0, x→ x0 ise λx→ λ0x0

dir.

(4) şartını λ → λ0, g(x − x0) → 0 iken g(λx − λ0x0) → 0 şeklinde ifade edebiliriz.

Eğer g(x) = 0 iken x = θ oluyorsa g ye total paranorm denir [12].

Tanım 2. 8 Reel veya kompleks terimli tüm dizilerin cümlesini s ile gösterelim.

x = (xk), y = (yk) ve α bir skaler olmak üzere s, x + y = (xk + yk) ve αx = (αxk)

şeklinde tanımlanan toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri altında bir lineer uzaydır. s

nın her alt lineer uzayına bir dizi uzayı denir [5].

Bu çalı̧smada sık sık kullanacağımız

ℓ∞ =

�
x = (xk) : sup

k

|xk| <∞

�

4



sınırlı,

c =


x = (xk) : lim

k
xk mevcut

�

yakınsak ve

c0 =


x = (xk) : lim

k
xk = 0

�

sıfır diziler uzayı

�x� = sup
k

|xk|

normu ile birer Banach uzayıdır.

Tanım 2. 9 Bir X dizi uzayı |αk| ≤ 1 şeklindeki tüm (αk) skaler dizileri için

(xk) ∈ X iken (αkxk) ∈ X ise soliddir (normaldir) [6].

Tanım 2. 10 X boş olmayan bir cümle ve τ , X in alt cümlelerinin bir ailesi olsun.

Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa τ ya, X için bir topoloji ve (X, τ) çiftine de topolojik

uzay denir [9].

i) X, θ ∈ τ dur.

ii) τ nun keyfi sayıdaki elamanlarının birleşimi τ nun bir elemanıdır.

iii) τ ya ait iki elamanın arakesiti yine τ ya aittir.

Tanım 2. 11 X bir dizi uzayı ve J ⊂ N olsun.

XJ = {x = (xi) : ∀ni ∈ J için xi = yni olacak şekilde bir (yi) ∈ X vardır}

şeklinde tanımlanan XJ ye X in J− basamak uzayı denir.

Tanım 2. 12 (xj) ∈ XJ olsun. XJ nin kanonik önresmi

x =

�
xj , j ∈ J

0, j /∈ J

dir.

Tanım 2. 13 X bir dizi uzayı olsun. X tüm basamak uzaylarının kanonik ön

resimlerini kapsıyorsa, X e monoton dizi uzayı denir.

Hatırlatma 2. 14 Bir X dizi uzayı normal ise monotondur [6].
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ DİZİ UZAYI

Tanım 3. 1 n, k = 1, 2, 3, ... için σk (n) = σ
�
σk−1 (n)

�
olacak şekilde pozitif tam-

sayılar kümesinden kendi içine birebir bir dönüşüm olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan

ℓ∞ üzerinde sürekli, lineer bir ϕ fonksiyoneline bir invaryant veya σ− ortalama denir.

i) x = (xk) dizisi her k için xk ≥ 0 ise ϕ (x) ≥ 0 dır.

ii) e = (1, 1, 1 ...) iken ϕ (e) = 1

iii) Her x ∈ ℓ∞ için ϕ
��
xσ(k)

��
= ϕ ({x})

dir [11].

Tanım 3. 2 σ, n→ n+1 şeklinde bir öteleme dönüşümü ise σ−ortalama genellikle

bir Banach limiti olarak adlandırılır. x = (xn) ise Tx = (Txn) = (xσ(k)) olarak

gösterilir. σ−yakınsak dizilerin kümesi

tkn(x) =
1

k + 1

k�

j=0

T jxn

olmak üzere

Vσ =


x ∈ ℓ∞ : lim

k
tkn(x) = Le, n

′ e göre düzgün olarak L = σ − limx
�

şeklinde tanımlanır [14].

Mursaleen k = −1 için tkn(x) = 0 kabul ederek φk,n(x) = tkn(x)− tk−1,n(x) olmak

üzere

BVσ =

�

x ∈ ℓ∞ :
�

k

��φk,n(x)
�� <∞, n′ e göre düzgün olarak

�

uzayını tanımlamı̧stır [13].

Herhangi x, y dizileri ve λ skaleri için

φk,n(x+ y) = φk,n(x) + φk,n(y) ve φk,n(λx) = λφk,n(x)

olup φkn lineerdir.



Tanım 3. 3 q1 ve q2 bir X lineer uzayı üzerinde birer yarınorm olsun. Her x ∈ X

için q2 (x) ≤ Tq1 (x) olacak şekilde bir T sabiti varsa q1, q2 den kuvvetlidir denir [15].

Aşağıdaki eşitsizlik çalı̧sma boyunca sık sık kullanılacaktır.

ak, bk ∈ C, 0 < pk ≤ sup
k

pk = G ve D = max
�
1, 2G−1

�
olmak üzere

|ak + bk|
pk ≤ D {|ak|+ |bk|}

dir [12].

Fark dizileri kavramı ilk olarak 1981 de Kızmaz tarafından tanımlandı. Kızmaz [7]

∆x = (∆xk) = (xk − xk+1) olmak üzere

ℓ∞(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ ℓ∞}

c(∆) = {x = (xk) : ∆
mx ∈ c}

c0(∆) = {x = (xk) : ∆
mx ∈ c0}

dizi uzaylarını tanımladı ve bu uzayların

� x1 �=| x1 | + � ∆x �∞

normu ile birer Banach uzayı olduğunu gösterdi.

Et ve Çolak [2], m ∈ N, ∆0x = (xk) , ∆x = (xk − xk+1) , ∆
mx = (∆mxk) =

(∆m−1xk −∆
m−1xk+1) ve ∆mx =

m�

v=0

(−1)v
�
m
v
�
xk+v olmak üzere

ℓ∞(∆
m) = {x = (xk) : ∆

mx ∈ ℓ∞}

c(∆m) = {x = (xk) : ∆
mx ∈ c}

c0(∆
m) = {x = (xk) : ∆

mx ∈ c0}

dizi uzaylarını tanımladılar ve bu uzayların

� x �∆=
m�

i=1

| xi | + � ∆
mx �∞

normu ile birer Banach uzayı olduğunu gösterdiler.

7



v = (vk) sıfırdan farklı kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [3], m ∈

N, ∆0vx = (vkxk), ∆vx = (vkxk − vk+1xk+1) , ∆
m
v x = (∆

m
v xk) = (∆

m−1
v xk −∆

m−1
v xk+1)

ve ∆mv x =
m�

i=0

(−1)i
�m
i
�
vk+ixk+i olmak üzere bu uzayları, Et ve Çolak [2] tarafından

tanımlanan uzayları

ℓ∞(∆
m
v ) = {x = (xk) : ∆

m
v x ∈ ℓ∞}

c(∆mv ) = {x = (xk) : ∆
m
v x ∈ c}

c0(∆
m
v ) = {x = (xk) : ∆

m
v x ∈ c0}

şeklinde uzaylara genelleştirdiler. Aynı zamanda ∆m
v (ℓ∞), ∆

m
v (c) ve ∆

m
v (c0) dizi

uzaylarının

� x �v=
m�

i=1

| xivi | + � ∆
m
v x �∞

normu ile birer Banach uzayı olduğunu gösterdiler.

Teorem 3. 4 Eğer X bir lineer uzay ise X (∆m) de bir lineer uzaydır [4].

Teorem 3. 5 Eğer X ⊂ Y ise X (∆m) ⊂ Y (∆m) dir [4].

Tanım 3. 6 Her u1, u2 ∈ R için

M

�
u1 + u2
2

�
≤
1

2
[M (u1) +M (u2)]

eşitsizliğini sağlayan reel değerli M fonksiyonuna konvekstir denir [8].

Tanım 3. 7 Bir Orlicz fonksiyonu sürekli, azalmayan, konveks, M (0) = 0, x > 0

içinM (x) > 0 ve x→∞ ikenM (x)→∞ şartlarını sağlayan birM : [0, ∞)→ [0, ∞)

fonksiyonudur [6].

Lindenstrauss ve Tzafriri [10] Orlicz fonksiyonunu kullanarak aşağıdaki dizi uzayını

tanımladılar.

Tanım 3. 8 Her bir M Orlicz fonksiyonu için

8



ℓM =

�

x = (xk) ∈ w :
∞�

k=1

M

�
| xk |

ρ

�
<∞, en az bir ρ > 0 için

�

şekinde tanımlanan cümleye Orlicz dizi uzayı denir.

ℓM uzayı

� x �= inf

�

ρ > 0 :
∞�

k=1

M

�
| xk |

ρ

�
≤ 1

�

normu ile bir Banach uzayıdır.

Tanım 3. 9 Bir M Orlicz fonksiyonuna, eğer her bir k > 0 için

M(kx) ≤ RkM(x), ∀x ∈ (0, xk]

olacak şekilde Rk > 0 ve xk > 0 mevcutsa ∆2− şartını sağlıyor denir [6].

9



4. BVσ (M, p, q, u, s) GENELLEŞTİRİLMİŞ DİZİ UZAYI

X, q yarınormuyla C kompleks sayılar cismi üzerinde bir yarınormlu uzay, M =

(Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi, p = (pk) kesin pozitif reel sayıların bir dizisi,

u = (uk) pozitif reel sayıların dizisi, s ≥ 0 bir sabit reel sayı olsun.

BVσ (M, p, q, u, s) =

�

x = (xk) ∈ X :
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
<∞

�

şeklinde tanımlanır.

Teorem 4. 1 BVσ (M, p, q, u, s) dizi uzayı C kompleks sayılar cismi üzerinde

bir lineer uzaydır [16].

İspat Her x, y ∈ BVσ (M, p, q, u, s) ve her α, β ∈ C ve n ∈ N için düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ1

��
pk
<∞

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (y)

ρ2

��
pk
<∞

olacak şekide ρ1 ve ρ2 pozitif sayıları vardır. ρ3 = max (2 |α| ρ1, 2 |β| ρ2) şeklinde tanım-

layalım. Mk azalmayan ve konveks ve q bir yarınorm olduğundan D = max
�
1, 2H−1

�

olmak üzere, n e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (αx+ βy)

ρ3

��
pk
(1)

≤
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
αukφk,n (x)

ρ3

�
+ q

�
βukφk,n (y)

ρ3

��
pk

≤
∞�

k=1

1

2pk
k−s

	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ1

�
+

�
q

�
ukφk,n (y)

ρ2

���
pk

≤ D
∞�

k=1

k−sMk

	
q

�
ukφk,n (x)

ρ1

�
pk
+

∞

D
�

k=1

k−sMk

	
q

�
βukφk,n (y)

ρ2

�
pk

< ∞

elde edilir. Bu da BVσ (M, p, q, u, s) uzayının bir lineer uzay olduğunu gösterir.



Teorem 4. 2 BVσ (M, p, q, u) uzayı H = max

�
1, sup

k

pk

�
olmak üzere

g (x) = inf





ρ
pm
H :

�
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk�
1

H

≤ 1, m, n = 1, 2, 3, ...






ile bir paranormlu (total paranorm olması gerekmez) uzaydır [16].

İspat q (θ) = 0 ve Mk (0) = 0 olduğundan x = θ için inf
�
ρ
pm
H

�
= 0 dır.

g(x) = g(−x) olduğu açıktır. g nin alt toplamsallığı (1) de α = 1 ve β = 1

alınarak elde edilir. Son olarak skaler çarpımın sürekliliği ispatlanırsa teoremin ispatı

tamamlanmı̧s olur. λ herhangi bir sayı olsun. m, n = 1, 2, 3, ... olmak üzere

g (λx) = inf





ρ
pm
H :

�
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (λx)

ρ

��
pk�
1

H

≤ 1






dir. Bu taktirde r = ρ

λ
, m, n = 1, 2, 3, ... olmak üzere

g (λx) = inf





(λr)

pm
H :

�
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

r

��
pk�
1

H

≤ 1






dır. |λ|pk ≤ max
�
1, |λ|H

�
olduğu için |λ|

pk
H ≤

�
max

�
1, |λ|H

�� 1

H

elde edilir. Bu

taktirde m, n = 1, 2, 3, ... için

g (λx) ≤
�
max

�
1, |λ|H

�� 1

H

inf





r
pm
H :

�
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

r

��
pk�
1

H

≤ 1






elde edilir. Buradan g(x), BVσ (M, p, q, u, s) uzayında sıfıra yakınsadığı için g (λx)

sıfıra yakınsar. Kabul edelim ki λn → 0 olsun. Keyfi ε > 0 için en az bir ρ > 0 vardır

ve her n için

∞�

k=N+1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
<
�ε
2

�H

olacak şekilde bir N pozitif tamsayısı olsun. Bu taktirde en az bir ρ > 0 ve her n için

�
∞�

k=N+1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk�
1

H

<
ε

2
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elde edilir.

0 < |λ| < 1 olsun. Mk nın konveksliğinden her n için

∞�

k=N+1

k−s
	
Mk

�
q

�
λukφk,n (x)

ρ

��
pk
≤

∞�

k=N+1

k−s
	
|λ|Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

<
�ε
2

�H

elde edilir.

Mk fonksiyonu [0, ∞) aralığında sürekli olduğu için

ft =
N�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
tukφk,n (x)

ρ

��
pk

dir. 0 da süreklidir. Böylece 0 < t < δ için |ft| < ε
2
olacak şekilde 0 < δ < 1 vardır. K

yı i > K için |λi| > δ olacak şekilde seçelim. Bu taktirde i > K ve her n için

�
N�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
λiukφk,n (x)

ρ

��
pk�
1

H

<
ε

2

elde edilir.

0 < ε < 1 olduğundan her i > K ve her n için

�
N�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
λiukφk,n (x)

ρ

��
pk�
1

H

< 1

elde edilir. inf
�
ρ
pm
H

�
üzerinden limit alınırsa g (λx)→ 0 elde edilir.

Teorem 4. 3 M = (Mk) ve T = (Tk) Orlicz fonksiyonlarının birer dizisi q, q1, q2

bir yarınorm s, s1, s2 ≥ 0 olsun. Bu taktirde

i) BVσ (M, p, q, u, s) ∩BVσ (T, p, q , u, s) ⊆ BVσ (M + T, p, q, u, s)

ii) BVσ (M, p, q1, u, s) ∩BVσ (M, p, q2, u, s) ⊆ BVσ (M, p, q1 + q2, u, s)

iii) s1 ≤ s2 iken BVσ (M, p, q, u, s1) ⊆ BVσ (M, p, q, u, s2)

iv) q1, q2 den daha kuvvetli ve Mk, ∆2 -̧sartını sağlayan Orlicz fonksiyonu ise

BVσ (M, p, q1, u, s) ⊆ BVσ (M, p, q2, u, s) dir.

İspat i) x ∈ BVσ (M, p, q, u, s) ∩BVσ (T, p, q, u, s) olsun. Bu taktirde

12



�

k

k−s
	
(Mk + Tk)

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

=
�

k

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
+ Tk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

≤ D
�

k

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
+D

�
k−s

	
Tk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

dir. Böylece x ∈ BVσ (M + T, p, q, u, s) elde edilir.

ii) x ∈ BVσ (M, p, q1, u, s) ∩ BVσ (M, p, q2, u, s) olsun. Bu taktirde ρ =

max(2ρ1, 2ρ2) alınırsa, n
′ e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
(q1 + q2)

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

=
∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q1

�
ukφk,n (x)

ρ

�
+ q2

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

≤ D
∞�

k=1

k−s
	
Mkq1

�
ukφk,n (x)

ρ1

�
pk
+D

∞�

k=1

k−s
	
Mkq2

�
ukφk,n (x)

ρ2

�
pk

< ∞

elde edilir. Böylece x ∈ BVσ (M, p, q1 + q2, u, s) olduğunu göstermi̧s olur.

iii) s1 < s2 için x ∈ BVσ (M, p, q, u, s1) olsun. Bu taktirde en az bir ρ > 0 için,

n′ e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s1
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
<∞

yazabiliriz. Bu taktirde n′ e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s1
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
≤

∞�

k=1

k−s2
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

< ∞

elde edilir.

iv) x ∈ BVσ (M, p, q1, u, s) olsun. Bu taktirde

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q1

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
<∞

13



dir. q1, q2 den daha kuvvetli veMk, ∆2− şartını sağlayan Orlicz fonksiyonu olduğundan

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q2

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
≤ Rk

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q1

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

elde edilir. Böylece BVσ (M, p, q1, u, s) ⊆ BVσ (M, p, q2, u, s) bulunur.

Teorem 4. 4 0 < rk ≤ tk ve
�
tk
rk

�
sınırlı olsun. r = (rk) ve t = (tk) pozitif

reel sayıların birer dizileri olmak üzere BVσ (M, r, q, u, s) ⊆ BVσ (M, t, q, u, s) dir

[16].

İspat x ∈ BVσ (M, r, q, u, s) olsun. Bu taktirde n e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
rk
<∞

olacak şekilde bir ρ > 0 mevcuttur. Bu da en az bir sabit k0 ∈ N için rk ≤ tk olmak

üzere yeterince büyük K için k−s
�
Mk

�
q1

�
ukφk,n(x)

ρ

���
≤ 1 olmasını gerektirir.

Her k ∈ N için rk ≤ tk olduğundan her k ≥ k0 için

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
tk
≤ k−s

	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
rk

elde edilir. Böylece

∞�

k≥k0

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
tk
≤

∞�

k≥k0

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
rk

olur. Burada n′ e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
tk
<∞

bulunur ki bu da x ∈ BVσ (M, r, q, u, s) olması demektir.

Teorem 4. 5 i) Her k ∈ N için 0 < pk ≤ 1 iseBVσ (M, p, q, u, s) ⊆ BVσ (M, q, u, s)

dir.

ii) Her k ∈ N için pk ≥ 1 ise BVσ (M, q, u, s) ⊆ BVσ (M, p, q, u, s) dir [16].

İspat i) Teorem 4. 4 te her k ∈ N için tk = 1 alınırsa teorem ispatlanmı̧s olur.

14



ii) Teorem 4. 4 te her k ∈ N için tk = pk ve rk = 1 alınırsa teorem ispatlanmı̧s olur.

Teorem 4. 6 BVσ (M, p, q, u, s) dizi uzayı soliddir [16].

İspat x ∈ BVσ (M, p, q, u, s) olsun. Yani n′ e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk
<∞

dir. α = (αk) skaler dizisi her k ∈ N için |αk| ≤ 1 şeklinde olsun. Bu taktirde φ lineer,

q yarınorm ve her k ∈ N içinMk Orlicz fonksiyonu olduğundan n′ e göre düzgün olarak

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
αkukφk,n (x)

ρ

��
pk
≤

∞�

k=1

k−s
	
Mk

�
q

�
ukφk,n (x)

ρ

��
pk

< ∞

elde edilir. Böylece yukarıdaki kısıtlamalar altında x ∈ BVσ (M, p, q, u, s) iken αx ∈

BVσ (M, p, q, u, s) bulunur. Bu taktirde BVσ (M, p, q, u, s) dizi uzayı solid dizi

uzayıdır.

Buradan BVσ (M, p, q, u, s) dizi uzayının, monoton olduğu söylenir.
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oldum. 2015 yılında Lise Müdür Yardımcısı görevine atandım ve halen bu görevi de-

vam ettirmekteyim.

SEYRAN KARABULUT

18


