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OZET

Dort boliimden olugan bu caligmada Orlicz fonksiyonlar: kullanilarak yeni genellegti-
rilmig fark dizi uzaylar: tamimlanmigtir.

Ik boliim giris kismi olup, bu calisma ile ilgili 6n bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde ise konuya iliskin temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde fark dizi uzaylar1 ve bunlara ait bazi ozellikler verilmistir.

Doérdiincii boliimde ise M = (M) Orlicz fonksiyonunun bir dizisi ve Al'-genelles-

tirilmig fark operatorii kullanilarak B, (M, p, q, u, s) dizi uzay1 tammlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fark dizi uzaylari, Orlicz fonksiyonu.
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SUMMARY

The generalized sequence space BV (M, p, q, u, s)defined

by a sequence of Orlicz function

This study is prepared as four chapter.

In the first chapter; the preliminary informations are given.

In the second chapter; the fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter; difference sequence space and their some properties are given.
In the fourth chapter; the sequence space B,(M, p, q, u, s) is defined by Orlicz

functions and some properties of this space is given.

Keywords: The difference sequence spaces, Orlicz function.
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1. GIRIS

Fark dizileri kavramu ilk olarak Kizmaz [7] tarafindan tammlandi. 1981 yilinda
Kizmaz Az = (Axy) = (xp — xk41) olmak iizere (oo (A), ¢(A), co(A) dizi uzaylarim

tanimladi ve bu uzaylarin

ey I=[ 20 |+ [ Az oo

normu ile birer Banach uzaylari oldugunu gosterdi.

Et ve Qolak [2], m € N, A% = (), Az = (vp — Tp11), A"z = (AMzy) =
(A™ gy — A™ gy ) ve A"z = Y (1)1 (717) Thyo olmak iizere fo(A™), c(A™),
v=0
co(A™) dizi uzaylarim tanmimladilar ve bu uzaylarin

lzlla=" T |+ ] A o

1=1

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.

v = (vg) sifirdan farkhh kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [3], m €

N, Az = (vear), Ao = (VkTk — Vg1 Thr) s A = (Afay) = (A7 oy — AP agga)

ve Al'z = ) (—l)i (?) Vk+iTk+; olmak iizere bu uzaylari, Et ve Colak [2] in tamimladig
i=0

uzaylarl (oo (AT), c¢(A)'), co(AT) seklindeki uzaylara genellegtirdiler. Ayni zamanda

Al (), AT

" (c) ve AT (cg) dizi uzaylarinin

m

| 2 [lo= Z | ziv; | + || A2 [|oo

i=1

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.

Orlicz fonksiyonu siirekli, azalmayan, konveks, M (0) =0, z > 0 igin M (z) > 0 ve
x — o0 iken M (x) — oo sartlarimi saglayan bir M : [0, co) — [0, oco) fonksiyonudur.

Lindenstrauss ve Tzafriri [10] ; M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere ¢, dizi uzayim

KM:{x:(xk)ew: ZM(|xk‘)<OO, enazbirp>0i(;in}

k=1 P

olarak tammladilar.



Cyr uzayl

| H:inf{p>0: S M (‘”“"—“) < 1}
k=1 p

normu ile bir Banach uzay1 olur. ¢;; uzayina bir Orlicz dizi uzay1 denir.

Orlicz fonksiyonu veya Orlicz fonksiyon dizileri kullanilarak yeni genellestirilmis fark
dizi uzaylar1 tamimlanmis ve pek cok bilim adami bu dizi uzaylar: iizerine ¢alismalar
yapmugtir. Bu yiiksek lisans tez galigmasinda; Zeren ve Bektas [16]" m tamimladig

BV, (M, p, q, u, s) dizi uzaymm baz topolojik ve cebirsel tzellikleri incelenmigtir.

X, q yar1 normuyla C kompleks sayilar cismi iizerinde bir yarinormlu uzay, M =
(My,) Orlicz fonksiyonlarmin bir dizisi p = (px) kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi,

u = (uy) pozitif reel sayilarin dizisi ve s > 0 bir sabit reel say1 olmak {izere

= fem e S [ (o (2] ]

seklinde tamimlanir. BV, (M, p, q, u, s) dizi uzay1 C kompleks sayilar uzay: iizerinde

bir lineer uzaydir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2. 1 X, bos olmayan bir ciimle ve K, reel veya kompleks sayilar cismi

olsun.

+: X xX —X ve o Kx X — X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor
(lineer) uzay1 ad1 verilir. Her x, y, z € X ve her a, b € K i¢in

r+y=y+zx

L2) (z+y)+z2=x+(y+2)

L3) Her z € X i¢in = + 6 = x esitligini saglayan bir tek 6§ € X vardir.

L4
5
L6

Her x € X igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —z € X vardir.

&

a(z +y) =axr + ay
L7) (a+b)x = ax + bz
L8) a(bx) = (ab)x

dir [12].

L1)
)
)
)
) 1.
)
)
)

Tanmim 2. 2 X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

|.]: X — R"

fonksiyonu agagidaki ozellikleri sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna X {iizerinde bir norm ve (X,
|.]|) ikilisine de bir normlu uzay denir. Her z, y € X ve her a € K i¢in
N1) [lz]| = 0
)zl =0 <= z=40
N3) lazl =l a | = |
N4) |z +y <l o+ 1y
dir.

Eger N2 sart1 yerine © = 6 = ||z|| = 0 sart1 yazilirsa yarmorm elde edilir [9].

Tanim 2. 3 (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger
her £ > 0 i¢in her n > ng iken

20 — 2| <&



olacak sekilde bir ng = ng(¢) € N sayis1 varsa © = (z,,) dizisi 2’ e yakinsaktir denir.

Bu durum limz,, = = veya z,, — x seklinde yazilir [9].

Tanim 2. 4 AC R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. limf(z) = f(a)

r—a

ise f fonksiyonu a noktasinda stireklidir denir [9].

Tanim 2. 5 (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger

her £ > 0 i¢in her m, n > ng iken
|Tm — x| < e

olacak sekilde bir ng = ng(e) € N says1 varsa = = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir

9].

Tanim 2. 6 (X, || . ||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay: ad1 verilir [9].

Tanim 2. 7 X bir vektor uzayi, g: X — R doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa
g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir. Her z, y € X i¢in

1) g(0) =0

2) g(x) = g(—=)

3) gz +y) < g(z) + 9(y)

4) N — Ao, T — xq ise Ax — A\gZo

dir.

(4) sartim1 A — Ag, g(x — x9) — 0 iken g(Azx — Aoxy) — 0 seklinde ifade edebiliriz.
Eger g(z) = 0 iken z = 0 oluyorsa g ye total paranorm denir [12].

Tamim 2. 8 Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin ctimlesini s ile gosterelim.
x = (x1), y = (yx) ve « bir skaler olmak {iizere s, v +y = (x; + yx) ve ax = (axy)
seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri altinda bir lineer uzaydir. s

nin her alt lineer uzayma bir dizi uzay: denir [5].

Bu calismada sik sik kullanacagimiz

loo = {x = (xy) : sup|ag| < oo}
k



sinirls,
c= {x = (zg) : llifm:z:k mevcut}
yakinsak ve
co = {x = (zg) : llifmxk = O}
sifir diziler uzayi

[ ]| = sup ||
k

normu ile birer Banach uzayidir.

Tanmim 2. 9 Bir X dizi uzay1 |ax| < 1 seklindeki tiim (o) skaler dizileri i¢in

(xx) € X iken (agxy) € X ise soliddir (normaldir) [6].

Tanim 2. 10 X bos olmayan bir ciimle ve 7, X in alt ciimlelerinin bir ailesi olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa 7 ya, X igin bir topoloji ve (X, 7) ciftine de topolojik
uzay denir [9].

i) X, 6 €7 dur.

ii) 7 nun keyfi sayidaki elamanlarimin birlesimi 7 nun bir elemamdir.

iii) 7 ya ait iki elamanin arakesiti yine 7 ya aittir.

Tanim 2. 11 X bir dizi uzay1 ve J C N olsun.

Xy =A{z=(z;): ¥Yn; € J icin x; = y,, olacak sekilde bir (y;) € X vardir}
seklinde tanimlanan X; ye X in J— basamak uzay: denir.

Tanim 2. 12 (z;) € X olsun. X nin kanonik énresmi

- $j,j€J
10, 5¢J
dir.

Tanim 2. 13 X bir dizi uzay:r olsun. X tiim basamak uzaylarimin kanonik 6n

resimlerini kapsiyorsa, X e monoton dizi uzay1 denir.

Hatirlatma 2. 14 Bir X dizi uzay1 normal ise monotondur [6].



3. GENELLESTIRILMIS DiZi UZAYI

Tamim 3. 1 n, k=1,2,3, .. i¢in 0% (n) = ¢ (¢"! (n)) olacak sekilde pozitif tam-
sayilar kiimesinden kendi i¢ine birebir bir déniigiim olsun. Agagidaki sartlar: saglayan
l+ lizerinde siirekli, lineer bir ¢ fonksiyoneline bir invaryant veya oc— ortalama denir.

i) © = (z) dizisi her £ icin 2 > 0 ise ¢ (z) > 0 dir.

ii)e=(1,1,1..) iken p(e) =1

iii) Her x € 4, igin ¢ ({ch(k)}) = ({z})
dir [11].

Tanmim 3. 2 0, n — n+1 seklinde bir 6teleme doniisiimii ise c—ortalama genellikle
bir Banach limiti olarak adlandirir. = = (z,) ise Tx = (Tw,) = (x,x)) olarak

gosterilir. o—yakinsak dizilerin kiimesi

olmak tizere

V, = {93 €l liintkn(x) = Le, n' e gore diizgiin olarak L = o — lim 93}
seklinde tanimlanir [14].
Mursaleen k = —1 icin t4,(7) = 0 kabul ederek ¢, ,,(z) = tgn(z) — tr—1,n(7) olmak

lizere

BV, = {x €l : Z }gbkn(:ﬂﬂ < 00, n' e gore diizgiin olarak}
2

uzayini tanimlamigtir [13].

Herhangi z, y dizileri ve A skaleri icin

qbk,n(x + y) = st,n(x) + ¢k,n(y) ve gbk,n()\x) = )‘st,n(x)

olup ¢, lineerdir.



Tanmim 3. 3 ¢; ve g2 bir X lineer uzay: iizerinde birer yarinorm olsun. Her x € X

icin ¢2 (z) < T'qs (z) olacak gekilde bir 7" sabiti varsa g1, g2 den kuvvetlidir denir [15].

Asgagidaki egitsizlik caligma boyunca sik sik kullanilacaktir.

ap, b € C, 0 < pp < suppr = G ve D = max (1, 2G_1) olmak {izere
k

|ar + 0| < D {|ar| + [bx|}
dir [12].

Fark dizileri kavram ilk olarak 1981 de Kizmaz tarafindan tanmimlandi. Kizmaz [7]

Az = (Axy) = (v — Tp41) olmak iizere

loo(A) = {z=(x): Ax € l}
c(A) = {z=(z): ATz € ¢}
co(A) = {z=(zx): A"z € o}

dizi uzaylarii tamimladi ve bu uzaylarin

[y |=[ 20 |+ || Az oo

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdi.

Et ve Colak [2], m € N, A% = (x;), Az = (z) — 2py1), A"z = (A™zy) =
(At — Ay ) ve Az = Y (—1)° (%) Th4o olmak iizere
v=0

loo(A™) = {x=(z): A™z € ly}
c(A™) = {z=(xx): ATz € ¢}
co(A™) = {z = (zx): A"z € o}

dizi uzaylarini tamimladilar ve bu uzaylarin

m

lzlla= " lai |+ | A% o

=1

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.



v = (vg) sifirdan farkhh kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [3], m €

N, A% = (vpar), At = (VhTk — Vps1Thr1) , ATz = (AMxy) = (AT oy — ATy )

ve ATz =3 (=1) (7) Uk+iTrri Olmak iizere bu uzaylari, Et ve Colak [2] tarafindan
i=0

tanimlanan uzaylar

loo(AT) = {x=(z1): Az € Uy}
(A7) = {z=(xx): Az € c}
co(AT) = {z=(zx): Al'z € ¢}

seklinde uzaylara genellestirdiler. Ayni zamanda A} (¢,), A (¢) ve A" (¢o) dizi

uzaylarinin

m

Lz ll= lwwi |+ || AT |l

i=1

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.
Teorem 3. 4 Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [4].

Teorem 3. 5 Eger X C Y ise X (A™) C Y (A™) dir [4].

Tanmim 3. 6 Her uy, us € R icin

y (ulgm) < % [M (ur) + M (us)]

esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konvekstir denir [8].

Tamim 3. 7 Bir Orlicz fonksiyonu siirekli, azalmayan, konveks, M (0) =0, z > 0
icin M (z) > 0 vez — oo iken M (z) — oo sartlarim saglayan bir M : [0, oco) — [0, 00)

fonksiyonudur [6].

Lindenstrauss ve Tzafriri [10] Orlicz fonksiyonunu kullanarak asagidaki dizi uzayim

tammladilar.

Tanmim 3. 8 Her bir M Orlicz fonksiyonu icin



EM:{x:(a:k)Ew: ZM(MZ‘) < 00, enazbirp>0i<;in}
k=1

sekinde tanimlanan ciimleye Orlicz dizi uzay:1 denir.

Cy uzayi

H:B||:inf{p>0: ZM(‘xH) §1}
k=1 P

normu ile bir Banach uzayidir.
Tanim 3. 9 Bir M Orlicz fonksiyonuna, eger her bir k£ > 0 igin
M(kx) < RgM(z), Yz € (0, z]

olacak gekilde Ry > 0 ve x; > 0 mevcutsa Ays— sartini saghyor denir [6].



4. BV, (M, p, q, u, s) GENELLESTIRILMIS DiZi UZAYI

X, q yarmmormuyla C kompleks sayilar cismi iizerinde bir yarinormlu uzay, M =
(My) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi, p = (px) kesin pozitif reel sayilarmm bir dizisi,

u = (uy) pozitif reel sayilarin dizisi, s > 0 bir sabit reel say1 olsun.

PATSRTPE FRRTSTS v PAACHC))

k=1

seklinde tanimlanir.

Teorem 4. 1 BV, (M, p, q, u, s) dizi uzay1 C kompleks sayilar cismi iizerinde
bir lineer uzaydir [16].

Ispat Her z,y € BV, (M, p, q, u, s) ve her a, § € C ve n € N icin diizgiin olarak

gk—s [Mk <q (W)) P o
gks [Mk <q (%Z(y))) Pk .

olacak gekide p, ve p, pozitif sayilar: vardir. p; = max (2 |a| py, 2|5]py) seklinde tanim-
layalim. M) azalmayan ve konveks ve ¢ bir yarinorm oldugundan D = max (1, oH *1)

olmak iizere, n e gore diizgiin olarak

oo (e

k
k=1
k

< gSle(q(a““b’” ) (6 Uk (y ))}Pk
B P (5 (%)

< e () o ()
< o0

elde edilir. Bu da BV, (M, p, q, u, s) uzaymn bir lineer uzay oldugunu gosterir.



Teorem 4. 2 BV, (M, p, q, u) uzayn H = max (1, suppk) olmak {izere
k

. - .- ukdr () Y\ 7
g(xz)=inf ¢ p'H : Zl{:s My | ¢q T <1l,m n=1,2 3, ..
k=1

ile bir paranormlu (total paranorm olmasi gerekmez) uzaydir [16].

Ispat ¢ (0) = 0 ve M; (0) = 0 oldugundan x = 6 igin inf {p"# } = 0 dur.
g(x) = g(—x) oldugu agiktir. ¢ nin alt toplamsalligi (1) de & = 1 ve § = 1
alinarak elde edilir. Son olarak skaler carpimin siirekliligi ispatlanirsa teoremin ispati

tamamlanmig olur. A herhangi bir say1 olsun. m, n =1, 2, 3, ... olmak tizere

I (z (s (M))T&)é -

dir. Bu taktirde r = £, m, n =1, 2, 3, ... olmak tizere

oot = on (S o (o(2222) )Y <)

dir. |[A["* < max (1, |)\|H> oldugu i¢in |)\|% < (max (1, |)\|H>> elde edilir. Bu

|~

taktirde m, n =1, 2, 3, ... i¢in

g () < (max (1, |A\H))%inf P (gk‘ [Mk (q (W))]pjéﬂ

elde edilir. Buradan g(x), BV, (M, p, q, u, s) uzayinda sifira yakinsadig i¢in g (A\x)

sifira yakinsar. Kabul edelim ki A\, — 0 olsun. Keyfi ¢ > 0 i¢in en az bir p > 0 vardir

D)l INC)

olacak gekilde bir N pozitif tamsayis1 olsun. Bu taktirde en az bir p > 0 ve her n icin

(S bGE=) )

11

ve her n icin

Pk

DO ™



elde edilir.

0 < || <1 olsun. M} nin konveksliginden her n igin

() = e (=)
£

IN
7

DN ™

elde edilir.

M, fonksiyonu [0, oco) araliginda siirekli oldugu igin

fi = kz:k—s M, (q (M))rk

dir. 0 da stireklidir. Boylece 0 <t < 0 igin |f;| < § olacak sekilde 0 < § < 1 vardir. K

y1 1> K igin |\;| > § olacak sekilde segelim. Bu taktirde ¢ > K ve her n igin

(S Pl -

0 < e <1 oldugundan her i > K ve her n i¢in

(B b=

elde edilir. inf { ppﬁm} tizerinden limit alimirsa g (Az) — 0 elde edilir.

Do ™

elde edilir.

Teorem 4. 3 M = (My) ve T = (T},) Orlicz fonksiyonlariin birer dizisi ¢, ¢1, g2
bir yariorm s, s1, so > 0 olsun. Bu taktirde

i) BV, (M, p, q, u, s)NBV, (T, p, q,u, s) CBV,(M+T, p, q, u, s)

ii) BV, (M, p, ¢, u, s)N BV, (M, p, g2, u, s) C BV, (M, p, ¢1 + q2, u, S)

iii) 51 < s9 iken BV, (M, p, q, u, s1) € BV, (M, p, q, u, S2)

iv) ¢q1, ¢2 den daha kuvvetli ve M}, Ay -sartin1 saglayan Orlicz fonksiyonu ise

BV, (M, p, qi, u, s) C BV, (M, p, g2, u, s) dir.

Ispat i) z € BV, (M, p, q, u, s)N BV, (T, p, ¢, u, s) olsun. Bu taktirde

12



oo (252
(25 ()

oy (o ()] o [ ( ()]

dir. Boylece © € BV, (M + T, p, q, u, s) elde edilir.

IN

ii) x € BV, (M, p, ¢1, u, s) N BV, (M, p, g2, u, s) olsun. Bu taktirde p =

max(2p;, 2p,) alinirsa, n’ e gore diizgiin olarak

gks [Mk ((q1 + ¢2) <M))]pk

p

- e oo (2 e (222

S i (2] 5 (]

1 2

IN

< o0

elde edilir. Boylece x € BV, (M, p, ¢1 + q2, u, $) oldugunu gostermis olur.
iii) s; < s9 igin x € BV, (M, p, q, u, s1) olsun. Bu taktirde en az bir p > 0 igin,

n' e gore diizgiin olarak

e (%)<

k=1

yazabiliriz. Bu taktirde n’ e gore diizgiin olarak

gk_81 |:Mk (q <M))rk

elde edilir.

NE

(=)

A
N

iv) z € BV, (M, p, q1, u, s) olsun. Bu taktirde

S i (245)

13

Pk
< o0




dir. ¢1, g2 den daha kuvvetli ve M}, Ay— sartim saglayan Orlicz fonksiyonu oldugundan

S o (= )] = nre ()

elde edilir. Boylece BV, (M, p, ¢, u, s) C BV, (M, p, g2, u, s) bulunur.

Teorem 4. 4 0 < r, < t; ve (i—’;) simurh olsun. r = (ry) ve t = (t;) pozitif
reel sayilarin birer dizileri olmak tizere BV, (M, r, q, u, s) C BV, (M, t, q, u, s) dir
[16].

Ispat « € BV, (M, r, ¢, u, s) olsun. Bu taktirde n e gore diizgiin olarak

B (2] <~

olacak sekilde bir p > 0 mevcuttur. Bu da en az bir sabit ky € N igin 7, < ¢ olmak

iizere yeterince biiyiik K igin k~° [Mk (q1 (M)) < 1 olmasini gerektirir.

Her k € N icin r, < t;, oldugundan her k > kg icin

o (o ()i o (22))

elde edilir. Boylece

S (] = 2 P ()

olur. Burada n’ e gore diizgiin olarak

gkﬁ {Mk (q <M))r o

bulunur ki bu da = € BV, (M, r, q, u, s) olmas1 demektir.

Teorem 4. 5i) Her k € Nigin 0 < p < lise BV, (M, p, q, u, s) C BV, (M, q, u, s)
dir.
ii) Her k € N igin py > 1 ise BV, (M, q, u, s) C BV, (M, p, q, u, s) dir [16].

Ispat i) Teorem 4. 4 te her k € N i¢in ¢;, = 1 almirsa teorem ispatlanmig olur.
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ii) Teorem 4. 4 te her k € N igin t;, = py, ve 1, = 1 alinirsa teorem ispatlanmig olur.
Teorem 4. 6 BV, (M, p, q, u, s) dizi uzay: soliddir [16].
Ispat 2 € BV, (M, p, q, u, s) olsun. Yani n e gore diizgiin olarak

Brfi1(2)

dir. a = () skaler dizisi her k£ € N i¢in || < 1 seklinde olsun. Bu taktirde ¢ lineer,

Pk
< 0

q yarmorm ve her k € N i¢in M}, Orlicz fonksiyonu oldugundan n’ e gore diizgiin olarak

(=) = ()

elde edilir. Boylece yukaridaki kisitlamalar altinda x € BV, (M, p, q, u, s) iken ax €
BV, (M, p, q, u, s) bulunur. Bu taktirde BV, (M, p, q, u, s) dizi uzay: solid dizi

NE

B
Il

<

uzayidir.

Buradan BV, (M, p, q, u, s) dizi uzaymim, monoton oldugu stylenir.
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