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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

PARAMETREYE BAGLI STURM-LIOUVILLE OPERATORU
ICIN TERS NODAL PROBLEM

Emrah YILMAZ

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

2008, Sayfa: 57

Bu tez ii¢ boliim olarak diizenlenmistir.
Birinci boéliimde, tez igerisinde kullanilan temel tamim ve teoremlere yer verilerek,
Sturm-Liouville operatorlerinin genel 6zellikleri ile bu operatorlerin 6zdeger ve 6z fonksiy-

onlariyla ilgili baz1 teorem ve lemmalar verilmigtir.

Ikinci boliimde, Sturm-Liouville sinir deger problemindeki g(x) potansiyel fonksiyonu
ve bu fonksiyonun her mertebeden tiirevlerinin, 6z fonksiyonlarin nodal noktalar1 yardimi

ile hesaplanabilecegi gosterilmigtir.

Ugiincti boliimde, 6z deger parametresine bagli Sturm-Liouville sinir deger proble-
mindeki ¢(z) potansiyel fonksiyonu ve bu fonksiyonun her mertebeden tiirevlerinin, 6z

fonksiyonlarin nodal noktalar1 yardimi ile hesaplanabilecegi gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Sturm-Liouville denklemi, Priifer Doniigiimii, Ters Nodal Prob-

lem.
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INVERSE NODAL PROBLEM FOR STURM-LIOUVILLE
OPERATOR DEPENDING ON EIGEN PARAMETER
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Firat University
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Department of Mathematics
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This thesis is arranged in four chapters.
In the first chapter, some basic concepts used in this thesis were demonsrated and
general properties of Sturm-Liouville operators, some theorems and lemmas that are con-

cerning eigenvalues and eigenfunctions of these operators were given.

In the second chapter, it has been shown that the potential function ¢ and all its
derivatives, as well as the boundary conditions of the Sturm—Liouville problem can be

reconstructed by using nodal points of the eigenfunctions.

In the third chapter, it has been shown that the potential function ¢ and all its deriv-
atives, as well as the boundary conditions of the Sturm-Liouville problem depending on

eigen parameter can be reconstructed by using nodal points of the eigenfunctions.

Key Words: Sturm-Liouville equation, Priifer Substitution, Inverse nodal problem.



1. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1. (Metrik Uzay) [1] X bir ciimle olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan,
d: X x X — R doniigiimiine X iizerinde bir metrik denir. Bu 6zellikler Vz,y, z € X igin
M1) d(z,y) >0
M2) d(z,y) =0z =y
M3) d(z,y) = d(y, z)
M4) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y)
seklindedir. (X, d) ikilisine ise bir metrik uzay denir. Bir uzay iizerinde birden fazla metrik

tamimlanabilir.

ORNEK 1.1. Cla,b], J = [a,b] araliginda siirekli reel degerli fonksiyonlar uzayidir.

Bu uzay z(t),y(t) € Cla,b] olmak iizere hem

d(z,y) = max [z (t) — y(0)

hem de
b

dz.y) = / 2(t) — y(t)] dt

a

metriklerine gore bir metrik uzaydir.

ORNEK 1.2. Ly[a,b] uzaymin elemanlar1 2(t), y(t), ... seklinde [a, b] kapali araliginda

olgiilebilir, komplex degerli ve karesel integrallenebilen fonksiyonlardir. Yani z(t) € Lo[a, b]

b
/|:c(t)|2dt <o

dir. Bu uzay; Vz(t),y(t) € Lala, b] i¢in

icin

/]a: ()| dt

seklinde tanimlanan metrige gore bir metrik uzaydir.

TANIM 1.2. (Integral icin Minkowski esitsizligi) f(z),g(z) € Ly[a,b] olmak

lizere

1 1
b

/’f +g(z |pdw /!f )P da ]_9+ /Ig(fc)!”dﬂ: '

a



esitsizligine integral icin Minkowski esitsizligi denir.

TANIM 1.3. (Yogun ciimle ) [2] X metrik uzaymm bir M alt ciimlesi verildiginde
M = X oluyor ise, M ciimlesi X de yogundur denir. Burada M, M nin kapanis: olarak
adlandirilir. M nin kapanigi, M ciimlesine yigilma noktalarinin eklenmesi ile elde edilir.

Ornegin Q rasyonel sayilar ciimlesi R de yogundur.

TANIM 1.4. (Tam uzay) [2] Bir metrik uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu
uzaya tam uzay denir. R", C", I, ¢, l,, Cla,b] uzaylar1 tam uzaylardir. Fakat Q uzay1

tam degildir.

TANIM 1.5. (Normlu uzay ) [2] X bir lineer uzay olsun. .|| : X — R fonksiy-
onunun = € X noktasindaki degerini ||z| ile gosterelim. Eger asagidaki sartlar saglaniy-
orsa, ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X, ||.||) ikilisine ise bir normlu uzay denir.
Bu sartlar Vz,y € X icin

N1) [laf > 0

N2) ||z =0 x=0

N3) [laz] = |a] 2] (o skaler)

N4) [lz + ¢l < floll + 1y
seklindedir.

ORNEK 1.3. L,[0,1] uzay1 f(x) € L,[0,1] olmak {izere
1

! p
Ifll={ [ [FFd=
!

ile tanimlanan norma gore bir normlu uzaydir.

TANIM 1.6. (Simr sartlari) [3] Siurl bir D bélgesinde, fiziksel bir olayin matem-
atiksel davramisini kontrol etmek istiyorsak, D bolgesinin siirinda, genellikle bagiml
degiskene bagh bazi gartlar yiiklememiz gerekir. Verilen bu sinir degerlerine diferansiyel

denklem i¢in sinir gartlari denir. Sinir gartlar: 3’e ayrilir.

1) Dirichlet sinir sart1 : Bu durumda u fonksiyonu sinirli D bélgesinin siniri izerinde
tamumhdir. D = (0, L) bolgesinde Dirichlet smir sartlar;; w(0) = a, u(L) = S geklinde
tanimlanir. Burada a, 8 sabittir. Bir dikdortgensel bolgede 0 < x < L1 ve 0 < y < Lo

olmak tizere Dirichlet sir sartlar; w(0,y), w(L1,y), u(z,0) ve u(z, L) olarak verilir. Eger



bagimli degigsken olan u, sinirin herhangi bir noktasinda sifir ise bu sir sartina homojen

sir sarti, aksi taktirde homojen olmayan simir sarti: denir.

2) Neumann smir sart: : Bir L uzunlugu igin, Neumann sinir gartlari
ug(0,t) = a, uy(L,t) =0
olarak tanimlanir.

3) Karisik (Robin) smmir sarti : Bu durumda u bagimli degigkenin bir lineer kom-
binasyonu ve d_u normal tiirevi siir iizerinde tamimhdir. Eger u(0,y) + u,(0,y) veya
n
w(L1,y) + uy(L1,y) gibi sartlar varsa bu smur gartlar: karigik (Robin) sinmir sartlaridir.

TANIM 1.7. (Baslangi¢ sartlari) [3] Difiizyon denklemi ve dalga denklemi gibi
kismi diferansiyel denklemlerin ¢ogu zamana baghdir. Baglangig zamani olan ¢ = 0 aninda
bagimhi degiskenin basglangic degerleri verilmelidir. Birinci mertebeden bir diferansiyel
denklemde baglangi¢ sart1 u(x, 0), ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemde ise u(z,0)

ve ut(z, 0) seklindedir.

TANIM 1.8. (Operator) [4] Tamim ve deger ciimlesi vektor uzayi olan doniigiimlere

operator denir.

ORNEK 1.4. [1] C[a,b] den kendi icine olan ve

t

Ta(t) = / w(F)dr, t € [a,)

a

seklinde tanimlanan 71" doniisiimii bir operatordiir. Bu operatore integral operatorii denir.

TANIM 1.9. (Lineer operator) [5] E, ve E, iki reel lineer topolojik uzay olsun.
Deger bolgesi Fy, de bulunan ve E, de tamimh y = Ax operatoriinti goz 6niine alalim. A
operatorii icin

1) x1,x2 € E, olmak iizere A(z1 + x2) = A(z1) + A(x2)

2) A bir skaler olmak iizere Vo € E; igin A(Az) = AA(x)

sartlar1 saglaniyorsa A operatoériine lineer operatér denir.

ORNEK 1.5. K(t,s), 0 <t,s < 1 siirekli bir fonksiyon, z(s) € C[0, 1] olmak iizere
1
y(t) = / K(t, s)u(s)ds
0

3



esitligi ile tanimli y = Az operatorii bir lineer operatordiir.

TANIM 1.10. (Hilbert uzay: ) [5] Herhangi z,y, z, ... elemanlar ctimlesini H ile
gosterelim.
1) H lineer komplex uzaydir.
2) H da bulunan her z,y eleman ¢iftine bu elemanlarin i¢ ¢arpimi denilen ve < z,y >
ile gosterilen komplex (reel) bir say1 kargihik gelir. Bu i¢ carpim agagidaki 6zellikleri saglar.
a) <z,y>=<y,x >
b) < x1 + 22,y >=< w1,y > + < T2,y >
c)VAeR igin < \z,y >= A <z,y >
d)<z,z2>>0,<z,2>=0<2=0
3) g(z,y) = ||x — y|| olacak sekilde norm anlaminda yakinsakliga gore H uzay1 tamdir.
4) Keyfi dogal n sayisi i¢in H uzayinda lineer bagimsiz n tane eleman mevcuttur. Yani
H sonsuz boyutludur.
(1), (2) ve (3) aksiyomlar: saglaniyorsa H uzaymma iiniter Hilbert uzayr denir. (1),
(2),(3) ve (4) ozellikleri saglaniyor ise H uzaymna soyut Hilbert uzay: veya kisaca Hilbert

uzay1 denir. Bagka bir ifade ile tam i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 denir.

ORNEK 1.6. [5] H = L3 ,[0, 1] bir Hilbert uzayidir. x(t) € Ly ,[0,1] ise, p(t) > 0

integrallenebilen, ¢lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere

1
/ p(t) [2(t)[2 dt < oo,
0

seklinde olur. Bu uzayda i¢ ¢arpim Vz(t),y(t) € L2,[0, 1] icin

1
< a3,y >= /p(t)x(t)wdt
0
olarak tamimlanir.

ORNEK 1.7. [5] H = Ls[a,b] uzay1 bir Hilbert uzayidir. Bu uzaym elemanlari
f(z),g(x), ... seklinde [a,b] kapali araliginda ¢lgiilebilir, komplex degerli, karesel integral-
lenebilen fonksiyonlardir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise Vf(x), g(x) € Lsla, b] igin

b
< f.g>= /f(:v)mdx

seklinde tanimlanir.



TANIM 1.11. (O ve o sembolleri) [6,7] z € E oldugunda, verilen z ler igin
|f(x)] < C|g(z)| olacak gekilde bir C' sabiti varsa f(x) = O(g(x)) seklinde yazilir. x — x

iken, lim @) =0ise f(z) = o(g(x)) seklinde yazlir.
v—wo g(x)
. 1 1, .. o . 1 1
ORNEK 1.8. [7] - =o(-) dir. Ciinkii x — ooiken [ — | /(= | — 0 olur.
x T x x

xT —Z

ORNEK 1.9. [7] sinhz = O(e®) dir. sinhz = % oldugundan her iki tarafi e”

ile bolersek

sinh z e e’ 1 1
er  2eT 2T 2 2e2w
inh 1 1 1 inh
olur. Buradan da x — oo iken ST _ 2 — — olur. Yani ST simirhdir. Bu
ez 2 e 2 e

nedenle sinh x = O(e”) olur.

TANIM 1.12. (Noktasal Yakinsaklik) [8] (f,,) dizisi A ciimlesi iizerinde f fonksiy-
onuna noktasal yakisaktir < Ve > 0 ve herbir z € A i¢in Ing vardir 6yle ki Vn > ng icin
|fn(z) — f(x)] < e. Burada herbir z € A igin bir ng bulunacagimdan ng sayis1 hem ¢ a hem

de x noktasina baghdir.

TANIM 1.13. (Diizgiin Yakinsaklik) [8] (f,) dizisi A ciimlesi iizerinde f fonksiy-
onuna diizgiin yakinsaktir < Ve > 0, dng vardir oyle ki Vn > ng ve her z € A icin
|fn(z) — f(x)] < e. Burada sozii edilen ng sadece € sayisima bagh olup, x noktasma bagh
degildir. Buna gore diizgiin yakinsak her dizi noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersi her
zaman dogru degildir. Eger A ctimlesi sonlu ise diizgiin yakinsaklik ile noktasal yakinsaklik

birbirine denktir.

TANIM 1.14. (Siireklilik) [9] A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.
f fonksiyonu a noktasinda siireklidir <= Her € > 0 igin en az bir § > 0 vardir oyle ki
|z —a| < § iken |f(x) — f(a)| <e.

TANIM 1.15. (Diizgiin Siireklilik) [9] A C R, f: A — R bir fonksiyon olsun.
f fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir <= Her ¢ > 0 i¢in 3 § > 0 vardir dyle ki
|z — t| < 9§ esitsizligini saglayan Vz,t € A igin |f(x) — f(t)| < e dir.

f fonksiyonu A ciimlesi iizerinde siirekli oldugunda bulunacak olan ¢ sayis1 hem &, hem
de A ciimlesinde alinan zy noktasia baghdir. Halbuki diizgiin siirekli olmasi i¢in § nin
sadece € sayisina bagl olmasi gerekir. Dolayisiyla diizgiin siirekli bir fonksiyon siireklidir,

fakat bunun kargit1 her zaman dogru degildir.



TANIM 1.16. (Taylor serisi) [8] f fonksiyonu a noktasin ihtiva eden bir aralikta

keyfi mertebeden tiirevlenebilir olsun. Bu taktirde

= M) (a
Z% kf%x—@k

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan tiiretilen Taylor serisi denir. Bu acilimda

ozel olarak a = 0 alinirsa

— f7(0) 4
DT
k=0

serisi elde edilir ki bu seriye McLaurain serisi denir.

TEOREM 1.1. (Birinci Ortalama deger teoremi) [9] f ve g, [a,b] araliginda
tamimlh ve g ile f.g bu aralikta integrallenebilir olsun. g, [a,b] iizerinde her yerde aym
isaretli ve f sirh ise [inf f,sup f] araliginda 6yle bir k sabiti vardir ki

b

/f m_k/()a

[¢]
dir. Eger f fonksiyonu [a, b] de siirekli ise [a, b] araligindaki en az bir xy noktasi i¢in

b

[ vt = s [ o

olur. Ozel olarak Vx € [a,b] igin g(x) = 1 alinirsa

bulunur.
TEOREM 1.2. (Diferansiyel hesabin ortalama deger teoremi) [9] f: [a,b] —
R fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve Yz € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. Bu

taktirde, (a,b) araliginda
f(b) — f(a)

b—a

f ' (wo) =
olacak sekilde en az bir zg noktas1 vardir.
TEOREM 1.3. ( Rolle teoremi) [9] f : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve Vz € (a,b)

i¢in tiirevlenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise (a,b) arahginda f '(c) = 0 olacak sekilde en

az bir ¢ noktas: vardir.



TEOREM 1.4. (Ara deger teoremi) [9] f : [a,b] — R fonksiyonu siirekli olsun.
[a,b] de x1 < x9 ve f(x1) # f(x2) olacak sekilde herhangi iki 1, 22 noktasi verildiginde f

fonksiyonu (x1, z9) arahginda f(x1) ile f(x2) arasindaki her degeri en az bir defa alir.

TANIM 1.17. (Ozdeger, Ozfonksiyon) [10] L smirli lineer bir operator olsun. Bu

taktirde L operatoriiniin tanim kiimesinde
Ly =y

olacak sekilde bir y # 0 fonksiyonu varsa A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y fonksiy-

onuna ise A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

TANIM 1.18. (Sturm-Liouville operatérleri) [10]
p(z), q(z) ve w(x) fonksiyonlar1 [a, b] kapali araliginda siirekli fonksiyonlar olmak iizere

Sturm-Liouville denklemi

4
dzx

dy

)] + atehy = e,

formuna sahip ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. w(z) fonksiyonuna agirlik
veya yogunluk fonksiyonu denir. Sinir sartlarini saglayan yukaridaki denklemin agikar
olmayan ¢oziimleri i¢in A degerlerini bulmak, Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilan

problemin bir parcasidir.

d

dy
i [P + ator = ol
denkleminde w(z) = 1 alirsak

Lu = M\u

6zdeger problemini elde ederiz.
Uygulamalarda sik sik kullanilan en temel operatorlerden birisi de g(x) reel degerli ve
[a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere

2

L=—
dz?

+q(z)

formundaki Sturm-Liouville operatoriidiir. Bu operator igin y(x) ¢oziim fonksiyonlar:
ciimlesi diferansiyellenebilir ve [a, b] araliginin u¢ noktalarinda verilmig sartlarla belirlenir.

L operatorii icin en 6nemli sinir sartlar:

y(a)cosa+ y'(a) sina =0



y(b) cos B+ y'(b)sin B =0
seklindedir.
_dy
Ly = —@4'6]@)9:)\9 (1.1)
denklemini ve

y(a)cosa+ y'(a)sina =0
y(b) cos B+ ¢/ (b)sin B =0 (1.2)

sinir sartlarimi goz oniine alalm. (1.1)-(1.2) smur deger problemi literatiirde Sturm-Liouville

problemi olarak bilinir. (1.2) sinir sarti sina # 0 ve sin 8 # 0 olmak iizere
y(a) cota+y'(a) =0

y(b)cot B+ y'(b) =0 (1.3)

bigiminde de yazabiliriz. Burada cot « = —h ve cot 8 = H denilirse
y'(a) — hy(a) =0

y'(b) + Hy'(b) =0 (1.4)

siir sartlar elde edilir. Eger g(x) reel degerli ve siirekli fonksiyon; H ve h sayilar1 da sonlu
ise (1.1)-(1.4) problemine regiiler Sturm-Liouville problemi, bu gartlardan herhangi biri
bozuldugunda bu probleme singuler Sturm-Liouville problemi denir. Simdi bu problemin

fiziksel anlamu ile ilgili bir érnek verelim.

ORNEK 1.10. (Ip titresimi) [11] Sturm-Liouville denklemi ses, titresim ve su
dalgas1 olmak iizere tiim dalga hareketleri ile ilgilidir. Diferansiyel denklemler teorisi,
dalgalarin meydana getirdigi ortalama hareketleri bilerek, dalgalarin neye benzeyecegini
tahmin etmek icin kullanilabilir. Dalga denklemlerinin birinci ¢rnegi titregen ip denkle-
minden tiirer. Esnek bir ip, keman tizerindeki bir tel gibi bir yere bagh ve asili durumdadir.
Sturm-Liouville denklemi ipin ard arda gelen hareketlerini tasvir eder. Sonuclar ise nigin
farkli uzunluk ve kalinliktaki iplerin farkli sesler ¢ikardigina iliskin teorik bir temel bilgi

verir.

A) ip titresiminin fiziksel 6zellikleri
Iki tip dalga vardir. Bunlar carpraz ve boylamsal dalgalardir. Bu isimler, dalganin
hareket ettigi yone gore titresimin yoniinii verdigi icin konulmustur. Su dalgalar1 ¢arpraz

dalga hareketini gosterir.



Titregen ipin bir dalga hareketi = ekseni boyunca u = u(z,t) fonksiyonu ile verilir.
Farzedelim ki ip gergin olsun. ¢ zamanina bagh olan bu u fonksiyonu zamana bagl olarak
ipin geklinin nasil degistigini gosterir. Kabul edelim ki agagidaki fiziksel ozellikler saglan-
sin.

1) Ipin baglangi¢ ve bitis noktalart z = 0 ve x = L olsun.

2) Ipteki bicim degistirme kiigiiktiir. Bu bize iki varsayim yapma firsat1 verir. a) Ipteki
gerilme kuvveti olan 7' = T'(z) herhangi 6zel bir bslgede asir1 gerilime neden olmayacak
sekilde sabittir. b) Paralel konumdaki ac1 kiigiiktiir.

3) Ip sifira ¢cok yakm bir kalinliga sahiptir. Bu ise bizi ¢ok ince bir ipe gotiiriir. Ipin
icindeki gerilim ve biikiilmenin, dalganin hareketi ile 6nemli bir iligkisi yoktur.

4) Ipin her birim uzunlugu ve her birim kiitlesi ayni p yogunluguna sahiptir.

5) Ip, uzunlugu boyunca esnektir ve yalmzca dikey olarak hareket eder.

B) Ip titresim modeli
Ipin basglangic seklini f(z) = u(z,0) olarak verelim. Bu kuvvetlerin ipin kiiciik bir
[z, x+ Az] boliimiinde etkili oldugunu kabul edelim. Ayrica ip yukar1 dogru yer degistirsin.

Bu durum Sekil 1.1 de goriilmektedir.

T(x+Ax)

0 X +AL

Sekil 1.1.

Burada ip biikiilmeye kargi dayanikli olmadigindan dolayi herhangi bir noktadaki
kuvvet ip boyuncadir. Ip yatay olarak harecket etmediginden T}, ile gosterilen gerilme
kuvvetinin yatay bilegeni sabit olmahdir. Eger T; = T'(z) ve Ta(z) = T(x + Az) olacak

sekilde tanimlarsak



Ty cosa ="Tacos B =T} (1.5)

denklemini elde ederiz. Dikey yerde toplam kuvvet —T7j sina,T5sin 5 dikey bilesiminin
toplamidir. Burada bulunan eksi igareti kuvvetin x ekseninden asagiya dogru yoneldigini

gosterir. Newton’un ikinci hareket kanunundan
Tosin B — Ty sina = p.Azx.uy(xo,t)

denklemi elde edilir. Eger bu esitlik 7}, ile boliiniir, (1.5) goz 6niine alinirsa

TosinfS  Tisina pAx
_ =t —t S — t 1.6
Thcos3 Ticosa anff —tana Ty, u (%o, 1) (1.6)

sonucu bulunur. tana ve tan g sirasi ile x ve x + Az noktalarindaki ipin egimidir. Bu

nedenle tana ve tan 8 yerine
tana = uy(z,t), tan = uy(z + Ax,t)
yazilir. Bu degerler (1.6) da yazilip, bulunan ifade Az e béliiniirse

1
E (um(w + vat) - um(xat)) = /1% Utt($0,t)

olur. Ax — 0 iken sol taraf u nun = e bagh ikinci tiirevi olur. Burada sag taraf x den

T,
bagimsizdir. Eger ¢? = —h denilirse, T}, ve p pozitif sabitler olmak iizere

P
1
gutt = Ugzx
seklinde bir boyutlu dalga denklemi elde edilir.
Denklemin her iki tarafi bagimsiz degigkenlerin birer fonksiyonudur. Bu denklemin
¢oziimiinde degigkenlerine ayirma metodu kullanihir. u(z,t) = y(z).s(t) olarak alinirsa y

bilegeni i¢in agagidaki Sturm-Liouville problemi elde edilir.

Bu ise tiim katsayilarin sabit oldugu, standart Sturm-Liouville probleminin ¢zel duru-

mudur.
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TANIM 1.19. (Normlastiric1 sayilar) [12]
ly=—y"+qx)y=\y, 0<z <7 (1.7)

Uly) =4'(0) — hy(0) =0, V(y) =y'(7) + Hy(r) =0,

Sturm-Liouville sinmir deger problemini gz ¢niine alahm. Burada, A spektral parametre,

h ve H reel sayilar, q(x) € L2(0,7) dir. ¢(x, ) ise
©(0,\) =1 ¢'(0,\) = h,

baslangig sartlar: altinda (1.7) in ¢oziim fonksiyonu olsun. ¢, = ¢(x, \,,) dzfonksiyonlar:
icin
™

o —/goQ(a:,/\n)dm
0

egitligi ile tanmimli v, sayilarina normlagtirict sayilar denir.

TANIM 1.20. (Spektral fonksiyon) [10] H bir Hilbert uzay1 olmak tizere, reel bir A
parametresine bagh F) spektral fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur.
1) E) spektral fonksiyonu, A nin her degeri igin bir izdiigiim operatoriidiir.
2) A< pise Ey < E, dir.
3) Vx € H icin
Jm Byl =0ve lim [[Eye —zf =0
seklindedir.

4) Yz € H igin Eyz vektor fonksiyonu sagdan siireklidir. Yani
lin% |Extexr — Exz|| =0
e—
seklindedir.

TANIM 1.21. (Rezolvent ciimlesi, Spektrum) [5,10] 7", H Hilbert uzaynda
yogun olan bir ciimlede tanimli, kapali lineer bir operator olsun. T operatériiniin rezolventi
Ry = (T — M)~ geklindeki A parametreli bir operator olarak tanmimlanir.

X # ¢ komplex normlu uzay1 ve T : D(T) — X lineer operatorii verilsin. Eger

agagidaki sartlar saglaniyorsa A ya T nin bir regiiler degeri denir.

R1) R\(T) mevcut R2) R\(T) smurh  R3) Rx(T) X de yogun bir ciimle de tanimh

11



T nin p(T') rezolvent ciimlesi tiim A regiiler degerlerinin ciimlesidir. Bu ciimlenin tiimleyeni
o(T) = C — p(T) seklinde olup, T nin spektrumu adim alir. Eger A\ € o(T) ise A, T nin

spektrum degeri olur.

TEOREM 1.5. [10] (1.1)-(1.2) Sturm-Liouville smir deger problemi icin, A\; ve Ag

ozdegerlerine kargilik gelen y(x, A1) ve y(x, A2) 6zfonksiyonlar1 ortogonaldir. Yani

™

/ (2 M)y (@ Ao )da = 0, (A1 % Ao)
0

seklindedir.
TEOREM 1.6. [10] (1.1)-(1.2) sir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.
TANIM 1.22. (Ozfonksiyonlarin sifirlari-Nodal noktalar) [10]

Yy '+ Ay =0, 4 (0)=y'(m) =0

2

problemini gz 6niine alalim. Bu problemin A\g = 0,A\; = 12, X = 22, ...\, = n?, ...
ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlart ¢g(z) = cosz, ¢(z) = cos2z,..., @, (x) =
cos nx, ... seklindedir. Bu ¢zfonksiyonlarin sifirlarina nodal noktalar denir. Boylece 6zdeger-

lere karsilik gelen 6zfonksiyonlar siralanmis olur.
TEOREM 1.7. ( I. Sturm karsilastirma teoremi) [13] Eger A} > A2 ve ¢ € {1,2}
icin
—yi +q(@)yi = Aiyi
diferansiyel denkleminin agikar olmayan bir ¢oéziimii y; ise, y; in her ardigik xg, 1 gibi iki

sifir1 i¢in y9 nin (xp,x1) arahiginda tam olarak bir sifir1 bulunur.

TEOREM 1.8. ( II. Sturm karsilagtirma teoremi) [10]

u” + g(x)u=0 @)
V" + h(z)v =0 (IT)
denklemleri verilsin. u(z), (I) denkleminin «(0) = sin «, v’ (0) = — cos « sartlarin saglayan

¢oziimii ve v(x) ise (I1) denkleminin aym sartlar: saglayan ¢oziimii olsun. Bunun yaninda
[a,b] araliginda g(x) < h(z) olsun. Eger u(x) fonksiyonu a < z < b araliginda m tane

sifira sahipse ayn1 aralikta v(z) in sifirlarinin sayisi da m den az degildir.

12



TEOREM 1.9. ( Osilasyon Teoremi ) [10]

Ly=—y"+aqlx)y =Xy
y(a)cosa +y'(a)sina =0

y(b) cos B+ y'(b)sin B =0

Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zdegerlerinin artan bir dizisi A\g < A1 < ... <
An < ... olsun. A\, ozdegerine kargilik gelen bir 6zfonksiyonun a < & < b araliginda tam

m tane sifirn vardir.

TANIM 1.23. (Priifer sistemi) [14] Bu yontem, cebir alaninda ¢alisan fakat Sturm-
Liouville teorisi konusunda makaleleri olan Heinz Priifer tarafindan gelistirildi. Priifer

doniigiimii

% (P(g;)%) +Q(x)u=0,a<z<b (1.8)

seklindeki herhangi bir ikinci mertebeden diferansiyel denkleme uygulanabilir. P(x) > 0,

P'(x) ve Q(x) siirekli fonksiyonlardir. Burada agagidaki sorularin cevabi aranmaktadir.

1) Coziim fonksiyonunun a < x < b araliginda kag tane sifir1 vardir.

2) Coziim fonksiyonunun herhangi ardigik iki sifir1 arasinda kag tane maksimum ve
minimum vardir.

3) P(x) ve Q(x) den herhangi biri degistiginde bu sifirlar ne olur.

Bu sorular ii¢ adimda cevaplandirilacaktir.

A) 11k olarak (1.8) denklemine

P(z)u/(z) = r(z) cosO(x), wu(z)=r(z)sinb(zx)

seklindeki Priifer déniistimiinii uygulayalim. Bu ise

2 _ 2 4 P2(u)2. 0 — arctan ——
e =u®+ P*(u)?, arctan -

formiilleri ile verilen yeni r ve 6 bagimh degiskenleri verilerek yapilabilir. Diferansiyel

denklemin bir ¢oziimii  parametreli bir egri ile ifade edilir.
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Sekil 1.2.

Burada Priifer agis1 ise gekildeki 6 agisidir. Genelligi bozmadan kabul edelim ki u(x)
reel olsun. Buna ilave olarak agikar olmayan g¢oziimler icin r > 0 elde edilir. Ciinkii
r(z) = 0 ise baz ozel x degerleri i¢in u(z) = 0, v/(x) = 0 olur. Bu durumda ikinci
mertebeden lineer denklemler igin teklik teoreminden Vz i¢in u(x) = 0 agikar ¢oziimii elde

edilir.

B) Ikinci olarak (1.8) denklemine egdeger olan birinci mertebeden bir denklem elde

edilir. Bu iki adimda yapilir.

i)

P !/
coth = —2
U
bagintisinin tiirevi alinirsa
d (Pu)  Pu cos? 6
2 l
— coseclh— = _ - —0—
O Ve u wz @ Psin? 6
ya da
4 _ Q(z)sin?0 + ! cos? 0 = F(z,0) (1.9)
dr P(z) B ’ '

elde edilir. Bu denklem 6 ya bagh Priifer diferansiyel denklemi olarak adlandirilir.

ii) Eger

r? =+ P2(u/)2

14



bagintisinin tiirevi alinirsa

dr

T = ua + (Pu).(Pu')
= %Pu’ — Pu'Qu
in 6
= TSan 7 cos — r cos 0Q)r sin 0

ya da

dr 1 1 .
=3 [% — Q(m)] r sin 20 (1.10)

elde edilir. Bu denklem, r ye bagh Priifer diferansiyel denklemi olarak adlandirilir.

C) Ugiincii adim ise (1.9) ve (1.10) Priifer denklem sistemini ¢ozmektir. Bunu yaparak
(1.8) denkleminin ¢oziimiinii elde ederiz. Priifer sisteminin herhangi bir ¢dziimii (1.8)
denkleminin bir tek ¢oziimiinii belirler. Simdi bu yaptiklarimizin bir 6zetini verelim.

Sistemin acisi, sistemin dogal titresimini karakterize etmenin en direkt yoludur. Ikinci
mertebeden bir denklem i¢in 0(z) Priifer agisi, birinci mertebeden bir denkleme doniisiir.

Yani
g

.. 92 29
i Q(x)sin” 0(z) + cos“ 0 = F(x,0)

1
P(z)

olur. Bu ise

Priifer doniigiimii yardimi ile

d d
= P()7- + Q)| u() = 0

denkleminden elde edilir. Bu denklemin sifirlar1 ve u(z) in titresim davramsi, 6(x) ag

fonksiyonu ile kontrol edilir.
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2. BOLUM
STURM-LIOUVILLE DENKLEMI iCiN TERS NODAL PROBLEM

Ters spektral problemler matematiksel fizigin 6nemli bir arastirma konusudur. Spektral
bilgileri kullanarak, diferansiyel denklemlerde bulunan katsay1 fonksiyonlarini olugturmak
igin cesitli metodlar geligtirilmigtir.

TANIM 2.1. (Ters nodal problem) [15,16,17] Son yillarda ters problemin farklh
bir ¢oziimii ortaya atilmigtir. Bu yeni problem ters nodal problem olarak adlandirilir.
Ters nodal problem, ilk olarak 1988 yilinda Gelfand ve Levitan’in [18] klasik ters spektral
teorisinden farkli olarak J.R. McLaughlin tarafindan tanimlandi. McLaughlin, yalnizca
nodal noktalarin Sturm-Liouville sinir deger problemindeki ¢(z) potansiyelini belirlemede
yeterli oldugunu gostermistir. C.F. Yang [19], bu sonucun her ¢ € L1(0,1) igin gegerli
oldugunu gosterdi.

0 < a, 8 <« olmak iizere

—y" +q(x)y =y (2.1)
y(0) cosa +y'(0) sinae = 0
{y(l) cos B+ (1)sinf =0

Sturm-Liouville sinir deger problemini ele alalim.

An, n = 1,00 n. dzdeger, s, = v\, ve xl(n), n. 0z fonksiyon olan vy, e karsilik gelen

7. nodal nokta olsun. Bagka bir ifade ile y, (x(n) A

7 )

n) =0,7i=12,....,m — 1 olsun. y,

ozfonksiyonu n € N i¢in (0, 1) araliginda (n — 1) tane nodal noktaya sahiptir. Bu nodal

noktalar; 0 < xgn) < xgn) < .. < :Uff_)l < 1 geklindedir. Ii(n) = (:L‘Z(n),xgi)l) olsun. Bu

(n) (n)

= — T nodal uzunluk olur.

durumda; 1™ — ’Ii(n)

i

(n)

Lemma 2.1. [13] (2.1), (2.2) problemi igin eger ¢ fonksiyonu siirekli ise, ;" nodal

noktalari

1T — U (n) o 4T — VM

— < _— 2.3
\/)\n_(]m_xZ _v)\n_QM ( )

esitsizligini saglar. Burada

Gm = 1[101711111(1(3:), am = r[%jalrjcqw),
ve
U = cot ™1 <7_ cota ) var = cot 1 <7_ cota )
m ) -
An = qm VAn —aqm
seklindedir.
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Lemma 2.2. [13] ¢, ve qps sirast ile ¢ potansiyel fonksiyonunun I i(") nodal bolgesin-

deki minimum ve maksimum degerleri olsun. Bu durumda (2.1) Sturm Liouville denklemi

igin Ap, n. 6z deger olmak iizere

T < O ™

V)\n_Qm ! _v/\n_QM

elde edilir. Buradan ise

3
IN
2
.
IA
3

—_
|
NI
=3
—_
|
>R
SIS

seklinde olur.
Ispat: (2.3) esitsizligi i 4+ 1 icin yazilirsa

(t+ D —vpy, < i+ D)m—vy

\/)\n_Qm - i V/\n_QM

olur. Burada (2.5) ve (2.3) ii taraf tarafa ¢ikarir, ll(n) tanimi goz oniine alinirsa

<

IN

s lgn) s

v)\n_Qm _\/)\n_QM
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

L S //\nlzn) S d

dm qm
1—— 1-=
An An
olur.

Onerme 2.1. [13] Eger ¢ potansiyel fonksiyonu siirekli ise

(a) lim ngn) =7 ve lgn) _1 +0 <i>
n—oo n

n2
®) " —140 <%) ome N

2
< —— <
dir.
ispat:

(a) Lemma 2.2 de n — oo igin limiti alinirsa

7 < lim \/Anlgn) <

n—oo

elde edilir. Boylece
lim /A" =7
n—od
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olur. Diger taraftan

=140 (%) (2.7)
ve

(i 0<%> (2.8)
oldugundan

i = Tll +0 <%>
bulunur.

1 1
(b) ll(n) == +0 (ﬁ) oldugu bilindigine gore k,m € N olmak iizere bu ifadeden

(n)_l 1 (n) _1 1

i
lim ( ”"?) =1
+m

(c) (2.4) esitsizligi tekrar goz oniine alinirsa

olacak sekilde n — oo iken

olur.

i (n)
<[ .
Voeermil 29
(R QUL 2.10
N/ W (2.10)
olur. (2.9) dan
2
T
ve (2.10) dan
™ 2.12
An (l(”))Q S qm (2.12)
7
olur.(2.11) ve (2.12) esitsizliklerinden
2
™
]

olur. Boylece lemma ispatlanmig olur.
(n)

Kabul edelim ki j,(z) fonksiyonu j,(z) = max{i: 0 < ;' < x} olarak tanimlansin.

Jj = jn(x) olmas1 x € I, olmasimi gerektirir. Simdi ise ileride kullanacagimiz A fark

operatoriinii ve § fark boliim operatoriinii kisaca ifade edelim. A operatorii

Aaj = aip1 —a;
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seklinde tanimlanir. Ayrica k > 1 igin
Akai = Akilai_;,_l — Akilai

olur. ¢ operatorii ise
aiv1—a; _ Aa;
da; = =
Tit1 — T li

ve k > 1 olmak iizere
6k71ai+1 _ 6]671017;

koo _
0" a; p

seklinde tanimlanir.
Teorem 2.1. [13] Kabul edelim ki (2.1) igin ¢ € CN*1[0,1] ve N > 1 olsun. Ayrica

Vx € (0,1) i¢in j = jp(z) olsun. Bu durumda n — oo iken

VoW 1
q(z) =2\, ( - 1) +0 <—> (2.13)
T n
ve k=1,2,...,N i¢in
(k) 222 ) 1
— 2 skpim = 2.14
g () i O(n) (2.14)

olur.

Ispat: (2.13) iin saglandig1 aciktir. (2.14) icin kabul edelim ki ¢ potansiyel fonksiy-
onu [0, 1] araliginda siirekli tiirevlenebilir olsun. Boylece (2.4) e ortalama deger teoremi

uygulanirsa; dyle bir §§n) € <:£§~n),:c§1)1> elemani vardir ki

(n)y\ —1/2 (n)
VAn ) _ (1 _ &) )> =1+ &) +0 <i> (2.15)

T An 2\,

olur. Buradan

>\n n n
2\n (‘/_z§ ) 1> = (&) + 0 <%>

s

elde edilir. Ara deger teoreminden yeteri kadar biiyiik n ler igin

o () o (2) -t vo () o )

g(z) = (") + O (%) = ¢W (@) =) +0 <%> (2.16)

bulunur.
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Lemma 2.3. Eger ¢ € CN[0,1] ise bu durumda k = 1,2,...,N icin n — oo iken
ARl = O(n~*+3)) olur.
Ispat: Onerme (2.1) den her bir n igin §; € (xj,7541) olacak sekilde sonlu bir (¢;)

dizisi vardir oyle ki

olur. Bu ifadeye A fark operatorii uygulanirsa

D) = A(M—j—j)

1 1
2
= 71| 57

2 ALl + i)

= Pl (2.17)
7o+l
1
bulunur. Ara deger teoreminden Aq(;) = O(E) olur. Aymisebepten AFq(xz;) = O(Z§k)) =

O(n k) §ekhndedlr Gergekten
n 1 k _
l§~ ) = lj = O(—n) = lj(~ ) = o(n™%)

dir. Boylece Al; = O(n™*) olur. Gergekten (2.17) den

_ Aq(§;)I70

Al; =
Tl + )

olur. Eger burada Aq(¢;) = O(n™1), ZJQ-ZJQ-Jrl = O(n™4), (I + lj+1) = O(n™1) oldugu goz
oniine alinirsa -
_ )G o hom™) o)

m2(lj + lj+1) m20(n1)

elde edilir. Boylece Lemma k£ = 1 igin saglanmig olur.

Al

Diger taraftan

AL+ Lis1) o [ Al Al;
AQ(f) — L2707\ J — J J
J 2E, b8 Bl
oldugundan
Al Al;
A%q(¢;) = A %ju > 4 (2.18)

olur. A(a;jbj) = bjAa; + aj+1Ab; oldugu goz 6niine alinirsa

Mg = A (—Alj + )

ljlgzﬂ ljzljﬂ

1 1 1 1
AU |t | F AL A |+ (2.19)
7 (zjzg M zgzﬂl) PTG T Bl
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clde edilir. A¥q(¢;) = O(n™*) oldugundan A?q(¢;) = O(n™2) olur. (2.19) dan
1 1
Ry = Alj1A + 5
s (zjzg+1 z;zjﬂ)
olarak alinirsa

_AljJrl [ljJrgAljJrl + lj+1(Alj + Alj+1)] B Alj+]_ [lj+1Alj+1 + Alj(lj + lj+1)]

Ry =
’ lﬂla+1ly+2 l] l]+1lﬂ+2
(2.20)
elde edilir. Gergekten (2.20) den
Ry, — Al [Gra(ljpe — Lig1) + (L — U+ Lo — Li41))]
7‘7 -
lJljJrlljJrQ
ALy [ (e — L) + (G — )G+ 1))
22, 1
Fig = bwolir = Lialj + Linalie Galjo — By + Gy + 134 — B = il
Ry = —Alj_H +
lJlj+1lj+2 lg lj+1l]+2
By~ Uil Lailjs—12 1 | 1 1
Ryj = —Aljy |2 224 1| = —Aljy — + -
’ g l]l]2+1l]+2 l] lj+ll]+2 ’ l]l]2+1 lj+1132‘+2 l?lj-kl 132‘+1lj+2
1 1 1 1 1 1
Raj = Al + - + = Al A + o
T [ i Ll Bl Bl ! L Bl

olarak elde edilir.
Eger (2.20) de Alj11 = O(n™?), Al = O(n™?), l; = lj+1 = lj12 = O(n™ ') oldugu goz

oniine alinirsa

On=4H0(n3% OmHo(n™>
RQJ:—(()() ()é)

_ n—4
o) T O )‘O< )

bulunur. Bu deger (2.19) da yerine yazilirsa

A%, (l; - >+o(n) O(-5) =

G541 2 l]+1 n

1 1 1
2A2
T A% +5— | =0(=
J <l31j2+1 ljzlj_H) (n2)

olur. Boylece

A%l =0(n™?)

elde edilir. Simdi ise A fark operatoriiniin lineerlik ¢zelligini kulanarak Akl ; nin egitini

bulalm. 0 < s <k, 1 <pu<kve Diip lerden herbiri /4 4, =L Av lj+s den biri ve ¢;; € R,

Jj+s?

Gji = Cji-Pji1--Pjik Olacak sekilde

fa(¢;) = AN, ( o+ ) + Z b5

2
JY+1 l l]+1
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yazilir. Farzedelim ki 1 < v < k olmak tizere her ¢;; = O(n~(**?) i¢in AVl; = O(n~("+%)
olsun. Buradan

ARy = rAkHy ( ! 1 ) AR LAl + L (Al + Al
J

ljlj2+1 l]zljﬂ l3l1+1lj+2

_7T2Aklj+1 [lj+1Alj+1 + Al + ljJrl ZA¢ .
lj lj+llj+2 4

- 0 (#) (2.21)

olur. Yukarida 1 < v < k oldugundan v = k olarak alabiliriz. Bu durumda ¢;;, =
O(n=*+2)) icin A¥l; = O(n~(*+3)) olur. (2.21) ifadesinin ilk iki terimindeki A¥ operator-

leri O(n~*+3)) mertebesindedir. Bu durumda

Adji = ZA‘PJW H Vjit

t=1,t#p

ve Pt = i veya ;g oldugundan Ag;; = O(n ~(+3)) olur. Boylece (2.21) den

ey (L 1\ (000 (00 E00m) |
A (ljl?+1+zizj+l> ( 0t ) oms) )oY

1
- o)

olmak tizere

7r2Ak+11j0(n3) + O(nf(k‘Jr?))) -0 ( ) = Ak‘Jrllj _ O(nf(k+4))

Tl

elde edilir. Boylece Lemma ispatlanmig olur.

n,7 € N olmak {izere

W = (U, L, A AR s e Zt)

olsun. f fonksiyonu [0, 1] araliginda tanimhdir.
a m

Lemma 2.4. [13] ¢, , € Uj(n) olmak iizere her bir ¢;; = H Pjip ile ®j = Z(bﬂ?i
olsun. Ayrica ®; = O(n™") ve ¢ yeterince diizgiin olsun. Bu durumda her £ € N igin
§*®; = O(n™v) dir.

Ispat: Lemma 2.3 iin ispatinda Pjip terimi ljys, ljj:s ya da A“lj(-i)s seklinde olur.
Ayrica yukaridaki lemmadan ¢, = O(n~("+2)) iken Ag;; = O(n=(*+3)) olur. O halde
v+ 2 yerine v alirsak ¢;; = O(n™") olmak tizere A¢,; = O(n~+1) olur. Bu ifade negatif

olmayan p tamsayisi icin

Pjip = AP f(wjts)
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esitliginde de gegerlidir. O halde

olur. Daha sonra tiimevarimi devam ettirirsek
k —
5 (I)j = O(n U)

elde edilir. Burada ®; = Z(iji oldugundan ®; = O(n™) = A®; = O(n~ V) olur.
i=1
Lemma 2.5. [13] Farzedelim ki f € CV[0,1] ve

Tj+1
P; = / f(z)dx
zj
olsun. Bu durumda her £ =0,1,2,..., N igin 5k<I>j = O(n7!) olur.
Ispat: Ilk olarak birinci ortalama deger teoreminden 50<I>j =0, = O(n~1) oldugunu

gosterelim. Gergekten

Zj+1
1
k = f(x)dx
Tl — T
x;
kli = ®;
d; = O(n

olur. Simdi ise > x; olmak iizere f(x) in Taylor seri agihmini goz oniine alalim. Bu
acilimdan, ¢ € (z;, x) olmak tizere

)
N

SN ()
N1

(:B—xj)N_l + (:B—:L‘j)N (2.22)

fl@) = flzj) + f(z))(x — ) + . +

elde edilir. Boylece oyle &; € (zj,2j41) ve n; € (¥),7;12) elemanlar1 vardir ki ®; nin

tanimindan
o o ) Tj+2 Zj+1
sy = 2=ty L /f@@—/f@w (2.23)
’ ’ Tj+1 Tj

olur. (2.22) ifadesi (2.23) te yazilirsa

e (V)
o, = | f (f(wj)+f’(wj)(w—fvj)+..-+f Nf”")(:c—wj)N) dr (224)

Ti+1

o (V)
-/ (f(xj)+f’(xj)(w—$j)+-~+f fo)@—xj)fv) da

J
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elde edilir. (2.24) iin sagindaki terimler hesaplanirsa

1.Terim.
Tjt2 Tjq1 Tjq2 Tjq1
/ flzj)dz — / flzj)de = f(xj) / dx — / dx
Tj1 z; Tjq1 ;
= fzj) @jt2 — zj1 — (Tj41 — T5)
= flzj)Al;,
2. Terim.
Tjto Tj1 Tjto Tjt1
/ f(xj)(z — z;)dz — / [ (xj)(z —zj)dz = / zr —xj)dr — / (x —zj)dx
Tjq1 j Tjt1 T
_ (z — x4)? xﬂ“ (= xy)? $j|+1
I]+1 2! Zj
_ %+2 —)® (41— x))°
N 2!
$J+1 — 55] (ffj - xj)z
TR T
f'(x))
= o (@12 = )" = 201 — 35)7)
f ()
= o1 J ((lj + lj+1)2 — 21]2)

olur. Bu sekilde devam edilirse N. terim

/ f _1% xr — ;) N Lo — / f x—xj)N_ldx
Tj+1 ‘
Zj+2 Ti41
e P
- TN (z — ;)" d (= 2;)V do
Zj+1 y
/ (N=1) (g,
N # ((@jso — 2N = 2(zj1 — 2)")
f (N_l)(ﬂ:j)

N
= T((lj+lj+1) —2Y)

seklinde olur. Son terim ise

e RPNy
/ f Nl(g) ($—$]‘)Ndl’— / f Nl(&) ($—$j)Nd$

Tj+1

_ ( / )N da — /+(:£ —e)Vde
1)
|

Tj+1 Zj

N+1 lN-‘rl) B f (N)(g) ZN—H

(G + ) N+ 1)

(N+1;
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olarak elde edilir. Bu ifadeler (2.24) te yerine yazihirsa

) (N=1) (.
§0; = l_j{f( DAL +f2( )((l +1j4+1)? —2l]2-)+...+fT!(x”)((lj+lj+1)N_2l§V)+
f (N)(,u.) / (N)(f)
o (B )™ = 5 = Gt
olmak tizere
Nl | 1 1
50, = ,,Z:; PN (z5);, + O(n_N) = O(E) (2.25)

elde edilir. Vp igin f)(x;) = O(1) ve ¢;, = O(n~?) oldugundan

80; = f'(x;)p;1 + o + YD) vy +O(niN), (N>1)

1

5 = O( Ly + 0l ! )+ 0() = 0(-)

1
n
olur. Diger taraftan
+1
[(lj + )P =208

Pin = (p+ D)l =00™)

olur. Ayrica

1 FMN) (z5) F My
l_ f(xj)Alj + (]V——b—lj)' ((lj + lj+1)N+1 — ZN+1) (N n 1‘)]' ljv-&-l

olmahdir. Gergekten

1
(5 + L) =17 = O(=gp), FN(E) = 0(), 7 = O(—)
olmak iizere eger bu ifadeler (2.26) da yazihirsa
1 FAED) i1 vty TNED) v
i f(z;)Al + m (G + L) =3 = mlj
1 4 1 1
= 7 |06 + Oexr) ~ Olory)
1
= O(%)

olur. Burada §f®)(z;) = O(1) oldugundan

5f(p)($j) — % =0(1) = f(p)(a:j) =0(1)
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olur. (2.25) e § operatorii uygulanirsa

= 1 1
59, = 3 10a))6;, + O(—) = O(2)
p=1
ﬁ@-—}ja[ x]@p]+&X—ﬁ) (2.27)

olur. (2.27) de
5 {f(p) (xj)qgj’p} = 1110 (2)) + fP ()00,

oldugu goz 6niine alinirsa

N—-1
1
Po; = 3 (654107 () + £P(2)36,| +50(=5)
p:
N-—1 1
= 3 [#5110 P (@) + £ @1)00;,| + O(—) (2.28)
p=1
elde edilir. Burada
3 A¢. O(n—(p+1) 3
5£9)(23) = O(1), £ (25) = O(1), by 1, = On?), 66, =~z = L0 L) _ g9
L O(n—1)
oldugundan
N-1 1
=> [0 1) + O(n?)O(1)] +O(—x=), N > 2
p=1
olur.
N-1 1
> 0m™) =0 +0(n?) +...4+0(n V) = 0(=)
p=1
oldugundan
1
?@:O%) (2.29)

olarak elde edilir. Boylece tiimevarimdan £ = 0,1, ..., N igin
1
k
0"P; = O<ﬁ)

bulunur. Burada
0(1), s<N-p

5 FP) () =
’ O(ns=N+p)) s> N —p

seklindedir.
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TEOREM 2.2. [13] Kabul edelim ki k; € NU {0} ve ¥;(xj) = xj4r, olmak iizere
@, (25) = V1 (3)09(75).. 0, () olsun. Bu durumda [0, 1] araliginda g € C* olsun. Yani

q fonksiyonu k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip ise

0(1), 0<k<m-—1
5@y (z;) = ml+0(n1), k=m
O(n~2), kE>m+1

seklindedir.
Ispat: Ispat icin m ye gore tiimevarim metodu kullanilacaktir. Kabul edelim ki p €
N U {0} i¢in
V() = Tj4p

olsun. Bu durumda ¢ (z;) = O(1) olur. Gergekten

olmak tizere z; nin tanimi geregi n = 1 icin ¢(z;) = O(1) olur. Buradan ise
Litp+1 — Lj4
Fuley) = Tttt
olur. Onerme (2.1) den
Su(a;) = LT 14 O(n )
J
olarak elde edilir. Simdi ise 52¢(xj) yi hesaplayalim.

52¢($j) _ 5w(xj+1)lj_5¢($j) (230)

—ljpr1 AL+ L1 Al

Bl
= O(n_2)

olarak elde edilir. (2.30) un gercekten saglandigini gosterelim. Bu ifade deki ilk egitlikten
<¢($j+2) —p(@jy1)  P(@j) — Tﬁ(%‘))

0p(xj41) — 0(xj) Lj+1 Lj

i Lj
21,
jli+1

olur. Diger taraftan
—ip1 Al + LAyl (G — ) + G (prn — Lap)
i i
_ ljlj+p+12— Litpljt (2.32)
Gl
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elde edilir. (2.31) ve (2.32) den

i1 AL + L1 AL 1
521[}(%‘) _ J+p+ l2le+1]+ J+p — O(ﬁ) (2'33)
57

1
olur. Simdi de 6%(z;) = O(ﬁ) oldugunu gosterelim. Eger
1 = L1 = O(n™1), Alj = Aljy, = O(n™?), I = O0(n™?)

olmak iizere bu ifadeler (2.33) de goz 6niine alinirsa

O(n HOo(n™) + O0(n~1H)O(n™4)
O(n=3)

olarak elde edilir. Boylece Lemma 2.2 den

5(a;) = = O(n™?)

o*p(z;) = O(n~?)
olup
0(1), k=20
F () =4 11+0mn™1), k=1
Oo(n=2), k>2
elde edilir. Bu ifadenin m = 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Kabul edelim ki teorem m — 1

i¢in dogru olsun. Yani

o(1), 0<k<m-—2
5" @y (25) = (m— 1!+ 0(n1), k=1 (2.34)
O(n~2), k>m

olsun. Teoremin m icin dogru oldugunu gosterecegiz. Teoremin ifadesi ve d(a;b;) =

a;j4+10bj + bjda; oldugu goz dniine alinirsa

Fdp(ry) = 6 o)) B ()] (2.35)
k
S L P D SN (2.36)
il(k —1)!
1=0

elde edilir. Simdi ise (2.36) nin dogrulugunu gosterelim. (2.36) de k =1 igin
0P (x5) = O [thn(25)Pr—1(z;)]
= Un(@11)0Pm-1(25) + Prm1(25)00,, (75) (2.37)
olur. Gergekten (2.36) da k = 1 yazarsak (2.37) elde edilir. Ifadenin k = 2 icin dogru
oldugunu gosterelim. (2.37) ye ¢ operatoriinii tekrar uygularsak;
P (zj) = 6 [Un(2j11)0Pm1(z) + Pr1(2)6¢,, ()]

= 0 (VY (241)0Pm—1(z;)) + 6 (60, (25) Prn—1(z5))
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FPm(;) = P (2j42)6°Prn1(5) + 6Prm—1(2) 00, (w541)
0 (241)6Pr—1(25) + Pro1 ()%, () (2.38)
= V(@ 42) 0P 1(25) + 201 (25)6%,, (2511) + P (25)8°U,,, ()

elde edilir. Gergekten (2.36) da k = 2 yazarsak (2.38) elde edilir. Simdi ise énermenin

k = 3 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Eger (2.38) e § operatoriinii uygularsak

F () = 8 [ (j42)0* Pr—1(25) + 20Prm—1(25)60,, (T541) + Pr—1(25)5°U,, (25)]

= 6 [ (2j42)6° i1 ()] + 20 [6@pm—1(2) 00, (2541)] + 0 [Pr—1(25)5°0,, (2)]

POm(j) = n(2)43)8 @1 () + @1 (7) 00, (542)
+2 [0, (242)6° Prn—1(27) + 0Pyn—1(25) 0P (1) | + 0%y, (41)0Ppn—1(27)
+ 1 (2)8% ()
= P (@13)0° Prn—1(25) + 36" @1 (2) 00 (2 12) + 36%4py (1) 0Pr—1 ()

+ P 1(27)8°0 (1)
olur. Bu sekilde devam edildiginde

5k(1)m(x]) = wm<$j+k)5kq)m—l(xj) +.o+ (I)m—l(xj)akwm(a:j)
k

Mo |
- Zm5l¢m($1+k4)5’“*’@m_l(mj)

elde edilir. Boylece § operatoriiniin k. dereceden ifadesi elde edilmis olur. (2.34) den i > 2
icin 8“4, (24 5—i) = O(n~2) seklindedir. Yani

02 (@ k—2) = 0%y (T h—3) = ... = 0F4p,, () = O(n?)
olur.
B (27) = Py (241) 6" P () + o+ P (27) 650, () (2.39)
ifadesini k¥ < m — 1 igin ele alahm. Bu durumda (2.39) un terimlerini hesaplarsak
o, 1(x) = O0(1), 8" 1d,,_1(x;) = O(1),...,;8°®p_1(z;) = O(1) (a)
%y (2j5) = O(1), 6"y (2j4-1) = 1+ 0(n7), ;0" (27) = O(n™?)  (b)

olur. Gergekten; 6°v,,(zj1x) = Y (Tj1k) = O(1), 8", (2j4) = 1 + O(n~t) seklindedir.

(a) daneger k<m —1lise k—1<m—1,....,1 < m olup (2.34) den
Py 1 () = F 1Dy (2)) = ... = 9Py, 1 () = O(1)
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olur. Burada k =0 olup k <m —1ise m > 1 ve k < m ise k < m — 2 geklindedir. (a) ve

(b) yi (2.39) da goz 6niine alirsak
§F®,(z;) = 0(1) +O0(1) +O(n™ Y + ...+ 0(n™%) = O(1) + O(n?) = O(1)
elde edilir. Simdi ise £ > m + 1 oldugunu goz oniine alalim.

0 _1(x) = On™2), 10, 1(z;) = 0(n72),..., 3°0p_1(x;) = 0(n"2) (c)

6me($j+k) = 0(1)7 51wm($j+k71) =1+ O(n_l)v sy 6k¢m(xj) = O(n_2) (d)

Gercekten k > m + 1 ise k > m olur. k > m + 1 ise k > m oldugundan 5k<I>m_1(acj) =
O(n~2) olur. Ayrica k > m oldugundan k — 1 > m olur. k = 0 ise yine k > m olur. O

halde (c) ve (d), (2.39) da goz 6niine alinirsa

P, (z;) = O 2H)OL)+0n"2) (1+0n™h)) +...+40(n?)0(n"?)
= O(n™?

elde edilir. Son olarak £ = m olsun. Bu durumda

(Sm(I)m(-'L'J) = " [¢m($3)q)m*1(wj)]

S m! i m—i
= ; m5 Vi (Tjpm—i) 0" Prn—1 ()
5m(I)m(.’L’]) = (501/Jm($j+m)5mq)m_1(l’j) + ...+ ‘I)m_l($]‘)5m"¢}m(.’1,’j) (2.4())
olur. (2.34) ifadesinden
M ®p_1(x;) = O 2),0™ 0y 1(zj) = (m— 1)+ 0(n1), ..., (e)

50<I>m71(1‘j) = 0(1)

" (Tjam) = O(1), 8% (@jm-1) = 1+ O0(n7), .., 0"y, (25) = O(n™?)  (f)

olur. Eger bu (2.40) da goz oniine alinirsa

5P, (z5) = O(n2)O(1) +

!
9 | m
= O(n )—i—m.—i—(m

= m!+0(n)

olarak elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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Teorem 2.1 nin ispati

Ispat icin Ashbaugh-Benguria [20] tarafindan verilen genellestirilmis priifer doniisiimii

kullanilacaktir.
{ y = r(z) sin vV A0(z) (2.41)
y' = VAr(z) cos VAO(z) .
dontisimii ve
—y" +a(x)y =y (2.42)
denklemi birlikte gtz oniine alinirsa
0 =1— %sirﬂ V0 (2.43)
elde edilir. Gergekten (2.42) den
—y
+aq(x) = A (2.44)

olur. Burada

(-
g(z) — A= (%) + (%)2 (2.45)

2
bulunur. (2.45) teki <—> <yz> terimleri (2.41) yardimiyla

oldugu goz Oniine alinirsa

%Z\/Xcot\/_e( z)

seklinde yazilabildiginden

'L M@ .

- -
e " 2 cos? V) \0(x

(%) ——Asmg \/XAe(i)) (2.47)

olur. Bu ifadeler (2.45) te yazilirsa
A0 () A cos? V()
. 2 sin?V(2)
<sm \/XQ(Q?))

0 (z)=1— @ sin? V\(z)

q(x) = A= —

olur. Bu ifadenin z; den z;11 e integrali almirsa

Tji1 Tjy1

/ 0 (z)dz = / {1 - @SHP \/Xe(x)} dz

Zj Zj
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Tj+1

m q(z)
Now = (zj41 —xj) — / N sin? \/Anf(z)dx

zj
Tjt1

\/7;_ =1 — / %i) sin? \/An0(z)da (2.48)

;
Tj41
olarak elde edilir. Diger taraftan 6(z) ]| = \/7;\_ oldugunu gostermek icin (2.41) deki

Priifer doniigiimiinii tekrar ele alacagiz. (2.41) den

y  tanv0(z)

-—= 2.49
y/ \/X ( )
olur. Burada x; ve ;11 nodal noktalar oldugundan
y(zj) =0 ve y(zj41) =0
dir. Bunlar (2.49) da sirasi ile goz oniine aliirsa
O(x;)v/Ap =nam, n1 =0,2,3, ... (2.50)
ve
O(zj41)V An =nam, np =0,2,3,... (2.51)

elde edilir. 0 < 6 < 7 oldugundan; z; i¢in nym = 0, 41 igin nom = 7 alalim. Bu degerler
(2.50) ve (2.51) de yerine yazilirsa
G(LE‘J) =0 (2.52)

ve

0(xj41) = Now (2.53)

olarak bulunur. Boylece

Tj+1

T m sin® T 4 T
Van i / A i )1 - %p) sin? \/XH(:L‘)d (254

j

olur. Diger taraftan

1 (e o]

- = )"z —1)" 2.55

;=2 (2.55)
oldugu goz 6niine alinir ve u = @ sin? v A0(x) olarak alinirsa

i) sin? vV \0(z) U 1
A(:E) == -1+ = (2.56)
1- qT sin? v/ \0(z) “ b
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olup (2.55) den

= > (" (2.57)

elde edilir. Sonug olarak

olur. u = @ sin? v/ \0(z) oldugundan

4 sin? VX0(x) u__ g(a) ?(z)
A = = sm2 Sln4
1— —Q(;") sin? v \0(z) S l-uw A \/—0( )+ A2 \/_9( )+

olur. Bu ifade (2.54) te yerine yazilirsa

Tj+1
T q(x)
=1 — sin? \/ A\ 0(z sin® /A 0(x) + ...| 0'dx
Vi / [
T
Tj41 Tj41
T
—— =1 - st\/ A0 (2)8 (x)dx — sm4\/ Anb(2)8 (x)dx — ... (2.58)
Va7 / / A2
xj zj

olarak elde edilir. Burada

Tj+1 Tj+1

a; = —/ sm4\/_9 dw—i/ 51n6\/_9 x)dr — ..
_ A2 A3 _
Tj Zj
N+1 Ti1
= _Z—/ |:SII1\/79 } 0'(z)dx (2.59)
k=2 A 2

olsun. Eger A, in asimptotik formu ve Lemma 2.5 gtz oniine alinirsa

Tjq1 2 ) Tjq1
a; = - / )\ 51114 VA0(2)0 (z)de — — 33 / 51D6 VA l(x)0 (z)dr — ..

: o<%>o<%>+o<n—z>o<g>+

> (2.60)
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seklinde olur. Simdi (2.58) deki diger terimleri gz 6niine alalim.

00 Tj+1 Tj+1

1 1 ) 2(N+2)
— Z N / {sm VAl (x } x)dr = Ve / gV t? [sm \/)\nﬁ} 0 dr — ...
k=N+2"'n Y n -
J J
1 1 1 1
= 0 <n2N+4> 0 <g> +0 (n2N+6> 0 <g> + o
1
olarak elde edilir. Eger (2.59), (2.60) ve (2.61); (2.58) de yazilirsa
J53'+1
A n? \/X0(2)0 (x)d O —m 2.62
o b z—a; + 0| =55 (2.62)
z;
ve
Tj+1 Tj+1
Ty 0 (@) da + — 2/ Mn(2)0 (2)d 0(—
oo q(x) ()$+K q(z) cos 2/ Aa0(2)0 (2)dz — a; + O | x5z
z; z;
olur. Burada ¢’ =1 — %sim2 V() oldugundan
Tj41 Tj+1
LI l‘—L / dr + — = / 2sin2 VA0 (x)da (2.63)
VR ) W B YU B '
Ty Ty
p 1
—|—m / q(z) cos 24/ A 0(2)0 (z)dz — aj + O <W>
z;
olarak elde edilir.
1 Tj+1
0z / ¢*sin? V\(z)dx = b; (2.64)
olarak alinirsa Lemma 2.5 ten
Tjt1
1 ) 1
bj:ﬁ / ¢*sin> VA0(z)dz = O ($>
zj

1 1
elde edilir. Diger taraftan Lemma 2.4 den b; = O <—5> = 6bj = O (—5> olur. Ayrica
n n

Taylor seri agilimindan

Tj+1

1 _q(z ) 1

Zj

seklinde olur. Simdi (2.65) in saglandigini gosterelim. Gergekten g(z) potansiyel fonksiy-

onunun
¢"(z)

o1 (l’—$]‘)2+... (a: >x]~)

q(x) = q(x5) + ¢'(z5)(x — z5) +
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seklindeki agilhimi (2.65) te yazilirsa

Tj+1 Tj+1

1 1 ,
o3 qdx = o [Q(%) +q (75) (7 — xj) +

Ty Tj

q// l’)

‘75r‘(“"‘“”)2'+"} do (2.66)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

. Tj1 . Tjt1 . Tjt1 . Tjt1 ")
L L ] b Y b q \r A2
o qdr = o q(xj)dx+2)\n / q (z;)(z xj)dx+2)\n / o1 (x—z;)°dx+...
zj x; j j
L (), [d(@) 2.1 ¢
1 _ azj), q(2j) (Zj+1 — T a3
oy | dr=n [ 2 STy W TR A ) +} (2:67)
zj
olur. Burada
N (e , N (B () k+1
o q(z;) (zj41 — 333)2 Lqﬂ(w) .33 _ g (z;) J
G- 2\, 21 + 2\, 3! (Tjr1 —x5)° + . = 2\, ; (k+1)! (2.68)
olarak alinirsa
) (@i ) 1 (), 3
G T o, 2! t o e @)
1 1 1 1 1 1
_ 0<§>0<ﬁ>+0<ﬁ>0<$>+0<¥>0<ﬁ>+m
1

elde edilir. Simdi ise geri kalan terimleri ifade edelim.

k+1
1 i Gl — g N () (@i —a)N? 1 V(@) (zji1—a)) N 4.
2\, (k+1)! 2\, (N +2)! 2\n (N +3)1 J
k=N+1
oo (k) (. \7E+1
1 ¢\ ()l 1 1 1
£ B o(t)o(g)mogh) o
k=N-+1
olarak elde edilir. Bu ifade (2.66) da yazilirsa
1 Tj+1 ( ) ]
il _ 4%, .
7. / qdx . lj+cj+0(nN+4>
z;
elde ederiz. Son olarak
) Tji1
dj = 5 / q(z) cos 24/ A\p0(x)0' (z)dx (2.71)
z;
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ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa

Tj+1

dj = %/q(:p)cos%/)\né(:p)élxdx
n

Zj

Tj+1

= _K13/2 / ¢ () sin 2/, 0(z)dx: (2.72)

Zj

elde edilir. Burada ise Lemma 2.5 gz ¢niine alinirsa

4=0( )0 (£) -0 (%) 2

olur. Bu ifade (2.63) te yazilirsa

T, alz)

1
m:lj—z/\ lj+a; +bj +c; +dj +O<N+4>
elde edilir. Sonug olarak
™ q(xj) a; +bj +c; +d; 1
—1- 10)
owr e | 7 +O (77

T a; +bj +c¢; +d; 1
q(xj):Q)\n<1— —)\nlj>+2A”(J Jljj J)+O<RNH>

aj+bj+6j+dj
Lj

a(z;) = 2\ (1 - ﬁ) +Ej+0 < N1+1> (2.74)

1 1
elde edilir. Lemma 2.4 den E; = O(—) ise 6FE; = O(—) olur. Diger taraftan (2.74) e ¢
J n J n

1
olur. E; =2\, ( ) = O(ﬁ) oldugundan

operatorii uygulanirsa

T 1

27r\/_5( >+6E +O<LN>
)

olmak tizere

1
dq(z;) 2 )\A<E +0E;+ 0O !
= — 4T n - —_—
E L J nN
Al; 1
8q(z;) = 21/ A g2 O(— 2.75
elde edilir. Bu ifadeyi £k = 1,2, ..., N icin genellegtirirsek
1
q(z;) =21/ M6 [ | + O(=) (2.76)
l% lj+1 n
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bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.3. [13] Kabul edelim ki ¢ fonksiyonu [0, 1] araliginda (N + 1). mertebeden

stirekli tiirevlere sahip olsun. Bu durumda k£ =1, 2, ..., N icin

2)\3/2

§Fq(x;) = I+ O(= ) (2.77)

dir.
ispat: (2.76) esitligindeki sonug, bu teoremi ispatlamak i¢in kullamlacaktir. Bu

sonugla beraber

oldugu goz 6niine alinirsa

sk—1 mAL | _
31
oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten bu ifadeyi (2.76) da yerine yazarsak

q(xj) —27r\/75k1< ]>+O(%)

[)\ nAlj

] +0(n?) (2.78)
J

Blit

5 q(x;) = 27/ o [5k—1 <A7T"TAZJZJ> 4 O(n_?’)] 4 0(%)

Al

w2l

L) 06 + 00

SFq(xj) = 2mAY/ 2k ( -

2)\3/2

5 q(a;) =

l+O()

olur. Bu da istenilendir. Dolayisiyla (2.78) in saglandigini gostermeliyiz. Bunun igin

WAL AL 2
s [Mdh _ Al :5[@_ r )&J}
L Gl Lilj+1

olmak tizere

. 2 . r 2 ) 2
P i ) R U S TR [An -z } 5l
L 2114 I Lit1ljt2 Liljta
2
: ) A [An - }
= |- lﬁzm 52l + = L,
: S |
= e | | 2Tl |
Ll : 210,
L J+1vj+2 Jj+1t5+2
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w2 Live — L1+ 11 — 1
_ A — (52l‘+7['2 J+ J+ Jj+ J 5L
[ " lj-&-llj—&-J ’ Bljtilje ’
AL 2A[; 2 Al; + Al;
5 [l s Lyl [An_w_} 521, 1 72 M 1, (2.79)
I 241 Livaljyo ljalise

olarak bulunur. Bu ifadenin O(n=3) e esit oldugunu gosterelim. (2.79) un sagindaki ilk

terimden
2

[An— T ]52zj:0(1)0(n—3)
Liviljyo

ve ikinci terimden

Alj + Aljq O(n=)0(n™3) .
=6l = ————=0(n""?
l]zlj+1lj+2 ] ! O(n=4) (™)
olarak bulunur. Bunlar (2.79) da yazilirsa
nAl; 2Al 2 Al -+ Al
5 | 22l -z bl Z [An - L] 5%, + 72 M 5l; =03  (2.80)
L 5l lLiviljy2 Blitaljyo

elde edilir. Lemma 2.4 geregince

Ml wAL

Al wAL

o

] =0(n7?%) = o+

] =0(n?)
olup bu da teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 2.4. [13] Eger ¢ € CN*10,1] ise k = 0,1,2, ..., N icin j = j,(x) olmak iizere
(¥ (x) = q(a) + O(1) (281)

dir.
Bu teoremi ispat etmek i¢in bir lemmaya ihtiyag vardir. Burada kabul edelim ki k& =

1,2,3,..., N icin

_ | ) .
1z T R
. 2 k
Vk(:nj) = (2.82)
. 2 k
|1 Zjer T - - - Tl

olsun. Bu matris (k + 1) x (k + 1) tipinde bir Vandermonde matrisidir ve determinant:

m—1 k m—1 [m—1
T @jem —wj+z)] =11 { (Z lj+p)] (2.83)
i=0 m=1 | i=0 \ p=i

k

det V]{;(.’I}J) = H

m=1
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seklindedir. Gergekten

-1

k m—1 k m—1
a= H [H (.’I,'j+m—£L‘j+i)] ve b= H Livp

m=1 | =0 p=1t

3

olsun. (a) dan

k m—1 k
11 [H (jgm — 5'«“j+i)] = ] (@m = 25) o (@jim — Tjym)] (2.84)

olur. (b) den ise

k m—1 [m—1 k m—1
I > =11 [H (i + Gitr + lirz + o 4 Lm—1) (2.85)
m=1 | i=0 p=t m=1 L i=0

elde edilir. (2.85) esitliginde ¢ = 0,1,...,m — 1 icin deger vererek (2.84) iin terimlerini

olugturmaya ¢alisalim. (2.85) den ¢ = 0 igin
(Ui + Ljgip1 + e + oo F lipm—1) = (Tj4m — x§)

ve ¢ =1 icin
(Ui + Litr + iz + oo Livm—1) = (Tjpm — 2j41)

olur. Son olarak ¢ = m — 1 igin

(Ui + i +lrive + o+ lm—1) = (Tjtm — Tjgm—1)

k m—1 k m—1 m—1
elde edilir. Bu ise det Vi(z;) = H [H (Zj4+m _l'j+i)] = H H Z Litp
m=1 L =0 m=1 | i=0 p=i
oldugunu gosterir.

Lemma 2.6. [13]

mel_ = = +0(%) (2.86)

seklindedir.

Ispat: Carpim semboliiniin 6zelliginden

m—1 m

— _1m
H Ljtk—m = H bivk—m = i p—m
j=0 j=1

39



seklindedir. Boylece

k k k m—1
H lﬁk*m H ljrrfkkfm H lj+kfm
m=1 _ m=1 _ m=1 =0
det Vk(a:]) k m—1 [m—1 k m—1 [m—1
1T > i 1T Litp
m=1 | =0 p=t m=1 | =0 p=i
olur. Onerme (2.1) den
k - -
H l;lk*m k. m—1 1
m=1 o H
det Vk({L'j) m—1 L
m=1 {=0 Z J+D
L p=i ittemm i
1 1
= +0 (E)
[T
m=1

elde edilir.
Simdi ise agagida bulunan (k + 1) x (k + 1) tipindeki A matrisini ele alalim.

1oz 2l )
k—1
1 Tj4+1 .I?_’_l e .Ij 1 q(zj+1)
A= ' ' (2.87)
k-1
bk w5 - 2 a(@en)]

Bu matrisin determinantin1 bulmak igin baz siitun operasyonlar: yapmamiz gerekir. Bu

operasyonlarla
1 x; q(z;)
1-1  zjp—x . . o q(wy) — q(z))
det A=det | ' ' (2.88)
1—=1 2k — 2k - - - q(@jpr) — (@jk-1) ]
elde edilir.
zip—xp = b, 3 —af =iz 4+ 2j4),q(zi0) — q(zy) = Ag(z)
Tipk — Tjsk—1 = ljrr—1,9Tj8) — q(@jrn—1) = Aq(wj50-1), Aq(x;) = 1;0q(x)
Aq(zjik-1) = ljpr—10q(Tj1k-1)-
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degerleri (2.88) teki determinantta yerine yazilirsa

1 T x?
0 Lj(zj + 2j41)
det A = det
0 Lk ljyw—1(@jn +Tjp-1)
1 T $]2
0 10 («2)
= det
0 k-1 Liyr16(2? )
Zj 3732
1 6(:1%2)
= ljlj+1...lj+k,1det
1 5(53]2'+k—1)
olur.
l:
S(zj)=2L=1,61)=0
lj
oldugundan
[ 1 x; a:?
6(1)  o(xy) o(x3)

det A = l]‘l]‘+1...lj+k_1 det

41

Ljk—-10q(j k1)

q(x;)
Aq(z5)

Aq(wjik—1))

q(;)
1;6q(z;)

q(;)
dq(wy)

0q(Tjrr-1)]

q(;)
dq(wy)

0q(Tjrk—1)



elde edilir. Yukaridaki iglem bir kez daha uygulanir, bu sekilde devam edilirse

[ 1 S q(xj) |
o(1) S dq(x)
6(1)—4(1) . . . 6q(xjt1) — 0q(z;)
detA = ljljJrl-uljJ,—k—l det
16(1) =46(1) . . . dq(xjrr—1) — O6q(xjir—2)]
[ 1 T4 e q(xj) |
6(1)  o(zy) ... bg(xy)
) ey .o S(zy)

272 2
= l]l]+1l]+k;72l]+k—1 det

(1) *(zjpp2) - - - 6q(wjph-2)]

1 zj . . . qz))
o(1)  o(zy) . . . dq(zy)
det A= MMt e g det | ' ' (2.89)
_5’“(1) Fx) oo 5kq(1:j)_

olur. Bu ifadenin sagindaki matrisi B ile gosterelim.

1 zj . . . q(z)
(1) o(zy) . . . dq(zy)
B =
_5’“(1) F(x) .. 5kq(:nj)_

olsun. Simdi bu matrisin determinantini bulalim. Bu matrisin kogegen elemanlarinin

altindaki elemanlarin sifira egit oldugunu gosterirsek alt tiggensel matris elde ederiz. Bu
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durumda B matrisinin determinant1 kogegen elemanlarinin carpimina esittir.

[ 1 T x? Coe 3:?_1 q(xj)_
S1) Ay 8@ . . . AR saley)
PU) Py BED . REEY Pely)
P ) P L PEE) Py
) ) e ) )
olmak iizere
5(1) = & = L 0,62(1) = 6(5(1)) = 6(0) = 0, ..., 8" (1) = 5(6*L(1)) = 5(0) = 0,
J
Bay) = S = 10%(w) = 0(0(2)) = (1) = 0,8 (a) = 36" (2)) = 5(0) =0,
o) - 22,
J

52($2-) - L2y
5%(23) = 2,8%(a3) = 6(6%(23)) = 6(2) =0, ..., 6"(z;) = 6(6¥ (7)) = 6(0) = 0

J J

olur. Boylece

1 oz x? mf ! q(zj)
0 d(z)) 5(953) 5@?_1) 6q(z;)
00 B2 P elay)
0 0 0 (k1 3
det B = det (257 Oalay)
0 0 0o . .. 0 §Fq(x;)
seklindeki alt iiggensel matris elde edilip
_ _ 1
det B = 5(acj)52(xj2-)...(5k 1(3!:;c D.6%q(z;) + O <§> (2.90)

43



olur. Eger (2.90) da Lemma 2.4 ve Teorem 2.2 g6z Oniine alinirsa k = m igin

1
E(remy = ml il
) (a:]) m.—i—O(n),

olmak iizere
= 1) 52022) _ ! k—1( k—1y _ 1
Oxj) = 11+ O(=),0%(af) = 20+ O(=), ... 8" (af ™) = (k= )1+ O(=)

elde edilir. Bu deger (2.90) da yerine yazilirsa

1 1
det B = 011!2!...(k — 1)!6%q(x;) + O(=3)+0(=)
k—1 1
det B = Homlékq(:tj) +0(=) (2.91)

olarak elde edilir.

Teorem 2.4’ iin ispati: Kabul edelim ki £k =1,2,3, ..., N i¢in

FE . q(x) ]
1oz .. w? q(xj)
g(z) =det | . ' ' (2.92)
1 oz x§+k q(zjir) ]
olsun. Rolle teoreminden g(z;) = g(zj+1) = ... = g(zj1x) = 0 ise dyle bir §; ;.; €

(Tj4i> Tjpit1) vardir kis g'(& j4,;) = 0 olur. Gergekten (2.92) den; g(z;) = g(zj11) = ... =
g(wj1x) = 0 oldugu goriilebilir. Bu sekilde devam edilirse dyle &, ; € (x5, 7;1x) vardir oyle

ki g (k)(flw') = 0 olur. O halde g fonksiyonunun tanimindan
q®) (&) det Vi(z;) = k! det A

olur. Buradan ise; det A nin tanimindan

RUFIRA g1 det B

®, ) = —LaH” )
k
N | .
m=1
————detB
det Vi (x;) ¢
olur. Ayrica
k—1 1
det B = HO mlo*q(x;) + O(E)
m=
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ve

k
1o
Jjt+k—m
m=1 o 1 1
det Vi(zj) & +O(n)
(m!)
m=1

ifadeleri (2.93) de yazilirsa

1
n

q(k)(sz,j) = §"q(x;) + O(=)
elde edilir. Diger taraftan
i @) = ¢ (6,) +O()
oldugundan
a (€)= a(e)) +0() = D) = Sq(a)) +O()
elde edilir.Bu ifade de Teorem 2.3 g6z 6niine alinirsa

IN3/?
- v

1
() "1, +0()

olarak bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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3. BOLUM
OZ DEGER PARAMETRESINE BAGLI STURM-LIOUVILLE PROBLEMi
ICIN POTANSIYEL FONKSIYONUN HESAPLANMASI

y" + [A2 +u— q(:z:)] y=0 (3.1)
y(0)=0 (3.2)
ay' (m,A) + Ay(m, ) =0 (3.3)

problemini goz oniine alalm. Burada q(z), [0,7] aralhiginda integrallenebilen, reel bir

fonksiyon, p reel bir parametre ve o # 0 olsun. (3.1)-(3.2) probleminin ¢dziimii

" sin Az — 1
y(x, A\p) = sin Az + / Sm)\#(q — ) sin A\ptdt + O <)\—2) (3.4)
seklindedir. Ayrica; tan \gm = —a ve |Agm| < § olmak tizere

1 1
)\n—n+)\o+—/(q—u)dt+0(—>
2n n

0

dir [21].

Lemma 3.1. Farzedelim ki ¢ € L[0, 7] olsun. Bu durumda n — oo iken

n

mo1 1
= x + m /(1 + cos2A,t) [q(t) — p] dt + O()\—i) (3.5)
0
Tl
ln_1+i/(1+ Pt [a(t) — ] dt + O(—) (3.6)
WYY ORI ) — X '

n
Ty

seklindedir.

Lemma 3.2. Farzedelim ki f € L'[0, 7] olsun. Bu durumda j = j,(z) olmak tizere

hemen hemen her z € [0, 7] icin

olur.
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Teorem 3.1. Eger ¢ € CN*t10,7] ise, k = 0,1,..., N icin j

= jn(z) = max{i :

1
0 < ;UE”) < z} olmak iizere ¢¥)(z) = F(An,ﬂ)ékq(mj) + O (E) seklindedir. Burada

22 :
F(An, 1) = <2)\2 — M) dir.

ispat: Bu teoremi ispatlamak icin bir lemmaya ihtiyac vardir. k

. k
1z Coe T
. k
1 zjpr . Tl
Vk;(l’j) =
) k
_1 Tjvk - - - T

(k+1) x (k4 1) tipinde bir Vandermonde matrisini gtz 6niine alalim

minanti

det Vk(asj) =

=
=
&
+
3
|
&
s

3
Il
—
-
I
o

Il
:W

3
[
I
i
o

1oz . 3:?_1 q(x;)
Uz o 2 qlwi)
A p—
k-1
1 @i - - w a(@ek)

matrisini goz oniine alalim. Bazi satir operasyonlarindan sonra

1 j q(z;)
5(1) dz; dq(x)
det A = (1;)"(Lj11) .l det
55(1) 0" (x) *q(x)]
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elde edilir. Bu determinantin sagindaki matrisi B ile gosterirsek Lemma 2.4 ve Teorem

2.2 den

det B = 533j)(521‘?)...(5k_1$§71)(5kQ(5€j))+O(%)

k—1 1
= [ tmhetate;) +0()

m=0

olur. Simdi ise teoremin ispati icin £ = 1,2, ..., N olmak iizere

1 .k q(z) ]
oz .. :U;f q(xj)
g(z) = det
1 e . x§+k q(zjir) ]
matrisini alalim. Rolle teoreminden g(z;) = g(xj11) = ... = g(zj4x) = 0 ise yle bir

§1j4i € (Tj4is Tjpir) vardir kis ¢'(§ ;4;) = 0 olur. Bu sekilde devam edildiginde oyle

&1 € (w5, mj45) vardir Syle ki g*)(&, ;) = 0 olur. O halde g fonksiyonunun tanimmdan
g™ (&), ;)- det Vi(z;) = k! det A

olur. Buradan

k
m
k! H ljJrkfm
m=1

Bg Yy=—m=L 4ot B
¢ (k) = i) det (3.8)
olur. Ayrica
k-1 1
det B = 1__[0 mlo*q(x;) + O(E)
ve
k
15
Jjt+k—m
m=1 _ 1 l
det Vi(x;) & +O<n)
(m!)
m=1
ifadeleri (3.7) de yazilirsa
1 1| [ 1
¢B(&y) = K |— +0(=) [T m'd*a(=)) + O(=)
H (m‘) m=0
[ m=1 i

(e = o) +0()



olur. Diger taraftan

¢ (2) = F(Mn, 1)g™ (&) + O(n71)

oldugundan

(@) = FOw, m)ita(a;) +O(3)

elde edilir.

Teorem 3.2. Farzedelim ki ¢ potansiyel fonksiyonu N > 1 olmak iizere (N + 1).
mertebeden siirekli tiirevlere sahip olsun. Bu durumda j = j,(z) = max{i : =] < z}

olmak iizere n — oo igin

Anls An
o) =20 | 1] 2 (3.9)
T T
ve k=1,2,...,N icin
(k) 2)% o 1
¢ (@) = F(n, ) =07 + O —~ (3.10)

seklindedir.
Ispat: (3.9) nin ispat1 aciktir. (3.10) icin kabul edelim ki ¢ potansiyel fonksiyonu
[0, 7] araliginda siirekli olarak tiirevlenebilir olsun. Ortalama deger teoreminden &yle bir

§§n) € (a:(.n) w(n) ) elemani vardir 6yle ki

JoTIH
(m)yy 2 (n)
W%n):(l_q(@ )) :1+Q(2§;2)+o<i>

T An

olur. Buradan

(n)
VA ) _ - qa(&;) L0 <i>

T 7 2\2

n

T 7 202

n

)\n n n
2)2 <\/7T_z§ ) 1> = () + 0 <%)

Vi _1&7) <i>

elde edilir. (3.9) dan

q(z) —q(&5) = %Nlj +0 (%) (3.11)

olur. ¢®)(z) i elde etmek i¢in [7 in tanumim kullanacagiz. Lemma (3.1) den

T
n T 1
lj = )\—n +E (1+COSQ)\nt) [q(t) —,u] dt—i-O()\—i)

n
Tj
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T n '
Tit1 Tit1 Tit1
T

n_ T2 1 - B 1
lj . + 2 / q(t)dt 2 / pdt + )\2 / cos 2\pt [q(t) — p] dt + O()\S)

T i 3

olur. Ayrica Lemma 3.2 den

Ty
Jlnéo?n / [g(t) — pldt = q(z) —
oldugundan
2Ai’1 2
—l; = 2)\; +— dt+— cosZ/\nt[() wldt +0(1)
= 2\ +4q(z )—u
ve
po- o me@)  mp
oo 28 o
) _ ma®(@)
J - 3
223

elde edilir. Bu son ifade (3.11) da yerine yazilirsa
A 1
K)o\ (k) (¢en n (k) -
q"(x) = ¢ (&]) + Wulj +O<n>

mq®) ()
223

(k)
0) () — ) gy o 197 (@) 1

n

An
(@) =M (g)) + [

elde edilir. Eger burada q(k)(a:) parantezine alinirsa

¢ (z) = F(O, ) [q(k) (&) +0 Gﬂ

olur.
y = r(x)sin A\, 0(x)
y' = A\pr(x) cos A 0(x)

seklindeki priifer doniigiimiinii goz oniine alalm. (3.1) den

!

g(x) = =+ X, +p

olur. Diger taraftan

n

(3.12)

(3.13)

(3.14)



ifadesi (3.14) de yazilirsa

Y Y

I\ 2 I\ 7
g(z) = (i) + <y—> FA2 4 (3.15)
elde edilir. (3.13) den

<y_’> 2 2 cos? Apf(x)

Y " sin? A\, 0(z)

y/ / )\29/
<Z> - ~ sin2 Anf()

elde edilir. Bu degerler (3.15) te yerine yazilirsa

ve

5 cos? N\, 0(x) g/
q(z) = A\, — 2 -~ 3
sin® A\p,0(z)  sin® A\,0(x)

+ A2+

q(z) sin® X\, 0(z) — (A2 + p) sin? A\,0(z) = A2 cos® N\ 0(z) — A26'
[g(z) — psin® A, 0(z) = A2 [1— 0]

0 =1— W sin? A\, 0(z) (3.16)

bulunur. (3.16) esitligini z; den ;41 e integrallersek

Tj+1 Tj+1

/ 0'da = / <1 - i ww) dx
. ZTjt1 m 2 N 0 X
v L x/ A2 A )1 o) — 4] sin? )\ne(fﬂ)d

A2

elde edilir. Taylor seri agilimi kullanilirsa

™

Tjt1
_ N2
—=1l- / [(q )\2“) sin? \,0(z) + (g )\4M) sin* \,0(z) + ...| 0'dx

An

n n

Zj

yazilabilir. Buradan

N+l Til 1
aj=-> ¢ / (¢ — )" (sin \0)* 0'da = O <$>

k=2 A T
j
olmak {izere
Tj41
)\ln =1 — / (q/\_iu) sin? \,0(z)0'dx + a; + O <#> (3.17)
zj
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olur. (3.17) de sin? \,0(z) = — cos 2\, 0 trigonometrik esitligi kullanilirsa

l\DI»—t
l\D

m (q—p) [1 1 1
Toum [R5 g tin o 40 ()
zj
Tjt1 Tj+1
T 1 1 / 1
)\_n:lj_w (¢ — )gd;p+7 (q — p) cos(2X,0)0'dx + a; + O —INTS
n
Zj Ty

bulunur. Tekrar (3.16) teki 6’ niin tamm kullanmlirsa

Tj+1

m 1 (a—n)
N lj—m / (¢ — u)[l— 2 sin® A\, 0(z )}d
x;
Tj+1 1
+m / (q — ,u) COS(Q)\HQ)Qld.’I} +a; + O (m)
@
1 Tjt1 1 Zj+1
= - E / (q—p)de + — 2)\4 / (q—u)2 sin? A (z)dx
x; Ty
1 Tj+1 1
—0—2—)\% / (¢ — ) cos(2)\n9)9’dac +a; +0O (W)
x;
) Tjt1 . Tjt1 . Tjt1
- gy [ et gy [y [ o
n 2 n % ;
Zj+1 1
+m / (q — p) cos(2X,0)0'dz + aj + O (W) (3.18)
z;
olur. Bu ifade de
Zj+1
1 1
bj E (g — )" sin® A\,0(x)dx O<$>
x;
L aly) !
a\r
— d L 0 3.19
2)\% qdx 2)\% +c¢+ (nN+4> ( )
z;
ve
. Tjt1
[ [
oz | Hde =5 (T - ) = S5l (3.20)
n ; n
seklindedir. Ayrica (3.18) de
. Tjt1
d; = / (q — 1) cos(220)0 da
222
z;
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olarak aliirsa kismi integrasyondan

Tj+1
1 , 1
dj = e / ¢ (x) sin 2\, 0dz = O (F) (3.21)
Zj

elde edilir. Eger (3.19), (3.20) ve (3.21); (3.18) de yazilirsa

. q(z))
An ox2

l; +

1
2)\2[ +aj+bj+cj+d; +O<nN+4>

a; + bj +c; + dj 1
o =N e } O\

aj—i-b +cj+d>

1
= O(—) olmak iizere
n

olur. Buradan ise E; = 2)\2 <

q(a:j)—QAi< H>+M+E +O< N1+1> (3.22)

elde edilir. (3.22) ye d operatoriinii uygularsak

T 1
lﬂ +ou+o0E; +50< N+1>

ntj

dq(xzj) =6 [2)\% <1 -3
1
yazilir. Lemma 2.4 den; E; = O(E) oldugundan
Saa;) = 6222y — 6 () o (L
I Al l; n

dq(zj) = 2 pm Al +0 <l>

ljzlj_H n

olarak elde edilir. Dolayisiyla k =1,2,..., N igin

SFq(x;) = 22,moF 1 [i] +0 <%> (3.23)

31

olur. Teorem 3.1 ve Teorem 3.3 den

¢®(2) = F(An, p).8%(z;) + O (l)

n

g®)(z) = F(\, )2% 5*1;+0 <n>

elde edilir.
Teorem 3.3. Kabul edelim ki ¢ € CN¥*1[0, 1] olsun. Bu durumda k = 1,2,..., N igin

5 q(z;) = ””(s’fz L0 <n) (3.24)
olur.
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. Al;
Ispat: Teorem 3.2 deki tiirevlerden ve 6l; = l—j = O(n~3) oldugu gercegi goz oniine
J
alimirsa, (3.24) yi ispatlamak igin

2Al An Al 1
g =) = (—” J) +0 <—> 3.25
(l?l]q_l) lj TZ3 ( )

oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten (3.25), (3.23) de yerine yazilirsa

Fq(z;) = 227 {5’“ <)‘7T”TAZIJ> +0 (%)} +0 (%)

= 2/\”5’% +O< )

olur. Ayrica
5 )\nAlj_szlj _ 5[<>\n— 2 )ﬂ}
lj ljzljJrl ljlj+1 l;
= 0|0 —
(7))
+

J(AL + A1)l (A ) -
Blitaljto l]+1l]+2

olur. Boylece Lemma 2.4 den (3.25) gosterilmis olur.
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