T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK BOLUMU

169333

ORLICZ FONKSIYONLARI ILE TANIMLI BAZI YENI Dizi
UZAYLARI

Beyhan KOYUNBAKAN

Tez Yoneticisi
Do¢. Dr. Mikail ET

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABIiLIM DALI

ELAZIG
2005



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ORLIZCZ FONKSIYONLARI ILE TANIMLI BAZI YENI DiZzi
UZAYLARI

Beyhan KOYUNBAKAN

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali

BU £€Z, «coveeereeerneceeeannans tarihinde agagida belirtilen jiiri tarafindan oybirlifi foyeok-
—lugs ile bagarih /-basarmrz olarak degerlendiritmigtir.

Danigman: Do¢. Dr. Miksil ET A“n /L
Uye: Prof.Dr. Rifat COLAK —(— W

Uye: Yrd DogDr. Mahmut ISIK At

Bu tezin kabulti, Fen Bilimleri Enstitiisti Yonetim Kurulw'mm .4.3./0Q.../.2Q0S.
tarih ve M/.S({,."L! ...... sayili karariyla onaylanmigtir. ‘



TESEKKUR

Bu ¢ahigmanin hazirlanmasinda gerekli biittin imkanlar: saglayarak bana yardima olan,
her zaman yakin ilgi ve imkanlarim esirgemeyen degerli hocam Dog¢. Dr. Mikail ET’
e ve yine her konuda destegini gordigtim Ars. Goér. Yavuz ALTIN’ a tegekkiir eder,

saygilar sunarim.

Beyhan KOYUNBAKAN



N D10 21 24 2 2 N i §
ICINDEKILER..... G et oeseeconsenctanesaasotoseacacacenananoennensnsannn 111
SIMGELER LISTEST ....cv....... Gessesescncnnnene Cesesesenaes Ceeeeanans 1\%
(6 7/ 04 1 A'Z
AB ST R A CT .. c it itieitenencctasosossaseasssessesseasasssnssensssssaness VI
BiRINCi BOLUM

1.1. Temel Tanim ve Teoremler....... Ceeresesreservarecorarer e noaoseonenne 1
1.2.Dogal Yogunluk ve Istatistiksel YakinsakliK.....oveueerenreuenrneonenens 3
1.3. istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesdro Yakinsakhk «oooeeeeennene. 5
1.4. Lakunary Dizileri co..viiiiiiiinereieioreesocessoconancassvesosasccane 8
1.5. Kuvvetli Hemen Hemen Yakinsakhik . ..oovrviveeinororonoonevecssones 11
1.6. Fark Dizi Uzaylari c..cvovtiirtieiriiectosscosnscsessoscascccsssnssseoss 13
1.7. Orlicz Fonksiyonlari ve Bu Fonksiyonlar ile Tamimli Dizi Uzaylar:i..... 15
iKiNnci BOLUM

ORLICZ FONKSiYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI DiZi UZA-

YLARI VE ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK ...... Ceeerernenenen ceeenas .18
2.1. Np[A, M,p,q,u]y,Ng (A, M,p,q,ul; ve Ng[A, M,p,q,u],, Dizi Uzaylarimn Baz
[0 3772 11113 U= 18
2.2. Ay~ Lakunary Istatistiksel Yakinsaklik........... Crevesecsenestoesressaann 26
KAYNAKLAR ¢ iitetieteteanrassacsoeoesesacaasssacnsascsessonsessncsnes 29

I



SIMGELER LiSTESI

N : Dogal sayilar ciimlesi

C : Komplex sayilar ciimlesi

R : Reel saylar ciimlesi

lo : Komplex terimli simirh diziler uzay:

¢ : Komplex terimli yakinsak diziler uzay:
co : Komplex terimli stfira yakinsak diziler uzay:
w : C tizerinde tammh biitiin diziler uzay:
4(K) : K kiimesinin yogunlugu

h.h.k. : Hemen hemen her k icin

8 : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

Sy . Sifira istatistiksel yakinsak diziler uzay1

01 : Ceséro yakmsak diziler uzay1
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Yiiksek Lisans Tezi

Orlicz Fonksiyonlar: ile Tammli Bazi1 Yeni Dizi Uzaylan

Beyhan KOYUNBAKAN
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Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Bolimii
2005, Sayfa : 30

Bu ¢aligma iki bolim olarak diizenlendi.

Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verildi. Ayrica istatistiksel yakinsaklik,
Ceséro toplanabilme kavramlan tammlamp bu kavramlara iligkin bagintilar incelendi ve
hemen hemen yakinsakhik, lakunary dizileri ile fark dizilerinin bilinen baz1 6zellikleri ver-
ildi.

Ikinci béltimde; bir Orlicz fonksiyonu ve bir yarn norm kullanarak yeni ti¢ tip fark dizi
uzay1 ve Ag— lakunary istatistiksel yakinsakhk kavram tanimland: ve bu uzaylara iligkin
bir kag tzellik verildi.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzayi, Orlicz fonksiyonu, Cesdro toplanabilme
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This thesis has been arranged as two sections.

In the first section main definitions and theorems were given. In addition, the concepts
of statical convergence and Cesdro summability were defined and some relations related
to these concepts were examined. Some known properties of the almost convergence,
lacunary sequences and difference sequences were given.

In the second section, by using an Orlicz function and seminorm, three new difference
sequence spaces and the the concept of Ag—lacunary statical convergence were defined

and some relations related the concepts were given.

Key Words: Sequence space, Orlicz function, Cesdro summability



L.BOLUM
1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1.1 X # @ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: X xX—-Xve.:KxX—-X

fonksiyonlar: agagidaki ozellikleri sagliyorsa X climlesine K cismi tizerinde bir vektor (li-
neer) uzay ad1 verilir.

L)z+y=y+z

L2) (s+y) +2=3+(y+2)

L3) 240 = z olacak gekilde 0 € X vardur.

L4) Her z € X igin z + (—z) = 0 olacak sekilde bir (—z) € X vardir.

L5) lz==z

L6) Mz +y)=Az+ My

L7) A(pz) = (Au)z

L8) (A+p)z = Az + pz [1].

Tanim 1.1.2 X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. |.[| : X — R fonksiyonu
agagidaki ozellikleri saglhiyorsa ||.|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||.]]) ¢iftine de
bir normlu uzay denir.

N1) ||z} = 0

N2) ||lz]| =0 z=46

N3) llaz|| =lol ||zl ,a € K

N4) flz +yll < ll=ll + llylf [2].

Tamm 1.1.3 (X, ||.{|) bir normlu uzay ve z = (z5), X ’de bir dizi olsun. Eger Ve > 0

icin m,n > ng iken

Zm — 2all <&
olacak sekilde bir ng = ny(e) € N varsa (z,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [2].

Tanmm 1.1.4 (X, ||.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya

tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.

Tanmim 1.1.5 (X, [{||) bir normlu uzay ve bu uzayda z = (z,) dizisi verilsin. Eger

Ve > 0 sayisina karsilik Vn > ng igin



lzn — sl <€

olacak sekilde bir ng = ng(e) € N varsa z = (z,) dizisi s ’ye yakinsaktir denir ve lim, =, =
s yazilir.
Bu galigmada kompleks terimli tim z = (zx), (k = 1,2,3,...) dizilerinin ciimlesini w

ile gosterecegiz. w uzayr x = (zx),y = (yx) ve a bir skaler olmak tizere

z+y = (Tr+yr)

az = (azry)

geklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayimna bir

dizi uzayr denir. Bu ¢aligmada sik sik kullanacagimiz

e = {m =z sup x| < oo}
k

siurh,

c= {x =2z : lillcrnzk mevcut}

yakinsak ve

c0={m=mkzlil£nwk =0}

sifir diziler uzay1

]l = sup x|
k
normu ile birer Banach uzayidir.

Tamm 1.1.6 X bir dizi uzay: olsun. X aymi zamanda bir Banach uzay1 ve

76: X - C,(z) = 2, (k= 1,2,...)
déniigiimt stirekli ise X ’e bir BK— uzayt denir [3].

Tamm 1.1.7 Tanim 1.1.2 de N1, N3, N4 gartlarinin saglanmas) durumunda X uzayina

yarmormlu bir uzay denir [2].



1.2. Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklk tanimi Fast [4] tarafindan kisa bir not olarak verildi. Schoen-
berg [5] istatiksel yakinsakhif: toplanabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel yakin-
saklifin baz temel] ozelliklerini verdi. Her iki yazar da sinirl istatistiksel yakinsak bir
dizinin Cesédro toplanabilir oldugunu ifade ettiler.

Bu béliimde istatistiksel yakinsak diziler, lakunary dizileri ve lakunary istatistiksel
vakinsak dizilerin bilinen &zellikleri incelenecektir.

Bir K C N ctimlesindeki z’ e egit yada z ’ten daha kii¢iik olan pozitif tamsayilarin
say1s1 K (z) ile gosterilsin. Ornegin bir Kcitmlesi 2,4,6, ... ¢ift tam sayilardan olugursa
K(1) =0,K(2) = 1,K(6) = 3,K(7) = 3, K(3) = 3... dir. Gergekten z > 0 ise K(z) =
[2] dir. Diger taraftan K = (a;) ciimlesi i¢in K (a;) = j dir.

Tanim 1.2.1 Bir X ctimlesinin asimptotik yogunlugu

§(K) = lim inf KT(L"‘)

dir. £ dizisi bir limite sahip ise & 'nn dogal yogunlugu

5(5) =i

gseklinde tamimlanir. Eger §(K) = 0 ise K ciimlesine sifir yofunluklu cimle denir [6].

Teorem 1.2.1 K = (a;) sonsuz bir dizi ise bu taktirde;

§(K) = liminf z
=t

dir. Eger §(K) mevcut ise §(K) = ].175[1% dir [6].
spat (&) dizisi £ dizisinin bir alt dizisidir. Buradan

K g £
n k

lim inf
n a &

elde edilir. Eger n. > a; olacak gekilde bir tam sayi ve ar, K climlesindeki n’ den biiytik

en kiigiik tamsay: ise bu durumda ax—1 < n < ai ve

dir. Boylece



olur.

Tanum 1.2.2 Efer z = () dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir ctimle harig diger
biitiin & ’lar i¢in bir P 6zelligini sagliyorsa (zy) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini
sagliyor denir, kisaca h.h.k. seklinde gosterilir [7].

Sifir yogunluklu ctimle tanumindan esinlenilerek istatistiksel yakinsak dizi tammi agag-

daki gekilde verilebilir.

Tanim 1.2.3 z = (z;) komplex sayilarin dizisi olsun. Eger her € > 0 igin

.1
h},nﬁ He<n:lzp— ¢ >¢€} =0,

vani h.hk. igin |z — €] < € ise z = (zi) dizisi £ sayisina istatistiksel yakimsaktir denir.
S — limz = £ veya z — £(S) yazilir. Burada kitme sembolii disindaki dikey ¢izgiler
kitmenin eleman sayisim gostermektedir [7].

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. £ = 0 olmas: halinde Sy yani sifira

istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi elde edilir. Buna gére

S={:c——-(:z:k):lirrbn%[{kgn:]xk—£|26}|=0},

dir. Agikga goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru

degildir. Gergekten

1, k=m?, (m=12,3,..)
Tp =
0, k#m?

seklinde tanimlanan = = (z) dizisini gozoniine alalim. Her € > 0 igin

{k<n:lal 2 e}l S|k <n:oe A0} < Vi

oldugundan,

! . V7
—_ < M <7 — =
l{'llrln]{k_n z # 0} __11717'11 - 0



elde edilir. Bu § —limz = 0 demektir. Ancak bu dizi yakinsak defildir. Diger taraftan

loo ve S uzaylar birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten

vk, k=m? (m=1,2,3.)
Ty =
1, k#m?

(1,0,1,0...) dizisi sinurlidir, ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Bir dizi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir, yani S ~limz =£;, S —limz = {5 ise
4y = £y dir.

Teorem 1.2,2 S —limz =£;, S —limy =43 ve @ € R olsun. Bu durumda

i) §—limz=1/; ise S—lim(az)=al

if) S—limz=4¢;, S-limy=24iseS—lim(z+y)=~ + 4 dir [7].
Bu teoremden istatistiksel yakinsak diziler uzaymin lineer uzay oldugu anlagilir.

Tamim 1.2.4 ¢ > 0 olsun. h.h.k i¢in |z — zn| < € olacak gekilde bir N = N{(e) sayis1

var yani,

¥ ]
1111111-7; ke <n:jzg —zn| > €}
ise z = (zy,) dizisine istatistiksel Couchy dizisi denir [7].
Teorem 1.2.3 Bir z dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir [7).

Ispat Burada ”yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.”teoreminin ispatina benzer bir yol

takip edilecektir. S —limz; = € ve € > 0 olsun. Bu durumda h.h.k igin

€
lxk—fl < -2-

dir. Eger N, |zy — £] < § olacak sekilde segilirse

Il

zk — ZN| [z =L+ £L—zN| < |zKp — £+ |zN — 4

e € -
L -+ == .
< gtg=¢ (h.h.k igin)

elde edilir.

1.8. Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Yakinsaklik

Bu lkisimda, kuvvetli Cesdro yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasmndaki iligki

incelenecektir.



Tanmim 1.3.1 z = (z) ) kompleks sayilarin dizisi olsun. Eger
1 n
hﬁng ,;1 =4

olacak gekilde bir £ sayis1 varsa = dizisi £ ye Cesdro yakinsaktir denir. Cesdro yakinsak

dizilerin ciimlesi

1l s
01={x:(zk).117131-7—1;(%—@—Oenazblrflgln}

ile gosterilecektir [8].

Teorem 1.3.1 = = (xp ) dizisi £ sayisina yakinsak ise (zy ) dizisi £ ye o1- yakinsaktir
denir [8].

Teorem 1.3.2 S —limz = £ ve her k € Nigin |zz| < M ise 01 — limz = £ dir [7].

Ispat £ = 0 olsun o1 — lim = 0 oldugunu gosterelim. Bu taktirde

1 — it
Ezmk < EZliL‘H
k=1 k=1

1 n n
= = PR E P
1<k€n 1<kgn
lex|<e [eg}2e
1 1

< = = <n: >
< nne+nM[{k_'n |zx] > €}l

z dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan

1 n
hrrln?—l Z zp =0
k=1
elde edilir. Bu da ispati tamamlar. Teoremin kargiti dogru degildir. Gergekten z =

(1,0,1,0...) seklinde tamimlanan dizinin aritmetik ortalamasi % ye yakinsaktir. Fakat bu

dizi istatistiksel yakinsak degildir.

Tanim 1.8.2 z= (zj) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Efer

l n
im— PP —
llrxlnn Z lzg —£P =0
k=1
olacak gekilde bir £ sayis: varsa z dizisi £ ye kuvvetli p—Ceséro yakmsaktir denir. Kuvvetli

p—Ceséro yakinsak dizilerin ciimlesi,

1l » e
wp—{z;——(xk).hfrln;;l]xk—ﬁl —O,enazbu"ﬁlgm}



ile gosterilecektir [1]. p = 1 olmast durumunda wy uzay: |01} ile gosterilecektir.

Teorem 1.8.3 0 < p < oo olsun. Bu taktirde;

i) Bir £ sayisma kuvvetli p—Cesdro yakinsak olan bir dizi £ sayisina istatistiksel yakin-
saktir.

ii) Bir ¢ sayisina istatistiksel yakinsak olan simirh bir dizi £ sayisina ayni zamanda

kuvvetli p— Cesdro yakinsaktir [9].

Ispat 1) z € w, ve £ > 0 olsun. Bu taktirde;

n k(3 T
Dot = Y lm—t+ D e dP
=1 1<k<n 1<k<n

Izk—q<e lzk—qze

> Pl{k<n:|zg— £ >¢}

elde edilir. Bu § — lim z;, = £ demektir.

if) Smirh bir z = (zj) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ve K={|z||., + ¢ olsun.

Ayrica € > 0 verilsin. Her n > N; igin N;.’u

3 =

esuinaz () <z

olacak gekilde segelim ve

an{kgn:[mk—flz (g)é}

diyelim. Bu taktirde n > N, igin

1 k3 1 n n
sl P == _ pP _ P
nlek = Sl =P+l — 4]
k=1 k<n k<n
kELp k¢Ln

elde edilir. Buradan z = (zy,) dizisi £ sayisina kuvvetli p-Cesdro yakinsaktir.



1.4 Lakunary Dizileri

Bu kisimda lakunary dizisi kavrann tammlanacak ve Ny ile |01} arasindaki bagintilar
incelenecektir.

Tanmim 1.4.1 Pozitif tamsayilarmn artan bir dizisi § = {k,} olsun. Eger kp = 0 olmak
fizere r — o0 i¢in Ay, = k. — kr—3 — 00 ise 8 = {k,} dizisine lakunary dizisi denir {10].
6 = {k,} tarafindan belirlenen arahklar I, = (k,_1, k] ile gosterilecektir. Bu cahgmada

ke
o el =) lail
i=kr_1+1 i€ly

olarak alinacak ve uygunluk icin kisaca Y |x;| ile gosterilecek ve g = —kfi‘-"’_: olacaktir.
el
Tanim 1.4.2 Herhangi bir ¢ = {k,} lakunary dizisi icin

1
lim — zp— ¢ =0
i hrg;‘,l k=4
olacak gekilde bir £ sayisi varsa z dizisi £ sayisina kuvvetli lakunary yakinsaktir denir,

kuvvetli lakunary yakinsak dizilerin ciimlesi

1 .
No=<z= () :7p = — xr —£] — 0, en az bir £ igin
e{ () : v hr%:}k [ — 9}
ile gosterilir [10].
Ny uzay ||zlly = sup %Z {zx| | normu ile bir BK- uzayidir. Herhangi bir x € Ny icin
T I

£ = fly(z) tektir. Zo{z) = O ise bu uzayr N ile gosterecegiz. § = (2") olmas: halinde
Ny = |oy| dir ve yukarida verilen norm aligilmg norma denktir.

Teorem 1.4.1 {o1] C Ny olmas: igin gerek ve yeter gart lim inf.g, > 1 olmasidir [10].

ispat (Yeterlilik) Lim inf.q, > 1 ise yeteri kadar bilyilk r ler igin 1 + & < g, olacak
gekilde § > 0 sayis1 vardir. z € lo‘l’! icin

Ty = iZ}x-{-—-——l—ilx-[——l—kf fa:]
r h'r - 3 h‘ri,;l 3 hr : i

=1
_hfig ) B 1R
= m(@gml) . (kr_lg“"“')
yazilabilir. h, = k, — k,—1 oldugundan
ke 146 S |
A



elde ederiz. Boylece £ = Z jz;| ve &= 21 |z;] terimlerinin her ikisi de sifira yakinsar ve

z € Ny U elde edilir. Buradan lo1] € Ng bagintis: elde edilir.

(Gereklilik) Kabul edelim ki lim inf,.q, = 1 olsun. § lakunary oldugundan r; > rj_3+2
olmak tizere gl— <1+3ve g kr - - > j olacak sekilde § = (k) lakunary dizisinin bir (kr,)
-1
alt dizisini segebiliriz. z = (z;) dizisini

| { 1, iel, (G=1,23,.)
Z; =

0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde herhangi bir £ says: igin

—Z lzi— € =1-2¢, (=12,3,..)

1‘
711-

ve

=S loe - =1, r#r0G)

T
Ir
olur. Bundan dolay1 z ¢ Ny fakat  kuvvetli Cesdro yakinsaktir. Eger t yeteri kadar
biiyiik bir tamsayi ise krj—~1 <t < krjyye1 olacak gekilde bir tek j bulabiliriz. Buradan

+ hy., 1 1 2
x| < r]—l Sl g4 o ==
tzl WS J o3 7

=1 r,—l

yazabiliriz. ¢t — oo iken j — oo olur. Boylece z € [all olur.

Teorem 1.4.2 Ny C |o1] olmasi igin gerek ve yeter sart limsup, g, < oo olmasidir

[10).

ispat (Yeterlilik) Eger limsup, ¢, < oo ise her r > 1 i¢in ¢, < M olacak gekilde bir
M > 0 tamsayist vardir. z € Ng ve ¢ > (0 alindigmmda 7 = 1,2,3,... icin 7; < K ve
supr; < € olacak gekilde K > 0 ve R > 0 sayilarini bulabiliriz. Bsylece r > R olmak iizere

i2R
k._1 <t < k, olacak gekilde herhangi bir ¢ icin

‘Z lm‘tl = k___z lxz]

i=1
1
=% (Z z:] + )l + o+ Z;m)

L \7T I I

1 2 r
ky ke — k1 kr—kgr_1 kry1 —kgr kr —kry
= T1+ T2+ ...+ TR+ T + e+ ——7
By by C kr_1 R kr_1 At PR



k k-—k
< (sup'ri) LS (supn) ir ”RR
izl kr_1 i>R kr_1

kr
< K— +eM
kr—y

yazabiliriz. ¢ — oo iken k,—; — oo oldugundan %i 5] — 0 olur ve sonug olarak z € 09|
bulunur. =
(Gereklilik) Kabul edelim ki limsup, ¢- = oo olsun ve Ny uzayinda kuvvetli Cessro
yakinsak olmayan bir dizi olugturalim. Ilk olarak gr; > j olacak gekilde 8 = {k,} lakunary
dizisinin bir {k;} alt dizisini segelim ve z = (z;) dizisini
1 kya<i<oky §=1,28,.
HT { 0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

r _ k’rj—l < 1
B ey ko G-1

ver #rjise 7, = 0 dir. Béylecez € Ng dir. |o1]| de 0 ve 1 den olugan herhangi bir dizinin

kuvvetli limiti vardir, bu limit 0 veya 1 dir.Yukandaki z = (z;) dizisi ¢ = 1, 2, 3, wokr;, igin

1 ky, — 2kp._1 2%k, 1 2
I -7 | A B R S
kr;;l l k’l‘j k?‘j .7

olup bu ifade de 1’ yakinsar ve i = 1,2,3,...2k,_, icin
1 ki1 1
_ ’ >4 - -
2%, Xi:lm 2% =3

elde edilir. Buradan = ¢ |oy].

Teorem 1.4.3 § = {k,} bir lakunary dizisi olsun. Bu taktirde Ny = |o1| olmas: igin
gerek ve yeter gart 1<lim inf.¢, < limsup, ¢r < oo olmasidir [10].

Teorem 1.4.4 z € |o1]| NN ise bu taktirde £),,) = £y(z) dir [10].

Ispat =25, (), ¢ = £y(z) olsun ve £ # £ oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

1
‘fr+Tr=h—rZ’xi“£'+‘hl:Z|£‘”l =e-¢|>0
Ir I'r'

dir. z € Ny oldugundan 7, — 0 olur. Boylece yeteri kadar biiyiik 7 i¢cin o > % |£~ 2] dir.
Yeteri kadar biiyiik = * ler igin
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ke
1 1 kr — kp_
k—r;__l: lzi— 4 > P > | — ] = _k:—lar

dir. z € |o1| oldugundan sol taraf sifira yakinsar. Buradan ¢. — 1 elde ederiz. Boylece

N§ C ]0(1)] dir. (z ——E’) € Ng oldugundan (:c - EI) € lcr‘l)l dir. Boylece

¢
%Z ]:Jr:z — Z’] —0
4=1

olur. Buradan

t t
S w42 e~ > e~ £] >0
=1

i=1
elde edilir. ki bu bir celigkidir. Ciinkii soldaki her iki terim de sifira yakinsar. Dolayisiyla
£ = ¢ elde edilir.

1.5. Kuvvetli Hemen Hemen Yakimsaklik
Bu kisimda kuvvetli hemen hemen yakinsak diziler uzay: ile Ny uzay: arasinda kapsama

bagmtilarim inceleyecegiz.

Tanim 1.5.1 Bir z = (z;) dizisinin £ sayisina hemen hemen yakinsak olmasi igin gerek
ve yeter gart
mn

.1 .
h?];n;L Z (zi —£€) =0, m ye gore diizgiin

i=m+1

olmasidir {11].

Tanim 1.5.2 Bir z = (z;) dizisi verilsin. Eger

1 m+n
lim— Z |zi — £ =0, m ye gore diizglin
nn
t=m+1
ise z dizisi £ sayisina kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir {10].
Hemen hemen yakinsak dizilerin ctimlesi AC ve kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin

climlesi ise [AC] ile gosterilecektir. Asikar olarak ¢ C [AC] C AC C I dir.
Teorem 1.5.1 Her 6 lakunary dizisi igin [AC] C Ny dir [10].

Ispat = € [AC] ve € > 0 olsun. Bu taktirde

11



m+n
117?1; Z |z: —£€| <e, n>N, m=0,1,2,..

i=m+1
olacak gekilde £ ve N > 0 sayilar: vardir. 8 lakunary oldugundan r > R oldugunda
h, > N olacak gekilde bir R > 0 sayis1 segebiliriz. Buradan 7, < ¢ dir. Boylece z € Ny

olur. Simdi z = (=;) dizisini

R kr < k14 +/h, en az bir r icin
HT { 0, diger durumlarda
seklinde tammlayalim. Bu dizi kuvvetli hemen hemen yakinsak defildir. O halde z €
Ny \ [AC] dir.

Teorem 1.5.2 [AC] = NNy dir [10].

Ispat Ispat igin z ¢ [AC] iken = ¢ Ny olacak sekilde § = {k,} lakunary dizisinin var

oldugunu gostermek yeterlidir. z’in kuvvetli Cesdro yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu
taktirde

i
1
;Zm—a_»o

=1

olacak gekilde bir £ sayis: vardir. z ¢ [AC] oldugundan

m+n

-3;— Z ]xi—ﬂlze

i=m+1

egitsizligini saglayacak gekilde bir € > 0 sayis1 , her bir n > N ve m tamsayis! vardir. Bu

taktirde n, — oo ve

1 mr4n
. Z |z — € > &
T i=me+1

oplacak gekilde (m,) ve (n,) alt dizilerini segebiliriz. = € |o1| oldugundan m, — oo olur.

6 = {kr} nin lakunary dizisini agagidaki gekilde olugturalim.

12



k1 =mq,

ka =my+n1, kz=mgy, (mpy > 2k3),

kg =mpy +Nry, ks =Myy,  (Myy > 2k4),

kg = mpg + Mg, (my, > 2koi—2),
koi-1 = my,,

kai = mup; + 1y,

Bu taktirde & = {k.} nin lakunary oldugu agikardir ve r = 2j i¢in toplami, ¢ = m,, + 1

den i = m;; + Tr; Y€ kadar alirsak

1
TT=E;|:@—£{26

olur. Teorem 1.4.4 den z ¢ Ny olur.

1.6. Fark Dizi Uzaylan

Fark dizileri kavram ilk olarak Kizmaz (12] tarafindan tanimlandi. 1981 yilinda Kiz-

maz Az = (z — Tpy1) olmak lizere

lo (A) = {z=(21): Dz €ls},
c(A) = {z=(zx): Az Ec},
co (A) = {.’L‘ = (IL'k) Az € Co},

dizi uzaylarini tanimladi ve bu uzaylarin
lzlly = [z1] + |Az]ly,

normlu ile birer BK-uzay: oldugunu gosterdi. Et [13] ve Et, Nuray[14] ¢aligmalarinda
X herhangi bir dizi uzay: olmak tizere X (A) dizi uzayim agagidaki gibi tanimlayip baz

ozelliklerini verdiler.
Tamm 1.6.1 X herhangi bir dizi uzay: olsun. X (A) dizi uzayim
X(A) ={z = (zr) : (Az) € X}

V§eklinde tanimlayalim.

Simdi X (A) ’nin birkag zelligini verelim.
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Teorem 1.6.1 X bir lineer uzay ise X (A) de bir lineer uzaydir [14].
Teorem 1.6.2 X CY ise X (A) C Y (A) dir [14].

Teorem 1.6.3 X bir vektor uzay:1 ve A C X olsun. A konveks ise A(A), X (A) de
konvekstir [13].

Teorem 1.6.4 X, ||-|| normu ile bir Banach uzay: ise X (A)
lzlla = 25| + | Az]]
normu ile Banach uzayidir [14).
Teorem 1.6.5 X ayrlabilir ise X (A) de ayrilabilirdir [13]
Sonug 1.6.1 cg (A), c(A) ve £, (A), (1 £ p < oo) ayrilabilirdir {14].
Tanun 1.6.2 z = () kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 igin
1i E E<n:|Az—£|>¢€}|=0
m I |{k<n:|Az— £ 2} =0,

yani h.hk. igin |Azg — €] < € ise z = (zp) dizisi £ sayisina A—istatistiksel yakinsaktir.
A—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S (A) ile gosterilir. £ = 0 olmas: halinde Sp (A),

yani sifira yakinsak dizilerin uzay: elde edilir [15].
Sonug 1.6.2 S (A) lineer uzaydir [14].
Tanim 1.6.3 z = (zi) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say: olsun. Eger
1 n
. = P —
lim = ; |Azy, — £ =0

olacak gekilde bir £ sayis1 varsa z dizisi £ ye kuvvetli A—Cesdro yakinsaktir denir.
Kuvvetli A—Cesdro yakinsak dizilerin ctimlesini
1 n
wp (A) = {ac = (zk) : hgng kz_:l |Azg ~£P =0, n — oo, en az bir £ i(;in}

ile gosterecegiz. z € wy (A) olmas1 durumunda i, — £ (w, (A)) yazacagiz [15].

Teorem 1.6.6 p € R, 0 < p < oo olsun.
1) zp — £(wp (A)) ise 2, — £(S (A)) dir.
i) z € Lo (A) ve zi — L£(S (A)) ise zx — £ (wp (A)) [15].
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Sonug 1.6.3 1) SNl C S(A) Nl (A)
i) S(A) Nloo (A) = wp (A) Nlso (A) [14].

Tamm 1.6.4 z = (zx) € w olsun. Efer her € > 0 igin
1
1im; Hk<n:|Az,—Azy| > €} =0
n

olacak gekilde bir N = N (g) sayis1 varsa z = (zj) dizisine A—istatistiksel Cauchy dizisi
denir. [14].

Teorem 1.6.7 Eger z = (z;) dizisi A—istatistiksel yakinsak ise z = (x}) dizisi A—istatistiksel
Cauchy dizisidir [14].

Teorem 1.6.8 y = (y), A—istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger z = (zi), h.h.k.
icin Azy, = Ay, olacak sekilde bir dizi ise z de A—istatistiksel yakinsak bir dizidir [14].

1.7. Orlicz Fonksiyonu ve Bu Fonksiyon Yardimmyla Tanimlanan Dizi Uza-

ylar:

Tanim 1.7.1 M : [0,00) — [0,00) seklinde tamimlh siirekli, azalmayan, konveks ve
M@O) =0,z > 0igin M(z) > 0, z — oo iken M (z) — oo sartlarimi saflayan M
fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir.

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

T

M(z) = / p(t)dt
0
integral formunda yazilabilir. Burada M nin gekirdegi olarak bilinen p, £ > 0 i¢in sagdan

ttirevlenebilir, P(0) = 0, t > 0 i¢in p(t) > 0, p azalmayan ve t — oo iken p(t) — oo dur.

Bir Orlicz fonksiyonu verilmig olsun ve

q(s) =sup {t: p(t) < s}

olsun. Bu taktirde

N(z) = '7.q(s)ds
0

seklinde bir N fonksiyonu vardir. Burada ¢(s), p(t) nin ttim 6zelliklerine sahip olan N
nin gekirdegidir. Agikga N bir Orlicz fonksiyonudur. Bu gekildeki M ve N fonksiyonlar:

birbirinin tamamlayicisi olarak adlandirilir.
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{z;} reel dizilerinin,

lM={sc€w:ZM<1—a;i|><oo, enazbirp>0icin}

k=1

uzayi

] =:inf{p >0: iM('ip’“—‘) < 1}

k=1

normu ile bir Banach uzay: olur ki bu uzaya Orlicz dizi uzay1 denir [16].
Tanim 1.7.2 p = (pg) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Agafidaki dizi

uzaylarim tanimlayalim.

oo
Iu(p) = {x Ew: z:(M(%))i"’c < oo, en az bir p>0 igin}
k=1

o0
W(M,p) = {w Ew: %Xz(M(Ix—kp:—ﬁ))Y"’c — 0, n — oo iken, baz1 £, p > 0 igin}
k=1

oC
Wo(M,p) = {x Ew: %Z(M(Ix—l:,))p’e — 0, n — oo iken, baz1 p >0 igin}
k=1

Woo(M,p) =Sz €w: supl Z(M(M))p" < 00, baz1 r > 0 igin
» M4 P

Tium k lar igin pr = 1 oldugundan {p(p) = Iy olur. M(z) = z oldufundan sirasi
ile yukarida tammh uzaylar [C,1,p], [C,1,pl,, [C,1,p],, olur. Tim k lar igin pr = 1
oldugundan W (M, p), Ws(M, p), ve Weo (M, p) uzaylart W (M), Wo(M), ve Weo (M) olarak
gosterilir {17].

Bu kisimda I37(p) ile ilgili bir kag sonug verecegiz.

Teorem 1.7.1 H = sup p; ise lp(p) komplex sayilar kiimesi C iizerinde bir lineer
uzaydir [17]. ¢

Teorem 1.7.2 i3/(p),

g(z) = inf {p%}r“ : <Z(M(li:l)”") <ln= 1,2,...}
k=1

ile bir paranormlu uzaydir. Burada H = maz(1,sup pi) olur [17].
k

Teorem 1.7.3 1 < pp, < 0o olsun. Bu halde I/(p),
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k=1

g(z) = inf {p‘%" : (Z(M(’-“;il)m) ) <1l,n=1,2, }

ile tam paranormlu uzaydir [17].

Teorem 1.7.4 Her k igin 0 < p, < gz < 0o olsun. Bu durumda

u(p) & lu(q)
olur [17].

Teorem 1.7.5 (pg) smurh olsun. W(M,p), Wo(M, p), ve Weo(M,p) uzaylar lineer
uzaylardir [17].

Teorem 1.7.6 0 < pp < g ve (%i) simirll olsun. Bu durumda

W(M,q) € W(M,p)

olur [17].
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2. BOLUM
ORLICZ FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI DiZi UZAYLARI VE
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

2.1. Ng[A,M,p,q,uly,No[A, M,p,q,u]; ve Ng[A,M,p,q,u],, Dizi Uzaylarinmn
Bazi Ozellikleri

Bu boliimde bir Orlicz fonksiyonu, bir ¢ yar1 normu ve bir u = (ug) ¢arpim dizisi kul-
lanarak Np [A, M, p,q,u}, , Ng[A, M,p,q,uly ve Ng[A, M, p,q,u],, dizi uzaylarmi tanim-
layip bazi ozelliklerini verecegiz. w(X) ile tiim vektér deferli dizilerin kiimesini gostere-

cegiz.

Tamum 2.1.1 M bir Orlicz fonksiyonu, (X,q) bir yar1 normlu uzay, p = (p) reel
sayllarin artan bir dizisi, # bir lakunary dizisi ve u = (u;) skaler sayilarin herhangi bir

dizisi olmak tizere agagidaki dizi uzaylarim tanimlayalim.

¥ Azi — P
Ng[A,M,p,q,uh:{me hm——z M(q (W))] = 00, en az bir E,p>0i<;in}

kEIr

kel

P
Ng[A,M,p,q,u]ooz{mew suphTZ[ ((’&?ﬂ))] < 00, ena.zbirp>0'1(;in}.

kel
Eger M(z) = z ,Vk € Nigin p; = p ise bu uzaylar Ny [A, q,u]y, Np [A, q,u]; ve Ny [A, q,4]

r A P
No[A,M,p,q,uly = {ccew(X) hmh—z M(q <uk_p:c£))] =0, enazbirp>01gin},

ile gosterilir.

H = (1,sup, px) ve C = max (1, 2H_1) olmak iizere
lak + 0] < C (lax™ + [b6]™)

ve
AP < max (1,3
esitsizlikleri caligmanin ilerleyen kisimlarinda sik sik kullanilacaktir.

Teorem 2.1.1 p = (pg) skt bir dizi olsun. Ng[A, M,p,q,uly, Ng[A, M,p,q,u], ve

Ng [A, M, p,q,u],, uzaylar: C kompleks sayilar kitmesi tizerinde bir lineer uzaydur.

ispat z,y € Ny [A,M,p,q,u]; ve o, B € C olsun. Bu taktirde

Pr
i (2] -
e e P1
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ve

=¥ )
lim — M —_ =0
T”l*%h”r,;fr[ (q( P2

olacak gekilde p; ve p, sayilar: vardir. p3 = max(2|al| p;,2|8| p2) olarak tammlansmn. M

azalmayan, konveks ve A lineer bir operatr oldugundan H = sup pi, ve C = maz(1,2H71)
k

olmak fizere A o) )
upA(azk + *
e (o (2205 ) )
Pk
<io 3 (o ( )
A E A

kel

LB () ()

7‘

<op e ()] +on g b (o5 -0

oldugundan Np [A, M, p, g, u], uzay: lineer uzaydir. Ny [A, M,p,q,ul,ve Ny [A, M, p, q,u]

[e o]
uzaylan i¢in benzer bir ispat yapilir.

Teorem 2.1.2 H = max (1,sup; pi) olmak tizere

N9 [AaM)pa%u]() 7N9 [A7M:p7 Q7u’]1 7N9 [AaMyp7 q, 'LL]OO

n=1,23,..
g(m):inf{pp"/H:sup [M (q <M>)] <1 }
k>1 p k=1,2,3,..

ile paranormlu uzaydir.

uzaylan

Ispat z € Ny [A, M, p, q,1],, olsun.

9(z) 20, g(z)=g(-z), g(6) =0
olur.

(zr), (yx) € No[A, M, p,q,u],, olsun. p; > 0 ve py > 0 olmak tizere

k>1 P1

sup M (q (————ukAyk)> <1
k21 P2
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olacak gekilde p; ve py pozitif sayilar1 vardir. p = p; + p, olsun. O zaman

sup M (q (A (upzr + w::%))) <P o (q (ukllxk))+ P2 oM (q (ukAyk>)
k1 p P11+ P2 k1 1 P1 -+ P2 k1 P2

olur. Boylece

glz+y)<glz)+g)

oldugunu elde ederiz.

Son olarak skaler carpumin stirekli oldufunu ispatlayalim. A sifirdan farkli bir say1

olsun.

k>1

g (Az) =inf{p”"/H:supM(q (M)) < 1,p>0ven€N}

=inf{pP”/H:supM<q()\—u%%)) Sl,p>0veneN}

k=1

= inf {('r AP H : sup M (q (ukka>) <l,r>0vene N}
k21

Burada r = £ dir. Béylece teorem ispatlanmus olur.

Teorem 2.1.8 M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pg) dizisi smirli olsun. Bu taktirde
Ng[A, M,p,q,uly C Ng A, M,p,q,u]; C Ng[A,M,p,q,u],, ve bu kapsama kesindir.

ispat Ng[A,M,p,q,ul, C No[A,M,p,q,u]; kapsamas: agiktir. Ng[A, M,p,q,ul; C
Ng [A, M, p,q,ul,, oldugunu gosterelim. = € Ng[A, M, p, q,u]; olsun. Bu durumda

— Pi
m = 3 |a (g (HEZEZE =0
r_)ooh"kelr P1

olacak gekilde en az bir pozitif p; sayisi vardir. p = 2p; olarak tanimlayalim.

1 ukA:c;c))r’“ 1 [ ( (ukA:rk—e-l-E) 17%
sup — M == = sup — M —_
P [ (q ( p = R ,; ! p _

kEIr )
Pk
< SHPLZL M(q (ukA:ck—E)>] +Sup_1_Z_1_ [M (q (i))
I R P1 r he o b1/ /]
C ukAxk——é P C ¢ P
<o 3 [ (a(22E) [ 30 [ (o))
r b kel, P1 r he kel, P1
' _ Dk o
<sup%Z[M(q(M>>] +Cmax(1, M(q(i) ] ) < 00
T Y ke, P1 p1

elde ederiz. Boylece z € Np [A, M, p, q,u], olur.
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Bu kapsamanin kesin oldufunu gosterelim. 6 = (27), M(z) = z, ¢(z)
ke Niginpp =1veu=(1,1,1,...) olsun. z = () dizisini

B k=m?
Azp = vk "
0, k#m?

olarak tamimlayalim. Bu taktirde z € Ny [M,p, q,u], \No [M,p, q,u]; dir.
Teorem 2.1.4 M bir orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde
i)Ng [M,q}; C Ng[A,M,q];
i) No [M, ]y C No [A, M, g,
i) No [M,qlo C No[A, M, g,
ve bu kapsamalar kesindir.

Ispat i) 2 € Ny [M, q]; olsun. Bu taktirde

s ()] -

dir. Diger taraftan M azalmayan ve konveks oldugundan

o (o (2%7))
< 2 P (o (52))
<m 2 (o) 45 2 (o (%2))] o

olur. O halde z € Ng[A, M, q|, dir.

| B— )

Kapsamann kesin oldugunu géstermek icin agagidaki érnegi inceleyelim.

= |z| ve her

X =C, q=lz|, M (z) =z, 8§ = 2" olsun. Bu taktirde z = (k) € Ng[A, M, g}, fakat

z = (k) ¢ No[M, ], dir

i) * € Ng[M, g], olsun. Bu taktirde

s> o ()] =0

dir. Diger taraftan M azalmayan ve konveks oldugundan

w2 P (5)
<SGz b (5)]
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olur. O halde z € Ny [A, M, g, olur.

Kapsamamnn kesin oldugunu géstermek igin agagidaki drnegi inceleyelim.

X =C, g=|z|, M(z) =z, 6 = 2" olsun. Bu taktirde z = (1) € Np[A, M, q], fakat
z = (1) ¢ Ny [M, g, dur.

114} ¢ € Np [M, g, olsun. Bu taktirde

=S ()] <

dir. Diger taraftan M azalmayan ve konveks oldugundan

w0 (5)
<3 Gz e (5)) <=

olur. O halde z € Ny [A, M, q]_, olur.

Kapsamanin kesin oldugunu géstermek icin agagidaki drnegi inceleyelim.

X =C, q=|z|, M(z) =z, 6 = 2" olsun. Bu taktirde z = (k) € Ny[A, M, q],, fakat
z = (k) ¢ Ng[M,q|, dir.

Teorem 2.1.5 M; ve My iki Orlicz fonksiyonlar: olsunlar. Buna gére

i) No[A, M1,p,q,u]y N Ny [A, Ma,p, q,uly C Ny [A, My + My, p,q,u),

i) Np[A, My1,p,q,u}; N Ng [A, Ma,p,q,u); C Ng[A, My + My, p,q,u],

iii) Ny [A, M1, p,q,ul N Np [A, My, p, q,u], C Ng[A, M1+ Ma,p,q,u],, dir.

Ispat i) z € Ny [A, M1,p,q,u]y N Ny [A, Ma, p, g, u], olsun. Bu taktirde r — oo igin

Pr
o (o (257))] -0
b el, p

P
w3 (o (252))] o
he kel,
dir. Buradan

jose (o (252))] <o (o (252 o (*52) )

elde ederiz. k € I, tizerinden her iki tarafin toplami alimr ve 3~ 11e carpilirsa

w2 e (o (%52))]" = 2og (2=
o3 (o (45%))]"

kel

ve
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elde edilir. Bu da ¢) sikkini ispatlar.

Teoremin diger gsiklar: da benzer gekilde yapilabilir.

Teorem 2.1.6 0 < pj; < i ve (5&) smirk olsun. Bu taktirde
i) No[A,M,r,q,u]; C Ng[A,M,p,q,ul,

it) Ng [A, M,r,q,u]y C Ng[A, M,p,q,u],

ii1) Ng[A, M,r,q,u],, C Ng[A, M,p,q,u], olur.

Ispat i) z € Ny [A, M, 7, q, u]; olsun. Bu taktirde r — oo igin

EEl e
- (o229

ve Ap = 2= diyelim. Bu taktirde 0 < A\ <1 dir. A say1s1 0 < A < A < 1 olacak gekilde
Tk

olur. Her k& € N i¢in

bir say1 olsun. Simdi (sg) ve (vg) dizilerini
wr wg =1
sk =
0 wr<l1

0 wp>1
g =
wr we <1
seklinde tamimlayalim. Bu durumda wi = s; + v ve wi‘ = sk + vk" dir. Buradan

si" < s < wy ve 'u,)c"‘ < vfc‘ olur. Boylece

) ST STEL D I

kelr kEIT T kel

olur. Simdi her bir r i¢in Holder egitsizliginden

ey () (&)

he kel kel,

yazabiliriz. Boylece

fpeeipe b

T kel kel T kel
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Buradan ¢ € Ng[A,M,p,q,u]; elde edilir. (%) ve (i) giklar1 da benzer gekilde ispat-
lanabilir.

Lemma 2.1.7 liminf, ¢, > 1 ve § = {k,} bir lakunary dizisi olsun. Bu taktirde
herhangi bir M Orlicz fonksiyonu igin

1) wA, M,p,q,ulg C Nog[A, M,p,q,uly

i) wlA, M,p,q,ul; C Np[A, M,p,q,ul;

i) w{A,M,p,q,ul,, C Ng[A, M,p,q,u],

dir. Burada

L1 upAzg — L\ \ 17" ) .
w[A, M,p,q,u], = mz(mk)nlggogz M{q — =0 en az bir £,p > 0 igin
k=1

n P
wA,M,p,q,uly = {a:z (zk) nlingoiz [M (q (@))J =0enazbirl,p>0 igin}

k=1

C Pk
wlA,M,p,q,u], = {cc = (o) :sup%z [M (q (u—k%—IC—))} < ocoen az bir £,p>0 igin}

" k=1
ispat w[A, M,p,q,uly C Ng[A,M,p,q,u], oldugunu géstermemiz yeterlidir. Diger

bagintilar benzer olarak yapilabilir.
lim infrq. > 1 olsun. Bu taktirde her r > 1 ler i¢in ¢, = (Ek_f—l) > 144 olacak gekilde
bir § > 0 vardir. z € w[A, M, p,q,u], olsun. Bu taktirde

et B

=s;gw<q<%>ﬂ>>} O
(L CET) A (S Bl

yazilabilir. h, = k. — k,—1 oldugundan %Tﬂ < —'g— ve k;; < % yazilabilir.

ve




terimlerinin her ikisi sifira yakmsaktir. Dolaysiyla r — oo icin A, — 0 olur. Boylece
z € Ng|A, M, p, q,ul, olur.

Lemma 2.1.8 limsup, g, < 00 olmak tizere § = {k,} bir lakunary dizisi olsun. Bu
durumda herhangi bir M Orlicz fonksiyonu icin

i) Ng[A, M, p,q,ulg Cw[A, M,p,q,ul,

i) Np[A, M, p,q,u); Cw(B, M,p,q,u]

i) Np A, M,p,q,ul, Cwl[A, M,p,q,4],,

dir.

Ispat Ny [A, M,p,q,uly, C w[A,M,p,q,u], oldugunu gésterelim. Digerleri benzer
sekilde gosterilebilir. Eger lim sup, ¢, < co ise yeteri kadar biiytik r ler igin ¢, < B olacak
gekilde B > 0 vardir. z € Ny [A, M, p,q, 4l ve € > 0 olsun. Her j > R igin

Pr
w=g 2 (o (552))] <
T kel; P

olacak gekilde R > 0 vardir. Ayrica j = 1,2,3,... icin A; < K olacak gekilde K > 0
bulunabilir. Simdi r > R olmak tizere k3 < m < k, olacak gekilde bir m tamsays:

I ()
e E ()

(B ) B ()]

3

=i B e () A e e (e () e

kely
) 23
+kR kR— (kr—kp-1)" 2[ ( (&?ﬁ))] + i
kelp
Pk
gt ()
kel e
_ ko ko — k1 kr —kp—1 krii —kr kr — kr
= kr_1A1+ P —~—As+ ...+ P Ap + P A1+ .o+ —— s .A
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kg kr — kg
< |supd; + | sup 4;
(jzli) J) kr1 (_7‘2}% 3) k1

kg
k’r—l

olur ki burada m — oo iken k,_; — oo oldugundan

LB

olur. Sonug olarak z € w (A, M, p, q,u], elde edilir.

< K +eB

2.2. A,;— Lakunary Istatistiksel Yakinsakhk

Bu bslimde 8 = (k) lakunary dizisi ve A operatoriinii kullanarak A,— lakunary
istatistiksel yakinsaklik kavramini tammlayip Sg (A, ¢, w) dizi uzay: ile Ny [A, M, p, q,u};
dizi uzay: arasinda birkag bagint: verecefiz.

Tamm 2.2.1 z = (z;) herhangi bir vektor deferli dizi , ¢ bir yarmorm § = (k,) bir

lakunary dizisi olsun. Ve > 0 igin

.1
TIEEOE; {k €l :q(urAzr—£) > e} =0

ise z = (z) dizisine A,— lakunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Ag— lakunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzayim Sp (A, g, u) ile gosterecegiz. Eger
z € Sp (A, gq,u) ise
zr — £ (Sy (A, q,u))

yazacagiz.
Teorem 2.2.1 0 < p < oo olsun. Buna gore
i)z — £(Ng[A,q,u)y) ise zr — £(Sg (A, g,u)),
1) T € loo (A, q,u) ve o — £(Sp [A, g, ul) ise zx — L (Ng [A, q,u]y),
11%) loo (A, g, u) N Sg (A, q,u) = oo (A, q,u) N N (A, q,u]4
dir.
Ispat i) € > 0 ve (zx) € Ny [A, g,u); olsun. Buna gére
Z lg (uAzy — O > |{k € I; q (ugAzp — £) > e}| €f
kel-
yazilabilir. Boylece z, — £(Sp (A, g,u)) dir.
1) T € oo (A, q,u) , zx — £(Ss (A, q,u)) olsun. Bu taktirde g (upAzg) +g(f) = K
olacak gekilde bir K > 0 sayis1 vardir. € > 0 verilsin. N; € N ve her r > N, igin

%erh:q(%m’k‘@ = (g)%}

26
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olacak gekilde secilsin ve L, = {k: €I, : q(ulAze —£) > (§) } diyelim.
Simdi titm r > N, ler icin
1

P Z (urAzy — z g (ukAz — ) + h'r > lg(wedz — o)

kel IceLr k¢L.

<%(£§—p)K”+£;hr(§)=s

yazilir. Boylece zp, — €Np [A, g, u); elde edilir.
(i9) sikk (7) ve (%) den elde edilir.

Teorem 2.2.2 M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde
N9 [A: M,p: q, u]l - 59 (Aa q, u)
Ispat z € Ny [A, M, p,g,u]; olsun. Buna gére r — oo oldugunda

a5

dir. € > 0 verilsin. H = sup pg ve h = inf p; olsun. Bu taktirde
k

(U

1 ukAa:k—Z)\)]p" 1 [ ( (ukA:ck—Z))]p"
- = M (qH2ZC y = M(qH2%—0
w o P D (5
g(ur Az, —0)>e qlup Az, —L)<e
_ Pr
o n o p((™5)
T kel, P

qlurAz—E8)>e

>h Y ME@M =

kel
g(upAz—)>e

1 . h H
2w X min {[M (1)), 1M (e1))" |
q(upAzy—)>e

1
> -k € I q(wa ~ ) > e} min {[M (@), [M ()] |
olur ki, bu da z € Sy (A, g, u) oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.3 M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde

SG (Aa q’u) mloo (Aaq,u) = N9 [A)M)Qau]l Nleo (A)q;u)

27



dir.
Ispat Teorem 2.2.2 den

89 (A7Q)u) mlOO (A7Q7u) g N9 [A)Maqau]l nloo (A,q,U)

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

yr = upAzy — £ — 0(Sy(q)) olsun. (z) € le (A, ¢,u) oldugundan tiim yy lar igin

(o)) <%

olacak gekilde bir K > 0 sayis1 vardir. Buna gtre her 7 € N ve € > 0 igin

e Glsn £ wb(B)n T k()

q(ukAzk—£)>s q(ukA:ck—Z)<e

< .f_r {k € Ir;q (ue) 2 ep}| + M (9

yazilabilir. Buradan z € Ng [A, M, g, ul; Nl (A, g, 1) elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.
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