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ÖZET

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde temel tan¬mlar ve teoremler ifade edilmi̧s, Fibonacci say¬lar¬ ile

ilgili bilgi verilmi̧s ve bu konuda yap¬lan çal¬̧smalara yer verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde yeni bir band matris kullan¬larak 1 ·  · 1 olmak üzere ( ~ )

dizi uzay¬ tan¬mlanm¬̧s, bu dizi uzay¬n¬n baz¬ topolojik özellikleri incelenmi̧s ve bu dizi

uzay¬ ile ilgili baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ sunulmuştur.

Üçüncü bölümde ( ~ ) dizi uzay¬n¬n ¡, ¡ ve ¡ dualleri incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde ( ~ ) dizi uzay¬ndan 1, , 0 ve 1 uzaylar¬na olan matris

dönüşümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Son bölümde ise ( ~ ) dizi uzay¬n¬n baz¬ geometrik özellikleri incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylar¬, Matris dönüşümleri, ¡, ¡ ve ¡ dualler,

Konvekslik.
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SUMMARY

Some New Sequence Spaces De…ned By The Double Band Matrix

This study consists of …ve chapters.

In Chapter 1, we give some fundamental de…nitions and theorems and give some

information about Fibonacci numbers and present the works done on this subject.

In Chapter 2, we de…ne the ( ~ ) sequence space, where 1 ·  · 1 by using a

new band matrix and we examine some topological properties of this space. Finally,

we give some inclusion relations about this space.

In Chapter 3, we investigate the ¡, ¡ and ¡ duals of the space ( ~ ).

In Chapter 4, we analyze the matrix mappings from the space ( ~ ) to the spaces

1, , 0 and 1.

In the last chapter, we give some geometrical properties of the space ( ~ ).

Keywords: Sequence spaces, Matrix mappings, ¡, ¡ and ¡ duals, Convexity
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ simgeler, aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuştur.

N : Do¼gal say¬lar cümlesi

R : Reel say¬lar cümlesi

C : Kompleks say¬lar cümlesi

1 : Kompleks terimli s¬n¬rl¬ diziler uzay¬

 : Kompleks terimli yak¬nsak diziler uzay¬

0 : Kompleks terimli s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

 : ¡ mutlak yak¬nsak seri teşkil eden dizilerin uzay¬

1 : Mutlak yak¬nsak seri teşkil eden dizilerin uzay¬

 : S¬n¬rl¬ seri teşkil eden dizilerin uzay¬

 : Yak¬nsak seri teşkil eden dizilerin uzay¬

 : Kompleks veya reel terimli tüm dizilerin uzay¬
! : Zay¬f yak¬nsama


0

: Sürekli dual uzay


00

:  uzay¬n¬n ikinci duali

 :  cümlesinin çap¬

 :  Banach uzay¬nda birim küre

dim :  uzay¬n¬n boyutu
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1. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tan¬m 1.1.  6= ? bir cümle ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olmak üzere

+ :  £ !   :  £ ! 

fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa,  cümlesine  cismi üzerinde bir vektör

uzay¬ (lineer uzay) ad¬ verilir. Her    2  ve her   2  için

i) +  =  + 

ii) (+ ) +  = + ( + )

iii) Her  2  için +  =  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

iv) Her bir  2  için + (¡) =  olacak şekilde bir (¡) 2  vard¬r.

v) 1 = 

vi) (+ ) = + 

vii) (+ ) = + 

viii) () = ()

dir [1].

Tan¬m 1.2.  boş olmayan bir cümle olsun.  : £ ! R fonksiyonu a̧sa¼g¬daki

şartlar¬ sa¼gl¬yorsa  ye  üzerinde bir metrik ve () ikilisine de metrik uzay denir.

Her    2  için,

M1) ( ) ¸ 0 ve ( ) = 0,  = ,

M2) ( ) = ( ),

M3) ( ) · ( ) + ( )

dir [1].

Tan¬m 1.3.  ,  cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

kk :  ! R+

 ¡! kk

dönüşümü a̧sa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme  üzerinde bir norm ve ( kk)

ikilisine de bir normlu uzay denir. Her   2  için,



N1) kk ¸ 0,

N2) kk = 0,  = ,

N3) kk = jj kk ( skaler),

N4) k+ k · kk+ kk

dir. N2) şart¬  =  ) kk = 0 şart¬ ile de¼gi̧stirilirse yar¬norm elde edilir [2].

Tan¬m 1.4. ( kk) bir normlu uzay ve  = (),  uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger

her   0 için   0 iken

k ¡ k  

olacak şekilde bir 0 = 0() 2 N say¬s¬ varsa  = () dizisi ’e yak¬nsakt¬r denir.

 = () dizisi ’e yak¬nsak ise lim

 =  veya  !  şeklinde yaz¬l¬r [2].

Tan¬m 1.5. ( kk) bir normlu uzay ve  = (),  uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger

her   0 ve her   0 için

k ¡ k  

olacak şekilde bir 0 = 0() 2 N say¬s¬ varsa  = () dizisine bir Cauchy dizisi

denir [2].

Tan¬m 1.6. ( kk) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay¬ ad¬ verilir [2].

Tan¬m 1.7.  bir vektör uzay,  da reel ya da kompleks say¬lar cismi olsun.

h i :  £ !  dönüşümü a̧sa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glarsa h i dönüşümüne  üzerinde

bir iç çarp¬m, ( h i) ikilisine de bir iç çarp¬m uzay¬ denir. Her    2  için

(i) h+  i = h i+ h i,

(ii) h i =  h i,  2  ,

(iii) h i = h i,

(iv) h i ¸ 0, h i = 0,  = 0

dir.

 üzerinde tan¬mlanan bir iç çarp¬m,  üzerinde

kk =
p
h i (1.1)
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ile verilen bir norm ve

( ) = k¡ k =
p
h¡  ¡ i

ile verilen bir metrik tan¬mlar [2].

Tan¬m 1.8. Üzerindeki iç çarp¬mla tan¬ml¬ metri¼ge göre tam olan iç çarp¬m uzay¬na

Hilbert uzay¬ denir [2].

Teorem 1.9. (Paralelkenar Eşitli¼gi) ( h i) bir iç çarp¬m uzay¬ üzerindeki

(1.1) normu her   2  için paralelkenar eşitli¼gi olarak bilinen

k+ k2 + k¡ k2 = 2(kk2 + kk2)

eşitli¼gini sa¼glar [2].

Tan¬m 1.10.  ve  ayn¬ cisim üzerinde tan¬ml¬ iki lineer uzay olsun.  :  ! 

dönüşümü her   2  ve her  skaleri için

 (+ ) = + 

ve

 () = 

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa  dönüşümüne lineer operatör denir [2].

Tan¬m 1.11. ( kk1) ve ( kk2) birer normlu uzay ve  :  !  bir lineer

operatör olsun.  operatörü normu koruyorsa, yani her  2  için kk2 = kk1
oluyorsa  ye lineer izometri denir. Böyle bir dönüşümün bire-bir olaca¼g¬ aç¬kt¬r. E¼ger

bu dönüşüm örten ise  ye lineer izomor…zm denir. Bu durumda  ve  normlu

uzaylar¬na izomor…k uzaylar denir [3].

Tan¬m 1.12. Tan¬m bölgesi bir  vektör uzay¬nda, de¼ger bölgesi ise,  ’ in 

skaler cismi içinde bulunan lineer bir  operatörüne bir lineer fonksiyonel ad¬ verilir.

E¼ger  reel ise  = R ve  kompleks ise  = C olmak üzere,  : () ! 

yaz¬l¬r [2].
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Tan¬m 1.13. ( ) tan¬m bölgesi, normlu bir  uzay¬nda, de¼ger bölgesi ise bu

normlu  uzay¬n¬n skaler cismi içinde bulunan, s¬n¬rl¬ lineer bir  operatörüne, s¬n¬rl¬

lineer fonksiyonel ad¬ verilir. Buna göre, her  2 () için,

j()j ·  kk

olacak şekilde reel bir  say¬s¬ vard¬r. Ayr¬ca,  ’ in normu

kk = sup
2( )
6=

j()j
kk

ya da

kk = sup
2( )
kk=1

j()j

şeklinde tan¬mlan¬r [2].

Tan¬m 1.14.  normlu bir uzay olsun.  üzerindeki tüm s¬n¬rl¬ lineer

fonksiyonellerden oluşan () cümlesi

kk = sup
2( )
6=

j()j
kk = sup

2( )
kk=1

j()j

normu ile bir Banach uzay¬ oluşturur. Bu uzaya  in sürekli dual uzay¬ denir ve 
0

ile gösterilir [1].

Tan¬m 1.15.  0
,  Banach uzay¬n¬n sürekli duali olmak üzere (

0
) uzay¬na

 uzay¬n¬n ikinci duali denir ve 
00
ile gösterilir. 

00
uzay¬ da bir Banach uzay¬d¬r [1].

Tan¬m 1.16.  normlu bir uzay olmak üzere 
00 »=  ise  uzay¬na yans¬mal¬

uzay denir [1].

Tan¬m 1.17. Normlu bir  uzay¬nda bir () dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger

lim
!1

k ¡ k = 0

olacak şekilde bir  2  eleman¬ varsa, () dizisi ’ e kuvvetli yak¬nsakt¬r ya da

norma göre yak¬nsakt¬r denir ve bu durum

lim
!1

 = 

4



veya k¬saca

 !  (!1)

şeklinde gösterilir [2].

Tan¬m 1.18. Normlu bir  uzay¬nda bir () dizisi verilmi̧s olsun. E¼ger her

 2 
0
için,

lim
!1

() = ()

olacak şekilde bir  2  varsa, () dizisi ’ e zay¬f yak¬nsakt¬r denir ve


!  (!1)

ya da    (!1) şeklinde gösterilir [2].

Kuvvetli yak¬nsakl¬k ile zay¬f yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teoremde

verilmi̧stir.

Teorem 1.19. () normlu bir  uzay¬nda bir dizi olsun. Bu durumda,

(i) Kuvvetli yak¬nsak bir dizi ayn¬ limite zay¬f yak¬nsakt¬r.

(ii) Zay¬f yak¬nsak bir dizi kuvvetli yak¬nsak olmayabilir.

(iii) dim 1 ise, zay¬f yak¬nsakl¬k kuvvetli yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirir [2].

Tan¬m 1.20. Birim küre üzerindeki her zay¬f yak¬nsak dizi norma göre yak¬nsak

ise  Banach uzay¬ Kadec- Klee özelli¼gine veya (H) özelli¼gine sahiptir denir [5].

Tan¬m 1.21.  yans¬mal¬ bir Banach uzay¬ ve ,  Banach uzay¬n¬n kapal¬,

s¬n¬rl¬, konveks bir alt cümlesi olsun. Her  2  için () = sup fk¡ k :  2 g

olmak üzere  cümlesinin Chebyshev yar¬çap¬

() = min f() :  2 g

şeklinde tan¬ml¬d¬r.  Banach uzay¬n¬n kapal¬, s¬n¬rl¬, konveks birden fazla elemana

sahip her  alt cümlesi için ()   şart¬ sa¼glan¬yorsa  Banach uzay¬ normal

yap¬ya sahiptir denir [6].
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Tan¬m 1.22. Reel veya kompleks terimli tüm dizilerin cümlesini  ile gösterelim.

 = ()  = () ve  bir skaler olmak üzere   +  = ( + ) ve  = ()

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r.  n¬n her alt lineer uzay¬na bir

dizi uzay¬ denir [7].

Aşa¼g¬da bu çal¬̧smada kullanaca¼g¬m¬z dizi uzaylar¬ verilmi̧stir:

1 =

½
 = () : sup


jj 1

¾
,

 =
n
 = () : lim


 mevcut

o
,

0 =
n
 = () : lim


 = 0

o
,

 =

(
 = () :

X



jj 1 0   1
)
,

 =

(
 = () : sup



¯̄
¯̄
¯

X

=1



¯̄
¯̄
¯ 1

)
,

 =

(
 = () :

Ã
X

=1



!
2 

)
,

 =

(
 = () :

X



j ¡ ¡1j 1
)
.

1,  ve 0 dizi uzaylar¬

kk = sup
2N
jj

normu ile birer Banach uzay¬d¬r.

 dizi uzay¬ ise

kk =
X



jj (0    1)

ve

kk =
ÃX



jj
!1

(1 ·  1)

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 1.23.  bir dizi uzay¬ olsun.

 = f = () 2  : Her  2  için  2 1g
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 = f = () 2  : Her  2  için  2 g

 = f = () 2  : Her  2  için  2 g

olsun. ,  ve  ya s¬ras¬yla,  in ¡, ¡ ve ¡duali denir. ¡dualine Köthe

- Toeplitz duali, ¡dualine genelleştirilmi̧s Köthe - Toeplitz duali denir. ? ½  ½

 ½  kapsamalar¬ mevcuttur.  =   veya  olsun.  ½  ise  ½   dir [8].

Tan¬m 1.24.  = () reel terimli bir sonsuz matris ve  = () herhangi bir dizi

olsun. E¼ger her  2 N için

() =
1X

=0

 (1.2)

serileri yak¬nsak ise (()) dizisine () dizisinin  matrisi ile elde edilen dönüşüm

dizisi denir.

 ve  herhangi iki dizi uzay¬ ve  da bir sonsuz matris olsun. E¼ger her  2  için

(()) dönüşüm dizisi mevcut ve  uzay¬nda ise  matrisi,  uzay¬ndan  uzay¬na

tan¬ml¬d¬r denir.  uzay¬ndan  uzay¬na tan¬ml¬ bütün matrislerin s¬n¬f¬ ( : ) ile

gösterilir.

Tan¬m 1.25. Bir  = () sonsuz matrisinin bir  dizi uzay¬ üzerindeki  etki

alan¬

 = f = () 2  :  2 g (1.3)

cümlesidir.  ayn¬ zamanda bir dizi uzay¬d¬r.

Tan¬m 1.26. (Üçgen eşitsizli¼gi)  ve  herhangi iki kompleks say¬ olsun. Bu

durumda

j+ j · jj+ jj

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 1.27. (Minkowski ȩsitsizli¼gi)  ¸ 1 ve 1   ¸ 0, 1   ¸ 0 olsun.

Bu taktirde Ã
X

=1

( + )


!1

·
Ã

X

=1



!1

+

Ã
X

=1



!1

dir [1].
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Bu çal¬̧smada aşa¼g¬daki eşitsizlikler kullan¬lacakt¬r.

  2 R+ ve 2 ·  1 olmak üzere

j+ j · 2¡1 (jj + jj) (1.4)

dir.

Her   2 ( ~ ) (Tan¬m 2.1 de tan¬m¬ verilmi̧stir.) ve 2 ·   1 için a̧sa¼g¬daki

eşitsizlik geçerlidir:

k+ k + k¡ k · 2¡1(kk + kk) (1.5)

Fibonacci dizisi

0 = 1 = 1

 = ¡1 + ¡2  ¸ 2

olmak üzere () dizisidir [9].

Şimdi, Fibonacci dizisinin baz¬ özelliklerini verece¼giz. Bunlardan en iyi bilinenleri

Alt¬n oran ve Cassini formülüdür.

lim
!1

+1


=

1 +
p
5

2
=  (Alt¬n oran),

X

=0

 = +2 ¡ 1 her  2 N için,

X



1


yak¬nsakt¬r,

¡1+1 ¡ 2 = (¡1)¡1 her  ¸ 1 için (Cassini formülü)

Bir çok ara̧st¬rmac¬ Fibonacci say¬lar¬n¬ kullanarak yeni dizi uzaylar¬ inşa etti. Kara

[10], () Fibonacci dizisi ve ̂ = (̂) ikili band matrisi her   2 N için

̂ =

8
>>><
>>>:

¡+1


  =  ¡ 1


+1

  = 

0  0 ·   ¡ 1 veya   

olmak üzere

(̂ ) =
n
 2  : ̂ 2 

o
 (1 ·  ·1)
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dizi uzay¬n¬ tan¬mlad¬. Daha sonra M. Candan [11] ̂ ( ) matrisi yard¬m¬yla  ve 

s¬f¬rdan farkl¬ reel say¬lar olmak üzere 0(̂ ( )) ve (̂ ( )) dizi uzaylar¬n¬,

M. Candan ve E. E. Kara [12] da ayn¬ matris yard¬m¬yla (̂ ( )) ve 1(̂ ( )) dizi

uzaylar¬n¬ tan¬mlad¬lar. Bu uzaylarla ilgili baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬ ve bu uzaylar¬n

¡ ¡ ve ¡ duallerini hesaplad¬lar. Bu dizi uzaylar¬yla ilgili baz¬ matris s¬n¬‡ar¬n¬

karakterize ettiler.

Son olarak E. E. Kara ve M. ·Ilkhan [13], her  2 N için   0,  = () 2 n0 ve

 =

8
>>><
>>>:

   = 

¡ 1


  =  ¡ 1

0  0 ·   ¡ 1 veya   

olmak üzere  = () matrisini kullanarak

( ) =

(
 = () 2  :

X



¯̄
¯̄ ¡

1


¡1

¯̄
¯̄


1
)

(1 ·  1)

1( ) =

½
 = () 2  : sup



¯̄
¯̄ ¡

1


¡1

¯̄
¯̄ 1

¾

dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlad¬lar. Bu çal¬̧sma ile Fibonacci dizisini kullanarak elde edilen

dizi uzaylar¬n¬ genelleştirdiler.

Biz bu çal¬̧smam¬zda E. E. Kara ve M. ·Ilkhan’ ¬n [13] deki çal¬̧smalar¬n¬

genelleştirerek yeni bir dizi uzay¬ inşa ettik. Bu yeni dizi uzay¬n¬n baz¬ topolojik

özelliklerine ve baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬na yer verdik. Bu uzay¬n ¡, ¡ ve ¡

duallerini inceledik ve baz¬ matris s¬n¬f¬ karakterizasyonlar¬na ve son olarak baz¬ geometrik

özelliklerine yer verdik.
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2. ( ~ ) ve 1( ~ ) D·IZ·I UZAYLARI

Bu bölümde 1 ·   1 olmak üzere ~ - band matrisini kullanarak ( ~ ) ve

1( ~ ) dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlayaca¼g¬z. Ayr¬ca, bu yeni dizi uzaylar¬n¬n baz¬ topolojik

özelliklerini inceleyecek ve bu uzaylarla ilgili baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬na yer verece¼giz.

Tan¬m 2.1. ~ - band matrisi yard¬m¬yla tan¬mlayaca¼g¬m¬z yeni dizi uzaylar¬

( ~ ) =

(
 = () 2  :

X



¯̄
¯̄ + 

1


¡1

¯̄
¯̄


1
)

(1 ·  1)

1( ~ ) =

½
 = () 2  : sup



¯̄
¯̄ + 

1


¡1

¯̄
¯̄ 1

¾

şeklindedir [14].

Ayn¬ zamanda (1.3) gösterimiyle ( ~ ) ve 1( ~ ) dizi uzaylar¬n¬ ( ~ ) = () ~

(1 ·  1) ve 1( ~ ) = (1) ~ şeklinde yeniden yazabiliriz.

Bu çal¬̧sma boyunca; her  2 N için   0 olmak üzere () 2 n0 ve   2 Rn f0g

olarak al¬nacakt¬r. Ayr¬ca ~ = () band matrisini bütün   2 N için

 =

8
>>><
>>>:

   = 

 1


  = ¡ 1

0   

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Bu dizi uzaylar¬ndan 1 ·  · 1 olmak üzere   2 Rn f0g say¬lar¬n¬n ve  = ()

dizisinin baz¬ özel hallerini alarak aşa¼g¬daki özel dizi uzaylar¬n¬ elde ederiz.

(i)  = 1 ve  = ¡1 al¬n¬rsa ( ~ ) = ( ) ve 1( ~ ) = 1( ) elde edilir [13].

(ii) Her  2 N için  = 1,  = 1 ve  = ¡1 al¬n¬rsa ( ~ ) =  elde edilir.

(iii) Her  2 N için  = 
+1

al¬n¬rsa ( ~ ) = (̂ ( )) ve 1( ~ ) = 1(̂ ( ))

elde edilir [12].

(iv) Her  2 N için  = 
+1

,  = 1 ve  = ¡1 al¬n¬rsa ( ~ ) = (̂ ) ve 1( ~ ) =

1(̂ ) elde edilir [10].

(v) Her  2 N için  = ,  = 1 ve  = ¡1 al¬n¬rsa ~ matrisinden ¢ matrisi elde

edilir [15].



(vi) Her  2 N için  = 1 seçilirse ( ~ ) = ̂ ve 1( ~ ) = ̂1 elde edilir [16].

Bir  = () dizisinin ~ - dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü olan  = () dizisi her

 2 N için

 = ~ =

8
<
:

00   = 0

 +  1

¡1   ¸ 1

(2.1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Ayr¬ca ~¡1 =
¡
¡1
¢
ters matrisi her   2 N için

¡1 =

8
><
>:

1


¡¡


¢¡


Q
=

1
2

 0 ·  · 

0    

şeklinde tan¬mlan¬r.

Şimdi, 1 ·   1 olmak üzere ( ~ ) ve 1( ~ ) dizi uzaylar¬na ait baz¬ topolojik

özellikleri ve bu uzaylarla ilgili baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬ verebiliriz.

Teorem 2.2. ( ~ ) dizi uzay¬, 1 ·  · 1 olmak üzere kk( ~ ) =
°°° ~ ()

°°°

normu

ile, yani

kk( ~ ) =

8
><
>:

µP


¯̄
¯ ~

¯̄
¯

¶1

 1 ·  1

sup

¯̄
¯ ~

¯̄
¯   =1

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

·Ispat. 1 ·  · 1 olsun. kk( ~ ) = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde°°° ~
°°°

= 0 dir. kk bir norm oldu¼gundan ~ =  bulunur. Buradan da  =  elde

edilir.  =  iken kk( ~ ) = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

 2 C ve  2 ( ~ ) olsun. Bu taktirde,

kk( ~ ) =
°°° ~ ()

°°°

=
°°° ~

°°°


= jj
°°° ~

°°°

= jj kk( ~ )

elde edilir.
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Son olarak   2 ( ~ ) olsun. Buna göre

k+ k( ~ ) =
°°° ~ (+ )

°°°


=
°°° ~+ ~

°°°


·
°°° ~

°°°

+
°°° ~

°°°


= kk( ~ ) + kk( ~ )

dir. O halde ( ~ ) dizi uzay¬, 1 ·  ·1 olmak üzere bir normlu uzayd¬r.

Şimdi, ( ~ ) dizi uzay¬n¬n bir Banach uzay¬ oldu¼gunu gösterelim. () dizisi ( ~ )

dizi uzay¬nda bir Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde () dizisi  de bir dizidir. O halde,

k ¡ k( ~ ) =
°°° ~ ( ¡ )

°°°


=
°°° ~ ¡ ~

°°°


= k ¡ k

elde edilir ki bu da () dizisinin  de bir Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterir.  dizi uzay¬

tam oldu¼gundan  dizi uzay¬nda () !  olacak şekilde bir  2  dizisi mevcuttur.

Ayr¬ca,  = ~¡1 oldu¼gu da göz önüne al¬n¬rsa

lim
!1

k ¡ k( ~ ) = lim
!1

°°° ~ ( ¡ )
°°°


= lim
!1

°°° ~ ¡ ~
°°°


= lim
!1

k ¡ k
= 0

elde edilir. O halde ( ~ ) dizi uzay¬nda () !  olacak şekilde bir  2 ( ~ )

mevcuttur. Bu taktirde, 1 ·  · 1 olmak üzere ( ~ ) dizi uzay¬ verilen normla

birlikte bir Banach uzay¬d¬r.

Teorem 2.3. 1 ·  · 1 olmak üzere ( ~ ) dizi uzay¬ ve  dizi uzaylar¬ lineer

izomor…ktir. Yani ( ~ ) »=  dir.

·Ispat. (2.1) kullan¬larak ( ~ ) uzay¬ndan  uzay¬na bir ~ dönüşümü a̧sa¼g¬daki

gibi tan¬mlans¬n:
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~ : ( ~ )! 

!  = ~ = ( ~)

Bu taktirde her  2 ( ~ ) için bir ~ =  2  mevcuttur. ~ - dönüşümünün lineer

oldu¼gu aç¬kt¬r.

~ =  olsun. Bu taktirde her  2 N için  +  1

¡1 = 0 elde edilir.  = 0

için 0 = 0,  = 1 için 11 +  1
1
0 = 0 olup 1 = 0 elde edilir.  =  için

 +  1

¡1 = 0 )  = 0 bulunur. Bu şekilde devam edilerek her  2 N için

 = 0 yani  =  bulunur. Buradan ~ lineer dönüşümünün " ~ =  )  =  "

önermesini sa¼glad¬¼g¬ndan dolay¬ bu dönüşümün birebir oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Son olarak, ~ dönüşümünün örten oldu¼gunu göstermeliyiz.  = () 2  olsun ve

 = () dizisini de

 =
1



X

=0

"µ
¡


¶¡
Ã

Y

=

1

2

!


#
(  2 N) (2.2)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu taktirde, (2.1) ve (2.2) kullan¬larak her  2 N için

~ =  + 
1


¡1

= 
1


P
=0

"
¡¡



¢¡
Ã

Q
=

1
2

!


#
+  1


1


¡1P
=0

"
¡¡



¢¡¡1
Ã

¡1Q
=

1
2

!


#

= 

(
¡1  +

¡1P
=0

"
¡¡



¢¡
Ã

Q
=

1
2

!


#)
¡ 1



¡1P
=0

"
¡¡



¢¡
Ã

¡1Q
=

1
2

!


#

=  + 
¡1P
=0

"
¡¡



¢¡
Ã

Q
=

1
2

!


#
¡ 1



¡1X

=0

"
¡¡



¢¡
Ã

¡1Q
=

1
2

!


#

=  + 
¡1P
=0

"
¡¡



¢¡
Ã

Q
=

1
2

!


#
¡ 

¡1P
=0

"
¡¡



¢¡
Ã

Q
=

1
2

!


#

= 

elde edilir ki bu da ~ =  olmas¬ demektir.  2  oldu¼gundan ~ 2  bulunur.

Yani, herhangi bir  2  için bir  2 ( ~ ) mevcuttur ki bu da ~ - dönüşümünün örten

oldu¼gunu gösterir.

Son elde etti¼gimiz eşitli¼ge, kk normunu uygulayarak

kk =
°°° ~

°°°

= kk( ~ )
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eşitli¼gini elde ederiz. O halde ~ - dönüşümü normu korur. Bu durumda ~ bir izometridir.

Ayr¬ca, 1 ·  ·1 olmak üzere ( ~ ) ve  dizi uzaylar¬ lineer izomor…ktir.

Teorem 2.4. 1 ·  1 ve  6= 2 için ( ~ ) dizi uzay¬ bir iç çarp¬m uzay¬ de¼gildir.

Dolay¬s¬yla bir Hilbert uzay¬ da de¼gildir.  = 2 al¬rsak 2( ~ ) dizi uzay¬ bir Hilbert

uzay¬ olur.

·Ispat.  6= 2 için ( ~ ) dizi uzay¬n¬n bir iç çarp¬m uzay¬ olmad¬¼g¬n¬ sadece 2( ~ )

dizi uzay¬n¬n bir iç çarp¬m uzay¬ ve Hilbert uzay¬ oldu¼gunu göstermeliyiz. Teorem 2.2

den biliyoruz ki 2( ~ ) uzay¬ kk2( ~ ) =
°°° ~

°°°
2
normuyla bir Banach uzay¬d¬r ve bu

norm her  2 2( ~ ) için

kk2( ~ ) = h i
12

2( ~ )
=
D
~ ~

E12
2

=
°°° ~

°°°
2

iç çarp¬m¬ndan elde edilebilir. Dolay¬s¬yla, 2( ~ ) dizi uzay¬ bir Hilbert uzay¬d¬r. Şimdi,

 =

8
><
>:

1
0

  = 0

1


1P
=0

·¡¡


¢¡


Q
=

1
2

¸
  ¸ 1

ve

 =

8
><
>:

1
0

  = 0

1


1P
=0

·
(¡1)

¡¡


¢¡


Q
=

1
2

¸
  ¸ 1

olmak üzere  = () ve  = () dizilerini göz önüne alal¬m. Bu taktirde bu dizilerin

~ - dönüşümü yard¬m¬yla

~ = (1 0 0 ) ve ~ = (1¡1 0 0 )

dizilerini elde ederiz. Ayr¬ca,

~ (+ ) = (2 0 0 0 ) ve ~ (¡ ) = (0 2 0 0 )

olup,

k+ k( ~ ) =
°°° ~ (+ )

°°°

= 2

k¡ k( ~ ) =
°°° ~ (¡ )

°°°

= 2

kk( ~ ) =
°°° ~

°°°

= 21

kk( ~ ) =
°°° ~

°°°

= 21
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bulunur. Buradan elde edilen bu normlar paralelkenar eşitli¼ginde yaz¬ld¬¼g¬nda sadece

 = 2 durumunda eşitli¼gin sa¼gland¬¼g¬  6= 2 için ( ~ ) dizi uzay¬n¬n paralelkenar

eşitli¼gini sa¼glamad¬¼g¬ sonucu ç¬kar. O halde bu norm bir iç çarp¬mdan elde edilemez.

Bu nedenle  6= 2 için ( ~ ) dizi uzay¬ bir Banach uzay¬ iken bir Hilbert uzay¬ de¼gildir.

Teorem 2.5. 1( ~ ) dizi uzay¬ bir Banach uzay¬d¬r fakat bir Hilbert uzay¬ de¼gildir.

·Ispat. Teorem 2.4 ün ispat¬nda verilen  = () ve  = () dizileri göz önüne

al¬n¬rsa

k+ k1( ~ ) =
°°° ~ (+ )

°°°
1

= 2

k¡ k1( ~ ) =
°°° ~ (¡ )

°°°
1

= 2

kk1( ~ ) =
°°° ~

°°°
1

= 1

kk1( ~ ) =
°°° ~

°°°
1

= 1

elde edilir. Bulunan bu de¼gerler kullan¬ld¬¼g¬nda paralelkenar eşitli¼ginin sa¼glanmad¬¼g¬

görülür:

k+ k21( ~ ) + k¡ k21( ~ ) = 8 6= 4 = 2
³
kk21( ~ ) + kk

2
1( ~ )

´

Buradan 1( ~ ) dizi uzay¬ bir iç çarp¬m uzay¬ ve Hilbert uzay¬ de¼gildir.

Lemma 2.6.   0 olmak üzere
Q


(1 + ) çarp¬m¬n¬n yak¬nsak olmas¬ için gerek

ve yeter şart
P

 serisinin yak¬nsak olmas¬d¬r [17].

Teorem 2.7. 1 ·    1 olmak üzere ( ~ ) ½ ( ~ ) olup kapsama kesindir.

·Ispat. 1 ·     1 ve  2 ( ~ ) olsun. Bu taktirde ~ 2  olup  ½ 

kapsamas¬ göz önüne al¬n¬rsa ~ 2  elde edilir ki bu da  2 ( ~ ) olmas¬ demektir. O

halde ( ~ ) ½ ( ~ ) olur. Ayr¬ca,  ½  kapsamas¬ kesin oldu¼gu için  2 n olacak

şekilde bir  = () dizisi mevcuttur.  = () dizisini

 =
1



X

=0

"µ
¡


¶¡ Y

=

1

2


#
( 2 N)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu taktirde, her  2 N için ~ =  eşitli¼gini elde ederiz

ki bu da ~ =  olmas¬ demektir.  2 n oldu¼gundan ~ 2 n dir. O halde,

( ~ ) ½ ( ~ ) kapsamas¬ kesindir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Teorem 2.8. 1 ·  1 olmak üzere ( ~ ) ½ 1( ~ ) olup kapsama kesindir.

·Ispat. 1 ·  1 ve  2 ( ~ ) olsun. O halde ~ 2  dir.  ½ 1 kapsamas¬ndan

~ 2 1 elde edilir. Bu da  2 1( ~ ) olmas¬ demektir ki buradan ( ~ ) ½ 1( ~ )

kapsamas¬n¬ elde ederiz. Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için,  = () dizisini

 =
1



X

=0

"
(¡1)

µ
¡


¶¡



Y

=

1

2

#
( 2 N)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu taktirde, her  2 N için

~ =  + 
1


¡1

= (¡1)

elde edilir. O halde, ~ 2 1n dir. Buradan  2 1( ~ )n( ~ ) bulunur. O halde,

1 ·  1 olmak üzere ( ~ ) ½ 1( ~ ) kapsamas¬ kesindir.

Teorem 2.9. 1 ·  · 1 olmak üzere  ½ ( ~ ) olup kapsama kesindir.

·Ispat. Herhangi bir  2  için kk( ~ ) ·  kk olacak şekilde bir   0

say¬s¬n¬n mevcut oldu¼gunu göstermeliyiz.

1 ·  · 1 ve  2  olsun. Ayr¬ca, () 2 n0 dir. Bu bilgiler göz önüne al¬n¬rsa,

her  2 N için  · ve 1

·  olacak şekilde   0 say¬lar¬ mevcuttur. O halde,

kk1( ~ ) = sup


¯̄
¯ ~

¯̄
¯

= sup


¯̄
¯̄ + 

1


¡1

¯̄
¯̄

· (jj + jj ) sup

jj

= kk1 (jj + jj)

dir. Minkowski eşitsizli¼gi kullan¬larak

kk( ~ ) =

ÃX



¯̄
¯ ~()

¯̄
¯

!1

=

ÃX



¯̄
¯̄ + 

1


¡1

¯̄
¯̄

!1
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·
ÃX



jj
!1

+

ÃX



¯̄
¯̄ 1

¡1

¯̄
¯̄

!1

· jj
ÃX



jj
!1

+ jj
ÃX



j¡1j
!1

= kk (jj + jj)

elde edilir.  = (jj + jj) olmak üzere 1 ·  · 1 için kk( ~ ) ·  kk
eşitsizli¼gi elde edilir ki bu da  ½ ( ~ ) kapsamas¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterir.

Şimdi de kapsaman¬n kesin oldu¼gunu gösterelim.

(i) Her  2 N için 0    1 olmak üzere  = () dizisini alal¬m. 1 ·  1 ve

 = ¡ olsun. Genel terimi  =
Q

=0

1
2
olan  = () dizisini alal¬m. Her  2 N için

1  1 oldu¼gundan  2  dir. Buna karş¬l¬k ~ =
³


0
 0 0 0 

´
2  bulunur ki bu

da  2 ( ~ ) olmas¬ demektir.

Her  2 N için  =
q

+1
+2

 1 olsun. Bu taktirde 1
2

= 1 + 1
+1

dir.
1P
=0

1
+1

serisi

¬raksak olup Lemma 2.6 dan
1Q
=0

1
2

çarp¬m¬n¬n da ¬raksak oldu¼gunu buluruz. Genel

terimi  =
Q

=0

1
2

olan  = () dizisini alal¬m. Bu taktirde  2 1 dir. Ayr¬ca

 = ¡ olmak üzere ~ =
³


0
 0 0 0 

´
2 1 elde edilir ki bu  2 1( ~ ) olmas¬

demektir.

(ii) 1 ·   1 ve her  2 N için  = 1 olsun.  = (1 1 1 ) ve  = ¡ olsun.

 2  oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca, ~ = ( 0 0 0 ) 2  olup  2 ( ~ ) dir.

 = +1 olmak üzere  = () dizisini alal¬m.  2 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Her  2 N

için  = 1 ve  = ¡ olsun. Bu taktirde her  2 N için ~ =  elde edilir. O halde,

 2 1( ~ ) dir.

(iii) Her  2 N için   1 ve  = +2
+1

 1 olsun. Ayr¬ca  = 1 ve  = ¡ olsun.

Genel terimi  = 1
+2

olan  = () dizisini alal¬m.  2 1 dir. O halde

~ =

8
<
:

   = 0


(+1)(+2)

  ¸ 1
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elde edilir. Bu taktirde, ~ 2 1 bulunur ki bu da  2 1( ~ ) olmas¬ demektir.

Her  2 N için  =
+2
+1

ve  = ¡ olsun.  = +1 olmak üzere  = () dizisini

alal¬m.  2 1 dir. Fakat ~ =
¡
 3+4

+2

¢
2 1 dir. O halde,  2 1( ~ ) dir.

Sonuç olarak,  2 ( ~ )n olacak şekilde bir elemanmevcut oldu¼gundan 1 ·  · 1

olmak üzere verilen  ½ ( ~ ) kapsamas¬ kesindir.

Teorem 2.10. 1 ·  1 olmak üzere 1 ve ( ~ ) uzaylar¬ birbirini kapsamazlar.

·Ispat.  =
q

+1
+2

olsun.  = () =

µ
Q
=0

1
2

¶
dizisini göz önüne alal¬m. Bu

taktirde  2 1 dir.  = ¡ olsun. Buradan ~ =
¡

p
2 0 0 0 

¢
elde edilir ki bu da

 2 ( ~ ) olmas¬ demektir.

Şimdi de  = () = ((¡1)) dizisini alal¬m. Bu taktirde  2 1 dir. Burada  = 1

ve  = ¡1 olmak üzere

~ =

8
<
:

0   = 0

(¡1)
³
 +

1


´
  ¸ 1

elde edilir. Her  2 N için
¯̄
¯(¡1)

³
 +

1


´¯̄
¯  1 oldu¼gu aç¬kt¬r ki

P


¯̄
¯ ~

¯̄
¯


serisi

¬raksak olur. O halde  2 ( ~ ) elde edilir. Bu da verilen iki uzay¬n birbirini

kapsamad¬klar¬n¬ gösterir.
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3. ( ~ ) Dizi Uzay¬n¬n ¡ ¡ ve ¡ Dualleri

Bu bölümde, 1 ·   1 olmak üzere ( ~ ) ve 1( ~ ) dizi uzaylar¬n¬n ¡ ¡ ve

¡ duallerini inceleyece¼giz.

Lemma 3.1. 1    1 ve 1

+ 1


= 1 olsun. O halde  2 ( : 1) olmas¬ için

gerek ve yeter şart

sup
2

X



¯̄
¯̄
¯
X

2


¯̄
¯̄
¯



1 (3.1)

olmas¬d¬r [18].

Lemma 3.2.  2 (1 : 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart

sup


X



jj 1 (3.2)

olmas¬d¬r [18].

Lemma 3.3.  2 (1 : 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart  = 1 için (3.1) eşitli¼ginin

sa¼glanmas¬d¬r [18].

Lemma 3.4. 1   1 ve 1

+ 1


= 1 olsun. O halde  2 ( : ) olmas¬ için gerek

ve yeter şart

sup


X



jj 1 (3.3)

ve

her  2 N için lim


 mevcut (3.4)

olmas¬d¬r [18].

Lemma 3.5.  2 (1 : ) olmas¬ için gerek ve yeter şart

sup

jj 1 (3.5)

ve (3.4) ifadesinin sa¼glanmas¬d¬r [18].



Lemma 3.6.  2 (1 : ) olmas¬ için gerek ve yeter şart (3.4) ifadesinin ve

lim
!1

X



jj =
X



¯̄
¯ lim
!1



¯̄
¯ (3.6)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r [18].

Lemma 3.7. 1    1 ve 1

+ 1


= 1 olsun. O halde  2 ( : 1) olmas¬ için

gerek ve yeter şart (3.3) eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r [18].

Lemma 3.8.  2 (1 : 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (3.5) eşitsizli¼ginin

sa¼glanmas¬d¬r [18].

Lemma 3.9.  2 (1 : 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart  = 1 için (3.3)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r [18].

Teorem 3.10. 1    1 ve 1

+ 1


= 1 olsun. Bu durumda ( ~ ) uzay¬n¬n ¡

duali

̂1( ) =

(
 = () 2  : sup

2

X



¯̄
¯̄
¯
X

2

1



µ
¡


¶¡ Y

=

1

2


¯̄
¯̄
¯



1
)

cümlesidir.

·Ispat. Herhangi bir  = () 2  dizisini alal¬m.  = () dizisini (2.2) deki gibi

al¬rsak

 = 
1



X

=0

µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


=
X

=0

"
1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


#


=
X

=0

( )

= () , ( 2 N)

elde ederiz. Buradan  = (( )),

( ) =

8
><
>:

1


¡¡


¢¡ Q
=

1
2
  0 ·  · 

0    

(  2 N)

şeklinde tan¬mlan¬r.
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O halde, "Her  = () 2 ( · ) için  = () 2 1 olmas¬ için gerek ve yeter şart

 = () 2  için  2 1 olmas¬d¬r" ifadesi elde edilir. Lemma 3.1 den faydalanarak

¡
( · )

¢
= ̂1( )

sonucunu elde ederiz.

Teorem 3.11. 1   1 ve 1

+ 1


= 1 olsun. ̂2( ) ve ̂3( )

̂2( ) =

(
 = () 2  : sup



P


¯̄
¯̄
¯
P
=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


¯̄
¯̄
¯



1
)
,

̂3( ) =

(
 = () 2  : lim

!1

P
=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2
 her  2 N için mevcut

)

şeklinde tan¬mlans¬n. O halde
¡
( · )

¢
= ̂2( ) \ ̂3( ) ve

¡
( · )

¢
= ̂2( ) dir.

·Ispat. Herhangi bir  = () 2  dizisini alal¬m. Buradan

X

=0

 =
X

=0



(
X

=0

"
1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


#)
(3.7)

=
X

=0

X

=

(
1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


)


=
X

=0

X

=

( )

=
X

=0

( )

= () ( 2 N)

elde edilir. Burada  = (( )), her   2 N için

( ) =

8
><
>:

1


¡¡


¢¡ Q
=

1
2
  0 ·  · 

0    

olmak üzere

( ) =

8
><
>:

P
=

( )  0 ·  · 

0    

şeklindedir.

21



Bu taktirde, "Her  = () 2 ( · ) için  = () 2  olmas¬ için gerek ve yeter

şart  = () 2  için  2  olmas¬d¬r" ifadesi elde edilir. Lemma 3.4 den

¡
( · )

¢
= ̂3( ) \ ̂4( )

elde edilir.

Benzer şekilde (3.7) den faydalan¬larak "Her  = () 2 ( · ) için  = () 2 

olmas¬ için gerek ve yeter şart  = () 2  için  2 1 olmas¬d¬r" ifadesi elde edilir.

Lemma 3.7 den
¡
( · )

¢
= ̂3( )

sonucu elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar.

Teorem 3.12. ̂4( ) ve ̂5( ) cümlelerini

̂4( ) =

(
 = () 2  : sup



P


¯̄
¯̄
¯
1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


¯̄
¯̄
¯ 1

)
,

̂5( ) =

(
 = () 2  : sup



¯̄
¯̄
¯
P
=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


¯̄
¯̄
¯ 1

)

şeklinde tan¬mlayal¬m. O halde,
¡
1( · )

¢
= ̂4( ),

¡
1( · )

¢
= ̂3( ) \ ̂5( ) ve

¡
1( · )

¢
= ̂5( ) dir.

·Ispat. Teorem 3.10 da Lemma 3.2 den faydalan¬l¬rsa
¡
1( · )

¢
= ̂4( ) oldu¼gu

görülür.

Teorem 3.11 de Lemma 3.5 den faydalan¬l¬rsa
¡
1( · )

¢
= ̂3( ) \ ̂5( ) oldu¼gu

kolayl¬kla görülür.

Yine Teorem 3.11 de Lemma 3.8 den faydalan¬l¬rsa
¡
1( · )

¢
= ̂5( ) elde edilir.

Teorem 3.13. ̂6( ) cümlesi

̂6( ) =

(
 = () 2  : lim

!1

P


¯̄
¯̄
¯
P
=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


¯̄
¯̄
¯

=
P


¯̄
¯̄
¯ lim!1

P
=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


¯̄
¯̄
¯ 1

)

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu taktirde  = 1 olmak üzere
¡
1( · )

¢
= ̂1( ),

¡
1( · )

¢
=

̂3( ) \ ̂6( ) ve  = 1 olmak üzere
¡
1( · )

¢
= ̂2( ) dir.
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·Ispat. Teorem 3.10 da Lemma 3.1 yerine Lemma 3.3 den faydalan¬l¬rsa
¡
1( · )

¢
=

̂1( ), Teorem 3.11 de Lemma 3.4 yerine Lemma 3.6 dan faydalan¬l¬rsa
¡
1( · )

¢
=

̂3( ) \ ̂6( ) ve yine Teorem 3.11 de Lemma 3.7 yerine Lemma 3.9 dan

faydalan¬l¬rsa  = 1 olmak üzere
¡
1( · )

¢
= ̂2( ) elde edilir.
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4. BAZI MATR·IS SINIFLARININ KARAKTER·IZASYONU

Bu bölümde;  2
©
( · ), 1( · ), 1( · )

ª
,  2 f1, , 0, 1g ve 1    1 olmak

üzere ( : ) s¬n¬‡ar¬n¬ karakterize eden teoremler ifade edilecektir.

Teorem 4.1. ,  dizi uzay¬n¬n key… bir alt uzay¬ ve 1 ·  · 1 olsun. Bu taktirde

 = () 2 (( · ) : ) olmas¬ için gerek ve yeter şart,

() =
³

()


´
2 ( : ), her bir  2 N için (4.1)

ve

 = () 2 ( : ) (4.2)

olmas¬d¬r. Burada   2 N için


()
 =

8
><
>:

P
=

1


¡¡


¢¡ Q
=

1
2
  0 ·  · 

0    

ve

 =

1X

=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


dir.

·Ispat. Kabul edelim ki  = () 2 (( · ) : ) ve  = () 2 ( · ) olsun. Bu

taktirde bütün  2 N ler için (2.2) den faydalan¬l¬rsa

X

=0

 =
X

=0



X

=0

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2
 (4.3)

=
X

=0

X

=

1



µ
¡


¶¡ Q
=

1

2


=

X

=0


()
 

= ()
 ()

elde edilir.  mevcut ve  2  oldu¼gundan, () 2 ( : ) olmak zorundad¬r. (4.3)

eşitli¼ginde !1 için limit al¬n¬rsa  =  elde edilir.  2  oldu¼gundan  2 

olur. Yani  2 ( : ) elde edilir.



Tersine, (4.1) ve (4.2) şartlar¬ sa¼glans¬n ve  2 ( · ) olsun. Bu taktirde, bütün

 2 N ler için ()2N 2
¡
( · )

¢
ve (4.1) ile birlikte ()2N 2  elde edilir. O

halde  mevcuttur. Bu durumda (4.3) eşitli¼ginde  ! 1 için limit al¬n¬rsa (4.3)

eşitli¼ginden  =  elde edilir. O halde  2 (( · ) : ) bulunur. Böylece ispat

tamamlan¬r.

Şimdi, kullanaca¼g¬m¬z baz¬ şartlar¬ a̧sa¼g¬da ifade edelim:


()
 =

X

=

1



µ
¡


¶¡ Y

=

1

2


olmak üzere

sup


X

=0

¯̄
¯()



¯̄
¯


1 (4.4)

lim
!1


()
 mevcut her   2 N için (4.5)

sup


¯̄
¯()



¯̄
¯ 1 her  2 N için (4.6)

lim
!1

X

=0

¯̄
¯()



¯̄
¯ =

X

=0

jj her  2 N için (4.7)

lim
!1

 = 0 her  2 N için (4.8)

lim
!1

X



jj = 0 (4.9)

sup
2

¯̄
¯̄ P
2

P
2



¯̄
¯̄ 1 (4.10)

olarak alal¬m.

Teorem 4.2. 1   1 olsun. Bu taktirde

(i)  = () 2 (( · ), 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.4), (4.5) şartlar¬n¬n ve

 yerine  al¬narak (3.3) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(ii)  = () 2 (( · ), ) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.4), (4.5) ve  yerine

 al¬narak (3.3) ve (3.4) şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(iii)  = () 2 (( · ), 0) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.4), (4.5), (4.8)

şartlar¬n¬n ve  yerine  al¬narak (3.3) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(iv)  = () 2 (( · ), 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.4), (4.5) şartlar¬n¬n

ve  yerine  al¬narak (3.1) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

25



Teorem 4.3.

(i)  = () 2 (1( · ), 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.6) şartlar¬n¬n ve

 yerine  al¬narak (3.5) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(ii)  = () 2 (1( · ), ) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.6) ve  yerine

 al¬narak (3.4) ve (3.5) şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(iii)  = () 2 (1( · ), 0) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.6), (4.8)

şartlar¬n¬n ve  yerine  al¬narak (3.5) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(iv)  = () 2 (1( · ), 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.6) şartlar¬n¬n

ve  yerine  al¬narak (3.2) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

Teorem 4.4.

(i)  = () 2 (1( · ), 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5) ve (4.7) şartlar¬n¬n

ve  yerine  ve  = 1 olmak üzere (3.3) şart¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(ii)  = () 2 (1( · ), ) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.7) ve  yerine

 al¬narak (3.4) ve (3.6) şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(iii)  = () 2 (1( · ), 0) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.7), (4.8) ve

(4.9) şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

(iv)  = () 2 (1( · ), 1) olmas¬ için gerek ve yeter şart (4.5), (4.7) ve (4.10)

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.
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5. ( · ) ve 1( · ) D·IZ·I UZAYLARININ BAZI GEOMETR·IK

ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümde, 1 ·  1 olmak üzere birer Banach uzay¬ olan ( · ) ve 1( · ) dizi

uzaylar¬n¬n baz¬ geometrik özelliklerini inceleyece¼giz ve bu uzaylar¬n geometrik yap¬lar¬

ile ilgili baz¬ sonuçlar elde edece¼giz.

Çal¬̧sma boyunca  = f 2  : kk = 1g  Banach uzay¬nda birim küreyi

gösterecektir.

Tan¬m 5.1. Bir  vektör uzay¬n¬n bir alt cümlesi  olsun. Her   2  için

 = f 2  :  = + (1¡ ) 0 ·  · 1g ½ 

ise  cümlesi konvekstir denir [2].

Tan¬m 5.2.  bir Banach uzay¬ ve   2  olsun. Her  2 (0 1) için  6=  iken

k(1¡ )+ k  1 ise  uzay¬ kesin konvekstir denir [19].

Bir normlu uzay Tan¬m 5.2 deki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa bu taktirde uzay¬n tamam¬ndan

ziyade o uzay¬n kapal¬ birim yuvar¬ veya normu kesin konvekstir denir [5].

Önerme 5.3. Bir normlu uzay¬n kesin konveks olmas¬ için gerek ve yeter şart o

uzay¬n iki boyutlu her bir alt uzay¬n¬n kesin konveks olmas¬d¬r [5].

Tan¬m 5.4.  bir Banach uzay¬ ve 0   · 2 olsun. kk · 1, kk · 1 ve

k¡ k ¸  iken k(+ )2k · 1¡  olacak şekilde bir  = () say¬s¬ mevcut ise 

uzay¬ düzgün konvekstir denir [19].

Teorem 5.5. Her düzgün konveks Banach uzay¬ kesin konvekstir [19].

Teorem 5.6. Her düzgün konveks Banach uzay¬ normal yap¬ya sahiptir [19].

Teorem 5.7. Her düzgün konveks uzay yans¬mal¬d¬r [19].



Teorem 5.8. Her düzgün konveks uzay, Kadec- Klee özelli¼gine sahiptir [19].

Tan¬m 5.9.  bir Banach uzay¬,   0 ve   2  olsun. Her   2  için

k¡ k ¸  olmak üzere k(+ )2k · 1 ¡  olacak şekilde bir  = ( ) say¬s¬

mevcut ise  uzay¬ lokal düzgün konveks uzayd¬r denir [19].

Lokal konveks bir  Banach uzay¬n¬n modülü, 0   · 2 ve her  2  için

( ) = inf

½
1¡ k+ k

2
:  2  k¡ k ¸ 

¾

dir.

 Banach uzay¬n¬n   0 ve her  2  için ( )  0 ise lokal düzgün konveks

olaca¼g¬ aç¬kt¬r.

Her düzgün konveks Banach uzay¬ lokal düzgün konvekstir.

Her lokal düzgün konveks Banach uzay¬ kesin konvekstir.

Teorem 5.10. Her lokal düzgün konveks Banach uzay¬ Kadec- Klee özelli¼gine

sahiptir [19].

Teorem 5.11. 1 ·  1 olmak üzere ( ~ ) dizi uzay¬ kesin konvekstir.

·Ispat. kk = kk = 1 ve k¡ k  0 olacak şekilde   2 ( ~ ) alal¬m. 1 ·  1

olmak üzere ( ~ ) dizi uzay¬ üzerinde tan¬mlanan normdan

P


¯̄
¯̄ + 

1


¡1

¯̄
¯̄


=
P


¯̄
¯̄ + 

1


¡1

¯̄
¯̄


= 1

elde ederiz. k¡ k  0 eşitsizli¼gi de  6=  olmas¬ demektir. ( ~ ) dizi uzay¬n¬n kesin

konveks oldu¼gunu göstermek için Önerme 5.3 den, bu uzay¬n iki boyutlu alt uzaylar¬n¬

incelememiz yeterlidir. (1.4) eşitsizli¼gi de kullan¬larak

k+ k =

µ
j0(0 + 0)j +

¯̄
¯̄1(1 + 1) + 

1

1
(0 + 0)

¯̄
¯̄
¶1



·
2¡1

µ
j00j +

¯̄
¯̄11 + 

1

1
0

¯̄
¯̄


+ j00j +
¯̄
¯̄11 + 

1

1
0

¯̄
¯̄
¶¸1

=
£
2¡1 (kk+ kk)

¤1

=
£
2¡12

¤1

= 2
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elde edilir. O halde
°°+

2

°° = 1
2
k+ k  1 olur bu da ( ~ ) dizi uzay¬n¬n kesin konveks

olmas¬ demektir.

Teorem 5.12. 1( ~ ) dizi uzay¬ kesin konveks de¼gildir.

·Ispat.  6=  ve 0    1 olsun.   2 1( ~ ) iken k+ (1¡ ) k  1 ise

1( ~ ) dizi uzay¬ kesin konvekstir diyebiliriz.  = (1 1 0 0 0 ) ve  = (¡1 1 0 0 )

olsun. Ayr¬ca  = 1,  = 0 ve her  2 N için  = 1 olsun. Bu taktirde kk = kk = 1

ve   2 1( ~ ) dir.  ¡  = (2 0 0 0 ) olup k¡ k = 2   dir. Bununla birlikte

 +  = (0 2 0 0 0 ) olup k+ k = 2 dir. O halde
°°+

2

°° = 1
2
k+ k = 1 elde

edilir ki bu da 1( ~ ) dizi uzay¬n¬n kesin konveks olmad¬¼g¬n¬ gösterir.

Teorem 5.13. 1 ·  1 olmak üzere ( ~ ) dizi uzay¬ düzgün konvekstir.

·Ispat.  2 (0 2], kk · 1, kk · 1 ve k¡ k ¸  olsun. Yukar¬daki şartlar

alt¬nda (1.5) kullan¬l¬rsa

k+ k +  · 2¡1(1 + 1)

elde edilir. Buradan

k+ k · 2 ¡ 

bulunur. Son olarak

k+ k

2
· 1¡

³
2

´
)
°°°°
+ 

2

°°°° ·
³
1¡

³
2

´´1

= 1¡
·
1¡

³
1¡

³
2

´´1¸

· 1¡ 

eşitsizli¼gini elde ederiz. O halde
°°+

2

°° · 1 ¡  olacak şekilde bir  = () say¬s¬

mevcuttur. Bu da ispat¬ tamamlar.

Teorem 5.14. 1( ~ ) dizi uzay¬ düzgün konveks de¼gildir.

·Ispat.  = (1 1 1 0 0 ),  = (1 1¡1 0 0 ) 2 1( ~ ) ve  = 1 alal¬m. Her  2

N için  = 1 ve  = 1,  = 0 olsun. Bu taktirde kk = kk = 1, k¡ k = 2  1 = 

elde ederiz. k(+ ) 2k = 1 oldu¼gu için 1( ~ ) dizi uzay¬ düzgün konveks de¼gildir.
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Teorem 5.15. 1 ·   1 olmak üzere ( ~ ) dizi uzay¬ lokal düzgün konveks

uzayd¬r.

·Ispat. Her düzgün konveks Banach uzay¬ lokal düzgün konveks ve ( ~ ) dizi uzay¬

düzgün konveks oldu¼gu için, ( ~ ) dizi uzay¬ lokal düzgün konveksdir.

Teorem 5.16. ( ~ ) dizi uzay¬ normal yap¬ya sahiptir.

·Ispat. Teorem 5.6 ve Teorem 5.13 ü kullanarak istenen sonucu elde ederiz

Teorem 5.17. ( ~ ) dizi uzay¬ yans¬mal¬d¬r.

·Ispat. Teorem 5.7 ve Teorem 5.13 kullan¬larak ( ~ ) dizi uzay¬n¬n yans¬mal¬ oldu¼gu

görülür.

Teorem 5.18. ( ~ ) dizi uzay¬ Kadec- Klee özelli¼gine sahiptir.

·Ispat. Teorem 5.8 ve Teorem 5.13 den faydalan¬larak ispat elde edilir.
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