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OZET

Bu tez beg bolimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde temel tanimlar ve teoremler ifade edilmis, Fibonacci sayilar: ile
ilgili bilgi verilmis ve bu konuda yapilan caligmalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde yeni bir band matris kullanilarak 1 < p < oo olmak iizere EP(T)
dizi uzay1 tanimlanmig, bu dizi uzayinin bazi topolojik 6zellikleri incelenmis ve bu dizi
uzay1 ile ilgili baz1 kapsama bagintilar1 sunulmustur.

Ugtincii boltimde ¢,(T) dizi uzaymin a—, f— ve y— dualleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde EP(T) dizi uzaymdan /., ¢, ¢o ve ¢; uzaylarina olan matris
doniigimleri aragtirilmigtir.

Son boliimde ise ¢,(7") dizi uzayimin bazi geometrik ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzaylari, Matris doniistimleri, a—, f— ve v— dualler,

Konvekslik.

v



SUMMARY

Some New Sequence Spaces Defined By The Double Band Matrix

This study consists of five chapters.

In Chapter 1, we give some fundamental definitions and theorems and give some
information about Fibonacci numbers and present the works done on this subject.

In Chapter 2, we define the EP(T) sequence space, where 1 < p < oo by using a
new band matrix and we examine some topological properties of this space. Finally,
we give some inclusion relations about this space.

In Chapter 3, we investigate the a—, f— and y— duals of the space EP(T).

In Chapter 4, we analyze the matrix mappings from the space EP(T) to the spaces
U, C, co and /.

In the last chapter, we give some geometrical properties of the space EP(T).

Keywords: Sequence spaces, Matrix mappings, a—, f— and y— duals, Convexity



SEMBOLLER LiSTESI

Bu ¢alismada kullanilan baz simgeler, agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

N
R
C
14

o0

Cc

Dogal sayilar ctimlesi

Reel sayilar ctimlesi

Kompleks sayilar ctimlesi

Kompleks terimli sinirh diziler uzay:
Kompleks terimli yakinsak diziler uzayi
Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzayi
p— mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay:
Mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay:
Siirh seri tegkil eden dizilerin uzayi

Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay:
Kompleks veya reel terimli tiim dizilerin uzay1
Zay1f yakinsama

Stirekli dual uzay

X uzaymin ikinci duali

A ciimlesinin ¢ap1

X Banach uzayinda birim kiire

X uzaymin boyutu
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1. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
Tanim 1.1. X # @ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere
+: X xX—-X, .KxX-—-X

fonksiyonlar1 agagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor
uzay1 (lineer uzay) adi verilir. Her z,y, 2z € X ve her A\, u € K igin
er+y=y+z
i) (x+y)+z=x+(y+2)
iii) Her z € X i¢in x + 0 = z olacak gekilde bir § € X vardir.
iv) Her bir € X i¢in = + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) € X vardir.
v)le==x
vi) Mz +y) = Az + Ay
vil) (A4 p)z = Ae + po
viil) A(px) = (Ap)z
dir [1].

Tanim 1.2. X bos olmayan bir ciimle olsun. d : X x X — R fonksiyonu asagidaki
sartlar saghyorsa d ye X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay denir.
Her z,y, z € X icin,

M1) d(z,y) > 0 ve d(z,y) =0z =y,

M2) d(z,y) = d(y, ©),

M3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)
dir [1].

Tanim 1.3. X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.

I.l: X — Rt

. — =

doniigiimii agagidaki sartlarn sagliyorsa bu déniigiime X iizerinde bir norm ve (X ||.]|)

ikilisine de bir normlu uzay denir. Her x,y € X icin,



N1) [lz]| = 0,
N2
N3

N4

|lz|| =0 2 =40,
[Az]| = [A[ ]| (A skaler),
2 +yll < |zl + [y

~—  ~— ~—

dir. N2) sart1 x = 6 = ||z|| = 0 sart1 ile degistirilirse yarmorm elde edilir [2].

Tanim 1.4. (X, |.||) bir normlu uzay ve z = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
her £ > 0 igin n > ng iken

|z, — || <€

olacak sekilde bir ng = ng(e) € N sayis1 varsa x = (x,,) dizisi 2’e yakinsaktir denir.

x = (x,) dizisi ’e yakinsak ise limz,, = = veya x,, — x seklinde yazilr [2].

Tanim 1.5. (X, |.]|) bir normlu uzay ve z = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
her £ > 0 ve her n, m > ng i¢in

|zn — 2w < e

olacak sekilde bir ng = ng(¢) € N sayist varsa © = (x,) dizisine bir Cauchy dizisi

denir [2].

Tanim 1.6. (X, |.||) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 adi verilir [2].

Tanim 1.7. X bir vektor uzay, K da reel ya da kompleks sayilar cismi olsun.
(.,.): X x X — K doniisiimii agagidaki sartlar saglarsa (.,.) doniigiimiine X iizerinde
bir i¢ garpim, (X, (.,.)) ikilisine de bir i¢ carpim uzay1 denir. Her z,y,z € X i¢in

(1) (z +y,2) = (2, 2) + {y, 2),

i) (az,y) = a(r,y), a € K,

(
(i) (z,y) = (y, ),
t

dir.

X tlizerinde tamimlanan bir i¢ ¢carpim, X tizerinde

2]l = v/, z) (1.1)



ile verilen bir norm ve

d(z,y) = [l —yll = V{z —y,z —y)
ile verilen bir metrik tanimlar [2].

Tanim 1.8. Uzerindeki i¢ carpimla tanimli metrige gore tam olan i¢ carpim uzayima,

Hilbert uzay1 denir [2].

Teorem 1.9. (Paralelkenar Esitligi) (X, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay: tizerindeki

1.1) normu her x,y € X icin paralelkenar esitligi olarak bilinen
Y ¢ Sithig
2 2 2 2
1z +ylI” + llz = ylI” = 2]l [" + llylI")
esitligini saglar [2].

Tanim 1.10. X ve Y ayn cisim tizerinde tanimh iki lineer uzay olsun. 7': X — Y

dontistimii her z,y € X ve her « skaleri i¢in
Tx+y)=Tzx+Ty

ve

T(ax) =aTx

sartlarin saghyorsa 7' doniigiimiine lineer operator denir [2].

Tanim 1.11. (X, |.|,) ve (Y, ].|l,) birer normlu uzay ve 7' : X — Y bir lineer
operator olsun. 7' operatérii normu koruyorsa, yani her z € X icin ||Tz|, = ||z||;
oluyorsa 7' ye lineer izometri denir. Boyle bir doniigiimiin bire-bir olacag: aciktir. Eger
bu doniistim ¢rten ise T' ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ve Y normlu

uzaylarina izomorfik uzaylar denir [3].

Tanim 1.12. Tamm bolgesi bir X vektor uzayinda, deger bolgesi ise, X’ in K
skaler cismi i¢inde bulunan lineer bir f operat¢riine bir lineer fonksiyonel adi verilir.

Eger X reel ise K = R ve X kompleks ise K = C olmak iizere, f : D(f) — K

yazilir [2].



Tanim 1.13. D(f) tanim bolgesi, normlu bir X uzayinda, deger bolgesi ise bu
normlu X uzaymin skaler cismi i¢cinde bulunan, sinirh lineer bir f operatoriine, sinirh

lineer fonksiyonel adi verilir. Buna gore, her x € D(f) igin,

|[f(@)] < cll«]

olacak sekilde reel bir ¢ sayis1 vardir. Ayrica, f’ in normu

Il = sup L
xe?(af) ]
ya da

IfIl = sup [f(x)|
4

seklinde tanimlanir [2].

Tanim 1.14. X normlu bir uzay olsun. X {izerindeki tim smrh lineer

fonksiyonellerden olusan B(X, K) ciimlesi

1f @)l

IfIl = sup = sup |f(z)]
zeD(f) HxH z€D(f)
- lell=1

normu ile bir Banach uzay: olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzay: denir ve X’

ile gosterilir [1].

Tanim 1.15. X', X Banach uzaymin siirekli duali olmak iizere B(X', K) uzayma

X uzaymin ikinci duali denir ve X ile gosterilir. X" uzay1 da bir Banach uzayidir [1].

Tamim 1.16. X normlu bir uzay olmak iizere X' = X ise X uzayma yansimal

uzay denir [1].
Tanim 1.17. Normlu bir X uzaymda bir (z,,) dizisi verilmis olsun. Eger

lim ||z, —z| =0

n—0o0

olacak gekilde bir x € X elemam varsa, (z,) dizisi «’ e kuvvetli yakinsaktir ya da

norma gore yakinsaktir denir ve bu durum

lim z, =z

n—oo

4



veya kisaca

Tp —x (N — 00)

seklinde gosterilir [2].

Tanim 1.18. Normlu bir X uzaymnda bir (x,) dizisi verilmis olsun. Eger her
f € X' icin,
lim f(a,) = f(z)

n—0o0o

olacak gekilde bir € X varsa, (z,) dizisi 2’ e zayif yakinsaktir denir ve
T, =z (n— 00)
ya da z, — x (n — 00) seklinde gosterilir [2].

Kuvvetli yakinsaklik ile zayif yakinsaklik arasindaki iligki asagidaki teoremde

verilmistir.

Teorem 1.19. (x,) normlu bir X uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda,
(i) Kuvvetli yakinsak bir dizi ayni limite zayif yakinsaktir.

(i) Zayif yakimsak bir dizi kuvvetli yakimsak olmayabilir.

(iii) dim X < oo ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsakhigr gerektirir [2].

Tanim 1.20. Birim kiire tizerindeki her zayif yakinsak dizi norma gore yakinsak

ise X Banach uzay1 Kadec- Klee 6zelligine veya (H) ozelligine sahiptir denir [5].

Tanim 1.21. X yansimali bir Banach uzay1 ve A, X Banach uzayinin kapali,
smirh, konveks bir alt ciimlesi olsun. Her z € A i¢in r(z, A) = sup{||lz —y|| : y € A}

olmak tizere A ctimlesinin Chebyshev yarigapi
R(A) =min{r(z,A) : x € A}

seklinde tanmimhidir. X Banach uzayinin kapali, sinirli, konveks birden fazla elemana
sahip her A alt ciimlesi i¢in R(A) < diamA sart1 saglaniyorsa X Banach uzay1 normal

yapiya sahiptir denir [6].



Tanim 1.22. Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin climlesini w ile gosterelim.
x = (z1), y = (yx) ve a bir skaler olmak tizere w, z +y = (zx + yx) ve ax = (axy)
seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir

dizi uzay1 denir [7].

Asagida bu ¢alismada kullanacagimiz dizi uzaylar1 verilmigtir:

loo = {:1: = (xg) : sup|zx| < oo},
k
c= {x = (zg) : lillfnzck rnevcut} )

co = {x:(xk):li]?lxk:O},
Ep—{:c—(xk)22|xk|p<oo, O<p<oo},
k
Zl‘k <OO},

"o k=1

cs = {x = (xp) : (Zxk> € c},

bv, = {3: = (z3) : Z |z, — a1’ < oo} :

k

bs = {x = (xy) : sup

U, C Ve cq dizi uzaylari
]| = sup [zx|
keN
normu ile birer Banach uzayidir.
¢, dizi uzayi ise
lelly, = " (0<p<1)
k

ve

1/p
], = (Z |37k|p> (1<p<oo)

k
normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 1.23. X bir dizi uzay: olsun.
X*={a=(ax) €w:Her z € X i¢in ax € {1},

6



XP ={a=(a;) €w:Her z € X icin ax € cs},
X"={a=(ar) €w:Herx € X igin ax € bs}

olsun. X%, X ve X7 ya sirasiyla, X in a—, 3— ve y—duali denir. a—dualine Kéthe
- Toeplitz duali, f—dualine genellestirilmis Kothe - Toeplitz duali denir. @ C X C

X? C X7 kapsamalart mevcuttur. n = a, 3 veya 7 olsun. X C Y ise X" C Y dir [§].

Tanim 1.24. A = (a,;) reel terimli bir sonsuz matris ve x = (z},) herhangi bir dizi

olsun. Eger her n € N i¢in
(Az), = Zankiﬁk (1.2)
k=0

serileri yakinsak ise ((Ax),) dizisine () dizisinin A matrisi ile elde edilen doniigiim
dizisi denir.

A ve p herhangi iki dizi uzayi ve A da bir sonsuz matris olsun. Eger her x € X icin
((Az),) doniigiim dizisi mevecut ve p uzaymnda ise A matrisi, A uzayindan p uzayina
tanumhidir denir. A uzaymndan g uzaymma tamml biitiin matrislerin siifi (A : p) ile

gosterilir.

Tanim 1.25. Bir A = (a,;) sonsuz matrisinin bir A\ dizi uzay1 iizerindeki A4 etki
alani

M ={r = (1) Ew: Ar € \} (1.3)

ctimlesidir. A4 ayn1 zamanda bir dizi uzayidir.

Tanim 1.26. (U’ggen esitsizligi) a ve b herhangi iki kompleks say1 olsun. Bu
durumda

|+ b] < |af + [b]

esitsizligi gecerlidir.

Tanim 1.27. (Minkowski esitsizligi) p > 1 ve a1, ...,a,, > 0, by, ..., b, > 0 olsun.

n 1/p n 1/p 1/p
(Z (ay +bk)p> < (Z a§> + ( b§>
k=1 k=1 k=1

Bu taktirde

3

dir [1].



Bu calismada asagidaki egitsizlikler kullanilacaktir.

a,b € RT ve 2 < p < oo olmak iizere

la 4 b[F <207 (|aff + |b[F) (1.4)

dir.
Her 2,y € £,(T) (Tanmm 2.1 de tamm verilmistir.) ve 2 < p < oo i¢in agagidaki
esitsizlik gegerlidir:
lz+ylI” + llz =yl < 227 (=" + [ly]I") (1.5)

Fibonacci dizisi

fo = fAi=1
fn = fn—l+fn—27n22

olmak tizere (f,) dizisidir [9)].

Simdi, Fibonacci dizisinin baz1 6zelliklerini verecegiz. Bunlardan en iyi bilinenleri

Altin oran ve Cassini formdiliidiir.

11m =
noe fo 2

= ¢ (Altin oran),

ka = fuio — 1 her n € N icin,
k=0

1
Z — yakinsaktir,
T,

foct-fasr — f2 = (=1)""! her n > 1 igin (Cassini formiilii)

Bir cok aragtirmaci Fibonacci sayilarimi kullanarak yeni dizi uzaylar: insa etti. Kara

[10], (f,) Fibonacci dizisi ve F' = (f,;) ikili band matrisi her k,n € N i¢in

1 k=n-—1

fn )
- _In_ —
Fr fnt1 , k=n
0 , 0<k<n—1veyak>n

olmak {izere
EP(F):{wa:FxEEP}, (1<p<x)

8



A

dizi uzaym tammladi. Daha sonra M. Candan [11] F(r, s) matrisi yardimiyla 7 ve s
sifirdan farkh reel sayilar olmak iizere co(F(r,s)) ve c¢(F(r,s)) dizi uzaylarm,
M. Candan ve E. E. Kara [12] da aym matris yardmmyla €,(F(r,s)) ve loo(F(r, s)) dizi
uzaylarini tamimladilar. Bu uzaylarla ilgili bazi kapsama bagmtilarim1 ve bu uzaylarin
a—, f— ve y— duallerini hesapladilar. Bu dizi uzaylariyla ilgili bazi matris smiflarini

karakterize ettiler.

Son olarak E. E. Kara ve M. Ilkhan [13], her n € N igin ¢, > 0, t = (t,,) € c\¢; ve

1

= n —
<k<n—1lveyak>n

olmak iizere T' = (,x) matrisini kullanarak

0,(T) = {x— () szz

tnxn - t_xn—l

n
n

p<oo} (1<p<o0)

)

dizi uzaylarim1 tamimladilar. Bu caligma ile Fibonacci dizisini kullanarak elde edilen

tnxn - t_xn—l
n

0oo(T) = {:1: = (1) € w: sup

n

dizi uzaylarim genellestirdiler.

Biz bu calismamizda E. E. Kara ve M. Ilkhan’ m [13] deki cahigmalarim
genellestirerek yeni bir dizi uzay: insa ettik. Bu yeni dizi uzaymin baz topolojik
ozelliklerine ve bazi kapsama bagintilarina yer verdik. Bu uzaym a—, f— ve y—
duallerini inceledik ve baz1 matris sinifi karakterizasyonlarina ve son olarak bazi geometrik

ozelliklerine yer verdik.



2. (,(T) ve (.,(T) DiZi UZAYLARI

Bu boliimde 1 < p < oo olmak iizere T- band matrisini kullanarak ¢,(T) ve
loo (T) dizi uzaylarini tanmimlayacagiz. Ayrica, bu yeni dizi uzaylarimin bazi topolojik

ozelliklerini inceleyecek ve bu uzaylarla ilgili baz1 kapsama bagintilaria yer verecegiz.

Tanim 2.1 band matrisi yardimiyla tanmimlayacagimiz yeni dizi uzaylar

oy

n

1
rtnTn + st—xn_l

p<oo} (1<p< o)

)

Aym zamanda (1.3) gosterimiyle £,(T) ve loo(T) dizi uzaylarm £,(T) = (£,)7

1
Tty + S—Tp_1

oo (T) = {:1: = (z,) € w : sup -

n

seklindedir [14].

(1 <p < 00) ve loo(T) = (fso)7 seklinde yeniden yazabiliriz.
Bu galisma boyunca; her n € N i¢in ¢,, > 0 olmak iizere (t,) € c\cy ve r, s € R\ {0}

olarak almacaktir. Ayrica T' = (t,;,) band matrisini biitiin k, 7 € N icin

rt, , k=n
te =19 s3- , k=n—1
0 , akst taktirde

seklinde tamimlayalim.

Bu dizi uzaylarindan 1 < p < oo olmak iizere 7, s € R\ {0} sayilarinm ve ¢ = (¢,)
dizisinin baz 6zel hallerini alarak asagidaki 6zel dizi uzaylarin elde ederiz.

(i) r=1ve s = —1 almrsa £,(T) = £,(T) ve Loo(T) = loo(T) elde edilir [13].

(i) Her n € Nigint,, = 1, 7 = 1 ve s = —1 alimrsa £,(T) = bv, elde edilir.

(iii) Her n € N i¢in ¢, = ﬁ% alimirsa £,(T) = €,(F(r,s)) ve loo(T) = oo (F(r,5))
elde edilir [12].

(iv) Her n € Nigin ¢,, = f" ,r=1ves=—1ahmrsa (,(T) = {,(F) ve loo(T) =
(o (F) elde edilir [10].

(v) Her n € Nigin t, = e, r = 1 ve s = —1 aliursa 7' matrisinden A matrisi elde

edilir [15].



(vi) Her n € N igin t,, = 1 segilirse £,(T) = £, ve Lo (T) = l elde edilir [16].

Bir © = (z,,) dizisinin 7- doniisiimii altindaki goriintiisii olan y = (y,) dizisi her
n € N icin
. rtoTo , n=0
Tty Ty + 83, Tn—1 5 N >1
seklinde tanimlanir.

Ayrica T = (t;,i) ters matrisi her k£, n € N igin

3 =
[

()" e 1T

, 0<k<n
to = j=k

~+
)

<.

0 , k>n

seklinde tanimlanir.

Simdi, 1 < p < oo olmak tizere £,(T) ve lo(T) dizi uzaylarna ait bazi topolojik

ozellikleri ve bu uzaylarla ilgili bazi kapsama bagintilarini verebiliriz.

normu
P

Teorem 2.2. (,(T) dizi uzay1, 1 < p < oo olmak tizere %], (1) = HT(J:)

ile, yani
p\ /P
) , 1<p<oo

y P=00

nl

(5
Hngp(T) = n

sup,, [T,z

normu ile bir Banach uzayidir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. |z ¢,(7) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde
|7

= 0 dir. ||.|[, bir norm oldugundan Tx = 0 bulunur. Buradan da z = 6 elde
I P
edilir. = 6 iken [|z||, .7 = 0 oldugu aciktur.

a € C ve x € £,(T) olsun. Bu taktirde,

H@xHe,,(T)

Hf(ax)

= | HT:U

_ Hm
Lp

Lp

0 = |o| HxHep(T)

elde edilir.

11



Son olarak x,y € £,(T) olsun. Buna gore

lz+yll,7 = [|T@+y) .
P
= Tx—l—fy
Kp

< |\|Tz|| +||Ty

4 4
= |lzlle, 7 + lylle, 7

dir. O halde ¢,(T") dizi uzay1, 1 < p < oo olmak tizere bir normlu uzaydir.
Simdi, £,(T) dizi uzaymin bir Banach uzay1 oldugunu gosterelim. (w,,) dizisi £,(7T)

dizi uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde (y,,) dizisi ¢, de bir dizidir. O halde,

20 = @nlleyry = [T —om)|,
P
— | 7o - T
p
2 Hyn_yml‘zp

elde edilir ki bu da (y,,) dizisinin ¢, de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. ¢, dizi uzay1
tam oldugundan ¢, dizi uzayinda (y,) — y olacak sekilde bir y € /¢, dizisi mevcuttur.

Ayrica, © = T 'y oldugu da goz dniine alimrsa

Ji oo =l = Jm |70 = )
p
= lim Hfzcn—fx
n—oo fp
= Jim [y o]l
=0

elde edili. O halde £,(T) dizi uzaymda (v,) — z olacak sekilde bir z € £,(T)

mevcuttur. Bu taktirde, 1 < p < oo olmak tizere (,(7") dizi uzayr verilen normla

birlikte bir Banach uzayidir.

Teorem 2.3. 1 < p < oo olmak tizere ﬁp(T) dizi uzay1 ve £, dizi uzaylar lineer

izomorfiktir. Yani £,(T) = ¢, dir.

fspat. (2.1) kullamilarak £,(T) uzaymdan ¢, uzayma bir T doniisiimii asagidaki

gibi tanimlansin:

12



T:0,(T)— ¢,
z—y="Tzr= (T

Bu taktirde her x € EP(T) icin bir Tz =y € ¢, mevcuttur. T- déniigtimiiniin lineer
oldugu agiktr.

Tz = 6 olsun. Bu taktirde her n € N icin rt,x, + Si%—l = 0 elde edilir. n =0
icin zp = 0, n = 1 igin rt;zy + Sill?o = 0 olup #; = 0 elde edilir. n = k£ igin
rigry + Sil‘k_l = 0 = xx = 0 bulunur. Bu sekilde devam edilerek her n € N igin
z, = 0 yani = 0 bulunur. Buradan T lineer doniigtimiintin " Tz = 0 = ¢ = 0 "
onermesini sagladigindan dolay1 bu doniigiimiin birebir oldugunu soyleyebiliriz.

Son olarak, 7' déniisiimiiniin 6rten oldugunu géstermeliyiz. y = (yn) € €, olsun ve
x = (z,) dizisini de

1zn: — i ﬁl t (n,k € N) (2.2)
b, — — - n, .
r k=0 " j=k t? e

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde, (2.1) ve (2.2) kullanilarak her n € N i¢in

T.x = rtyx, +s—x,_1
1w _s\n—k [ 77 1 IR S AR Sy i
= 1ty 32 | (5) [T & | thye| + 5527 3 | (5) 2 | teyn
k=0 j=k 9 k=0 j=k I

n—1 [ _ n 1 —1 e n—1

= yotty . [(59)" * (H ,%2) thur| — o [(_TS) * (H %2) tkyk]
k= i j=k 7 i k=0 j=k 7
n—1 [ n 1 n—1 n

= Ynttn) (?)n_k (H ,%2) Yk | — tn [(?)n_k (H %2) tkyk]
k= i j=k 7 i k=0 j=k 7

= yTL

elde edilir ki bu da Tz = y olmasi demektir. y € ¢, oldugundan Tz € ¢, bulunur.
Yani, herhangi bir y € £, icin bir z € £,(T) mevcuttur ki bu da T- déniigiimiiniin érten
oldugunu gosterir.

Son elde ettigimiz esitlige, ||.||, normunu uygulayarak

Iyll, = [, = Nl
P

13



esitligini elde ederiz. O halde T- doniistimii normu korur. Bu durumda 7" bir izometridir.

Ayrica, 1 < p < oo olmak iizere £,(T) ve £, dizi uzaylar lineer izomorfiktir.

Teorem 2.4. 1 < p < 0o ve p # 2 icin £,(T") dizi uzay1 bir i¢ carpim uzay: degildir.

Dolayisiyla bir Hilbert uzay: da degildir. p = 2 alwsak ¢5(7") dizi uzay1 bir Hilbert

uzay1 olur.

Ispat. p # 2 icin EP(T) dizi uzaymin bir i¢ carpim uzay1 olmadigini sadece EQ(T)
dizi uzaymin bir i¢ ¢carpim uzay: ve Hilbert uzay: oldugunu gostermeliyiz. Teorem 2.2

Ta

den biliyoruz ki £,(T) uzay1 ||z to(F) = ) normuyla bir Banach uzayidir ve bu

Lo
norm her x € l5(7T') igin

. L \1)2 -
Hbe(T) = <x’x>e2/(f) r <Tx,Tx>£2 - HTx

L2

i¢ carpimindan elde edilebilir. Dolayisiyla, ¢5(T") dizi uzay: bir Hilbert uzayidir. Simdi,

o ,n:O
)
r r kA tl2 )
k=0 i=k
ve
1 _
Tto ,TL—O
RIS SR ALYt > 1
TkZO ( ) (r) kl:[ktl2 y 2

olmak iizere u = (u,) ve v = (v,) dizilerini goz dniine alalim. Bu taktirde bu dizilerin

T- doniistimii yardimiyla
Tu=(1,0,0,...) ve Tv = (1,—1,0,0,...)
dizilerini elde ederiz. Ayrica,

T(u+v)=(2,0,0,0,...) ve T(u — v) = (0,2,0,0,...)

olup,
lutoll,7 = [[T(utw) , =2
P
fu vl = [P =2
P
Il ey = [T, =2
P
olley = ||, =2
Kp

14



bulunur. Buradan elde edilen bu normlar paralelkenar esitliginde yazildiginda sadece

p = 2 durumunda esitligin saglandigr p # 2 i¢in ¢,(7") dizi uzaymin paralelkenar
esitligini saglamadig1 sonucu ¢ikar. O halde bu norm bir i¢ carpimdan elde edilemez.

Bu nedenle p # 2 icin ¢,(7") dizi uzay: bir Banach uzay iken bir Hilbert uzay1 degildir.

Teorem 2.5. (. (T') dizi uzay1 bir Banach uzayidir fakat bir Hilbert uzay1 degildir.

Ispat. Teorem 2.4 iin ispatinda verilen u = (u,) ve v = (v,) dizileri goz 6niine

almirsa
ot ol = [[Tluto)], =2
o =vlleuy = [Tu—v), =2
lulle, 7y = Tu”eoo_l
ooy = |Te],_ =1

elde edilir. Bulunan bu degerler kullanildiginda paralelkenar esitliginin saglanmadigi

goriiliir:

2 2 2 2
o 02y + Nl = 012y =8 # 4 = 2 (JfullZ_ gy + IollZ sy

Buradan /.. (T") dizi uzay1 bir i¢ ¢arpim uzay1 ve Hilbert uzay1 degildir.

Lemma 2.6. a, > 0 olmak iizere [] (1 + a,) ¢arpiminin yakinsak olmasi igin gerek
ve yeter sart Y a,, serisinin yakimsak olmasidir [17].

Teorem 2.7. 1 < p < ¢ < co olmak iizere £,(T) C £,(T) olup kapsama kesindir.

Ispat. 1 <p<g<oovez€ EP(T) olsun. Bu taktirde Tz € ¢, olup ¢, C ¢,
kapsamasi goz oniine almirsa Tz € £, elde edilir ki bu da 2 € £,(T) olmasi demektir. O
halde ¢,(T) C £,(T) olur. Ayrica, £, C ¢, kapsamasi kesin oldugu i¢in x € £,\f, olacak
sekilde bir x = (x,,) dizisi mevcuttur. y = (y,,) dizisini

n n—k n
Yn = %kz; [(_78) j]:][%thk] (n €N)
seklinde tanimlayalim. Bu taktirde, her n € N icin Tny = x, esitligini elde ederiz
ki bu da Ty = z olmasi demektir. = € ¢,\(, oldugundan Ty € ¢,\¢, dir. O halde,

,(T) C £,(T) kapsamasi kesindir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 2.8. 1 < p < 0o olmak iizere £,(T) C £y (T) olup kapsama kesindir.

Ispat. 1 <p<oovex € (,(T ) olsun. O halde Tz € ¢, dir. ¢, C l kapsamasindan
Tx € ly elde edilir. Bu da & € £o(T) olmasi demektir ki buradan £,(T) C lo(T)

kapsamasini elde ederiz. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin, y = (y,,) dizisini

yn—%zn:[(—m’f(%s) tkH] (n€N)

k=0 jk‘j

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde, her n € N icin

~ 1
Tny = Ttnyn + St Yn—1
= (-1’

elde edilir. O halde, Ty € £, \¢, dir. Buradan y € (oo(T)\£,(T) bulunur. O halde,

1 < p < oo olmak tizere £,(T) C £ (T) kapsamasi kesindir.
Teorem 2.9. 1 < p < oo olmak tizere ¢, C Ep(f) olup kapsama kesindir.

Ispat. Herhangi bir » € ¢, igin |zl 7 < K.|[z[l,, olacak sekilde bir K > 0
sayisinin mevcut oldugunu gostermeliyiz.
1 <p<oovex €, olsun. Ayrica, (t,) € c\¢y dir. Bu bilgiler goz ¢niine alinirsa,

her n € Nigint,, < M ve i < N olacak gekilde M, N > 0 sayilar1 mevcuttur. O halde,

T

HxHeoo(T) = Ssup

= sup
n

< (Jr| M + |s| N)sup |z,|

Tty + S—Tp_1
ln

= |zl (rl M +]s| N)

dir. Minkowski esitsizligi kullamlarak

1/p
lelly, 7y = (Z W (2) )
(=

n

1
rtnTn + st—xn_l

p> 1/p
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1
S—Tp—
¢, "

< (o) (i)

1/p 1/p
< Wi (z w) N (z |xn_1|p)

= llllg, (Ir| M +[s| N)

elde edilir. K = (|r| M + [s| N) olmak tizere 1 < p < oo icin |z, 7y < K. ||z,

esitsizligi elde edilir ki bu da ¢, C ¢,(T") kapsamasinin saglandigini gosterir.
Simdi de kapsamanin kesin oldugunu gosterelim.

(i) Her n € N i¢in 0 < t,, < 1 olmak iizere t = (t,) dizisini alalm. 1 < p < oo ve
s = —r olsun. Genel terimi z,, = [] t% olan x = (x,) dizisini alahm. Her j € N igin
j=0"

1/t; > 1 oldugundan x ¢ ¢, dir. Buna kargilik Tx = (%, 0,0,0, ) € ¢, bulunur ki bu
da z € £,(T) olmas1 demektir.
Her j € Nigin ¢; = ,/% < 1 olsun. Bu taktirde & = 1 + j%l dir. Y -1 serisi

b =i
raksak olup Lemma 2.6 dan [] t% carpiminin da 1raksak oldugunu buluruz. Genel
j=0"
terimi 2, = [] % olan # = (z,,) dizisini alahm. Bu taktirde z ¢ (s dir. Ayrica

=0
s = —r olmak {izere Tz = (%,0,0,0,...) € l elde edilir ki bu z € (,(T) olmasi

demektir.

(i) 1 <p<oovehern e Nigint, =1olsun. z =(1,1,1,...) ve s = —r olsun.

z ¢ {, oldugu aciktir. Ayrica, Tz = (r,0,0,0,...) € £, olup z € £,(T) dir.

x, = n+ 1 olmak tizere x = (x,,) dizisini alalim. z ¢ /¢, oldugu agiktir. Her n € N

icin t, = 1 ve s = —r olsun. Bu taktirde her n € N icin T,z = r elde edilir. O halde,

x € loo(T) dir.

(iii) Her n € Nigin t,, > 1 ve t,, = Z—ﬁ > 1 olsun. Ayrica p = 1 ve s = —r olsun.
Genel terimi z, = n+r2 olan z = (x,) dizisini alalm. = ¢ ¢; dir. O halde
- r , n=0
T,x =
ey 0 2l
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elde edilir. Bu taktirde, Tz € ¢; bulunur ki bu da € ¢;(T") olmasi demektir.

Her n € Nigin t,, = Z—ﬁ ve s = —r olsun. z,, = n+ 1 olmak tizere x = (x,,) dizisini

alalm. x ¢ {, dir. Fakat 7o = (7".3;1”—;“24) € (o dir. O halde, z € (o (T) dir.

Sonug olarak, z € £,(T)\/, olacak sekilde bir eleman meveut oldugundan 1 < p < oo

olmak tizere verilen ¢, C ¢,(1") kapsamasi kesindir.

Teorem 2.10. 1 < p < oo olmak iizere £, ve £,(T) uzaylar birbirini kapsamazlar.

Ispat. ¢, = zi—é olsun. =z = (z,) = (11_10%) dizisini goz oniine alahm. Bu
taktirde x ¢ {, dir. s = —r olsun. Buradan Tx = (7"\/5, 0,0,0, ) elde edilir ki bu da

x € £,(T) olmasi demektir.

Simdi de z = (x,,) = ((—1)") dizisini alalm. Bu taktirde = € ¢, dir. Burada r =1

ve s = —1 olmak tizere
- t , n=20
A — ‘
(—1)™ (tn—i— i) , n>1
elde edilir. Her n € N igin ’(—1)” (tn + i)’ > 1 oldugu aciktir ki 3 |T,x " serisi

n

waksak olur. O halde = ¢ (,(T) elde edilir. Bu da verilen iki uzaym birbirini

kapsamadiklarini gosterir.
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3. (,(T) Dizi Uzayimin a—, f— ve y— Dualleri

Bu bolimde, 1 < p < oo olmak tizere £,(T) ve {o(T) dizi uzaylarmm a—, f— ve

~v— duallerini inceleyecegiz.

Lemma 3.1. 1 < p < oo ve % —|—§ = 1 olsun. O halde A € (¢, : ¢;) olmasi igin

gerek ve yeter sart

q
sup Z < 00 (3.1)
k

KeF

E Qnk
nekK

olmasidir [18].

Lemma 3.2. A € (¢ : ¢;) olmas i¢in gerek ve yeter sart
sup Ank| < 00 3.2
D 32

olmasidir [18].

Lemma 3.3. A € ({ : {1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ = 1 igin (3.1) esitliginin

saglanmasidir [18].

Lemma 3.4. 1 <p < oo ve 111 —i—%{ =1 olsun. O halde A € (¢, : ¢) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
sup Z |lank|? < 0o (3.3)
"k

ve

her k£ € N i¢in lim a,,;, mevcut (3.4)

olmasidir [18].
Lemma 3.5. A € (¢; : ¢) olmasi igin gerek ve yeter sart
SUp |G| < 00 (3.5)
n,k

ve (3.4) ifadesinin saglanmasidir [18].



Lemma 3.6. A € ({, : ¢) olmasi icin gerek ve yeter sart (3.4) ifadesinin ve
i 3 ol - 3
k k

esitliginin saglanmasidir [18].

(3.6)

lim Ak

n—0o0

Lemma 3.7. 1 < p < oo ve % —|—$ = 1 olsun. O halde A € (¢, : ) olmas1 igin

gerek ve yeter sart (3.3) esitsizliginin saglanmasidir [18].

Lemma 3.8. A € ({; : () olmas: igin gerek ve yeter sart (3.5) esitsizliginin

saglanmasidir [18].

Lemma 3.9. A € ({4 : {s) olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ = 1 igin (3.3)

esitsizliginin saglanmasidir [18].

Teorem 3.10. 1 < p < oo ve ]1) + % = 1 olsun. Bu durumda ¢,(T) uzaymin a—
q
< oo}

Ispat. Herhangi bir a = (a,) € w dizisini alahm. = = (,) dizisini (2.2) deki gibi

duali

1/—s\"" 4 1
> (F) Mzne
aad nex N T j=k I

dy(r, s) = {a = (ar) € w: sup Z

climlesidir.

alirsak

12”: —s Hﬁ L,
ApnTy = Gp— — -
rée\r 11 52tk
1 =5\ 1
= Z —(—) Ht_gtkan Y
o L" =kt

n

,
k=

= Z bk (7, 8) Yk
k=

= (By),, (neN)

[e=]

elde ederiz. Buradan B = (b,x(r, s)),

=3 =

(_Ts)n_k [1 t_lztkan , 0<k<n
b (1 8) = g=k (k,n € N)
0 , k>n

seklinde tanimlanir.
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O halde, "Her x = (z,,) € £,(T) i¢in ax = (a,z,) € ¢; olmas1 igin gerek ve yeter sart

y = (yn) € {, igin By € ¢, olmasidir” ifadesi elde edilir. Lemma 3.1 den faydalanarak

(6(T))" = du(r, s)
sonucunu elde ederiz.

Teorem 3.11. 1 < p < oo ve % + %1 — 1 olsun. dy(r, s) ve ds(r, s)
; q
no 1 (—s\"F i1
> = (—) Ht_ztkai <oo},

i=k T \T j=k Uj
R ] n 1 /—s\"F i1 ..
ds(r,s) = <a=(ag) €Ew: lim Y —(— I1 t_ztkai her k£ € N igin mevcut

noooip T\ T j=k U5

do(r,s) = {a = (ax) Ew :sup )

n k

~ ~

seklinde tamimlansin. O halde (EP(T))ﬁ = dy(r,s) Nds(r,s) ve (EP(T))7 = dy(r, s) dir.

Ispat. Herhangi bir a = (a,) € w dizisini alalim. Buradan

San = a3 1) fi o] 7

k=0 i=0 7=
L1\ TP
HRECHN T
k=0 i=k L N7 J=k "
= chz‘k(ras)aiyk
k=0 i=k

= Y du(r, s)ur
= (Dy), (neN)

elde edilir. Burada D = (d(r, s)), her k,n € N i¢in

=S =
—~
=1
~—
|
=
u%l*—'
~
=
)
AN
o
AN
3

cik(r,s) = j=k

olmak {izere

seklindedir.
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Bu taktirde, "Her z = (z,,) € £,(T) igin az = (a,,) € cs olmasi i¢in gerek ve yeter

sart y = (y,) € ¢, igin Dy € ¢ olmasidir" ifadesi elde edilir. Lemma 3.4 den
(6,(T))" = ds(r, s) N da(r, 5)

elde edilir.
Benzer sekilde (3.7) den faydalanilarak "Her z = (z,,) € £,(T) i¢in ax = (a,z,) € bs
olmast igin gerek ve yeter sart y = (y,,) € ¢, icin Dy € {, olmasidir" ifadesi elde edilir.

Lemma 3.7 den

(6,(T))" = ds(r, 5)

sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.12. dy(r,s) ve ds(r,s) ctimlelerini

() n

521 (—_> 1 e,

2
o U T j ktj

tkan

| =

dy(r,s) = {a = (a) Ew: sgp;

<oo},
s

~ ~

seklinde tammlayalim. O halde, (¢; (T))a = dy(r, s), (El(T))’B = ds(r,s) Nds(r,s) ve
(6(T))" = ds(r, s) dir.

<

ds(r,s) = {a = (ag) € w :sup
n,k

Ispat. Teorem 3.10 da Lemma 3.2 den faydalaniirsa (¢,(7))" = dy(r, s) oldugu
goriiliir.

Teorem 3.11 de Lemma 3.5 den faydalanihirsa (El(T))ﬁ = ds(r,s) Nds(r, s) oldugu
kolaylkla goriiliir.

Yine Teorem 3.11 de Lemma 3.8 den faydalanilusa (¢,(7))" = ds(r, s) elde edilir.

Teorem 3.13. dg(r,s) ciimlesi

~

dg(r, s) = {a = (ay) €w: lim )

seklinde tanimlansm. Bu taktirde ¢ = 1 olmak tizere ((x(T))" = dy(r, ), (EOO(T))ﬁ =

ds(r, s) Ndg(r, s) ve ¢ = 1 olmak iizere (EOO(T))7 = dy(r, s) dir.
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Ispat. Teorem 3.10 da Lemma 3.1 yerine Lemma 3.3 den faydalanilirsa (s (T))a =
dy(r, s), Teorem 3.11 de Lemma 3.4 yerine Lemma 3.6 dan faydalanilirsa (EOO(T))ﬁ =
ds(r,s) N dg(r,s) ve yine Teorem 3.11 de Lemma 3.7 yerine Lemma 3.9 dan

faydalanilirsa ¢ = 1 olmak iizere ((,(1))" = dy(r, s) elde edilir.
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4. BAZI MATRIS SINIFLARININ KARAKTERIZASYONU

Bu bolimde; A € {£,(T), t1(T), €o(T)}, 11 € {loos ¢, co, £1} ve 1 < p < oo olmak

tizere (A : p) simflarim karakterize eden teoremler ifade edilecektir.

Teorem 4.1. A\, w dizi uzayinin keyfi bir alt uzay1 ve 1 < p < oo olsun. Bu taktirde

A= (an) € (6,(T) : \) olmast icin gerek ve yeter sart,
B0 — (i) € (¢ : ¢), her bir n € N igin (4.1)

ve

E = (eas) € (6, : \) (4.2)

olmasidir. Burada k£, m,n € N igin

m _gviek i
i > (32) I gtran » 0<k<m
Cnk — S j=k ’
0 , k>m
ve -
=1 —s)" i1
Enk — i H tkam
iz; r ( r okt
dir.

Ispat. Kabul edelim ki A = (a,;) € (6,(T) : \) ve x = (x3) € £,(T) olsun. Bu
taktirde biittin m,n € N ler i¢in (2.2) den faydalanilirsa

m m k 1 s k—i 1
Zankﬂfk = Zankz;(T) H?tzyz (4.3)
k=0 k=0 i=0 J=r
m m 1 s i—k i
- Y30 (F) Do
=0 ik | N T 7=k "j
= D e
k=0
= E"(y)

elde edilir. Az meveut ve Az € ¢ oldugundan, E™ € (¢, : ¢) olmak zorundadir. (4.3)

esitliginde m — oo igin limit alimirsa Ax = Fy elde edilir. Az € ¢ oldugundan Fy € ¢

olur. Yani E € (¢, : ¢) elde edilir.



Tersine, (4.1) ve (4.2) sartlan saglansin ve x € £,(T) olsun. Bu taktirde, biitiin
n € N ler i¢in (ank)ren € (ﬁp(T))ﬁ ve (4.1) ile birlikte (enx)ren € €5 elde edilir. O
halde Az mevcuttur. Bu durumda (4.3) esitliginde m — oo i¢in limit alinirsa (4.3)

esitliginden Az = Fy elde edilir. O halde A € (¢

,(T) : \) bulunur. Boylece ispat

tamamlanir.

Simdi, kullanacagimiz baz sartlar: asagida ifade edelim:
( ) m 1 —S ik i 1
v = -\ —5 Ukni
=31 () [Tt

olmak {izere

supz e < oo (4.4)
™ k=0
lim e meveut her n, k € N igin (4.5)
sup eff,:)) < oo her n € N igin (4.6)
m,k
lim Z e,(f,z)) — Z lenk| her n € N igin (4.7)
iy k=0
lim e, =0 her k£ € N i¢in (4.8)
lim >~ Jenk| =0 (4.9)
n—oo %
sup | >, > enk| <0 (4.10)
N,KeF |neN keK

olarak alahm.
Teorem 4.2. 1 < p < oo olsun. Bu taktirde

(1) A= (an) € (,(T), £ ) olmasi icin gerek ve yeter sart (4.4), (4.5) sartlarinin ve
ank yerine e, alinarak (3.3) sartimin saglanmasidir.

(i) A = (an) € (6,(T), c) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.4), (4.5) ve a,; yerine
enr alinarak (3.3) ve (3.4) sartlarinin saglanmasidir.

(iii) A = (am) € (L,(T), co) olmast icin gerek ve yeter sart (4.4), (4.5), (4.8)
sartlarinin ve a, yerine e, alimarak (3.3) sartinin saglanmasidir.

(iv) A = (an) € (6,(T), £,) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.4), (4.5) sartlarinim

Ve @y, yerine e, alimarak (3.1) sartinin saglanmasidir.
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Teorem 4.3.

(1) A = (an) € (41(T), L) olmast icin gerek ve yeter sart (4.5), (4.6) sartlarinn ve
ank yerine e, alinarak (3.5) sartiin saglanmasidir.

(ii) A = (an) € (£1(T), c) olmast icin gerek ve yeter sart (4.5), (4.6) ve a,; yerine
enr alinarak (3.4) ve (3.5) sartlarinin saglanmasidir.

(iii) A = (am) € (4(T), co) olmast icin gerek ve yeter sart (4.5), (4.6), (4.8)
sartlarinin ve a,j yerine e, alimarak (3.5) sartinin saglanmasidir.

(iv) A = (am) € (4(T), £1) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.5), (4.6) sartlarinm

Ve @y, yerine e, alimarak (3.2) sartinin saglanmasidir.

Teorem 4.4.

(1) A = (an) € (boo(T), £oo) olmast icin gerek ve yeter sart (4.5) ve (4.7) sartlarinim
Ve @y, yerine e, ve ¢ = 1 olmak iizere (3.3) sartinin saglanmasidir.

(ii) A = (any) € (los(T), c) olmasi icin gerek ve yeter sart (4.5), (4.7) ve a,, yerine
enr alinarak (3.4) ve (3.6) sartlarinin saglanmasidir.

(iii) A = (anr) € (loo(T), o) olmasi igin gerek ve yeter sart (4.5), (4.7), (4.8) ve
(4.9) sartlarimin saglanmasidir.

(iv) A = (anr) € (boo(T), £1) olmasi icin gerek ve yeter sart (4.5), (4.7) ve (4.10)

sartlarinin saglanmasidir.
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5. £,(T) ve (.(T) DIZ1 UZAYLARININ BAZI GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Bu boliimde, 1 < p < oo olmak iizere birer Banach uzay1 olan £,(T) ve (o (T) dizi
uzaylarinin bazi geometrik 6zelliklerini inceleyecegiz ve bu uzaylarin geometrik yapilar:

ile ilgili baz1 sonuclar elde edecegiz.

Calisma boyunca Sx = {r € X :|z||=1} X Banach uzaymda birim kiireyi

gosterecektir.
Tanim 5.1. Bir X vektor uzayinin bir alt ctimlesi A olsun. Her z,y € A icin
M={zeX:z=arx+(1-a)y, 0<a<1}CA
ise A ciimlesi konvekstir denir [2].

Tanim 5.2. X bir Banach uzayi ve x,y € Sx olsun. Her A € (0, 1) icin = # y iken
|(1 =Nz + \y|| < 1ise X uzay: kesin konvekstir denir [19).

Bir normlu uzay Tamim 5.2 deki sartlar1 sagliyorsa bu taktirde uzayim tamamindan

ziyade o uzaym kapali birim yuvar1 veya normu kesin konvekstir denir [5].

Onerme 5.3. Bir normlu uzaym kesin konveks olmas: icin gerek ve yeter sart o

uzayn iki boyutlu her bir alt uzaymin kesin konveks olmasidir [5].

Tanim 5.4. X bir Banach uzay1 ve 0 < ¢ < 2 olsun. |lzf] < 1, |ly]] < 1 ve
|z —y|| > e iken ||(x + y)/2|| < 1 — ¢ olacak sekilde bir § = §(¢) sayist mevcut ise X

uzay1 diizgiin konvekstir denir [19].
Teorem 5.5. Her diizgiin konveks Banach uzay1 kesin konvekstir [19].
Teorem 5.6. Her diizgiin konveks Banach uzay1 normal yapiya sahiptir [19].

Teorem 5.7. Her diizgiin konveks uzay yansimaldir [19].



Teorem 5.8. Her diizgiin konveks uzay, Kadec- Klee tzelligine sahiptir [19].

Tanim 5.9. X bir Banach uzayi, ¢ > 0 ve z,y € Sx olsun. Her z,y € Sy icin
|z —y|| > ¢ olmak iizere ||(x +y)/2|| < 1 — ¢ olacak sekilde bir 6 = d(x,¢e) sayist
mevcut ise X uzay: lokal diizgiin konveks uzaydir denir [19].

Lokal konveks bir X Banach uzayinin modiilii, 0 < € < 2 ve her x € Sx icin
Sx(x,€) = inf{ = ; il y € Sx,[lv — vyl > 6}
dir.

X Banach uzayimnim € > 0 ve her z € Sy i¢in dx(z,¢) > 0 ise lokal diizgiin konveks

olacag1 aciktir.

Her diizgiin konveks Banach uzay: lokal diizgiin konvekstir.

Her lokal diizgiin konveks Banach uzay1 kesin konvekstir.

Teorem 5.10. Her lokal diizgiin konveks Banach uzay1 Kadec- Klee 6zelligine
sahiptir [19].

Teorem 5.11. 1 < p < 0o olmak iizere £,(T") dizi uzay1 kesin konvekstir.

ispat. ||z|| = ||ly|| = 1 ve ||z — y|| > 0 olacak sekilde z,y € £,(T) alalhm. 1 < p < oo
olmak tizere ¢, (T ) dizi uzay {izerinde tamimlanan normdan
P

=2

n

1 p
0 Yn + st—yn_l =1

2.

n

1
rtnTn + st—xn_l

elde ederiz. ||z — y| > 0 esitsizligi de # # y olmasi demektir. ¢,(T) dizi uzaymin kesin

konveks oldugunu gostermek icin Onerme 5.3 den, bu uzaym iki boyutlu alt uzaylari

p) 1/p

1
rt1y1 + S—Yo
t1

incelememiz yeterlidir. (1.4) esitsizligi de kullanilarak

1
Ttl(l'l + yl) + St—(l'o + yo)
1

le+yll = (|7"t0(5170+3/0)|p+

< [ (|7"t0:1:0| +

21 (|l + [lyI)]
_ |:2p 12}1/13
2

p

1
rtixy + St xo| + |rtoyol” +

T
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elde edilir. O halde || 22| = L ||z + y|| < 1 olur bu da ¢,(T) dizi uzaymn kesin konveks

olmasi demektir.

Teorem 5.12. (,(T') dizi uzay: kesin konveks degildir.

Ispat. 2 #yve0 <a < 1olsun. x,y € Se ) iken [laz + (1 —a)y| <1 ise
(oo (T) dizi uzay1 kesin konvekstir diyebiliriz. = = (1,1,0,0,0,...) ve y = (—1,1,0,0, ...)
olsun. Ayrica 7 =1, s =0 ve her n € N i¢in ¢, = 1 olsun. Bu taktirde [|z| = ||y|| =1
ve 1,y € loo(T) dir. z —y = (2,0,0,0,...) olup ||z — y|| = 2 > & dir. Bununla birlikte
z+y = (0,2,0,0,0,..) olup ||z +y|| = 2 dir. O halde ||Z22|| = L[z +y[| = 1 elde

edilir ki bu da ¢, (7") dizi uzayimm kesin konveks olmadigini gosterir.

Teorem 5.13. 1 < p < oo olmak tizere ¢,(T") dizi uzay: diizgiin konvekstir.

Ispat. ¢ € (0,2], |z <1, |lyl| < 1 ve ||z —y| > ¢ olsun. Yukaridaki sartlar
altinda (1.5) kullanilirsa
lz +yll” + " < 22711+ 1)

elde edilir. Buradan

lz +yll” <27 — ¢

bulunur. Son olarak

2 + yl” £\?
- (5) =
2p - 2

S I

esitsizligini elde ederiz. O halde ||%t¥|| < 1 — § olacak sekilde bir § = () sayist
2 Il = S y
mevcuttur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.14. ((T') dizi uzay: diizgiin konveks degildir.

fspat. z =(1,1,1,0,0,...),y = (1,1,—1,0,0,...) € loo(T) ve € = 1 alalim. Her n €
Nigin t, =1 ver =1, s = 0 olsun. Bu taktirde ||z| = ||y|| =1, [z —y|=2>1=¢

elde ederiz. ||(z +vy) /2| = 1 oldugu igin ¢, (T") dizi uzay: diizgiin konveks degildir.
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Teorem 5.15. 1 < p < oo olmak tizere ¢,(1") dizi uzay: lokal diizgiin konveks

uzaydir.

fspat. Her diizgiin konveks Banach uzay1 lokal diizgiin konveks ve £, (T") dizi uzay1

diizgiin konveks oldugu icin, ¢,(T") dizi uzay1 lokal diizgiin konveksdir.

Teorem 5.16. /,(T) dizi uzay1 normal yapiya sahiptir.

Ispat. Teorem 5.6 ve Teorem 5.13 ii kullanarak istenen sonucu elde ederiz

Teorem 5.17. (,(T) dizi uzay: yansimalidir.

Ispat. Teorem 5.7 ve Teorem 5.13 kullamlarak EP(T) dizi uzayinin yansimali oldugu

goriiliir.

Teorem 5.18. (,(T") dizi uzay1 Kadec- Klee 6zelligine sahiptir.

Ispat. Teorem 5.8 ve Teorem 5.13 den faydalanilarak ispat elde edilir.
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