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2002, Sayfa: 46

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci b6liimde, temel tamm ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, ok degiskenli sirah istatistiklerin tanmmu verilmis ve bunlarin dagihim
ve yogunluk fonksiyonlar: ifade edilmistir. Ayrica bagmmsiz fakat aym dagiimh olmasi
gerekmeyen tesadiifi defiskenlerin sirali istatistiklerin dagilimini, bagimsiz ve aym dagilimh
tesadiifi degigkenler tiirlinden veren teorem, ¢ok degiskenli hale genellestirilmigtir.

Uclincii boliimde, ¢ok degiskenli tesadiifi vektdrler igin baz genel siralamalar
incelenmistir.

Son boliimde, ¢ok degiskenli ekstrem deger dagilimlar ve iki degiskenli bazi iistel
dagilimlarin fonksiyonlan ile ilgili 6rnekler verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Cok degiskenli sirah istatistikler, siralamalar, limiting dagilum,
cok degiskenli ekstremler, tesadiifi vektorler.
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SUMMARY

Ph.D Thesis
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This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter, the definition of multivariate order statistics is given and the
distribution functions and density function of multivariate order statistics are expressed.
Furthermore, the theorem related to distribution of order statistics of i.n.n.i.d. (independent
not necessairly identically distributed) random variables to that of order statistics of i.id.
(independent and identically distributed) random variables is generalized for multivariate
case.

In the third chapter, some general orderings for multivariate random vectors are
examined.

In the last chapter, some examples related to multivariate extreme value distributions
and the functions of some bivariate exponential distributions are given.

KEY WORDS: Multivariate order statistics, orderings, limiting distribution, multivariate
extremes, random vectors.
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmmm 1.1. (Olasilik yogunluk fonksiyonu)
f (x) , reel sayilar kiimesi {izerinde tammlanan bir fonksiyon olsun. a,b€ R ve

a<b iken
P{aSXSb}=1]f(x)dx

ifadesinde f (x) ’e X ’in olasilik yogunluk fonksiyonu denir[Freund and Walpole, 1980].

Tamm 1.2. (Bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu)
X ve Y siirekli tesadiifi degiskenleri, xy diizleminin herhangi bir 4 bolgesinde
tanimh olsun. X ve Y tesadiifi degiskenlerinin 4 bolgesinde olma olasihiim veren

P.Y)e 4)= [[Fe p)acay

esitligindeki f (x, y) fonksiyonuna (X , Y) tesadiifi degigkenin bilegik olasilik yogunluk
fonksiyonu denir [Freund and Walpole, 1980].

Tamm 1.3. (Kiimiilatif dagilim fonksiyonu)
X, olasiik yogunluk fonksiyonu f (x) olan bir tesadiifi degisken olsun. Herhangi
bir x reel degeri i¢in X ’in kiimiilatif dagihm fonksiyonu,

F(x)=P{X$x}=_] )

esitligi ile ifade edilir [Rees, 1987].



Tamm 1.4. (Bilesik dagihim fonksiyonu)
X ve Y siirekli tesadiifi degiskenler olsun. Bunlarn bilesik dagilum fonksiyonu,
x ¥y

F(x,y)=P{X_<_x,YSy}= J' If(s,t)dsdt —0<X<W, —W0<y<®

-0 -0

esitligi ile ifade edilir [Freund and Walpole, 1980].

Tanim 1.5. (Siral istatistikler)

&,...&,, n tane tesadiifi degisken olsun. Eger &,...£," lerin meydana gelme
siras1 ile degil, biiyiikliklerinin sirasi ile ilgilenilirse » birimli bir Srnegin swral
istatistigi

X, <X,, 2...2X,, (L.D)
olarak ifade edilir.
X,,, r-inci smal istatistk ve (X,,,...X,,) tesadifi vektSrine de smalt

istatistikler denilir. X,, O6rnek minimumu ve X,, Ornek maksimumudur. Bundan

dolay

X, =min(,...£,) (1.2)

ve

X,, =max(&,,...,£,) (1.3)
yazilabilir. Bazen r-inci sirah istatistik

Z,(x,...nx, )=z, (1.4)

seklinde de verilebilir. Burada z, <...<z,, x,...,x,’lerin reel degerlerinin artan

sirada diizenlenmis degerleridir. Buradan

Xr.n =Zr.n(§l""’§n) (1'5)

olur [Reiss, 1989].



Tanmm 1.6. (Siral: istatistiklerin 6rnek dagihm fonksiyonu)

(~o0,t] arabgindaki x, verilerinin frekansy, Zn:l(_m’,](xi) olarak ifade edilir.
i=1

N
IA

...< z, ile x,,...x, lerin siralanmus degerlerini gostermek fizere

z, <t & il(_w,,](x,)Zr (1.6)

i=]

ifadesi yazilabilir. (1.6) *dan

{x., sr}={,2;11(%,](5,»)2r} (1.7
esitligi yazilabilir ve boylece

PUx,, <= P{S1(6)2r| - PUE02 1) a9
olur. Burada F, 5rnek dagihm fonksiyonu,

F)= 13 )

i=l

ile tanimlanur [Reiss, 1989].

Tamm 1.7. (Bagimh 6rneklerde siral istatistikler)
C,,C,,...,C, olasilik uzaymda ahnan keyfi olaylar olsun. O zaman

i=1 1<i; <iy<n 1<, <iy <i; Sn

—eeet (1) ZP{CiImCizn...nC,"} 1.9)
1) <l <...<i, sn
yazilir ve
Sa=  YP{C, NC n..nC,}| (1.10)

ISk <y <...<i; Sn



olarak ahnirsa

P{UC,} =1—P{QE,} (1.11)

i=]

olur. Burada C;; C, ’nin tiimleyenidir. (1.9)’dan

P{GE,} =1 —P{QC,} = z":(— 1)'s,, (1.12)

i=0

yazilabilir. Burada S, , =1 dir [Galambos, 1987].

Tanmm 1.8. (Tek degiskenli bagimh sirah istatistiklerin dagilim)
Tamm 1.7°deki ifadeler {C,,C,,...,C,} olaylanmin herhangi bir alt ciimlesine

n

benzer bi¢cimde tam olarak genellestirilebilir. Onlarin alt ve {st sirah istatistiklere
uygulanmasi, climlelerin yeterli bir se¢imiyle miimkiindiir. Ger¢ekten eger

C,(x)={x, <x} (1.13)
a(x)= {Xi > x}
ise
Fy (x)=P{X,, <x}=P{m,(x)2r}=P{m,(x)<n-r} (1.14)
Ve
Fy_..0=P{Xorn <xt=P{m,(x)<r} (1.15)

yazabiliriz. Burada m, (x) ve m, (x) sirastyla 6rnekte meydana gelen i=1,...,n C, ve

C.’lerin sayisidir. Aralarmda

m,(x)+m,(x)=n (1.16)

iliskisi vardr. C,(x) ve Ci(x), swrayla S,,(x) ve Six(x) ile tammlanr [Galambos,
1987].



Tamm 1.9. (Bagimh sirah istatistiklerin maksimumunun dagilm)
(1.15) ifadesinde r =1 igin

Fy, (x)=P{X,, <x}= P{m, <1}= P{m,(x)=0} (1.17)

ve Teorem 1.1°de yerine konursa

g(— 1) Sin(x)< Fe ()< ZO(- 1) Sin(x) (1.18)

olur. Burada §i,n(x), C,’nin yerine C aldigimiz zaman (1.10) ’daki degerlerdir.
(1.18)°de her iki taraf ayr1 ayn n=2s5+1 ve n=2s igin denk olur ve genel durumda
maksimumun cdf ’sini verir.

i.i.d. durumu igin

Sinl)= (”) fi- )

ve 25 =n i¢in
e =30 (- 0 - - B-F Y - P)
olur [Galambos, 1987].

Tanmm 1.10. (Baginl sirali istatistiklerin minimumunun dagilimr)
(1.14) ifadesinde r =1 igin

Fy (x)=P{X,, <x}=P{m,(x)=1}=1-P{m,(x)=0} (1.19)

olur ve bu ifade Teorem 1.1’de yerine yazilirsa &rnegin minimumunun cdf’si icin

verilen siurlar, n=2s+1 ve n=2s igin

2;2”(— 1)'S,,(x)<1-F, (x)< {2(— 1)'s, .(x) (1.20)
i=0 i=0

ifadeleri yazilabilir.



1.i.d. durumu i¢in

Sa®)= Y Ple <xg <x...8 <x)= [ZJ F4(x) (1.21)

1<i) <iy <...<i Sn

oldugundan r-inci sirah istatistik i¢in Teorem 1.2 ve (1.14)’den

Fy ()= Plm, ()27 zz(—w(’*’]

=r i=0

_i"z"(_l) (z +t) (, H)Fm(x)

t=r =0

-S(1Feseo (" e
{7 reh-ror )

t=r

olur [Galambos, 1987].

Tanmm 1.11. (Ornek maksimumun limiting dagilim fonksiyonlar)
Dejenere olmayan dagilimlarda her x i¢in

lim H (a, +b,x)=lim F"(a, +b,x)= H(x)

ifadesi yazihir ve
X 0 i
i) Frechet : H (x)= exp( o ) ’ xf » a>0ise
’ 0 , diger yerlerde
x20, a>0ise
ii Weibull : H = ’ ’
2 b 20lx)= {exp[ (-x)° ] diger yerlerde
iii) Gumbel : H, (x)=exp[-exp(~x)], —w<x<ow ise

dagihmlarn 6rnek maksimumun limiting dagilim fonksiyonlanidir [Galambos, Lechner,
Simiu and Macri, 1994].



Tamm 1.12. (Ornek minimumun limiting dagihm fonksiyonlarr)
Dejenere olmayan dagilimlarda her x igin

lim L, (c, +d,x)=lim1 -[1- F(c, +d,x)|" = L(x)
esitligi yazilir ve
i) Frechet: I _(x)= {1 - eXP[‘ (- x)'“] . xf 0, a>0ise
| 1 , diger yerlerde

.. . l—exp(—x"), x>0, a>0ise
1 Weibull : =
) Lo (x) { 0 , diger yerlerde

i) Gumbel: L (x)=1-exp[-exp(x)], —w<x<w ise

dagilimlar1 6rnek minimumun limiting dagihm fonksiyonlaridir [Galambos, Lechner,
Simiu and Macri, 1994].

Tanmm 1.13. (n siral istatistiklerin bilesik yogunluk fonksiyonu)
-0 <X, <X,, <...<X,, <o i¢in sirah istatistigin bilesik yogunluk fonksiyonu
fi,z,...,n (xlzn < xZn <...< xn:n)= n!I—If(xi:n)

i=]

olarak ifade edilir [David, 1981].

Tanmm 1.14. (i-inci sirah istatistiklerin marjinal yogunluk fonksiyonu)
X, 'nin marjinal yogunluk fonksiyonu, 1<i<n ve —o<x,, <o igin

Sin(in)= (T-T?(nﬁ (PG )™ = F o)™ £(.0)

olarak ifade edilir [Gibbons, 1971].



Tanmm 1.15. (Iki sirah istatistigin bilesik yogunluk fonksiyonu)
X, ve X,  nn biesik yofunluk fonksiyonu, 1<i<j<nmn ve

in Jin

—®© <X, <X, <® igin

n! i-1 j-i-fy n~j
f;', ) (xi:n 35Xy ) = (i _ 1)!(j i l)! (n ~ J)' [F (xi:n )] [F (x jon )“ F (xi:n )] [1 F (x in )]
ERYE
olarak elde edilir [Balakrishan and Cohen, 1991].

Tanmm 1.16. (Halka)

9% bos olmayan bir kiimeler ailesi olsun. Eger AeR ve BeR olmasi, 4AB ve
AN B kiimeleride # ailesinin elemanlari olmasim gerektiriyorsa, # ailesine bir halka
denir [Kolmogorov and Fomin, 1957].

Tanmm 1.1.17. (Kiimeler cebiri)
Birimli bir kiimeler halkasma kiimeler cebiri denir [Kolmogorov and Fomin,
1957].

Tamim 1.18. (Borel kiimesi)

Eger bir B kiimesi, kapah veya acik kiimelerin sonlu yada sayilabilir sayida
birlesim ve kesigimleriyle elde edilmigse, bu kiimeye Borel kiimesi denir [Kolmogorov
and Fomin, 1957].

Tanim 1.19. (o -halka )
4, 4,....,4,,... kimeler dizisi bir halkadan segildiginde

S=4,

kiimesi de halkanin bir elemam oluyorsa bu halkaya o -halkasi ad: verilir [Kolmogorov
and Fomin, 1957].

Tamim 1.20. ( o -cebiri, 6 -cebiri)
Birim elemanh ¢ -halkasma o -cebiri, birim elemanh & -halkasmna da & -cebiri
denir [Kolmogorov and Fomin, 1957].



Tanmm 1.21.( § -halka)
A,4,,...,4,,... kimeler dizisi bir halkadan se¢ildiginde

D=4,

kiimesi de halkanin bir elemamn oluyorsa bu halkaya & -halkasi adi verilir [Kolmogorov
and Fomin, 1957].

Tamm 1.22. (Borel cebiri)
& -cebiri (yada aym sey demek olan) o -cebiri yerine ¢ogu kez Borel cebiri
yada kisaca B-cebiri adi verilir [Kolmogorov and Fomin, 1957].

Tanim 1.23.(D1s 6l¢tim)
Alt siir, A klimesinin B, € S,, kiimelerinin sonlu yada sayilabilir ailelerinin
olugturdugu biitiin Srtiileri Gzerinden alinmak {izere

4 ()= g5, S,

sayisma, AcE kiimesinin dig 6l¢limii denir [Kolmogorov and Fomin, 1957].

Tanm 1.24. (¢ 5l¢tim)
#(4)=m(E)- ' (E! 4)

sayisma, ACE kiimesinin i¢ Sl¢iimii denir [Kolmogorov and Fomin, 1957].

Tanim 1.25. (Lebesgue dl¢limii)

Eger p.(d)=p4"(4) ise AcE kimesine (lebesgue anlammnda) Slgilebilirdir
denilir. 4 dltlebiliyorsa u,(4)= 4 (4) ortak degerini u(A4) ile gosterilir ve buna A
kiimesinin (Lebesgue) 6lgiimii denilir [Kolmogorov and Fomin, 1957].

Teorem 1.1. n>2 olsun. O zaman OSsS"”—lzu i¢in

25+1

Z(— 1)'S,, < P{m,=0}<P= {QE} < ,2_2;(_ 1)'S..

dir. Burada m,; meydana gelen C,

[Galambos, 1987].
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Teorem 1.2. {m,, = t}olaylmn olasthg: S, ,’nin (z' =t,t+l,...,n) terimleri tlirtinden

=)= 50 ('}

t

yazilabilir [Galambos, 1987].

Teorem 1.3. (i.i.d. sirah istatistiklerin kiimiilatif dagiim fonksiyonu)
X

r:n o

F ortak dagihm fonksiyonlu # tane &,,...,&,, 1id. tesadiifi degiskenlerin

r-inci strali istatistigi olsun. O zaman her ¢ i¢in

i=r

Plx,, <t}= Z(’:)F Oh-FEI™ (1.23)

dir.

Ozel olarak X,, minimumun ve X,, maksimumun kiimilatif daghm
fonksiyonlan sirasiyla

P{X,,<t}=F"(t) . (1.24)
ve

P{x,, <t}=1-1-F()]" (1.25)

olarak yazilabilir [Reiss, 1989].

Teorem 1.4. (i.n.n.i.d. tesadiifi degiskenler)
X,<..2X,,, &,...,&, innid. tesadiifi degiskenlerinin sirah istatistikleri ve

In =

F,, & nin d.f’ si olsun. O zaman her B Borel ciimlesi i¢in

n _ kn
P X, pse.r X, )€ B}:kZ(—U’ kFSZ;‘P{(XlS:,,,...,Xf:,,)eB}
=1 < 1S|=
olur. Burada toplam, {1,2,...,n} nin k elemanh tiim S alt kiimeleri {izerinden alir.

Bununla birlikte X <...< X}

nn?’
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Fols T F

ieS

ortak dagilim fonksiyonlu » tane iid. tesadiifi degiskenin swrah istatistiklerini
gostermektedir. [Reiss, 1989].

Teorem 1.5. (Radon-Nikodym Teoremi)
Eger (R,S, P) olasthk uzayr ve Q (sonlu) tiimiyle I de toplamsal kiime
fonksiyonu Syleki P(E)=0 olan her E e 3 kiimesi igin Q(E)=0 ise o zaman bir g(e)

tesadiifi degiskeni mevecuttur Syle ki her E € Jigin
O(E)= gle)ap
E

olur. Burada eger gfe) ve h(e) iki tesadtfi degiskenler ise o zaman P( g(e) = (e))=0
dir [Wilks, 1962].
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2. COK DEGISKENLI SIRALI ISTATISTIKLER

2.1. Giris

Cok degiskenli srral istatistikler; marjinal swralamalar g6z Oniine alinarak
tanimlanabilir. Konu bdyle bir kisitlama ile tek degiskenli sirali istatistiklere
dontigtiiriilmiis olacaktir. Cok degiskenli sirah istatistiklerdeki inceleme, tek degiskenli
sirali istatistiklerdeki kadar ayrmtih olmaz. Ancak F dagilim fonksiyonlu iid. tesadiifi
vektorlerin ¢ok degiskenli maksimum durumu tek degiskenliye benzer oldugu ifade
edilmigtir. Ayrica Teorem 1.4 ’deki in.n.id. tesadiifi degigkenleri, ¢ok degiskenli
duruma genellestirilmigtir.

Cok degiskenli srralamalar igin; istatistikte genel siralamalardan bahsedilecek
sonra bu kavramlarm kullamlmas: i¢in bir ¢aligma verilecektir. Klasik sirali istatistikler,
cok degiskenli dagilimlara genellestirilmistir. Normlarla tesadiifi vektdrlerin siralamasi
hakkinda bir caligmadan bahsedilmigtir. Ayrica genel y sralama hakkinda da bilgi
verilmistir. '

Son olarak, tek degiskenli X, maksimumun limiting dagihm fonksiyonunun
Frechet, Weibull ve Gumbel tipi dagihm fonksiyonu oldugu belirtilmigtir. Cok
degiskenli haldeki durum ok daha karmagiktir. Iki boyutlu bazi iistel dagiimlarm
cesitli fonksiyonlar1 verilmigtir. Ayrica bagimh fonksiyon vasttasiyla iki degiskenli bazi
stel dagilimlarin kiimiilatif dagilim fonksiyonlart i¢in 6rnekler verilmistir.

2.2. Cok Degiskenli Sirah istatistiklerin Tanim
Bu boluimdeki iligkiler ve aritmetik islemler daima bilesenler tiirinden

incelenecektir.

Yani, x=(x,,x,,...,x,) ve y=(3,¥5,-..,¥,) verildiginde

x<yolmasi i=1,2,...,m igin x, < y, (2.2.1)
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ve

X+y=(X + Y%y + Ypreeer X + V) 22.2)

olarak ele alinacaktir.
£,€6y,...,6, m-boyutlu n tane tesadiifi vektér olsun. Burada

£ = (gi’l,fi,z,...,é,.,m)’ dir. & ;,¢, »...,&, ;, j-inci bilesenlerin siralanmig degerleri

xW<xV<  <xV (2.2.3)
olarak ifade edilebilir. (1.4)’ de tanimlandig1 gibi Z,,, doniistimi kullanilarak

XY = 2,860 8ns) (22.4)
olarak yazilabilir. Ayrica

X, =(x0,x@, _ xm) 22.5)
olarak ifade edilebilir. (2.2.1) ’de tanimlandig1 gibi

X, <X, <.=2X, (2.2.6)
olur. Burada,

X,=(x0.x9,. ., x0) 22.7)
m-degiskenli 6rnek minimumu ve

X, =(x0,x® _ x») (2.2.8)

m- degiskenli 6rnek maksimumdur.
Burada dikkat edilmelidirki X ,,; &,,&,...,&,  lerin birisine esit degildir.

Ayrnica (1.7)’de ifade edildigi gibi

P{ X,,<t }=P {i(lf-w.z.l ‘fi.l)-“’l(—m.r,,](fi,m))z" } (2.2.9)

i=1
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ifadesi yazilabilir. Burada £=(t,,t,,...,t,) ve r=(r,r,...,r) ’dir. tesadiifi degiskeninin
herhangi X i’,,) bir alt smfina (2.2.9) ’u genigletmek kolaydr. Bu durum

Ic {(j,r):j=1,2,...,m ve r =1,2,...n} icin

PixV<t,,, (jr)el}=P {Zl(ﬂ, (&,)=r, (i,r)el} (22.10)

i=]

olarak ifade edilebilir. Benzer bir sonug

(1) () (m)
Xn(l):n(l)’ Xn(z).n(Z)" R Xn(m}.n(m)

drnek maksimalar i¢inde saglanabilir.
2.3. Cok Degiskenli Sirali istatistiklerin Dagihm ve Yogunluk Fonksiyonlan

(2.2.9) ve (2.2.10)’den X ﬁfn) sirah istatistiklerinin bilesik dagihm fonksiyonu
N,,N,,...,N,, “hiicre frekans vektorleri” ne yaklasimi gok terimli olasiiklar yoluyla

kanitlanabilecegi agiktr. Burada N, =)1 ( &) ve R, R,,...,R,, m-6klid uzaymmn
i=i
bir boliinmesidir ve

| Pk piz i
P{N, =i, N, =i,...,N, =i, }=11 2"k P' P' I'D 23.1)
AT AN A

k
dir. Burada i, 20, Y i, =nve p,=P{&<eR,} dir
J=1

E, &, &,, ...,&, iid. tesadiifi vektorler olsun. &, &,, ..., £,” ninX,, omek

maksimumu i¢in (1.22)’ nin bir genislemesi

P{X, <t}=F"(t) (2.3.2)

olarak yazilabilir. Bu,

nn—
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P{X,,<t}=P{x0) <p,... X <t}
= P{max{g‘l,l,...,éf,,,1 }S seens max{fl,m,...,g‘,,,m }S t,,,}

=P{&<t,.., E< t}=F"(1)
olarak agiklanabilir. Benzer sekilde X, 6rnek minimumu icin
=P{X,>t}=G"(1) (2.3.3)

ifadesi yazilabilir. Burada G"(¢)=P{ &>t }’ dir. m=2 icin

Glx,y)= P{&> (%1} =1-F(x)- K (»)+ F(x.y) (234)
olur. Boylece

F(x,y)=1-(- F(x))-(1-F,()+G(xy)
dir. (1.25) ile (2.3.3)’iin birlikte doniisiimiiyle

PUX, <0} =1= (- F) (- O+ &(55) @39)

ifadesi yazilabilir.
Eger f, F *nin bir yogunluuysa ve m=2 ise n>2 ign X,,= (X 0 x ,(j,)) drnek
maksimumun yogunluk fonksiyonu,

OF oF

=nF" f +n(n-1)F"? 2.3.6
famyn fnln-1)F"— . (2:3.6)
olur.
X,,= (X g,), X S)) ornek minimumun yogunluk fonksiyonu ise
nG™ f +n(n-1)G"> G oG (2.3.7)

Ox Oy

ile verilir.



16

2.3.1. Iki Degigkenli Sirah Istatistiklerin Dagihm Fonksiyonu

X‘,’) sirali istatistifin tam bilesik dagihm fonksiyonu ¢ok terimli vektorler
yoluyla elde edilebilir. Burada X' ve X® bilesik dagihmu detayh bir sekilde
incelenecektir.

i=l...,n olmak uzere &£=(£,.&,), F ortak dagiim fonksiyonlu ve F,

marjinalli tesadiifi vektorleri £=(&,&,) gibi alahm. Burada F(x,y)= P{£<(x,)},
F,(x)=P{§, <x} ve Fy(x)=Plg, <y} dir.

Rl =(—oo,x]x(—oo,y], RZ =(—°°’x]x(y=°°)

R3 =(x’°°)x (——oo,y], R4 =(x,oo)x(y,oo)
bolgeleri A
R, R,
* =
Rl R3
v

seklinde gosterilebilir. Bu bdlgelerdeki

G, =P{£eR}
olarak ifade edilebilir. Buradan

F(x.y)=G(xy) F®)=Gxy)+Gxy) FE()=G(xy)+G(xy)
ifadeleri yazilabilir ve

G\(x.y)=F(x.y) G,(x.y)=F(x)-F(x.y) Gi(xy)=F()-F(xy)
G,(x,y)=1-F(x)- F,(y)+ F(x.)

dir. R,’de £,’ nin frekansi N, ile tanimlanirsa

Nj =ZIRI(§1 )
i=]

olur. (1.7) den
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PixY<x,xD<y N =1

_ p{il(wl €)2rn Y1, E,)zs N, = t}

i=1 i=n

=P{N,+N,2r, N,+N,2s, N, =t}

3 Z”:P{NI =t,N,=k—-t,N, =1-t}

k=r I=s

elde edilir.(N,,N,,N;,N,) ¢ok terimli tesadiifi vektorin olasiiklarmi toplayarak

asagidaki yardime: teorem verilebilir.

Yardime: Teorem 2.3.1. X\) ve X" nin F, ,,, dagilim fonksiyonu

r.s)n

n n min(k.{) n' Gt Gk—lGl—lGn—k—IH
F . = M, M3 My
" kZ ,Z e n oy (k=N =) (n—k =1 +1)!

ile verilir.

2.3.2. iki Degiskenli Sirah Istatistiklerin Yogunluk Fonksiyonu

2

8°F, .,
Fi,y, igin Bx(ay) gosterimi kullanilabilir. F bir yogunluk fonksiyonuna sahip

ise K, 'nin yogunluk fonksiyonunun meveut oldufu ispatlanacaktir. Her B Borel

climlesi i¢in

P{(x%,x%)e B}< > P{(z,..,.)< B)

1Lj=1

=3 (£SO sy + 3 [£(x,y)dsdy

ij=lg =l g
izf

yazilabilir. Burada f, = [f(-.v)dv ve f,= [f(u,)du, F, ve F,’ nin yoguniuklaridr.

Boylece B, lebesgue dlgtimii sifir ise P{(X n x@ )e B}= 0 ve bundan dolay1 Radom-

rn?

Nikodym teoremi £, ,),, "nin bir (lebesgue) yogunluga sahip oldugunu ifade eder.

rs)n
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m-5klid uzaymda hemen hemen her x=(x;,...x, ) de lebesgue integrallenebilir
her g fonksiyonu i¢in

x+h X, +h

lim (2) " [ - [e(z)dz=g(x) (2.3.8)
x~h x —h

drr.

Yardmmer Teorem 2.3.1

Eger &,.£,,...,&, iki degiskenli iid. tesadiifi vektorleri f ortak yogunluga sahip

ise negatif faktdriyeller igeren terimleri sifirla degistirilmek sartryla (X W x S,)) tesadiif

rn?

vektorii,

- G‘ r- s=1-t Fan—r—s+t+
f(r,s)m =n!ZT:[G2 HGs ! G4 l lf /( =t J(s—1~¢ J(n—r—s+t+1}
=0 &:

+ Gzr-z—r G;—-l—t G:—r—sﬂ+lG5G6 A 2t W51t Y{n-r-s+1+1)
+G GG GGy frames 2t Y-resein)
+G, GG GGy feysttynrsiy

+ Gzr—l_t G;_Z-l GZ —r-SH+1G7 Gg A—l—t Ws—2-t )!(n—r—s+t+1)!]

yogunluga sahiptir. G, ,...,G, fonksiyonlar1 yukarida tanimlanmustir. Burada

Gy(wy)= [ £y, Gy(. )= [fGv)dv

G, (x, Y) = a]f(u, y)du s Gs(x, y) = _}j‘f(x, v)dv

n_ min(r,s)}1
dr. Ayrica )., ). ile degistirilmis olabilir. Bununla birlikte

Gs(x:y)= fl(x)_Gs(xs.V) ve G'.,.(x,y)= fz(y)_Gs(xsy)

dir.
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Ispat: Son (x, y) =(x—=h,x+ h]x(y—h,y+ h] alahm. (2.3.8)’ e gore hemen hemen tim

(x,y) i¢cin A— 0 giderken

@n)? P{(x %, X2)e S,,(x, )} > frapn(x. %) (2.39)

oldugunu gostermek yeterli olur. P{(X m x fzn))e So} olasiligin1 hesaplamak i¢in

ran?®

S, Se S

SS S7 2h
xy)

S Ss S;

tasviri kullanilacaktir. N; =15 (£,) ve g, =P{£€S;}= [flv)dudv, 0< ;<8

i=l
olsun. Burada j=1,...,4 i¢in #—0 giderken ¢, - G, gider. (2.3.8)° i uygulayarak

hemen hemen her yerde j=35,...,8 i¢in 2 — 0 giderken
@r)’q, > f ve (2n)'q,—>G, (2.3.10)

oldugu agiktir. Ayrica
8
W2P{N, >2}->0 h‘zp{z\r0 =1 ) N;2 1} -0
Jj=5

ve h— 0 giderken

8
h"zP{No =0 Y N,> 2} -0
j=5

ve hemen hemen her yerde
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ey [P{(x 9, xD)es,, Ny=1, N,=N,=N,=N,=0} 2.3.11)

=5

el xes, Mot 3, <2l .

oldugunu ispatlamak yeterli olur. (1.7) *yi uygulayarak
{(X(l) Xg))e S0}= {x—h<X,(fn) <x+h, y—h<X§i) Sy+h}

rn’
n n
= {Zl(—w,x—h] 5:,1)<" = Zl(-a:,x#l] §i,l)’

i=l i=]

Zl(-w,y—h](fi,z)< SEY Liwyny é‘i,z)} (23.12)
i=1 i=1

={N,+N,+ N, <r<N,+ N, + N, + N, + N, + N,,
N,+N,+N, <s<N,+N,+ N, + N, + N, +N,}
oldugu ¢ikar. Béylece ¢ =0,...,# igin

{(x®,xD)es,, N,=1, N,=N,=N,=N,=0, N,=t}
={N,+ N, <r<N,+N,+1, N,+N,<s<N,+N,+l,

N,=1, N,=N,=N,=N,=0, N, =t} (2.3.13)
={N,=1, N,=t, N,=r—-1—-t, N,=s-1-1t,

N,=N,=N,=N,=0}

yazihr. (2.3.12) ile daima ¢ =0,...,n i¢in

{(Xﬁ‘,},xg))eso, N, =0, iN,sz, N,=t}

=

={N,=0, N, +N,+N,=r-1, N, +N,+N;=s-1
N,+N,=1, N,+N,=1, N, =t}

={N0=0, N, =t, N,=r-2-t, Ny=s5-1-1,
N,=0, N,=0, N,=1, N,=1}
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+{N,=0, N,=t, N,=r-2-t, N;=s-2-t,

N,=0, N,=0, N;=1, Ny=1}
+{N,=0, N,=t, N,=r-1-t, N,=s5-1-t¢,

N;=0, N;=0, N,=1, N,=1} (2.3.14)
+{N,=0, N,=t, N,=r-1-t, N,=5-2-1,

N,;=0, N,=0, N,=1, N,=1}

yazilabilir. (2.3.8), (2.3.13) ve (2.3.14)’ den elde edilir.
Ornek maksimumun 6zel durumunda (7 = n, s =n), iki degiskenli (2.1.4) tin

bir genislemesi
foanyn =0F" £ +(n-)FGG, (23.15)

olarak yazlabilir. Ayrica

G,(e.9)= [t yhiu=(274 Ye)

6e3)= [rleolav=(07 Jes)

ifadeleri yazilabilir.

Tekrar £=(£,£,), F dagihm ve f yogunluk fonksiyonlu bir tesadiifi vektor

olsun. £,(x)= [f(x,v)av ve £,(y)= [f(u,y)du marjinal yogunluklan

F(x|y)=P{& <x|¢, =y}=65(x’y)f2(y)

Ve

_ __Glxy)
R(1%)=P{g, <y1g =x= O V)
sarth dagihm fonksiyonlari olsun. Béylece (2.3.15)’ den

Jnmal6:3)=1F" (5, 9)f (e, )+ rln=DF " (5, )F (x| ))E (| ) ()AL () 23.16)

yazilabilir.



22

2.4. Cok Degiskenli Dagilim Fonksiyonu

Burada ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonu hakkinda bazi genel sonuglar
verilecektir. Once ¢ok degiskenli dagilm fonksiyonunun agagidaki t¢ 6zelligi
saglandig1 bilinmektedir.

a) F sapdan sireklidir; yani x, ¥ x, ise F(x, ) F( x, )dur.

b) F normludur; yani x,,=(x,,,,,...,x,,,,,,) ve her i=1,...,m igin x,,,iToo ise
F(x)T1; x,2x,, ve ie{l,...,m} i¢in x,,,,-i—oo ise F(x,)—>0, (n—-)oo)
"dir.

c¢) F, A-monotondur; yani tim a=(g,,...,a, ) ve b=(b,,...,b,) i¢in

AYF= ;(-1)”*.—1 Flbia,.. bl )= 0 24.1)
tei0,1

olur. Eger Q, F ’ye ait olasilik dl¢ilimi ise

Q(abl=A’F

olur.

Yardimci Teorem 2.4.1.
F, marjinal dagihm fonksiyonlar1 F,, i=1,...,m olan m degiskenli bir dagilim

fonksiyonu olsun. Her x, y i¢in

Feo) - Fo|< S IR )-F )] (2.1.28)

i=l

olur.
Ispat : O, F ’ye ait olasilik 6l¢iimii olsun.

g @], eger %<y,
' (yi7xi] H eger xisyi

yazilabilir. Béylece

7.C. YU&&SEKQC&E’NM UL
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""yi—l’xi""’xm)]—[F(yl”"’yi’xi+l"'"7xm)]

iQ[(:i’(—oo ¥y, )xB (%l(—oo,xj]))

m

SZIE(X,)—E()/,)|

i=l

olur.

2.5. Cok Degiskenli i.n.n.i.d. Tesadiifi Vektorler

Cahsmamizin bu kismunda Teorem 1.4 i m-boyutlu i.n.n.i.d. tesadiifi vektorlere
genellestirecegiz. Islemlerin anlagilmas: igin dnce Teorem 1.4 " n=3 i¢in ifade
edelim.

"o
P{(X 3> X 5;,X,5)e B} Z(—l)’ iy ZP {(X5,X3,,X5)e B} (2.5.1)
3 5=
olur. {1,23} kiimesinin biitin k=1,2,3 elemanh S alt kiimeleri

{, {2}, 3}, {1.2}, {1,3}, {2.3},{1,2,3} olacaktr. Buna gére (2.5.1) esitligi

3
P{X, X,5, X13) € B} = 13 [Pix®, x, x)e B} + P{(x3, X3, x%)e B}

+P{(x8,x8,x8)e B} -2 [P{xt® x84 xU2 ye B}
+ P8, X8, x e B} + P{(XS’”,X%’*,X%”)G Bj|

[P{( 123yl yi23)e gl (2.5.2)

seklinde ifade edilir. Burada,

F=% F=F, F%=Y F=F, F%=3% F=F,

iefl}y ief2} ie3}

F{l,Z}zl z Fi:.%(Fl_i_Fz), F{l,:ﬂ:l Z F,':%(Fl-" F,) (2.5.3)

2 iefl,2) 2 ie{1,3}

F{l’”:% Z F,-=%(F2 +F,), Fu,z.sl:l Z F,=§(F1+ F,+F,)

ief2.3) 3 ief1,2,3)
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olur. Buna gére, (2.5.2) ve (2.5.3) ifadelerinden ve ¢ € R olmak tzere = (t,t,t) icin

P Xopr X )& B} = P{(0 K, X) st } =S (RO + (B0 + (5]

2 (Fi(t)+ P’z(t))3 +(F,(t)+ F;(t))3 +(M)3}

2 2 2

3 _(F}(t)+Fz(t)+E(t)ﬂ

3

= R(OF(OF(0) (2.5.4)

olarak elde edilir.

Simdi Teorem 1.4 ’{in genellestirmesini verelim.

Teorem 2.5.1. m-boyutly &,=(£1:E10eerEin)seer En=En1slursrbam) inDLL.
tesadiifi vektorlerinin sial istatistikleri, X,,<X,,<...<X,, ve F, & ’nin v-inci

bileseninin marjinal d.£. *si olsun. B, m-boyutlu genel Borel kiimesi olmak tizere
n 4 kn
P{( X s X Xpn )EB =D (1) "; > P{ X},.X5,.....X5,)€B }
k=1 * S|k
esitligi yazilir.

Bu teoremde, t=(t(‘),t(2),...,t(”‘)), e R olmak iizere "= (t(”),t(”),...,t(")),
X(")=(X {,",),. . ¢ ,E‘;,)), 1<v<m almarak ve tesadiifi vektdrlerin bilesenlerinin
bagimsizligmndan,

P{( X,,...X,, )eB }=P{( X"V, X? .. x")eB }

P{x"eB }

—

<
It
—_

P{ xM< ¢}

—-

<
i
—
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=I’i[{kzn;(_ 1)"-k k" ZP{( X(l.f,)’S,X(Z?,'S,...,X(,:}S )< t(v)} }

n! $h

ifadesi elde edilir.
n=3, m=2 alnarak bu ifade,
P{( XB’XBvX:B)EB }

{ElE) < )]
_Z [(FI )+ £ “))T . [ )+ F, (t"’))3 +(F2(t('))+ F (t(l))ﬂ

3T 2 - .

e L CRRCR D)

_2[(RE) B | (RE)RE) | (RE)RE)
(). i (i ]

2 2 )

3 (E(?)+ £ )+ 1?3(;(2))]3}

3 3

{ROEORONERERE)-TITTE)  @s9

v=]l i=l
olarak elde edilir.

Sonu¢ 2.5.1. m=1 icin tesadifi deBiskenler sirasi ile in.nid. ve iid. olmasi
durumunda (2.5.5) ifadesi, F(t)F,()F,(f) ve F*(t) olarak elde edilir. Bu durumda
Teorem 2.5.1, 6zel hallerde tek degiskenli durumlara indirgenir.
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3. COK DEGISKENLI SIRALAMALAR

3.1. Cok Degiskenli Genel Siralamalar

Bir A4 ciimlesinde ¢ ikili iliski; bir yansima (tim x € 4 i¢in xax gibi) 4 *da bir
yar sirali; 4 *da yari sirali bir gegisme (xay,yaz ise xaz gibi) ise bir 6n siral, 4 ’da
bir dn swralh bir ters simetrik (xay,yax ise x=y gibi) ise bir kismi sirah ve 4 ’da
kismi sirali kargilasgtinilabilir (tim x,ye 4 i¢in xay yada yax gibi) ise bir tam sirah
olarak adlandirilimstr.

R' reel eksendeki sira, bir tam swrabdir. R” *deki 6rneklerde oldugu gibi burada
da (a,,....a,),(b,,...,b, )& R™ almarak iglemler yapilacaktir.

a) Cogunluk siralama: Eger bilesenlerin en az yarismda o, <b, ise
(al,...,am)g(bl,...,bm) tanimlar.Cogunluk siralamasi R™’de bir tam yari

sirabidrr. Bununla birlikte bu siralama ne gecismeli nede ters simetriktir.

b) Pareto siralama: Eger a,<b,, i=12,...,m ise (a,,...,a,) @ (b,...,b,)
tammlanr. Pareto siralamasi, kismi sirahdir (fakat tam sirah degildir).

n

c) p-norm swralama:  p>0 igin  eger Y |a| < ilb,.lp ise
; i

i=l
(a,...,a,) @ (b,,...,b,) tanmlanir. Bu sira daima ters simetrik olmayan tam
bir 6n sirahdir.

a,])< max( b.|) ise

d) Sup-norm siralama: Eger max( Ial b,

gesesg gesey

(@,,....a,) @ (,,...,b,) tanimlanr. Bu sira daima ters simetrik olmayan tam

bir 6n siralidir.
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e) Sozliikteki swralama: Eger g, <b yada g =b, a,<b, yada
a =b,a,=b,, yada a,<b; yada g, =b,,a,=b,,a,=0b,,...,a, ,<b,
=b

m~} ?

yada a,=b,a,=b,, a,=b,....,a

m-~1

a, <b, yada
a==>b, i=l....m ise (al,...,a,,,)g(bl,...,b,,,) tammlanr.  Sozlikteki
siralama R” de bir tam siralamadir.

Simdi stirekli gok degiskenli bir dagilmdan & =(&, ,....&, )} j=1,...,n tesadif
O6rmek icin klasik smrali istatistiklerin ¢ok degiskenli bir genellestiriimesi
tammlanacaktir. Burada i=1,...,m ve her bir j i¢in &, f olasikk yogunhk
fonksiyonu ve F, kiimiilatif dagiim fonksiyonuna sahiptir.
fo &t} J =l lerin ortak olasiik yogunluk fonksiyonunu tamumlasm.
Boyle bir tesadiifi 5rnek ve R™ de verilen o siras1 (yari swraly, 6n swrali, kismi srals,
tam siral) i¢in sz(YLj,...,Y,,,J), £1s&5,-.., &, ’lerin bir j-inci siral istatistigi; eger
Y, tam (j-1) &=#&, igin £ &, olan bir £, oluyorsa tanimlamr. Bu tanimda Y,
siral istatistiini diger (n— j) o ile mukayese etmemek gereklidir. Bununla birlikte
sadece ¢ iligkisi tam swal oldugunda Y (&, ’lerin sireklilifinden dolay)

L)

1.Jj%* m.j

&sEyye.r £, “lerin juinci swrah istatistigi denilebilir. g,, ¥,” den olusan (Y,
‘nin bilesik olasiik yogunluk fonksiyonu ve 4

ij2

Y.

iJ

'nin olasiik  yogunluk

fonksiyonudur.

3.1.1. Genel Siralamalarda Dagihmlar

R™’ de bir ¢ srralamasi igin g,,..., g, ler elde edilir. s,,...,s,, >0 igin

gj(tl" )HS +0(lﬂlst} =1 se-2sll (3.1.1)
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(¢, < & Sh+s,.t, <8 <t +s,,,) olayy, E,(s,,...,s,) olarak tammlanir.
£.’nin degisebilir ve sirekliliginden dolayr (3.1.1) ’den keyfi j ve herhangi bir

re {1,2,. . .,n} icin

ZP{[ Yj=§k| Ek(sl,n.,sm)}xP{Ek(s],_._’sm)}
=n{f(tp---,l‘m)ﬁ5,- +0(lﬂ[S,-)}P{ Y=& | E, (51,5, )} (3.1.2)

olarak yazlabilir. Ozellikle » = 7 icin

P{Y;=E,|E,(s,,...,5,)=P{ & E,(s,,...,5,)sarttyla, tam (j—1)&,, i=n} (3.1.3)

yazilabilir. [s; ile (3.1.1) ve (3.1.2) ’yi bblersek ve s,,...,s, —0" olarak (3.1.1),

=l

(3.1.2) ve (3.1.3) ’den

gj(tl""9tm)= nf(tl""’tm)P{ gnl én =(t1,...,t,,,)$art1yla, tam (j_l)giﬁi¢ n}

ve £, birbirinin yerine gegebilirliginden,
n—1 . .
gj(tl,...,t,,,)=n(j_l)j(tl,...,tm)P{ Ealty...t,) i=l..,j-1,

Ealt,...t,) i=j...,n=1} (3.1.4)
elde edilir. Denklem (3.1.4),
P{Ealt,....t,) i=L..,i-L& a(t,...t,), i=j,...,.n—1}

gelecek kisimdaki 6rneklerde hesaplandigi gibi verilen bir ¢ swras: i¢in hesaplanmis

olunan g, i¢in genel bir ifade verilebilir.
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Asagidaki Srneklerin her birinde g, (3.1.4) *den elde edilir.

Ornek 3.1.1. m=1 ise bir degiskenli j-inci sirah istatistik i¢in reel eksen iizerinde s6z

konusu siralamalari gbz dniine alalm. O zaman
£ 0= JOU-FOFE) j=1
olarak elde edilir.
Ornek 3.1.2. Sozlikteki siralama igin ise
gt ta)= ’{?:i)f(tla---’tm)[l‘E(tx)] “EE) j=Le..n
ifadesi yazilabilir.

Ornek 3.1.3. Pareto siralamas: igin

8ot o) [[T56)] [TTEQ)] 7=
ifadesi yazilabilir
Ornek 3.1.4. Cogunluk siralamasi i¢in m =3, n=3 ve j =2 ahnmsa
&t 1,1,) = 6 /6,101, IR (Q)F )+ R )R ()+ F(6)E6)-2F )R 0)F6)]

[1 - Fl(tl)Fz(tz)— F;(tl)Fs(ts)_ Fz(tz)Fs(t3)+ ZE(tl)Fz(tz)P;(ts)]

esitligi elde edilir.
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Uygulama 3.1.1. & ve &, her biri (0,1) ’de diizgiin olarak dagitms
flosx,)=x+x, 0<x<1l, 0<x, <1

bilesik yogunluk fonksiyonlu iki tesadiifi degisken olsun. »=5 birimlik bir 6rnek i¢in
sozliikteki medyanm bilesik yogunluk fonksiyonu Ornek 3.1.2 ‘den

g(t.t,)= 5@[& +4,|1-¢ ]2, 0<g <1, 054, <1 (3.1.5)

dir. ¥,, "tn A, yogunluk fonksiyonu (3.1.5) *den

1
hz,s(tz)= Igs(tptz) dty =t,+);, 0<t,<1
0
olarak elde edilir. Ayrica ¥, ; *tin ilk kartili &, i¢in 0.25 ¢ karsilik olarak 0.309 olur.

3.2. Normlarla Tesadiifi Vektorlerin Siralamas:
(3, P) bir olasilik uzay: olsun. Burada Q; w noktalarmm bos olmayan bir

ciimlesi, 3, Q nmn alt kiimelerinin o -cismi ve P; {Q, i’s} ’de tanimlanmus olasiik

, R™ reel oklid uzaymda tanmmlanmis normu, R", R"’in alt

slgimudar. | -|
kiimelerinin Borel o -cebiri tanimlayalm. £(w), we Q ’dan R"’e doniigen tesadiifi
vektor (m=1 igin tesadiifi degisken) olsun. BeR" igin £'(B)e I dir. Strekli
tesadiifi vektorlerin bir sinifi Z olsun. Eger w sabit ise 0 zaman £=&(w), R” ’in bir

noktast ve £&R” ’in normu [ &(w)| ile tammlayalim. [|£(w)|, w € Q tesadifi

degisken olmadig aciktir. Gergekten

{w:] f(w)“Sx}={w | Ew) | eS(0,x)}e3

dir. Burada S(0,x)={yeR" ” y“ﬁx}e R™ dir. Eger & E ye ait tesadiifi vektorlerin

bazi siniflarinin bir elemam ise £€ = notasyonu kullanilabilir.
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Tamm 3.2.1. £,,&, tesadiifi vektorler eger her bir we Q igin | £,(w) |=|&, W) | ise

norm anlaminda denk oldugu s6ylenir. “Norm anlaminda denkligi” ifade etmek i¢in
&, n &, notasyonu kullamlabilir. 7, bir denklik bagntisidir.

E,Z ’'nin alt simufi 6yle ki E ’nin elemam 3J’ye ait olan siirekli dagilima
sahiptir. O zaman herhangi bir £, (w)e 5, ve &,(w)e E, i¢in
P{w: |&w) |=]&.m) | 1=0

dir. Yani =, ’in herhangi iki yada daha fazla elemanlari, bir olasilikla norm anlaminda
farkhdir.

Tamm 3.2.2. £ ve &,,(Q,3, P) olasilk uzayinda tanimlanms tesadiifi vektorler olsun.
&,, eger her bir we Q i¢in | £ (w) |<| &, () | ise bir norm anlaminda &, *den daha

kiigik oldugu sOylenir. “Norm anlaminda kiigiiktiir” ifade etmek icin &, a &,
notasyonu kullamilabilir. & bagintis1 kismi siral bir bagmtidir.

Tanmm 3.2.3. £, ve &, tesadiifi vektorleri igin agagidaki esitsizlikler saglantyorsa

) P{weQ: &) nE W) }=0
2) Q deéaé, yada &, al

Q, ’de bir norm anlammnda kargilastirilabilir vektorler oldugu soylenir. Burada Q,
Q ’nin herhangi bir alt kiimesidir.

Simdi &,=&,(w), & ,=&,(W),....£,=E, (W), we Q stirekli F dagihm fonksiyonlu
i.id. tesadiifi vektorler olsun. Benzer sekilde €, E,, i=12,...,n ’dir. Herhangi bir

re {1,2,...,}1} icin

Q=Avudvudvu..ud

olsun. Burada r =1,...,n i¢in
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A={w: |[Em|, | &, ..., | &, W) ||ler farkhidir ve
I |, | £ | ... | £, W) || *ler arasmnda r-inci en kiiiktir.}
dir.
A={ w:ikiyadadahafazla |&w)]|...., |£,(w) | degiskenlerin
biiytkliikleri denktir.}
olaym tammmlasin.

Herhangi bir r =1,...,n igin Y™ tesadiifi vektorleri eger w € 4° k=12,...,n
ise

YI“JI= Yr:n(w);_gk
olarak tanimlamir. Eger we 4,

a={wie] = Je = 8] < Ie, <lg,] << a1

< [e.) =l

ise
Y”’:ga, Y”’:giz, Y¥=£, Y“":gw Y”’:gw Y"=E, ., Y™"=¢,

olur. Y, ¥Y*", ...,Y™ tesadiifi vektorlerin Q ’da bir norm anlammnda karsilastirilabilir
oldugu ve

YV Y ¥a,.. ., a¥Y"™
saglandig1 agiktir.

3.2.1. Iki Degiskenli Normlarla Siralanms Istatistiklerin Dagihmlan
m=2 olsun F, folasilik yogunluk fonksiyonuna sahip ise &,= (&, &?)e R?,

i=12...,n igin

Floy)=P{ &% < pb= [ [fluv)duds

—a0 —0

dir. h(x,y)=P{|&] < | ¥ | }olsun. Burada ¥ =(x,y)e R* “dir.



33

Y"q Y¥q,..,a¥Y ™iseY", Y, _.,¥Y"™ tesadiifi vektorlerin bagimsiz

olmadig1 agiktir. P(4)=0 iken genel anlamda bir Be R* i¢in

arasinda r-inci en kiigiiktiir.}

prmen)=Srisen, |l Il el

>

-3t e n Lals 140 Lok ledlends L
| > & }
=307 lelisls 1= 1 b-rligls | =1 art)

Eral > | &elb--A &

-1
A7) [ e )
dir. Bu nedenle ¥™ ’nin 1< r < n olasilik yogunluk fonksiyonu
-1 n-r
DR (i (08 SOOI G2

(3.2.1) °den

L -y
[ e, )1 - 2 ) dF(x,y)=[n(':_lD (322)
yazilabilir. (3.2.2) *den herhangi bir »>1 i¢in

[[ Mo )=

y [z, y)]"dF(x, )= 1

n+1

yazilir.
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3.2.2. Normlarla Siralanmy Istatistiklerin Marjinal Daghimlan
£,&,5,..., E,€ R’ tesadiifi vektSrler bagmmsiz ve aym dagilmis ve 5,:( ,.(‘),cf,.(z))
i=12,...,n olsun. ¥ "a ¥ P, ,a¥ ™, ¥" = (£9,£9) i=12,...,n olmak tzere

2S2

Y["'nin £ ve ¥7"’nin ", 1<r <n marjinal yogunluklars,

76 [y A" ) T -l o)

-

7°6)= [ e =73 THeI ] D=l 1e0)e

y—

-~

seklinde ifade edilebilir.

3.23. Iki yada Cok Degiskenli Normlarla Siralanmus istatistiklerin Bilesik
Dagihmlan
1<r<s<n, Y"a Y™ olsun. B,B,e®R’ 0Oyleki her hangi bir x, B,

x,eB,, X, =(x,y) k=12 icn EARY

E.?.

ve F, f olasihkk yogunluk
fonksiyonuna sahip olsun.

Teorem 3.2.1. Yukaridaki s6zii edilen sartlar altinda

~2Yn-r-1
P{Y'"'”eBl,Y”’eBZ}=n(n—l)(n }(” ! J

r-1pAs-r-1

x J._U [h(xvyl)]r-l[h(xz’yz)_ h(xlayl)]s—r-l [1 _h(xvyz)]”-s dF(xl’yl)dF(xZ’yZ)

B\xB,

ve ¥ ve Y ’nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

[ —2\(n-r-1 y

(O i e T ]
PSR [ ZE A mrary B BUeRS CON A Bl S T

f(xl’Y1)f(x29J’z)

| 0 , diger yerlerde

[Bairamov and Gebizlioglu, 1997].
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Sonug¢ 3.2.1. 1<r <r,<...<r, <molsun¥ ¥, ¥ " ., ¥ ’nin bilesik

olasilik yogunluk fonksiyonu, | X | < || %, | <...< | % | ise

|
o e
1 2 1

oyl

X [h(xz’yz)_ h(xl’yl )] L [h(xk ’yk)_ h(xk-l ’yk—l)]rk T -1[1 = h(xks Vi )]n-'k

xf(xlsyl)f(xz’yz)---f(xkv.Vk)

ve diger yerlerde ise
fr.,’z,...,r,r (xl’y19x2’y2""’xkyk)= 0

olarak ifade edilir.
Y™ ¥ *,..,Y"™ ’nin bilesik olasiik yogunluk fonksiyonu

N (xwylaxz:.st- . kaJ’k)

- n!f(xl’yl’x29y2""7xnyn) H) egel' " Iil IIS “ E2 " iSC
0 , diger yerlerde

dir [Bairamov and Gebizlioglu, 1997].

3.3. Cok Degiskenli Genel y Siralamalar
Cok degiskenli siralama i¢in i reel degerli bir fonksiyon vasitasiyla
Xx,,X,,..., X, noktalarmn genel siras: ortaya konulabilir.

w(x)<y(y)
1se

xsy,y

yazilabilir. Béylece

X Sy oS, Xy,

(3.3.1)

(33.2)

(333)
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ile orijinal verilerin y altinda goriintiisti almir. Bu tiir siralamayt marjinal siralama ile

mukayese etmemizin bir avantaji X ,,’

n

nin orijinal 6rnegin bir noktasi olmasidir.
Ornegin y(x) =|x - x|, fonksiyonu g6z dniine almarak sralanabilir.

Verilen &,,&,,...,&, tesadiifi vektorleri,

X<, 5, X, (3.3.4)
w(x) =|x - x,|, ile (3.3.3) ’e gore tammlanmus y -swral istatistigi tanimlansmn.
x, merkezli k-inc1 en biiylik i -sirali istatistigin uzakhg,

R = X 1—x4|, (3.3.5)
ile tammlamir. Asikardir ki,

F(x,,-)=P{&e B(x,-)} (33.6)

ortak dagihm fonksiyonlu #» tane bagmsiz ve aym dagihmh tek degiskenli
I &=x]s,- .|| £,—X,|, tesadiifi degiskenlerin k-inc1 en bityik sirah istatistikleri,

Rktn= Zk:n( " 61—x0"27-"al§n_x0"2) (3.3.7)
ile ifade edilir. Burada
B(x,y,r)={x:|xx,], <r} (3.3.8)

X, merkezli  yanigapl bir yuvardir. Ayrica
P{ X, € B(x,.7)} (33.9)

olasihgy, P{ R, < r} >e esit oldugundan kolayca hesaplanabilir.
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(3.3.3) °deki yorum x,, k-mc1 swah uzaklig, R,, tesadiifi degigkenine
dontigtiiren &, tesadiifi vektorii ile degistirilmis duruma genellegtirilebilir. Simdi
siralama, y(x)=|x - &,||, tesadiifi fonksiyona gore ¢ikanlabilir. Boyle bir kavrammn

miimkiin bir uygulamasi, &, tesadiifi vektorle merkezlestirilmis

(na)_]§ X, (3.3.10)

i=]

seklinde iade edilen o -kesilmis ortalamadir.
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4. COK DEGISKENLiI EKSTREMLER

4.1. Cok Degiskenli Ekstremler
(&,,€,,...,€,), cdf’si F(x) olan bir ana kiitleden gekilen # birimlik bir drnek

olsun. Burada & ,&,,...,&, "ler m boyutlu tesadiifi vektorlerdir. £, ’lerin j-inci bilegeni
i=1...,n ve j=1..,m igin & ; olarak tammlanacaktir.
Bu bolimde @ ,,,b ,,¢,, ve d, vektor dizileridir. Z ,=max(¢£,,&,,...,& )

W,=min( £,,¢,,...,&,) srastyla maksimum ve minimumdur ve

lim P(Z,<a,+b,x)= H(x) 4.1.1)

H_{:;P( W, <c,+d, x)=L(x) (4.1.2)

olur. H(x) ve L(x) dejenere olmayan dagilimlardur.

Eger (4.1.1) saglanrsa F(x), H(x) ’in sag tarafindan gekilen bolgeye ait oldugu
sOylenir. Benzer sekilde (4.1.2) saglanirsa F(x), L(x) ’in sol tarafindan cekilen bolgeye
ait oldugu sdylenir. Sonug olarak (4.1.1) ve (4.1.2) saglanrsa H(x) ve L(x) e, limiting
dagilim denir.

Cok boyutlu tesadiifi degigkenlerin G(x,,x,,...,x,) fonksiyonu,

G(%X,,%y5...,%,) = PYE > %, > Xy &, > X, ) (4.1.3)

olarak tanmmlanr. Burada &,&,,...,&, ’ler tesadifi degigkenlerdir. (1.12) ifadesinden

i=1,...,n icin

C =(£<x) (4.1.4)
ile
F(xl,xz,...,x,,)=i(—lygm n>2 (4.1.5)
i=0
ve
Glx,, %55 %,) =S, (4.1.6)

olarak ahnirsa
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n—1 )
F(xl’xz’---’xn)= Z(‘ 1)‘§i.n + (‘ l)nG(xvxz’---’xn) 4.1.7)

yazilabilir. Iki boyutlu halde

F(xl’x2)= 1- [1 - E(xl)]' [1 - Fz(xz)]+ G(xpxz)
=Glx,,x,)-1+ F,(x)+ F,(x) (4.1.8)

olur.
Cok degiskenli ekstremlerde verilen bilginin 15181 altinda iki degiskenli bazi
iistel dagilmlarm sirastyla F, G, H ve D fonksiyonlarini verelim.



40

4.2. Iki Degiskenli Ustel Dagihmlarin Fonksiyonlar

Mardia
F(X,y) [exp (x)+ exp (y)—l]" +1—exp (— x)— exp (— y)
Glx,y) exp(x)+ exp(y)-1]"
H(x,y) H,o(0)H, o(y)exp | [exp(x) + exp(y)] }
D(an’) (_l%x“‘-i——l;—lJ -l+x+y
Marjinaller | F(x)=1-exp(-x) , F(y)=1-exp(~)

: Mongenstern

F(x,y) exp(— x— y) {1+ ol - exp(- x)[[1 —exp(= y)[}+1-exp(- x)—exp(- )
G(x,y) exp(—x— y) {1+ alt — exp(- x)][t - exp(- )]}
H(x, J’) Hs,o(x)Hs,o (y)
D(x,y) y[Y2[1+a(1—x)(1_y)]
Marjinaller Fy(x)=1-exp(-x) , F(y)=1-exp(-y)

Gumbel I
F(x,y) exp(—x—-y+0xy)+1—exp(—x)—exp(—y)
Glx,y) exp(-x—y +0xy).
H (x, y ) H 3,o(x)H 3,0 (Y)
D(x,y) (1-x)(1- y)explolog(i - x)log(l- y)|-1+x+y
Marjinaller | Fy(x)=1~exp(-x) , F(y)=1-exp(-y)

Gumbel II
Foy) o= +ym)")+1-epl2)-expl-)
Glx,y) exp(— (e +ym )’%)
H(x,y) Hyo(x)H o(y) |
D(x,y) exp{— [ [~ log(1 — x)]"+ [ log(1 - y)]’"]”ll’" }— I+x+y
Marjinaller | F(x)=1-exp(-x) , F(y)=1-exp(-y)

Marshall-Olkin

Floy) ool sy ima(n )+ 1-expl-(+ D] -expl- 0+ 4]
G(x.y) exp{- x — y - Amax(x, )}
H(x, )’) Hs,o(x)Hs,o(}’) '
D(x,y) {(1= %) - y)]1 - max (e, )} ** 14 x+
Marjinaller | F (x)=1-exp|-(1+4)x] , F(x)=1-exp[-(1+A)x]
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Simdi bazi iki degiskenli {istel dagiimlarn Limiting dagihm fonksiyonlarm
elde edelim.
Ornek 4.2.1. ( Mardia Dagihm )

lim F"(a,+b,x)=lm F"(logn+x,,logn+x,)

= tim [nexp(x,)+ nexp(x,)-1]™

[exp(-x,) + exp(-x, )])"

n

+1-

_ B VL -~ 1

= exp( exp( xl) exp( x2)+ exp(x,) T exp(xz))
=113, (xl)‘H 3.0 (xz)exp{[exp(xl)+ exp(x2 )]_l }

Ornek 4.2.2. ( Mongenstern Dagilimu )

"l]n;F"(a,,+b,,x) =lim F"(logn+x,,log n + x,)

= exp{— exp(—’ X )" exp(— X )} =H,, (xl )-H 3,0 (xz)
Ornek 4.2.3. ( Gumbel I Dagihm )

lim F"(a,+b,x)= ]imF"(logn+xl,logn+x2)

= exp[— exp(— X ) - exp(— X )] =H,, (xl )-Hs,o (xz)
Ornek 4.2.4. ( Gumbel II Dagilim )

liEF”(a,,+b,,x)= lim F"(logn + x,,logn + x,)

= exp{— GXP(— X, )" exP(_ X, )} =H;, (xl )Ha,o (xz)

Ornek 4.2.5. ( Marshall-Olkin Dagilim )

limF"(a,,+b,,x)=]ij"(

n—w

logn +x, logn+x2)
1+4 7 1+4

=¢€Xp [_ exp(-x, )- exp(-x, )] =H;, (x )} H 3,0 (x,)
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4.3. Cok Degiskenli Dagihmiarda Bagimh Fonksiyon

Tamm 4.3.1. F(x), F(x) (i=1,...,m) marjinalli bir m boyutlu tesadiifi degiskenlerin
cdf’si olsun. F(x) ’in DF(yl,yZ,...,y,,,) bagimmh fonksiyonu

D:(F(x), Fylx,).... F,(x,)) = Fxio %y, .. %, )
ifadesiyle tammlanir. Ayrica
De(315325es¥n) = FIE ) B (02)seo Fi' ()

olarakta yazlabilir.

Teorem 4.3.1. £,,&,,...,&,, F(x) ortak cdf ’si iid. m-boyutlu vektdrler olsun.O zaman
a, ve b,>0 iken (Z,—a,) | b, dejenere olmayan bir H(x) dagihmna yakmsamasi

igin gerek ve yeter sart her bir marjinali H,,,H,, yada H,,’ in sag tarafindan gekilen

a?

bélgeye ait ve
,I,E‘;D;(yl%’yz%""ayn}?)=DH(y1’yz’~--,ym)
olmasidir [Galambos, 1987]
Son olarak baz iki degigkenli gesitli Gstel dagihmlarmn limiting dagthmimn

c.d.f.’sini bagimh fonksiyon vasitasiyla elde edecegiz.

Ornek 4.3.1. (Mardia Dagihmi )

Dﬁ(ynyz)= P_I";D;(yxlnsyz};‘)

-1

. 1/ 1 1

=’1‘1_12’ y,',”+y;"—l+( —+ T —IJ
1=y 1=-yp"
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—

=lim| " + y -1+ (1 -5 )(1 — ) )}n ﬁ

"_ML 1_()’1)’2)1;
= fim yf‘f.yi",. 1+&yivi)(l—%f;;)
"—m_ I_(YIyz)"

. log y, logyz]"
=y y, lim|1-—221-822
Nr2 H’[ nlog(y,y,)
[ log y, log y,
log(»,y,)

-1
1 1
=Y, €Xp "[ + )
| logy, logy,

yazilir. Burada limiting dagilimmin cdf ’si

H (xl > x2) =Dy (H 3,0 (xl ), H,, (xz )) =H,, (xl )H 3.0 (xz )exp{ [exp(xl ) + exp(xz )]—l }
olarak yazilabilir.

Ornek 4.3.2. ( Mongenstern Dagilim )

DH(yI’y2)=}‘i_IB’D;(y1%’y¥)

=Y

olur. Limiting dagilimmin cdf ’si ise

H (xl » X5 ) =Dy (H 3,0 (x] )-H 30 (x2 )) =H;, (xl )'H 3,0 (xz)
olur.
Ornek 4.3.3. ( Gumbel I Dagilim )

DH (ylayz)= 'l'ilan;()'lln’yzlh)

=0V,
yazilir. Limiting dagiliminm cdf *si



‘ H(xl > xz) =Dy (Hs,o (xl )-Hs,o (xz )) =H,, (xl )'Hs,o (xz)
olur.

Ornek 4.3.4. ( Gumbel II Dagihm )
Dy ()’pyz): ,l,i_l,‘;D;()/iL"’yzln)
=W)>

olur. Limiting dagihmmin cdf ’si

H(xv X, ) =Dy (Ha,o (xl )-H3,o (xz )) =H,, (xl )'Hs,o (xz)

olur.
Ornek 4.3.5. ( Marshall-Olkin Dagihm )
DH (yla}’2)= ’l,i_.i; D;(yi%,yzbn)
=0,

yazilir. Buradan limiting dagilimnin cdf ’si ise

H (xl > %y ) =Dy (H 3,0 (xl )~H 30 (xz )) =H,, (xl )-H 3,0 (xz)
olarak bulunur.
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