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OZET

VARYASYON HESABININ MINIiMAL YUZEYLERE UYGULANMASI

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismindan olugmaktadir.

Ikinci boliimde: tezin temel tanimlar1 verilmistir.

Uciincii  boliimde: Fonksiyonel, bir fonksiyonelin birinci ve ikinci varyasyonu,
Euler - Lagrange denklemi, Brakistokron problemi, birden fazla bagimli ve bagimsiz
degisken oldugu durumlarda varyasyon hesab1 verilmistir.

Doérdiincti boliimde, Minimal yiizeyler ve Proteinlerde regiiler ikincil yapiya yer

verilmis, helislerle ilgili enerji fonksiyonlari karakterize edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Fonsiyonel, Euler — Lagrange denklemi ve Minimal yiizeyler



SUMMARY

MINIMAL SURFACES APPLICATION OF CALCULUS OF VARIATION

This study is consisted of four chapters:

In the first chapter the , introduction of thesis is given.

In the second chapter, basic definitions are given.

In the third chapter , Functionals, the first and the second Variations of A
Functional, Euler - Lagrange Equation, Brakistokron Problem, Calculus of Variations in
the case of depend and independend many of variables are researched.

In the fourth chapter , Minimal Surfaces ,Regular Secondary Structures In Proteins

and Energy Functionals Associated with Helices are expressed.

Key Words : Functional, Euler - Lagrange Equation, Minimal Surfaces
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1. GIRIS

Varyasyon hesabi, matematiksel analizin bir boliimiidiir. Ilk problem Yunanlilar
tarafindan ele alinan izoperimetrik problemlerdir. Bu problem, varyasyon hesabinin bazi
formlar1 kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu problem, 1sik akisinin bir ortamdan digerine gegis
problemi olup Fermat tarafindan ¢oziilmiistiir.

Daha sonra 1687 de Newton ve 1696 da Jean ve Jacque Bernoulli kardesler
varyasyon hesabinda ilk problemler olan Brakistokron problemi ve izoperimetrik
problemlerin ¢6ziimleri ile ugrasmiglardir. Daha sonra Euler ( 1707-1783 ) in bu konudaki
esas caligmalari ile varyasyonlar hesab1 matematigin bagimsiz bir boliimii haline gelmistir.

Bir veya daha fazla degiskene bagli fonksiyonlarin ekstremum degerinin bulunmasi
diferansiyel hesabin konusudur. Varyasyonlar hesabinda ise fonksiyonelleri ekstremum
yapan fonksiyonlar aranilir.

Basit terimlerle varyasyon hesabi 1-boyutlu standart hesapla karsilastirilabilir. Yani
X € R i¢in bir degiskenli y = f(x) fonksiyonu seklindedir. Kabul edelim ki y = f(x)
C[a,b] smifindan olsun. Bunun anlami x € R olarak aldigimizda siirekli ve
diferansiyellenebilirdir. Burada bazi x; € R noktalarinda birinci ve ikinci tiirevleri
kullanarak fonksiyonun lokal ve global ekstremumlarini arastirabiliriz. Benzer sekilde

varyasyon hesabi

Ely]=; F(x,y(x),y'(x))dx (1.1)

seklindedir. F(x, y(x),y’(x)) fonksiyonun da x bagimsiz degiskenli bir fonksiyon, y(x) x
e bagh bir fonksiyon ve y’(x) x’e gore birinci tirevdir. y(x) fonksiyonu [a, b] araligi
lizerinde tanimli tim C! siifindan fonksiyonlarm D bdlgesindedir. Burada herhangi
y(x) € D igin y(a) = A veya y(b) = B dir. Birinci ve ikinci tirevleri kullanilarak y(x) €
D bolgesinde bu fonksiyonelin lokal ve global ekstremumlari aragtirilabilir. Bu metot tipik
varyasyon hesabinin uygulamasidir.

Matematikte bilindigi ilizere diizlemde iki nokta arasindaki en kisa mesafe iki
noktay1 birlestiren dogrudur. Oysa s6z konusu iki nokta, 6rnegin bir kiire yiizeyindeyse en
kisa mesafe artitk dogru olmayacak ama ne olacaktir? Ya da diizlemde iki noktayi

birlestiren dogru gercekten en kisa olan1 midir? Veya bir egrinin bi¢cimi ne olmalidir ki



egrinin bir eksen etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin alan1 minimum
olsun. Ya da bir kiire i¢ine yerlestirilecek maksimum hacimli prizmanin kenarlari ne
olmalidir? Bunun gibi daha pek ¢ok sorunun yaniti varyasyon hesabi ile verilebilir.
Varyasyon hesab1 fizikte de ¢ok onemli bir konuma sahiptir. Zira herhangi bir
sistemin dengede veya kararli halde olmasi i¢in gerekli kosullarin bilinmesi ancak ve ancak

varyasyon hesabi ile miimkiindiir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Tanim 2.1.

Deger bolgesi R reel ekseni ya da C kompleks diizleminde bulunan bir operatore

fonksiyonel denir[1].
Tamm 2.2.

Bir f fonksiyonunun artis1 Af ile gosterilir ve
Af = f(t+AY) — f(¢)
seklinde tanimlanir.
Tanimdan Af in t bagimsiz degiskenine ve At bagimsiz degisken artigina baglh

oldugu goriiliir. Af (t, At) bir fonksiyonun artisi olarak yazilabilir [2].

f(t)a
F1CaE.") I

fN

—~y

o+ Al

Sekil 2.1. Bir f(t) fonksiyonunun Af artis1, df diferansiyeli ve f tiirevi.

Tanmm 2.3.

Bir f(x) fonksiyonunun artimi
Af = f(x +Ax) — f(x)
dir ve
Af = A(x)Ax + B(x, Ax)Ax



seklinde gosterilir. A(x), Ax e bagh degildir. Ax - 0 i¢in B(x,Ax) - 0 ise Ax e gore

lineer olan A(x)Ax e f(x) fonksiyonunun diferansiyeli denir, df ile gosterilir.

= A = ()

Ax—0 Ax
den
df = f'(x)dx
bulunur.
Benzer sekilde I y(x) | fonksiyonelinin artim1
Al =1[y(x) +8y]=1[y(x)]
dir.

Al = L[y(x),8y ] + B[ y(x), 8y |. max|8yl|
seklinde gosterilir. L[ y(x),8y ], 8y nin lineer bir fonksiyonelidir. max|8y| - 0 i¢in
Bly(x),8y] — 0 ise Al artimmin, 8y ye goére lineer kismi olan, L[ y(x),8y ] Ve,

I[y(x)] fonksiyonelinin birinci varyasyonu denir [2].
Tamm 2. 4.

Eger I[ y(x) ] fonksiyonelinin ikinci varyasyonu varsa
Al =1[y(x)+8y]1-1[y(x)]
artimi, L1[8y] lineer bir fonksiyonel, L,[8y] kuadrik bir fonksiyonel olduguna gore,
0y —->0ve -0 i¢in
Al = Ly [8y] +5 L[8y] + BlISyll?
seklinde gosterilebilir. L,[8y] kuadrik fonksiyoneli I[y(x)] fonksiyonelinin ikinci

varyasyonudur [2].
Tanmm 2.5.

| € R bir agik aralik olmak tlizere o:l= E™ seklinde diferensiyellenebilir (C*

siifindan ) bir a doniisiimiine E™ de bir egri ad1 verilir [3].



Tanmm 2.6.

o :1- E3 birim hizli egri olmak iizere o egrisinin a(s) noktasindaki birim teget
vektor alan1 T(s) , asli normal vektor alan1 N(s) ve binormal vektor alan1 B(s) olsun.
T(s),N(s),B(s) vektorlerine « : | > E3 birim hizli egri i¢in a(s) noktasindaki Frenet

vektorleri denir.

T’ 0 k O01[T
N'|l=|-k 0 <T||N
B’ 0 -t O0lLB

seklindedir [3].
Tamim 2.7.

o« :1- E3 birim hizl egri olsun.
K:I1->R
s> K(s) =T'(s)l
fonksiyonuna birinci egrilik fonksiyonu adi verilir. K(s) reel sayisina da a egrisinin a(S)

noktasindaki egriligi denir [3].
Tanim 2.8.

a 1= E3 birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere
t:I->R
s— t(s) = —< B'(s),N(s) >
fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. t(s) sayisina da egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi denir [3].
Tanim 2.9.
a: | = E™ egrisinin tanjant dogrular1 sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa a ya

bir silindirik helis (genel helis) denir.

a (s) nin bir silindirik helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart % nin sabit olmasidir [8].



Tanim 2.10.

E™ n-boyutlu Oklid uzaymnda (n — 1) boyutlu bir yiizey veya (n — 1) yiizey diye
E™ deki bos olmayan bir M ciimlesine denir 6yleki, bu M climlesi

M={xeUchE U R fx)=c,5f #0)
bi¢giminde tanimlanir.

E? de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E3 de bir 2-yiizeye sadece yiizey denir. E™
de bir (n — 1) yiizey, n > 3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak adlandirilir [3].

Tanim 2.11.

E™*1 de bir M hiperyiizeyi iizerinde geodezik denen egri dyle bir parametrik egridir
ki bu egrinin her noktasindaki ivme vektorii M ye ortogonaldir. Yani

a:l->M
ise d(t) € Tip(a(t)), VeI dir[3].

Tanim 2.12.

Verilen bir egrinin verilen bir d dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
yiizeye donel yiizey denir. Verilen dogruya donel ylizeyin ekseni ya da donme ekseni,
dondiiriilen egriye de donel yiizeyin iireteci denir. Uretecin konumlarindan her birine donel
yiizeyin meridyeni denir [4].

Tanim 2.13.

A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.
O = f(@)

ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir [5].
Tanim 2.14.

f:A c R —= R bir fonksiyon, x, € A ve x4, A’nin bir yi1gilma noktasi olsun.



lim f(x)—f(x0)

X—Xg

limiti mevcut ise f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir [5].
Tamm 2.15.

Tirevi f(x) veya diferansiyeli f(x)dx olan F(x) ifadesine f(x) fonksiyonunun
belirsiz integrali denir ve
[f(x)dx =F(x)+c

ile gosterilir. Burada ¢ ye integrasyon sabiti denir [5].
Tamm 2.16.

f:[a.b] = R fonksiyonu sinirli olsun. Eger

b b
[ fedx = [ f(x)dx =1
ise f fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirdir, veya Riemann anlaminda

integrallenebilirdir denir ve bu integral

[7 f(x)dx

ile gosterilir [5].
Tamm 2.17.

ACR, f:A— R bir fonksiyon ve a, A kiimesinin bir yigilma noktast olsun.
Terimleri A — {a} kiimesine ait olan ve a noktasina yakinsayan her (x,) dizisi igin elde

edilen f(x,) gorintii dizisi ayn1 bir L sayisina yakinsiyorsa L sayisina f fonksiyonunun a

noktasindaki limiti denir ve
lim _
vog fX) =1L

seklinde gosterilir [5].



3.VARYASYONLAR HESABI

3.1. Fonksiyonel

Tanim bolgesi bir X vektor uzayinda, deger bolgesi ise X in bir K skaler cisminde
bulunan lineer bir f operatoriine bir lineer fonksiyonel denir. X reel ise K =R ve X

kompleks ise K = C olmak iizere,

f:D(f) » K

yazilir.
Ornek 1.

(0,1) araliginda siirekli fonksiyonlarin ciimlesi C[0,1] olsun.

[y()]= [, y(x)dx
integrali {y(x)} ciimlesinde tanimli bir fonksiyoneldir. Burada her {y(x)} fonksiyonuna

kars1 bir sayisal deger bulunur.

Ornegin;

y(x) =1 icin M=/ 1dx=1

y(x) = e* icin I[e*] = fol e*dx=e—1
elde edilir.

Ayrica  y = f(xq,%3,...,X,) seklinde birden fazla bagimsiz degiskenin
fonksiyonundan bahsedildigi gibi I = I[ y;(x),y2(x), ..., yn(x) ] seklinde birden fazla
fonksiyona bagli fonksiyonellerden ve

I =1I[z(x1, X5, oo, Xp) |

I =1I[21(%1, X0, ooy X)) Z2 (X1, X2y oy X)),y woey Zi (%4, Xy ey X)) ]
seklinde birden fazla degiskene bagli fonksiyonlari igeren fonksiyonellerden de
bahsedilebilir.

3.2. Fonksiyonelde Bagimsiz Degiskenin VVaryasyonu

y = f(x) fonksiyonunda bagimsiz degiskenin artimi Ax ile gosterilir.
Ax =x-x;

dir.



I[y(x)] fonksiyonelinde isey(x) bagimsiz degiskenin artimma y(x) in
varyasyonu denir. 8y ile gosterilir ve

8y =y() =y (x)
dir. y;(x) egrisi y(x) egrisine ne kadar yakin alinirsa §y o kadar kiigiik olur. Fakat bu
tanim her zaman yeterli degildir. y(x) ve y;(x) egrilerinin hangi hallerde birbirine yakin
olacagini daha agik belirtmek gerekir.

y(x) — y,(x) farkinin mutlak degerinin, fonksiyonun tanimli oldugu biitiin x degeri
i¢cin kii¢iik olmasi, yani bu fonksiyonlarin koordinat bakimindan birbirine yakin olmasi
halinde fonksiyonlar birbirine sifirinci mertebeden yakindir denir. ( sekil 3.1 ) de
gorildagi gibi

Yalniz koordinat bakimindan yakin degil ayni zamanda ayn1 x degerine karsi gelen
noktalarin tegetlerinin dogrultularininda birbirine yakin olmasi halinde bu fonksiyonlarin
yakinligindan bahsedilmesi daha uygundur. ( sekil 3.2 ) de goriildiigii gibi bdyle bir
problemde yalniz y(x) — y; (x) farkinin kii¢iik olmasi degil y'(x) — y; (x) farkinin

Sekil 3.1. Sifirinct mertebeden yakin egriler Sekil 3.2. Birinci mertebeden yakin egriler

mutlak degerinin de kiigiik olmas1 gerekir. Egriler birbirine birinci mertebeden yakindir
denir. Bazi hallerde fonksiyonlarin birbirine yakin oldugunu kabul etmek i¢in

Y = y100,y' () = (), ¥ (@) = yi' (1), 0, y () — 377 ()
farkinin mutlak degerinin istenildigi kadar kii¢iik olmasi gerekir. O zaman bu egriler

birbirine n.ci mertebeden yakindir denir.



Ornek 2.

sinn?x

[0,n] arahiginda y(x) = —— (n yeterince kiigiik ) egrisi ile y;(x) = 0 egrisi

birbirine sifirinci mertebeden yakindir. Ciinkii

<1

n

sinn?x

ly(x) = y1(x)| =

ve
| y'(x) = y1(x) | = n| cosn’x |

dir. n yeterince biiyiik alindiginda | y(x) — y;(x) | cok kiigiik olmakla beraber
ly'(x) — y1(x)| biiyiiktiir.

3.3. Fonksiyonelin Varyasyonu

Bir f(x) fonksiyonunun artimi
Af = f(x + Ax) = f(x)
dir ve
Af = A(x)Ax + B(x,Ax)Ax
seklinde gosterilir. A(x), Ax e bagh degildir. Ax — 0 i¢in S(x, Ax)Ax — 0 ise Ax e gore

lineer olan A(x)Ax e f(x) fonksiyonunun diferansiyeli denir. df ile gosterilir.

= AG) = f1()

Ax—0 Ax
den
Af = f'(x)dx

bulunur. Benzer sekilde I[y(x)] fonksiyonelinin artimi

Al =I[y(x) + &yl — I[y(x)]
dir.

Al = L[ y(x), 8y ] + B[ y(x), 8y |max|5y]
seklinde gosterilir. L[ y(x),8y ],y nin lineer bir fonksiyonelidir. max|6y| — 0 igin
Bl y(x),8y] — 0 ise Al artiminin 8y ye gore lineer kismi olan L[ y(x), 8y ] ye I[y(x)]
fonksiyonelinin birinci varyasyonu denir. &1 ile gosterilir. Genellikle birinci varyasyon igin

sadece fonksiyonelin varyasyonu deyimi kullanilir.

10



Ornek 3.

Iy0ol= f, y()dz
fonksiyonelini g6z 6niine alalim.
Al =1[y(x) + 8y(x) 1 = I[y(x)]
= [[y@ + 8y0) 1dx — [ y()dx = [ 6y(x)dx
Al = f; Sy(x)dx
dir. Al fonksiyoneli 8y ye gore linerdir.

b
81 =f Sy(x)dx

a

seklindedir.
3.4. Fonksiyonelin Varyasyonunun Taniminin ikinci Sekli

a bir parametre olmak ilizere f(x + alAx) fonksiyonunun a ya gore birinci
tirevinin @ = 0 i¢in aldig1 deger f(x) fonksiyonunun diferansiyelini verir. Bileske

fonksiyonlarin tiirev kuralindan kolayca

6 I !

S f (x4 abx)|g= = f'(x + abx)Ax|g= = f'(X)Ax = df (x)
oldugu goriilebilir. Ayni sekilde birden fazla bagimsiz degiskene bagh

z = f(x1, %2, ), Xp)

fonksiyonunun diferansiyeli

0 df
af(% + alxy,x, + alxy, .., Xy + AAxy )|g=0 = ?zld—xiAxi =df

seklinde tanimlanir.

Bir fonksiyonun diferansiyeli ile bir fonksiyonelin varyasyonu tanimlarinin
benzerliginden faydalanarak I[y(x)] fonksiyonelinin varyasyonu I[y(x) + ady ] nin a ya
gore tiirevinin a = 0 icin aldig1 deger olarak hesaplanabilir. 61 varyasyonu tanimindan Al
artimi

Al =1I[y(x) + 8y ] —I[y(x)]
Al = L[ y(x),a 6y ]+ Bl y(x), ady ] |a| max|5y|
seklinde gosterilmisti. I y(x) + ady ] nin a ya gore tirevinin ¢ = 0 i¢in aldig1 deger

11



lim Al yim Al _ 1im L(y,ady)+ B(y.ad)|a| max|8y|

Ax—=0Aq ~ a—=0 g a—0 a
_lim L(y,a8y)+ lim B(y.ad)|al max|&y|
~ a-0 a a—0 a

seklindedir. L(y, ady) fonksiyoneli §y ye gore liner oldugundan
L(y, aby) = aL(y,6y)

yazilabilir.

lim B.ad)lal max|8y| _ 1im B
a0 a ~ a-0 B(}’; a5)max6y =0

dir. Buradan
AL . AL
llmE = lim — = L(y,dy)
elde edilir. Sonug olarak I[y(x)] fonksiyonelinin 1.varyasyonu

]

52 Ly + ady ]l =0
seklinde tanimlanir. Eger bir fonksiyonelin esas lineer artimi anlaminda varyasyonu varsa
tirev anlamindaki varyasyonu da vardir, yani bir parametreye gore tiirevin baslangigtaki

degeri de vardir. Bu iki kavram ayni1 sonucu verir.

Ornek 4.

Ily()] = [} y*(x)dx
fonksiyonelinin birinci varyasyonu
6l =2 be(x)6y(x)dx
a
seklinde bulunur. Simdi ayn1 fonksiyonelin ikinci varyasyonu hesaplanirsa
ILy() + asy] = [ [y(x) + ady]’dx
%I[y(x) + ady] = 2f;(y + ady)dydx
al = aa—al[y(x) + aby ]|, = 2f:y6ydx

elde edilir.
3.5. Varyasyon Kurallar

Varyasyon hesabinda diferansiyel hesapta bilinen kurallar uygulanir.

Fi[y(x)] ve F,[y(x)] ,{y(x)} fonksiyonlar ciimlesinde tanimli iki fonksiyonel olsun.

12



6[F1 ‘T‘ Fz] = 6F1 ‘T‘ 6F2
5[F1 . Fz] = F15F2 + F26F1

s [Fl] _ F,8F - F5F,
F N R?

S[F"] = nF™16F

seklinde varyasyon kurallar1 yazilabilir.
3.6. Fonksiyonelin Ikinci varyasyonu

Eger x ve y ye bagh I[x,y] fonksiyonelinde x sabit alindiginda y nin lineer bir
fonksiyoneli, y sabit alindiginda x in lineer bir fonksiyoneli elde ediliyorsa I[x,y]
fonksiyoneli bilineer bir fonksiyoneldir. I[x, y] fonksiyoneli bilineer ise

Iay,x+ azx,y ayl[x,y] + axl[x;, y]

I[x,B1y1 + B2y Bullx, 1]+ B21[x,y,]
seklindedir. Bilineer fonksiyonelde y = x alinirsa I[x, x] kuadrik fonksiyoneli elde edilir.

]:
]=

I[x,x] > 0 ve x’in herhangi bir degeri igin sifir olmuyorsa I[x, x] belli bir pozitif kuadrik

fonksiyoneldir.

Ornek 5.

b
Ilx,y] = f A®x(Oy (D dt

fonksiyoneli A(t) nin sabit siirekli bir fonksiyon olmasi halinde bilineer bir fonksiyoneldir

ve

b
I[x, x] =f A()x?%(t)dt

kuadrik bir fonksiyoneldir. t € (a,b) icin A(t) > 0 ise kuadrik fonksiyonel pozitif ve
belirlidir.

Eger I[x, y] fonksiyonelinin ikinci varyasyonu varsa

Al =I[y + 6y] —I[y]
arttm1 L{[6y] lineer bir fonksiyonel L,[dy] kuadrik bir fonksiyonel olduguna gore
6y - 0ve B — 0igin

1
Al = L,(6y) + ELz(fSy) + BlIsyll?

13



seklinde gosterilebilir. L,(8y) kuadrik fonksiyoneli I[y(x)] fonksiyonelinin ikinci
varyasyonudur ve 821 seklinde gosterilir. Bir fonksiyonelin ikinci varyasyonu varsa bir tek

sekilde belirlenir.

Ornek 6.

b
Iy(@)] = f £ y,y )dx

a

fonksiyonelinin ikinci varyasyonu isteniliyor.
a bir parametre olmak tizere I[ y(x) + ady ] i
p(a) =1[y(x) + ady]
seklinde anm bir fonksiyonu olarak disinilirse I[y(x)] fonksiyonelinin birinci
varyasyonu, ¢(a) fonksiyonunun a ya gore tiirevinin @ = 0 igin aldigi deger olarak
tammlanmusti. Ikinci varyasyonu ise ¢@(a) fonksiyonunu a ya gére ikinci mertebe

tirevinin ¢ = 0 i¢in aldig1 deger olarak tanimlanir.

6212|d2¢’(€¥) =0

da? lg=9

seklinde gosterilir. Bu tanim sekli integral tipi fonksiyonel i¢in uygundur. Ornegin

b
o(a) =f fl,y+ ady,y' + ady’)dx
a

dir.
y+ ady=u , y + ady' =v
ile gosterilir ise

dp(a) _ by of af
= fa[a 6y + --0y "dx

d? b .d
T;;’_fa[afd + 2 f5y5y+ =L8y'* 1dx

b

521_“‘”5 +2- f5y5y 6,25y 2 1dx

elde edilir.
3.7. Maksimum ve Minimum
Eger I[y(x)] fonksiyonelinin y = y,(x) egrisine yeteri derecede yakin egriler igin,

aldig1 deger, daima I[y,(x)] degerinden daha kiigiik ise I[y(x)] fonksiyoneli y = y,(x)

egrisi boyunca bir maksimum deger alir. O halde
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Al =I[y()] = I[yo(x)] <0
ve yalmz y = y,(x) icin Al = 0 ise I[y(x)] fonksiyoneli y = y,(x) egrisi boyunca bir
mutlak maksimum deger alir denir.

I[y(x)] fonksiyonelinin y = y,(x) egrisi boyunca minimum olmasi halinde ise
I[y(x)] fonksiyonelinin y,(x) , egrisine yeter derecede yakin egriler boyunca aldigi deger,
Yo (x) i¢in aldig1 Iy, (x)] degerinden daha biiyiiktiir.

Al =1I[y()] = I[yo(x)] =0
ve yalnz y,(x) i¢in Al = 0 olur.

Eger yy(x) egrisine komsu olan biitiin egriler y,(x) egrisine sifirinct mertebeden
yakin ise bdyle bir maksimum — minimuma kuvvetlidir denir. y,(x) egrisine komsu olan
biitiin egriler, yakinlik anlaminda birinci mertebeden yakin ise yani biitliin yakin egriler
yalniz koordinat bakimindan degil ayn1 zamanda egim bakimindan da yakin olursa, o
zaman bu maksimum — minimuma zayiftir denir. Ekstremumun kuvvetli veya zayif olmasi
bir ekstremumun gerek sartinin ispatinda 6nemli degildir. Ancak ekstremum i¢in yeterlik

sart1 arastirilirken gerekir.
3.8. Varyasyon Hesabinin Temel Teoremi

@(x) fonksiyonu (x,,x;) araliginda siirekli, tiireve sahip bir fonksiyon ise ayni
aralikta siirekli ve siirekli bir tiireve sahip, x, Ve x; igin sifir olan, |§y| < € sartin1 saglayan

biitiin §y fonksiyonlari igin
X1
f @(x)dydx =0
X0

sartinin saglanabilmesi i¢in x, < x < x; araliginda @(x) = 0 olmas1 gerekir.
Ispat:

@ (x) fonksiyonunu, (x, x;) araliginin bir noktasinda sifirdan farkli kabul edelim.
Fonksiyon bu aralikta siirekli bir fonksiyon oldugu igin (x,, x;) aralig1 i¢in de bu noktayi
i¢ine alan bir (x, x;) araliginda ¢(x) fonksiyonun mutlak degeri n gibi bir sayidan biiyiik
kalacaktir.

Ornegin ( sekil 3.3 ) deki gibi ¢ (x) fonksiyonu (xg, x;) araliginda pozitif degerler

alsin.
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Sekil 3.3. ¢@(x) fonksiyonunun (xg, x7) araliginda aldig1 degerler

Eger &y fonksiyonu (xg,x;) de sabit isaretli ve bu araligin disinda sifir olacak

sekilde secilirse ¢ (x)dy fonksiyonuda (xj,x;) araliginda sabit isaretli ve araligin

disindaki degerler i¢in sifir olur. Goriiliiyor ki teoremde verilen sartlar1 saglayan her dy

fonksiyonuna karsilik integrallerin sifir olmasi igin

@(x) =0
olmasi gerekir.
Ornek 7.
Xo < x < X icin dy=0
Sy =4x5 <x<x; icin 6y =k(x— x5 )*(x] —x)?
X1 Sx<x icin éy =0

fonksiyonunu alalim. 8y fonksiyonu (x,,x;) araliginda birinci mertebeden tiireve sahip

bir fonksiyondur. [§y| < € olmast i¢in k y1 uygun se¢gmek miimkiindiir.
| 12 0Gosydx | = Tl [} (e = x5 )2(xi —x) 2dx

_ (i —x5)°
= lkln=—=>—#0

dir. Sonucun sifir olmasi i¢in ¢ (x) = 0 olmasi gerekir.

3.9. Bir Bagimh ve Bir Bagimsiz Degisken Oldugu Durumlarda Varyasyon Hesabi

Bu tiir varyasyon hesabi

1Iy)] = [ (3, y0x )dx
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seklinde verilmis bir integrali ekstremum (maksimum veya minimum) yapan y(x)
fonksiyonunun bulunmasini igerir. Integral f, y, y' ve x degiskenlerine bagl bir
fonksiyondur. Integralin kendisi olan I ise bulunmasi istenen y(x) fonksiyonuna bagl
oldugundan fonksiyonel olarak adlandirilir ve

Ily(x)] (3.9.2)
seklinde yazilir. Bu problemin amaci ( sekil 3.4 ) © de gosterildigi gibi (xq,y1) Ve (x3,¥y2)
noktalarindan gecen bir cok muhtemel y(x) fonksiyonundan I degerini ekstremum yapanin

bulunmasidir. Cogu uygulamalarda aranilan ekstremum minimum olacaktir.

4

yxo) = y(x,0) + an (x)

rl
Mo
A,

» (X2, ¥7)

=¥

Sekil 3.4. Varyasyon hesaplarinda bulmaya ¢alistigimiz yol etrafinda sapmalar ve bunlarin Iy (x)]

fonksiyoneline etkisi hesaplanir.

(sekil 3.4) de iki miimkiin integrasyon yolu gésterilmistir. Aslinda sonsuz tane bdyle yol
vardir. Verilen herhangi bir x noktasinda bunlardan bir tanesi ile ger¢ek yol arasindaki
farka y’nin varyasyonu (degisimi) denir, ve 8y ile gosterilir. Bu varyasyon dogal olarak x’
e bagl olacagindan n(x) ile gosterilir. Varyasyon biiylkligi a gibi kiigiik bir skaler
parametre ile belirtilirse (x;, y;) ve (x,, y,) noktalar1 arasindaki rastgele bir fonksiyon

y(x,a) = y(x,0) + an(x) + 0(a?) (3.9.3)
seklinde parametrelendirilebilir. y(x,@ = 0) ise I integralini ekstremum yapan aranilan
fonksiyondur. Bu fonksiyona gore varyasyon ise

6y =y(x,a) —y(x,0) = an(x) (3.9.4)
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olacaktir. Bu tanimla [ integrali, @ parametresine bagli olarak
(@) = [7 f(y(x, @), ¥, (x, @), x )dx (3.9.5)

seklinde yazilir. Artik bu fonksiyonelin ekstremum degeri diferansiyel hesaptakine benzer

sekilde a parametresine gore

| al(a)
da a=0

=0 (3.9.6)

sart1 ile bulunur. Varyasyon hesabinin birinci sarti u¢ noktalarda varyasyonun

n(x) =n(x) =0 (3.9.7)
seklinde sifir olmasidir. Ikinci sart ise n(x) fonksiyonunun tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmasidir. Boylece I’nin a ya gore tiirevi

a1’(01) x2 [ Of 6y f dyy
fx1 [ dy oa 6yxa] dx (398)

olarak bulunur. (3.9.3) denklemi kullanilarak
61(x a)

n(x),
dyx(x,2) _ 9n(x)
da  ox (3.9.9)
yazabiliriz. Bu durumda denklem (3.9.8)
ol(a) Xz 0f af dan(x)
= e [5,n00) + 5-= = 1dx (3.9.10)
seklini alir. Integraldeki ikinci ifade kismi integrasyon ile hesaplanirsa
X, f dn(x) of d daf
[7 2L gy = [ 2Lyl - [0 (S ) dx ] (3.911)

bulunur. U¢ noktalarda varyasyon sifir oldugunda ilk terimin katkis1 yoktur. Sonug olarak
denklem (3.9.6)

d d d
f;(é dxd; )n(x)dx =0 (3.9.12)

seklini alir. n(x) varyasyonu keyfi oldugundan bu denklemin saglanmasi ancak parantez

icindeki ifadenin sifir olmasi ile miimkiindiir. Bu bize Euler denklemi olarak bilinen

Z—i - :—x% = (3.9.13)

denklemini verir. Bu durumu ozetlenirse varyasyon hesabi bize I[y(x)] fonksiyonelini

ekstremum yapan fonksiyonun sagladigi ikinci dereceden bir diferansiyel denklemi verir.
Integralin u¢ noktalarinda varyasyon sifir oldugundan (3.9.5) integralindeki

integranta neticeyi etkilemeden her zaman

af 0. yxX) (3.9.14)
dx
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gibi tam tlirev eklenir. Bundan dolay1 Euler denklemi bir¢ok degisik sekilde yazilabilir.

Bunlarin en uygun olani

a_x_a(f_ xd;)=0

seklindedir.
Ornek 8.

Brakistokron Problemi ( iki noktay1 birlestiren en kisa zaman egrisinin bulunmas1 )

Diisey diizlemde aymi diisey dogrultuda olmayan bir A noktasindan, daha asagida
bir B noktasina giden, siirtinmesiz kayarak hareket ettigi kabul edilen maddesel bir
noktanin A dan B ye en kisa zamanda varabilmesi i¢in takip ettigi yol nedir?

Diisey diizlemde dik koordinat sisteminden faydalanalim. (sekil 3.5 ) daki gibi
yukarida alinan A noktasi baslangi¢c noktasi olarak, y ekseni diisey ve asagi dogru yonde
alindiginda, verilen iki noktanin koordinatlar1 A(0,0) ve B (x4, y,) olur.

Bu iki noktayi birlestiren herhangi bir egrinin denklemi y = y(x) ise yolun zamana

gore tiirevi hiz1 verdigine gore

L0, . . 1

Sekil 3.5. Brakistokron Egrisi

ds
o = V2gy
dir.
dt = ds \/1+y12d
29y 29y
tly(x)] = Jﬁ . ;+—y de  ve y(0)=0,y(x) =y

olur. Problemin ¢6ziimii i¢in t[y(x)] fonksiyonelini minimum yapan , y = y(x)

fonksiyonunu belirtmek gerekir.
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f agik olarak x’e baglh degil, yalmz y ve y’ ye baghdir. Euler denkleminin birinci
integrali
f=yfy =c
seklindedir.
_ 1ty yr

f=——F ve fy' =—=
vy Jya+y'

ifadeleri yukaridaki denklemde yerine konulursa
JIy? Yt

=C
v Jya+y™

olur. Kisaltma yapilarak

1

Jya+y'™®

1
bulunur. ¢, ? = ¢ almrsa

=c¢ buradan Y1+ y')=¢

denklemde y' = cott doniisiimii yapildiginda

y=1 C;tZt = ¢ysin’t = 02—1(1 — cos 2t)
den
dx = %dt = 2¢;sin*tdt = ¢;(1 — cos 2t) dt
X = cl(t— SinZt) + ¢, =%(2t— sin 2t) + ¢,

elde edilir. Egrinin parametrik denklemi
€1 .
X— Cp = E(Zt_ sin 2t)
y = Cz—l(l — cos 2t)

dir. A(0,0) noktasindan gegme sartindan ¢, = 0 bulunur.
2t = tq ile gosterilir ise,

X = Cz—l(tl — sinty)

y = Cz—l(l — costy)
dir. Ekstremal egrilerin parametrik denklemini verir. Yarigap1 02_1 olan bir dairenin x

ekseni iizerinde, kaymadan yuvarlanmasindan meydana gelen sikloidin denklemini

gosterir. ¢; in aldig1 degerlere gore degisen, bir sikloid ailesi elde edilir.
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3.10. Birden Fazla Bagimh Degisken Oldugu Durumlarda Varyasyon Hesabi

Denklem (3.9.1) de tanimlanan varyasyon hesabindaki f fonksiyonunun
y1(x), y2(x), y3(x) (3.10.1)
gibi birden fazla bagimli degiskene ve x gibi bir bagimsiz degiskene bagl oldugu durumu

ele alalim. Bu durumda I fonksiyoneli

1= [ F01(0, 722, 0, y1x(0, y22 (%), o, ) dx (3.102)
seklinde olur. Bolim (3.9) da goriildigi gibi I integralini ekstremum yapan y;(x,0)
yollarindan olan sapmalar1

yi(x, @) = vy;(x,0) + an;(x) + 0(a?) i=12,.., (3.10.3)
seklinde kii¢iik a parametresi cinsinden yazilabilir. Burada n; fonksiyonlar1 birbirinden
bagimsizdir. Bu durumda ug¢ noktalarda degisim yine

ni(x1) = ni(xz) = 0 (3.10.4)
seklinde sifir olarak alinir. (3.10.2) nin a ya gore tiirevi alinarak @ = 0 degeri igin yazilirsa

ffZ(:—;m(x) + fod’L—f‘)) dx =0 (3.10.5)
integrali elde edilir. ikinci terimin kismi integrali almip u¢ noktalarindan n;(x)

fonksiyonlarmin sifir olmasi sartinda kullanilarak (3.10.5) integrali

d of

ad
[ S = aeae ) mx)dx = 0 (3.10.6)

seklinde yazilir. n;(x) fonksiyonlari keyfi ve birbirinden bagimsiz olduklarindan integralin

sifir olmast i¢in parantez i¢indeki toplamin her bir i degeri igin sifir olmasi gerekir. Bu da

of 4 of _
dy; dx 0yix

i=12,.., (3.10.7)
denklemini verir.

Sonu¢ olarak [ integralini ekstremum yapan sarti Euler denklemi sistemine
indirgenmis olur. Denklem (3.10.7) nin en 6nemli uygulamalarindan biri f fonksiyonunun
bir klasik mekanik sisteminin Lagrange fonksiyonu olmasidir. Bir sistemin Lagrange

fonksiyonu kinetik enerji ile potansiyel enerji arasindaki fark olarak tanimlanir.
3.11. Birden Fazla Bagimsiz Degisken Oldugu Durumda Varyasyon Hesabi

Bazen varyasyon probleminin integranti olan f fonksiyonu bilinmeyen bir u

fonksiyonuna ve ii¢ boyutlu problemlerde oldugu gibi ii¢ bagimsiz degiskene bagli olabilir.
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Bu durumda bilinmeyen fonksiyon da bu degiskene bagli olacagindan ekstermumu

bulunmak istenen fonksiyonel

1= [[f £(9.9x 9y 9z %, ¥, 2)dxdydz (3.11.1)

seklinde ti¢ kath bir integral olur. Burada g,, x e gore kismi tiirevi gostermektedir.

Buradaki problem

al
dalg=g

51 = | =0 (3.11.2)

sartin1 saglayacak bir g(x,y, z) fonksiyonunun belirlenmesidir. g(x,y, z, @ = 0) aranilan

fonksiyon olarak diisiiniiliirse herhangi bir fonksiyon i¢in

a(xy.z, @) = g(x,y,z,a = 0)+ an(x,y, z) (3.11.3)

yazilabilir. Buradaki sapma fonksiyonu olan 7n(x,y, z) tiirevlenebilir olmalidir. Denklem
(3.11.3) iin a ya gore tiirevi alinip @ = 0 yazilir ve aa—;; 1, gibi terimleri kismi integrale tabi

tutulup n fonksiyonununda sinirlarda sifir oldugu disiiniiliirse I nin varyasyonunun sifir

olmasi sarti

of 9 of 9 of 0 of
ol = fff(@— 909, 9y0gy 9234, 1%, Y, 2)dxdydz = 0 (3.11.4)

seklinde bulunur. n(x,y,z) varyasyonu keyfi oldugundan parantez icindeki terim sifir

olmalidir. Bu da ii¢ bagimsiz degisken i¢in Euler denklemini

of 99 09f 959 _ (3.11.5)
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4. VARYASYON HESABININ MIiNIMAL YUZEYLERE UYGULANMASI
4.1. Minimal Yiizeyler

Minimal yilizeyin tanimi; minimize yiizey alanina sahip bir ylizeydir. Bu tanim
varyasyon hesabinin bir problemine doniisiir. Bir minimal ylizey
S={(xy,2) €ER’|z=g(xy)}
seklindeki bir ylizeydir. Bu yiizey z = g(x, y) ylizeyleri arasinda ki
Slg1 =[] F(x,y,9,9x,gy)dx dy = [[ 1+ g:* + g,* dxdy (4.1)
yiizey alani fonksiyonelini minimize eder. Burada g, alt indis notasyonu g nin x e gore

kismi tiirevini belirtir. Buna bagh Euler-Lagrange denklemi

dir. Burada F, agik¢a g ye bagli degildir. Bu yiizden yukaridaki denklem

d 9F | d OF _

axags Y ayogy (4.2)

seklinde basitlesir. Sonra kismi tiirevleri hesaplayarak, (4.2) denklemi basitlestirilerek,
i Ix + i 9y =0
dx /1+gx2+gy2 dy 1+gx2+gy?

9x 9xxt gygxy

Ix9xy+ dy9yy
Ixx 1+gx2+gy2_gx +9yy 1+gy,? +gy —9y
1+.9x2+.9y 1+.9x2+.9y2
=0

/1+gx2+gy

gxx(1+gx2 +gy2)_gngxx_gxgygxy +gyy(1+gx2 +gy2)_gxgygxy _gyzgyy =0

, 1+9,? +gy2

1+ gyz)gxx - nggygxy +(1+ gxz)gyy =0
olur. Bu denklem g grafigi i¢cin minimal yiizey denklemidir.

4.2.Proteinlerde Regiiler ikincil Yap:

Yukaridaki denklem protein yapt modeli i¢gin minimal ylizey uygulamalarinin

oldukea fazla oldugunu gosterir.



4.2.1. Temel Protein Yapisina Bir Giris

Bir amino asit zinciri ; ayn1 zamanda bir polipeptit zinciri olarak adlandirilan bir
protein ve kendi yapisiyla ilgili baz1 biyolojik fonksiyonlara sahiptir.

Protein yapist dort seviye ile tanimlanabilir; birincil, ikincil, ti¢linciil ve dordiinciil
yapt. Birincil yapt aminoasit sirasini tanimlarken, ikincil yapi sekillendirilmis zincirin

kiiciik pargalariin yollarini tanimlar.

. iKiNCIL YAPI e
amina DORDUNCUL YAPI

BIiRINCiL YAPI Uclinci vapl

Sekil 4.1. Protein yapisi

Ucgiinciil yap1, tam bir protein zincirinin kendi bosluguna nasil yerlestigini tanimlar.
Dordiinciil yapi, ¢ok katli polipeptit zincirlerinin konfigiirasyonunu tanimlar.

Bir protein matematiksel olarak, diferansiyellenebilir bir uzay egrisi olarak
diistintilecektir. Bu diferansiyellenebilir bir uzay egrisi a karbonlarina baglidir. Minimal
yiizeylerin uygulamalar1 acisindan, ikincil regiiler yapilarin en yaygin olanlarindan biri
olan a-helislerle ilgilenilir. a helisler matematiksel olarak regiiler bir helis ile
modellenebilir. Helisler bir helisoid yiizeyinde yatan ve bir minimal yiizey olan 6zel

egrilerdir.

4.2.2.Helisoid

Helisoidi anlamak igin,

X(u,v) = (—bsinhv sinu, bsinhvcosu, bu) —00 < U,V < ®©
seklinde bir parametrizasyon diisiiniilebilir. Burada b € R keyfi bir sabittir. Helisoidin bu
parametrizasyonu ile iligkili olan teget vektorler,

X, = (—bsinhvcosu, —bsinhvsinu, b)
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X, = (—bcoshvsinu, bcoshvcosu, 0)

seklindedir.
Uyan 4.2.1.

Helisoid tek minimal regle yiizeydir yani helisoid diiz bir dogru ailesi tarafindan
tiretilir. Yukaridaki parametrizasyonda treticiler u = ¢; (i = 1,2, ...,n) dir. Burada c; ler
sabittir.

Helisoid grafikleri i¢in uygun yiizeylerin grafikleri  kisitlandigindan dolayi
yukaridaki bir minimal ylizeyin tanimi helisoid icin uygun degildir. Bu tanimi
anlayabilmek i¢in geometride yiizeyler ile ilgili verilen bazi niceliklerin hesaplanmasi

gerekir. Bu nicelikler birinci temel formun katsayilaridir.

B ! S& rsmalsion

& R
| Q : 2
' .

1e0-dogren rctatan

Sekil 4.2. a-helis
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Sekil 4.3. Helisoid

Tamim 4.2.1 (1.Temel Form)

X(u,v) = (x;(u,v), x,(u, v), x3(w,v)) R3 de

_i‘) _(axl axz 6x3) 2 _(axl axz 6x3)
"N\ ou’ou’oul v7 \ov’ov’ av

teget vektorleri ile parametrelendirilmis bir regiiler yiizey olsun. X(u, v) nin 1.temel formu

I(du, dv) = I(du, dv) (g g)(gz)

ile tanimli bir kuadratik formdur. Burada,

E=<X,%,> F=<X,X%,> G=<X,X,>

- N

1.temel formun katsayilaridir. Burada< a,b >, d ile b nin Oklid i¢ carpimudir.
4.2.2.1. 1.Temel Formun ilgin¢ Bir Ozelligi
X tizerinde ki X(R) bolgesinin ylizey alani

A= 1II'2 dudv

ile verilir.
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Uyan 4.3.2.

Yukaridaki 6zellik varyasyonlar hesabi yardimiyla bir yiizey alan1 fonksiyoneli
kazandirir. Fakat yukaridaki fonksiyoneli hesaplamak tam anlamiyla miimkiin degildir.
Bunun yerine helisoid icin secilen parametrizasyona uygun daha spesifik bir tanim

secilecektir.
4.2.2.2. Bir Minimal Yiizeyin Alternatif Tanim

Bir minimal yiizey, H ortalama egriliginin her yerde sifir oldugu bir yilizeydir.
Minimal yiizeyin Karakterizasyonu, fiziksel olarak uzayda verilen kapali bir egri ile sinirh

bir minimal yiizey alanidr.
Teorem 4.2.1.

Yukarida verilen izotermik olarak parametrelendirilmis bir ¥ (u, v) regiiler yiizeyi
yani E = G, F = 0 ile verilen bir parametrizasyon i¢in x bir minimal yiizeydir, gerek ve
yeter sart X (u, v) ylizeyinin koordinat fonksiyonlar1 harmoniktir. Yani ,

Ry + Xy = 0
dir. Helisoid parametrizasyonuna bagli 1.temel formun katsayilari
E =< %,,%, > = b?sinh?v cos?u + b%sinh?v sin’*u + b?
= b2sinh?v + b?
= b%cosh?v

F=<%,,%, > = b?sinhv coshvsinucosu — b? sinhvcoshvsinucosu

=0

G= <X, %, > = b%cosh®v sin*u + b*cosh®v cos*u

= b?cosh?v
seklindedir. E = G ve F = 0 dur.

Simdi izotermik olarak parametrelendirilimis helisoidin harmonik koordinat

fonksiyonlara sahip oldugunu gosterelim. Helisoidin koordinat fonksiyonlari
Xyu = (bsinhv sinu,—bsinh v cos u,0)
Xy, = (—bsinh v sinu, bsinh v cos u ,0)

seklindedir. Buradan
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Xyu + Xppy =0

oldugu goriiliir. Bu yiizden helisoidin bir minimal yiizey oldugu elde edilir.
4.2.3. Minimal Yiizeyler ve Protein Yapisi
a—helis ve yaygin diizenli bir ikincil yapmin minimal yiizeyler olarak

modellenebilmesi nigin ilgingtir? Bir tel orgii sabun ¢ozeltisine daldirildiginda helisoid

iceren birgcok minimal yiizey meydana gelir.

Sekil 4.4. Bir sabun kopiigii sarmali

Yiizey bolgesi minimize edildiginden dolayi, fiziksel olarak bu olay ayni zamanda
potansiyel enerjiye bagh yiizey gerilimini minimize eder. Sabun kopigi genellikle
potansiyel enerjiyi minimize eder. Bu durum istisnai degildir.

Protein agisindan, yapi, polipeptid zincirin aminoasitleri arasindaki non—polar
kuvvetler tarafindan belirlenir. Diizenli ikincil yapinin bir minimal yiizey {izerinde yattigini
diistindiirecek iki teori vardir.

Birinci teori polipeptit zincirler iizerindeki non-polar gruplarin kendilerini
yapilandirma egiliminde olmalariyla ilgilidir. Bu sekilde polar ¢oziicii ile non — polar
gruplar arasindaki ara yiizey alani kii¢lilmiis olur. Bu polar ¢oziicii ¢ogu kez suya karsilik
gelir. Non-polar ve polar guruplar birbirini iter. Dolayisiyla yilizey alani bolgesinin bir

minimizasyonu gergeklesmis olur.
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Diger teori, minimalitenin diizenli yapilardaki baskiy1 azaltmaya ¢alisan molekiiler
kuvvetlerden dolay oldugudur.

Her iki durumda , a — helislerin helisoid {izerinde bulundugu diisiincesini uyandirir.
Ustelik protein yapisinin tamaminin, diizensiz bobin ve siralarla baglantili minimal
yiizeylerin bir kolleksiyonu iizerinde bulundugu diisiiniilebilir.

Bu diizensiz bobinlerin, minimal yiizeylerin en iyi enerjik konfigiirasyonu igin

gerekli esnekligi sagladig: diisiiniilebilir.
4.2 4. Helisler Uzerinde Geodezikler

Helislerin bir parametrizasyonu
c(u) = (—bsinu, bcosu, u) —o<u< oo
olsun. Bu helislerin, aslinda geodezik oldugunu yada helisoidler {izerinde minimize
egrilerin uzunlugu oldugunu ortaya cikarir. Louie ve Samarji ye gore helisoidlerin

geodezikleri

d?u d?v dv?  du?
— =0 — tanh(———)=0
ds? ds? + ds ds

diferansiyel denklemleri ile verilir ve diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri
sinhv(s) = Asinh(u(s) + B )

u(s)=Cs+D
dir. Burada A, B,C ve D integrasyon sabitleridir. Fakat yeterince kiigiik |u| ve |v| igin
geodezik

v(s) = A(u(s) + B)
seklindedir.

Bu yiizden helisoid tizerinde geodezikler, uv- diizlemindeki diiz dogru parcalarinin
goriintiileridir. Bu lineer fonksiyonu doniistirerek ve wu =v alarak helisoid
parametrizasyonunun

X(u,v) = (—bsinhv sinu, bsinhvcos u, bu )
seklinde basitlestigini goriiriiz. Yeterince kiigtik |u| ve |v]| ile bu parametrizasyon
x(u) = (=b sinu, bcosu, bu )
seklini alir. Bu bir helisdir. Bu sonu¢ Oklidyen uzayda geodeziklerin lineer fonksiyon

oldugu anlamina gelir. Helisler helisoid iizerindeki geodeziklerdir. Ve helisler helisoid
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tizerinde yatan keyfi egriler degildirler. Helisler protein yapisindaki enerji minimizasyonu

ile ilgili olan minimize uzunluklardir.
4.3. Euler - Lagrange Denklemleri ve Helislerle Ilgili Enerji Fonksiyonlari
4.3.1.Baslangic

Goriildugii gibi bir bilinen fonksiyon ve bilinmeyen c¢oziimler iceren varyasyon
problemleri Euler -Lagrange denklemlerinden elde edildi. Fakat ikincil diizenli protein
yapilar1 disiiniildiigiinde, helis formundaki minimize ¢oziimler ve bilinmeyen enerji
fonksiyonelinin varligi bilinir. Bu enerji fonksiyoneli sistemin toplam serbest enerjisini
tamimlayacaktir. Bu serbest enerji, ¢ozelti ile protein etkilesiminin yani sira protein
aminoasitleri arasinda intra ve inter molekiiler kuvvetleri igerebilir.

Burada bir bilinmeyen enerji fonksiyonelini daha iyi anlamak igin, protein
segmentlerini temsil eden bir bilinmeyen enerji fonksiyoneli ile ilgili Euler-Lagrange
denklemleri arastirilacaktir. Bu enerji fonksiyonelinin sadece uzay egrisinin egriligine
bagli oldugu kabul edilecektir. Bu varsayim Feoli ye gore uygun bir varsayimdir. Bir
protein zincirindeki torsiyona bagli sonsuz kiiciik burulma fazla efor gerektirmez.
Dolayisiyla bu sadece kiigiik enerji farkliliklarina sebep olur.

Y, [a,b] = R3® bir egri olsun. Yani siirekli ve minimize enerji fonksiyonu

EQ) = J, FOdL = [ F(K()) ly'(s)] ds

dir. Burada K (s), y nin egriligi yay parametresi ile parametrelendirilmistir ve

_ 'xyn|
K(s) = lyr(s)|3

ile verilir.

Burada dikkat edelim ki ilk notasyon s ye gore diferansiyel belirtir. Simdi ;
7(s) = ¥(8) + &1 (HT(S) + 212 (SIN(S) + £33 ()B (5)
tegetsel f(s), normaIW(s) ve binormal B (s) yoniindeki 3 bilesenli perturbasyon ile
verilen minimize egrinin toplam perturbasyonu olsun. Burada , T(s), N(s) ve B(s) in
hepsi birim vektordiir ve Frenet ¢atis1 olarak bilinir. Ayrica g ler kiigiik parametrelerdir ve

Y;(s) ler diizgiin keyfi fonksiyonlardir 6yle ki
Yi(a) =¢i(b) =0 i=123 (4.3)
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Bu durumda sirayla teget, normal ve binormal yoniindeki varyasyonlara karsilik
gelen
] -
e E[®) |£1=ez=£3=0 =0
varyasyonu diisiiniilebilir.

Bu metot Euler Lagrange denklemlerinin {iglii bir sistemini kazandirmalidir.
a 5 —

durumu ihmal edilecektir. Clinkii bu varyasyon basitge, Hill tarafindan not alinmis ¥

egrisinin bir yerden parametrelendirilmisine karsilik gelir. Simdi ilk olarak
a - .

de: E(Y) |£1=82=g3=0 =0 i=23

genel durumuna bakilarak,
0 ~ d ~
6_52 E(Y)|£2=O = O ve 6_83 E(y)|€3=0 = O

varyasyonlar1 diistintilebilir.
g = 0 oldugunda ¢; = €, = &3 = 0 olarak sadelestirilebilir ve basit¢e

a ~ a b
Y E(Y)|£i=0 = a_gl fa F(K)dL |€i=0

d b ,
= oo J FUO Y/ (9)]ds |=o

b OF 61(
a 0K O¢g;

~ 0
= 72 2K |\ ds e + ) F AL s ) cg

1=

yazilabilir, fakat |[7'(s)|¢,=0 = l¥| =1 oldugundan yukaridaki esitlik

2 BP0

olarak sadelesir. (4.4) denklemini sadelestirmek igin devam etmeden once birkag niteligi

baF 0K
= Ja

aIVI
aKa d IEL 0+f F d IS

(4.4)

i=

yalniz birakip sadelestirilebilir.

oK .
43.1.1. e Integrali

i

!
ly' xyr| .
s) = ——— oldugundan
) = oF gundan,
ay' xyr1| _ 5 2 a|Y’|
ok~ ge—PP=3ii? T x 911
aEi - |7’|6
1 |y xyr| alyr| [yrxyr|
7113 0g dg; |yr]*
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0K 1 dlyrxyn oly!| [yrxyu|

a_gi |€i=0 = |)’7,|3 Bsi |€i=0 asi |]7,|4_ |€i=0 (4.5)
elde edilir. Fakat
|)7’|€i=0 = |V| =1
oldugundan (4.5) denklemi
0K a|yrxyr| ~7 ~r1y 017/
5elem0 = o lemo = 317 X 715 lemo (4.6)
olarak sadelesir. Fakat Hill tarafindan
7' %X §7"1? |g;=0 = K*
olarak hesaplanmistir. Daha sonra (4.6) denklemi
3K _ alyrxgn] Al
a_gi |€i=0 - g |£i=0 - 3K dg; |£i=0
seklinde sadelesir ve
61( 17} aK 4
e, le,=0 = Y3 + (K* —1*)y, ve 72, les=0 = 2793 — T3 (4.7)

elde edilir ki bu Hill in sonucu ile aynidir.

vl .
4.3.1.2. . Integrali

i

7 =y + &, T + &P,N + e593B  perturbed egrisi ile baslayalim.

T' = KN
N’ = —KT + 1B
B’=—TIV

Frenet denklemleri kullanilarak,
7' =y + e PiT + e;p1 (KN) + e, N + e,0,(—KT + tB) + &34 B + 3 (—1 N)
dir. Burada T =Y’ oldugundan,
7V'=0+ey; - nglpz)? + (g1 K + 295 — <'531113T)1v + (e29,T + 53¢§)§
elde edilir. Burada T, N, B birim vektorlerdir.
1712 = [1+ &) — K&, 12 + [ €11 K + 295 — e393T |2 + [ 20,7 + €35 ]2
dir. Dolayisiyla

alyr|*
682

le,=0 = 2[ 1 + &1 — Keath, [(—Kp) + 2[ e11 K + &35 — e3Pt [ Y3 +

2[ e3,T + 33 | Yot
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& = & = & = 0 oldugundan,

5]

lyr|?
de, |£i=0 = —2Ky,

a|N’|2 1] ’ ’
613 le;=0 = 2[ g1 K+ &0 — &3Pt [(—13) + 2[ 2T + £33 | U3

€ = & = g3 = 0 oldugundan,

alyr? _
a5, le=0 =0
olur.
alyr|? _ alyI _
2z, le;=0 = —2KY, Ve 925 le;=0 =0 (4.8)
ve
oIy 1 aly|?

dgg - 2|yr| Og

3yl _ 102

ae, lei=0 = 3757 le=o
dir. (4.8) denklemi
alyr|
le;=0 = —K, 4

de 2
seklinde indirgenir.

alyil
683

le;=0 =0 (4.9)

4.3.2. Normal Yondeki Varyasyonu

Yukaridaki hesaplamalar ile (4.4) denklemine geri doniiliirse ve ilk olarak

d ~ b dF 0K
6_82 E(V)l&‘i:O =0 ’

a oK de,

b . oly]
ds|e=o + [ Féds lej<0 =0 (4.10)

ile verilen normal yondeki varyasyonu diisiinelim.

(4.7) ve (4.9) denklemleri (4.10) denkleminde yerine yazilirsa, yani

0K _ 2 2 K _
9e, le,=0 = Y2 + (K* — 1), Ve 92, les=0 = 273 — T3
ve

aly aly
— |e.=0 — —K —_—|e_n =
2c, |e;=0 Y, ve 9e, le;=0 =0

denklemlerini (4.10) de yerine yazarsak,

b OF " b
a&[ 2+(K2_T2)lp2]ds_faFKlp2dS:0
bor

" b oF
Vs ds+ [JI(K? =) - —FK ], ds =0

elde edilir. Simdi ilk terimi integre edilebilir.

33



6F

j— rn
u=— ve dv=1; ds
_doF o
ds 6K Ve v= IIJZ

degisken degistirmesi yapilip kismi integrasyon alinirsa,

aF b d oF oF
Y A fadsaKlpzd +f (KZ—TZ)Q—FK]I/JZCISZO
elde edilir. (4.3) sinir sartindan
oF ,,
ﬁlpzm =0
olacagindan,
b d oF oF
—Jo oo W2 ds +f (Kz—Tz)ﬁ—FK]lpzdszo

bulunur. Ik terimin tekrar integrali alinirsa,

_ d dF —_ ]
= 3K ve dv=1y,ds
_ d? oF _
du = —ax Ve v=1,

degisken degistirmesi yapilip kismi integrasyon alinirsa,

d OF b d? oF OF
— L g+ [y ds + [ [ (K — 1) 2 — FK | i, ds = 0
elde edilir. i1k terim (4.3) sinir sartindan dolay sifira esittir. Boylece

b d? oF
J

oF
adSZaKlpzd +f (KZ_TZ)&_FK]lpzdS:O

b, d? OF ) oF _
[l5o+ (K2 =12) 2 = FK i, ds =0
elde edilir. Simdi varyasyon hesabinin temel teoremine basvurulabilir ve

daF

2 9F _ —
S+ (K2 =15 —FK =0 (4.11)
elde edilir. Bu normal ydndeki toplam varyasyon bilesenlerine bagli Euler-Lagrange

denklemidir.

4.3.3. Binormal Yondeki Varyasyonu
a 5 —
6_83 E(y>|£i=0 =0

baF 61(

aIVI
a aK ag |El 0 +f F d |£

(4.12)

ile verilen binormal yondeki varyasyonu diistinelim.

(4.7) ve (4.9) u (4.12) de yerine yazarsak,

b OF
D [ =2y — T ds = 0
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2 [Pt yhds + f) - t'ads = 0 (4.13)

elde edilir. Ik terimin integrali alinirsa

oF d oF ,
=% du_dsal{' dv = t3ds, v =13

degisken degistirmesi yapilip kismi integrasyon alinirsa (4.13) denklemi
25 s 18 =2 f) (5t ) ads + [ o' pads = 0
seklinde yazilir. Buradan (4.3) sinir sartindan
250 s |5 =0
elde edilir. Boylece
—2 )£ ( 1) pyds + f) o t'pads = 0

olur. Burada

Pl 22 2e) s =0

elde edilir. Boylece varyasyon hesabinin temel teoreminden den dolay1

aF , d(aF)_
Pyl 2 Pyl =0

oF d OF _

kT 2 [d oK © ] =0
d 9F oOF ,

Zza THa? =0 (4.14)
elde edilir. Bu da binormal yondeki varyasyon bilesenlerine bagli Euler — Lagrange
denklemidir.

4.4. Sonug

Bu bolimde en basit Euler Lagrange (3.9.13) denklemi olarak adlandirilan
varyasyon hesabmin temel sonuglari incelendi ve minimal yiizeylerle olan baglantisi
aragtirtldi. Minimal yiizeyler diistiniildiigiinde, o — helis ile helisoid arasindaki baglanti, en
yaygin protein yapisinin birimleri goriildii ve protein yapisinin potansiyel serbest enerji

= [ F(K)dL fonksiyonlarina bagh (4.11) ve (4.14) Euler Lagrange denklemlerinin
elde edilmesi igin bu baglanti genisletildi.

F(K) diferansiyel c¢oOziimlerinin tiiretilmesi i¢in bu iki Euler — Lagrange
denklemleri kullanilabilir. Daha detayli incelemek i¢in Mccoy un makalesine bakilabilir.
Dogal olarak, E[y] enerji fonksiyonunun minimize ¢oziimleri olarak helis kabul edilen

F(K) ya kisitlanabilir. Bu daha ilgingtir ki F(K), E[y] nin tek minimize ¢6ziimleri olarak
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helis kabul edilir. Bu ¢oziimler farkli bir acidan protein yapisina 1s1k tutar ki bunlar

arastirmanin en gegerli yoludur [ 11, 12, 14, 16 ].
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