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ÖNSÖZ 

 

 

 Kızmaz [10] “On Certain Sequence Spaces” adlı çalışmasında  l, c  ve  co  dizi 

uzaylarını tanımlayarak bu uzayların bazı özelliklerini inceledi. Bu dizi uzayları Et ve Çolak 

(1992) tarafından pozitif  bir m tam sayısı için genelleştirilerek m ( l ) , 
m (c) ve m (co)  dizi 

uzayları elde edilmiş ve bu uzaylar arasındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

p = (pk) pozitif reel sayıların keyfi bir dizisi olmak üzere l(p), c(p) ve co(p)  dizi uzayları 

Maddox [14]  tarafından tanımlanmıştır. 

Daha sonra Ahmad ve Mursaleen [1],  l (p), c(p) ve co(p) dizi uzaylarını 

tanımlayıp bazı özelliklerinden bahsetmişlerdir.  

Son olarak Et ve Başarır [4], m l (p), mc(p)  ve  m co(p)  dizi uzaylarını 

tanımlayıp, m l (p) dizi uzayının -dualini vermişlerdir.   

Bu çalışmada biz; Bektaş [3] tarafından incelenen m c(p)  ve m co(p)  dizi uzaylarının 

-dualine  ve m l (p) dizi uzayının  - ve  - dualine yer verdik. 
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ÖZET  

 

    Bu çalışma üç bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde; temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. İkinci bölümde ;   l(p) , c(p)    ve   co(p)  fark dizi uzayları tanımlanmıştır. 

Üçüncü bölümde ; m l (p) ve  m c(p)  uzaylarının Köthe- Toeplitz dualleri  ve  mco(p)  

ve  mc(p)  uzaylarının mutlak Köthe – Toeplitz dualleri tanımlanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler: Fark dizi uzayları, α-dual, -dual, -dual. 
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SUMMARY 

 

Köthe-Teoplitz Duals of Difference Sequence Spaces  

 

This study includes three parts. In the first part; basic definitions and theorems are 

given. In the second part;  l(p) , c(p)  and co(p)  difference sequence spaces are 

defined. In the  third part; Köthe- Toeplitz duals of   m l(p) and  mc(p) are defined  and 

also given Köthe-Toeplitz duals of mco(p)  and  mc(p)  are given. 

 

Keyword: Difference Sequence Spaces, α-dual, -dual, -dual. 
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SEMBOLLER 

 

IN  : Doğal Sayılar Kümesi, 

IR              : Reel Sayılar Kümesi, 

C  : Kompleks Sayılar Kümesi, 

w : Kompleks terimli bütün diziler uzayı, 

l  : Kompleks terimli sınırlı diziler uzayı, 

c  : Kompleks terimli yakınsak diziler uzayı, 

co  : Kompleks terimli sıfır dizileri  uzayı, 

X  : X’ in -duali , 

X    : X’ in  - duali, 

X   : X’ in  - duali, 

__

X   : X cümlesinin kapanışı. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



I. BÖLÜM 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Tanım 1.1: [15]  X  bir cümle ve K reel veya kompleks sayılar cismi olsun.     

+: XxXX ve .: KxXX fonksiyonları aşağıdaki şartları sağlıyorsa X cümlesine K cismi 

üzerinde bir vektör (lineer) uzay denir. Her  x, y, z  X ve her ,   K için 

L1) x+y= y+x  

L2) (x+y) + z = x+ (y+z) 

L3) Her x  X için x + θ = x olacak şekilde bir θ X vardır.  

L4) Her bir x  X için x + (-x) = θ  olacak şekilde bir (-x)  X vardır.  

L5) 1x=x 

L6) (x+y) = x + y 

L7) (+)x = x + x 

L8) (x) = ()x 

dir. 

 

Tanım 1.2:[11] X bir vektör uzayı olsun. ||.||: X  IR+ dönüşümü aşağıdaki şartları 

sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de bir normlu uzay denir.  Her x, y  

X ve her   skaleri için 

N1) ||x||  0 

N2) ||x|| = 0   x = θ  

N3) ||.x||= || . ||x||  

N4) ||x+y||  ||x|| + ||y||. 

Tanım 1.3:[18]  (X, ||.||) normlu uzayında x = (xn) bir dizi olsun. Eğer her  > 0  

için en az  N=N ()IN vardır  öyle ki her  nN iken ||xn- a || <  kalıyorsa x = (xn) dizisine 

norma göre aX’e yakınsaktır denir.  

Tanım 1.4:[15] (X, ||.||) normlu bir uzay ve x = (xn) de bu uzayda bir dizi olsun. 

Eğer her m, nN için ║xm – xn||  0 (m,n ) olacak şekilde bir N mevcut ise  (xn) 

dizisine  (X, ||.||) normlu uzayında bir Cauchy dizisi denir.  
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Tanım 1.5:[11] X   bir cümle ve d: X x X R bir dönüşüm olsun. Eğer d 

aşağıdaki şartları sağlıyorsa d’ye X üzerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay 

denir. Her x, y, z  X için  

M 1) d (x,y)  0 

M 2) d (x,y) = 0  x = y 

M 3) d (x,y) = d (y, x) 

M 4) d (x,y)  d (x,z) + d (z, y)  

dir. 

Tanım 1.6:[15] w bütün x = (xk) kompleks dizilerinin cümlesi olsun. w’nın 

herhangi bir alt uzayına dizi uzayı denir.  

Teorem 1.7:[15] (X, ||.||) normlu uzay ve (xn), X’de yakınsak herhangi bir dizi 

olsun. Bu taktirde (xn) bir Cauchy dizisidir.  

Tanım 1.8:[15] (X, d) bir metrik uzay olsun. Eğer X uzayındaki her Cauchy dizisi 

X’deki bir noktaya yakınsıyorsa, X’e tam metrik uzay denir.  

Tanım 1.9:[15] (X, ||.||) normlu uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir.  

Tanım 1.10:[11] (X, ||.||) normlu uzayında x = (xn) bir dizi olsun. Eğer her nIN 

için || xn||  M olacak şekilde en az bir MIR+ varsa x = (xn) dizisine sınırlı dizi denir.  

Teorem 1.11:[11] X, K cismi üzerinde bir lineer uzay ve Y, X’in boş olmayan bir 

alt kümesi olsun. Y’nin X  lineer uzayının bir alt uzayı olması için gerek ve yeter şart her 

y1, y2 Y ve her  1, 2K için 1 y1 + 2.y2 Y olmasıdır.  

Teorem 1.12:[11] (X, d) bir metrik uzay MX ve M , M’nin kapanışını göstersin. 

x M  olması için gerek ve yeter şart xn  x olacak şekilde M’de bir (xn) dizisinin mevcut 

olmasıdır.  

Teorem 1.13:[11] Bir X Banach uzayının bir Y alt uzayının tam olması için gerek 

ve yeter şart Y’nin X’de kapalı olmasıdır. 

Tanım 1.14:[6] X bir dizi uzayı olsun. X bir Banach uzayı ve  

k: X  C 

      x  k (x)= xk (k= 1,2, …) 
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dönüşümleri sürekli ise X’e bir BK- uzayı denir.  

Tanım 1.15:[8] Xw bir dizi uzayı olsun. x=(xk) X ve y = (yk) X olmak üzere 

x.y= (xk. yk) X oluyorsa, yani X noktasal çarpma işlemine göre kapalı ise X’e bir dizi 

cebiri denir.  

Tanım 1.16:[9] (X, ||.||1) ve (Y, ||.||2) birer normlu uzay ve T: XY bir lineer 

dönüşüm olsun. T dönüşümü normu koruyorsa, yani her xX için ||Tx||2 = ||x||1 oluyorsa T 

dönüşümüne lineer izometri denir. Böyle bir dönüşümün birebir olacağı açıktır. Eğer bu 

dönüşüm örten ise T’ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu uzayları 

izomorfik uzaylar adını alır.  

Tanım 1.17:[15] Eğer X ve Y uzayları izometrik olarak izomorf ise X ve Y 

uzaylarına denk uzaylar denir. Bu durumda X’den Y’ye bir lineer izometri vardır.  

Tanım 1.18:[15] X ve Y topolojik uzaylar olsun. f: X Y dönüşümü birebir, örten, 

sürekli ve f-1’de sürekli ise f’e X’den Y’ye bir homeomorfizm denir.  

f: X Y bir homeomorfizm ise f ve f-1 açık cümleleri koruduğundan X ve Y 

uzayları topolojik olarak denk uzaylar olur.  

Tanım 1.19:[7] IR ve n= 1,2,… için 
   

n!

1n-α...1-αα

n

α 









 şeklinde 

tanımlanan sayılara binom katsayıları denir. Eğer n ve k birer doğal sayı ise n  k için 

  n!!n-k

k!

n

k









 ve n >k için 0

n

k









 dır.  

Tanım 1.20:[15] xw olmak üzere sınırlı, yakınsak ve sıfıra yakınsayan dizi 

uzayları sırasıyla  

 k
k

x w :   sup xl      

 k
k

c x w :   lim x  mevcut


   

 o k
k

c x w :   lim x 0


    

şeklinde tanımlanır.  

Bu uzaylar k
k

x supx 


 normu ile birlikte birer normlu uzaydır, hatta birer 

Banach uzayıdır.  
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Tanım 1.21:[8] X bir dizi uzayı olsun.  

 α

k k k

k 1

X a a : a x ,   x X için




 
      
 

  

 β

k k k

k 1

X a a : a x  yakınsak,   x X için




 
    
 

  

 γ

k k k
n k 1

X a a : sup a x , x X için
n



 
      
 

  

X, X ve X ya sırasıyla X’in -, -, - duali denir. Ayrıca -dualine Mutlak 

Köthe-Toeplitz duali ve -dualine Köthe-Toeplitz duali denir. X, X ve X birer dizi uzayı 

olup X X  X dır. =,  veya  olmak üzere X  Y ise YX dır. X = (X) 

yazacağız.  

 



I. BÖLÜM 

 

BAZI GENELLEŞTİRİLMİŞ FARK DİZİ UZAYLARI 

 

Tanım 2.1:[10] Verilen herhangi bir xw dizisi için xk = xk – xk+1 olsun. X 

herhangi bir dizi uzayı olmak üzere X = {xw: xX} şeklinde tanımlanan dizi 

uzaylarına “fark dizi uzayları” denir. X yerine l , c ve co dizi uzayları yazılarak  l , c ve 

co fark dizi uzayları aşağıdaki gibi tanımlanır.  

                                 l = {xw: x l } 

                               c= {xw: xc} 

                              co= {xw: x co}. 

Bu dizi uzayları ||x||= |x1|+ k
k

x sup   normu ile birlikte birer Banach uzayıdır.  

Tanım 2.2:[5]  x=(xk) reel veya kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. mIN,  

oxk = xk, xk = xk - xk+1,  m m-1

k kΔ Δx x   ve vk

m

0v

v

k

m x
v

m
1)(xΔ 










 olmak üzere;  

        ll k

mm

k

m xΔxΔ:xxΔ  

      cxΔxΔ:xxcΔ k

mm

k

m   

      ok

mm

ko

m cxΔxΔ:xxcΔ   

dizi uzaylarını tanımlayalım. Bu taktirde  l
mΔ ,  cΔm  ve  o

m cΔ  dizi uzayları birer 

lineer uzaydır. Aynı zamanda bu uzaylar; 

 

m
m

i kΔ
i 1

x x Δ x




   

 

normu ile birer normlu uzay, hatta birer Banach uzayıdır.  

 

Tanım 2.3:[12]  p= (pk) pozitif reel sayıların keyfi bir dizisi olsun. Verilen 

herhangi bir xw dizisi için l (p), c(p) ve co(p) dizi uzayları aşağıdaki gibi tanımlanır.  

 kp

k
k

(p) x w:sup xl      

 kp

kCc (p) x w:   için x 0l l       
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 kp

o kc  (p) x w: x 0    

 

Bu dizi uzayları kM= max(1,sup p )  olmak üzere 
/Mp

k
k

k
xsupx  normu ile birer 

normlu uzaydır. 

Tanım 2.4: p= (pk) pozitif reel sayıların keyfi bir dizisi olsun. x= (xk-xk+1) olmak 

üzere Ahmad ve Mursaleen [1]  

 Δ (p) x w : Δx (p)l l     

 Δc (p) x w:Δx c (p)    

 o oΔc  (p) x w :   Δx c  (p)    

dizi uzaylarını tanımladılar.  

mIN, ox= (xk), 
m(x)= m(xk) =(m-1xk – m-1xk+1),  

m
vm

k k+v

v 0

m
Δ x 1 x

v

 
   

 
  

olmak üzere Et ve Başarır[4] 

 m mΔ (p) x w : Δ x (p)l l     

 m mΔ c (p) x w : Δ x c (p)    

 m m

o oΔ c  (p) x w :   Δ x c  (p)    

dizi uzaylarını tanımladılar. Ayrıca x=(x1, x2, x3,…) olmak üzere Dx = (0,0, … xm+1, 

xm+2,…) şeklinde tanımlanan m mD:Δ (p) Δ (p)l l  operatörü (p)Δm

l  üzerinde bir lineer 

operatördür. Dahası m mD Δ (p) DΔ (p)l l 
      

                      =    0x...xx(p),Δx:xx m21

m  lk  

uzayı (p)Δm

l nin bir alt uzayıdır. Burada da                                          

(p)(p)DΔ:Δ mm

  ll  

                                                                            x→    ...(1)xΔxΔyxΔ 1k

1-m

k

1-mm

  

 şeklinde tanımlanan mΔ  lineer, birebir ve örten bir dönüşümdür.  

    

 Teorem 2.5: 4 Pozitif p= (pk) dizisi için  

 i)      


































  

2N 1k

mk

1j

1/p

k1

αm jN 
1m  

1jk
  a :apDpΔ  
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 ii)    
αα

j

1
k m

1/pm

2 k
k m 1 j 1N=2

k j 1
Δ p D p a : sup  a    N

  m 1


 


  

     
              

  

dir. 

 (Keyfi yj için k-m<1 iken 0y 
1m  

1jk
 

mk

1j

j 
















almak uygundur.) 

 

 İspat: 

 i) aD1(P) ve x   pΔm

  olsun. N > max 






 np

n

m

n

xΔ sup  1,  seçelim.  

Keyfi N>1 (k= 2m, 2m+1, ...) için 

 1N 
jm  

1jk
 N 

1m  

1jk
 

m

1j

1/p
mk

1j

1/p jj 































 olduğundan ve en az sabit bir M için                                                    

 1m j

jx M j m     olduğundan  aD1(p) ise  













 


 

j

j-m

1k

m

1j

k xΔ 
jm  

1jk
  a  

elde edilir. 

Bu  taktirde 

      






 













































1k 1k

m

1j

j

j-mj-m

j

m
mk

1j

m

kkk   xΔ
jm  

1jk
1-xΔ 

1m  

1jk
 1- a xa  

           j

m
1/p m- j

k k j

k 1 j 1 k 1 j 1

k j 1 k j 1
 a    N  a    Δ x

  m 1   m j

k m  

   

      
      

    
     

dir.  

 Tersine  aD1(p) olsun. En az bir N > 1 tamsayı için  






















mk

1j

1/p

k

1k

jN 
1m  

1jk
  a  

elde ederiz. x dizisini 

















mk

1j

1/p

k
jN 

1m  

1jk
 x  (k= m+1, m+2, ... için)  şeklinde 

tanımlayabiliriz. 

  

Bu taktirde  pΔx m

   ve   xa
k

kk  olduğunu kolaylıkla gösterebiliriz. 

Buradan   αm pΔa     elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.  
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 ii) aD2(p) olsun. i) den     pDpΔx 1

αm    olduğunu biliyoruz. En az bir N >1 

için  

 j j

1
k m k m

1/p 1/p

k k k k

k m 1 k m 1 j 1 j 1

k j 1 k j 1
 a x  a    N  x    N

  m 1   m 1


   

     

       
     

     
     

           














































 














mk

1j

1/p

1mk

k

1
mk

1j

1/p

k
1mk

jj N 
1m  

1jk
  x  N 

1m  

1jk
  a sup  

elde ederiz. 

 Tersine aD2(p) olsun. Her N>1 tamsayısı için  




























1
mk

1j

1/p

k
1mk

jN 
1m  

1jk
  a sup  

buluruz. 

 Keyfi yj için 
k m

j

j 1

k j 1
  y 0

  m 1





  
 

 
  (k < m+1) olduğunu hatırlayalım.  

 Buradan  

 
  

j

1
k s m

1/p m 1

k(s)

j 1

k s j 1
a    s s

  m 1








   
  

   
  (s=m+1, m+2, ...) 

olacak şekilde k(s) m 1  tamsayılarının  kesin artan bir (k(s)) dizisi vardır 

  x dizisini;  

    

    

1

k s

k

a              k k s
x

    0                   k k s               k m 1,m 2,...                      

 
 
    

 

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde her N > m+1 tamsayısı için  

  

  
jj 1/p

msk

1j1ms

1-

sk

1/p
mk

1j1mk

k N 
jm    

1jsk
   a N 

1m  

1jk
  x 









































 

                

  
j

k s mN-1 -1
1/p

k s
s 1 j 1

k s j 1
 a    N

    m 1m



  

  
  

 
   

                +  

  
j1/p

msk

1j

1-

sk

Ns

s 
jm    

1jsk
   a 




















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elde ederiz. Böylece   αm pΔx    ve 
k k

k 1 N 1

 a x   1  
 

 

    bulunur. Dolayısıyla 

 
αα

ma Δ p
    olur. Bu da ispatı tamamlar.  



III. BÖLÜM 

 

BAZI GENELLEŞTİRİLMİŞ FARK DİZİ UZAYLARININ KÖTHE-TOEPLİTZ 

DUALLERİ 

 

Bu bölümde m mΔ (p) ve Δ c(p)  uzaylarının Köthe Toeplitz duallerini ve m

oΔ c (p)   

ve mΔ c(p) uzaylarının mutlak Köthe-Toeplitz duallerini inceledik. 

 

   Teorem 3.1. [3] Pozitif p=(pk) dizisi için  

 

j

k-m
1/pα

o k

k 1 j 1N 2

k j 1
D (p)  a w :  a   N

  m 1

 


 

   
     

  
   

ve  

j

1
k-m

1/pαα

o k
k m 1 j 1N 2

k j 1
D (p)  a w : sup  a   N

  m 1






  

     
      

    

  

olmak üzere; 

i) 
α

m α

o oΔ c  (p) D (p)     

ii)   (p)D(p) cΔ αα

o

αα

o

m   dir.  

(Keyfi yj için k-m<1 iken 
k-m

j

j 1

k j 1
  y 0

  m 1

  
 

 
 almak uygundur.) 

İspat: (i) (p)Da α

o  ve (p) cΔx o

m olsun. Bu taktirde N, (p)Dα

o  de sayı olmak 

üzere 1
p

k

m

kk

NxΔ sup
k

0





  olacak şekilde bir ko tamsayısı  vardır.  

k

0

p
m

1 k k kM max Δ x  , 
01 k k kn min p  , L=(M+1)N ve y dizisini, yk=xkL

-1/n 

(k=1,2,…) şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde 
k

0

p
m 1

k
k k

sup Δ y N



  olduğunu göstermek 

kolaydır. Keyfi N>1 ve (k = 2m, 2m+1, …) için j j

k-m m
1/p 1/p

j 1 j 1

k j 1 k j 1
 N  N

   m 1    m 1

 

 

      
   

    
   

olduğundan (p)Da α

o  olması  


 














1k

m

1j

j

j-m

k yΔ  
jm   

1jk
  a  olmasını gerektirir.  
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Bu  taktirde  

 1/n

k k k k

k 1 k 1

 a x  L   a y  
 

 

   

               =    
k m m

m m-j1/n m m-j

k j j

k 1 j 1 j 1

k j 1 k j 1
L   a  -1  Δ y  -1  Δ y

   m l    m j

 

  

       
          

    

       j

k-m m
1/p1/n 1/n m- j

k k j

k 1 j 1 k 1 j 1

k j 1 k j 1
L   a  N  L   a   Δ y

   m l    m j

 


   

      
    

    
      

dir. Böylece  αo

m (p)cΔa  elde ederiz. Bu nedenle  αo

mα

o (p)cΔ(p)D   olur.  

Tersine, (p)Da α

o olsun. Bu taktirde k(1)=1 ve  

 

  j

k(s l)-1 k m
1/pm

k

k k(s) j 1

k j 1
M  a   s 1 1

   m l
s

 


 

  
   

 
     (s = 1,2,…) 

 

olacak şekilde tamsayıların kesin artan bir (k(s))  dizisini tanımlayabiliriz. x dizisini  

 

  jj 1/p
m-k

k(s)j

1/p
1-l)k(

)k(j

ls

1

k l)(s 
lm   

1jk
 1 

lm   

1jk
   x







































  l

l

ll

 

(k(s)  k  k(s+1)-1;  s=1,2,…)  

 

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde;  

1s

1
xΔ

kp

k

m


     (k(s)  k  k(s+1)-1 ;  s=1,2,…) olur. Buradan  (p)cΔx o

m  ve 

k k

k 1 s 1

 a x  1   
 

 

    yani m

oa Δ c (p)


    olduğunu elde ederiz.  

ii) N= 2,3,…. için  

j

k-m
-1/p1

N k

k 1 j 1

k j 1
E a w :  a    N  

   m l



 

   
     

  
   

j

1
k-m

-1/p1

N k
k m 1 j 1

k j 1
F a w : sup a   N

   m l



  

     
      

    

  

tanımlayalım. İyi bilinen bir sonuçtan (bakınız [12 Lemma 4(iv)])   1

N

α1

N FE   (N=2,3,…) 

olduğunu gösterebiliriz. Bunun ispatı standarttır ve bu nedenle bırakılmıştır.  
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Teorem 3.2:[3] Herhangi bir pozitif p = (pk) dizisi için  

 

k-m
α

m α α

o k

k 1 j 1

k j 1
Δ c(p) = D (p) D (p) a w:  a     

   m l



 

   
           

   

dir.  

 

İspat: (p)Da α  ve c(p)Δx m  olsun. Bu  taktirde 0xΔ
kp

k

m  l  (k) olacak 

şekilde kompleks bir l  sayısı vardır. y=(yk) dizisini  

 

  




















mk

1j

1

kk  
lm   

1jk
1-xy

m
l       (k=1,2,…) 

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde Teorem 3.1 (i) den ve (p)Da α  olduğundan 

(p)cΔy o

m  ve  

 

k m m k m
m-j m

k k k j k j k

k 1 k 1 j 1 k 1 j 1 k 1 j 1

k j 1 k j 1 k j 1
 a x   a    Δ y  a   Δ y  a    

   m l    m j    m l

     

      

          
         

       
      

 

dır. 

 αmc(p)Δa  olsun. Bu takdirde    α0

mαm (p)cΔc(p)Δ   olduğundan Teorem 3.1 (i) 

den  (p)cΔ 0

m = (p)Dα

0 dir. Dolayısıyla (p)Da α

0  elde edilir.  

  

















mk

1j

k  
lm   

1jk
1x

m
 (k= 1,2,…)  

şeklinde tanımlanan x dizisi c(p)Δm de olduğundan  






















mk

1j1k

k  
lm   

1jk
 a  

elde ederiz. Bu da ispatı tamamlar.
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Teorem 3.3:[3]  Her pozitif p=(pk) dizisi için  

 

  j j

k m k-m l
l/p 1/p

k k

k 1 j 1 k 1 11

k j 1 k j 1
D a w :  a N  yakınsak ve  R     N

   m l    m 2jN

p
   



   

       
       

     
   

 

  j j

k-m k-m l
1/p 1/pγ

k k
n k 1 j 1 k 1 11

k j 1 k j 1
D p a w :sup  a    N  ,  R   N

   m l    m 2

n

jN

 



   

        
         

      
   

 

ve 





1kv

vk  a R (k= 1,2,…) olmak üzere  

i)     pDpDΔ ββm

 l  

ii)     pDpDΔ γγm

 l  

          dir.  

 

İspat: i) Eğer  pDΔx m

 l  ise bu taktirde (l) den yeterince büyük k örneğin k >m 

için;  

  j

m
m-k

1j

k y
lm   

1jk
 1- x 
















 

 

olacak şekilde bir tek y=(yk)  pl  vardır. Bu taktirde bir 









kp

k

m

k

xΔsup,1maxN  

tamsayısı vardır.  

 pDa 
  olsun ve 1

1

1













olduğunu kabul edelim. (Literatürde k<0 için 

0
k

r









olduğu kabul edilir.) Böylece; 

  
























 



j

m
m-k

1j

k

n

1k

kk

n

1k

y
lm   

1jk
 1- a xa  

               =    
n-m k

m

k m-1 j n n

k 1 j 1

k m j 2
-1  R   y - R x 2

   m 2


 

   
 

 
   

yazabiliriz. 
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j

k
1/p

k m-1

k 1 j 1

k m j 2
R     N

      m 2





 

   
  

 
   

 

olduğundan;  

j

k

1j1k

1-mk y 
2m      

2jmk
    R 



















   

serileri mutlak yakınsaktır. Dahası [10] daki Sonuç 2’den  

j1/p
m-k

1j1k

k N
lm   

1jk
  a 



















 

serisinin yakınsaklığı  

j

n-m
1/p

n

j 1

n j 1
lim R  N  0

   m ln


  
 

 
  

olmasını gerektirir. Buradan  

kk

1k

xa 




her  pDx m

 l   

için yakınsaktır. Dolayısıyla   βm pDa  l  olur.  

Tersine   βm pDa  l  olsun. Bu taktirde kk

1k

xa 




 her bir  pDx m

 l  için 

yakınsaktır. Eğer x= (xk) dizisini  

 






























mk

1j

1/pk
 m k       ,         N

1m  

1jk
 

     m k       ,                                    0

x
j

 

 

şeklinde tanımlarsak 

 

j

k-m
1/p

k k k

k 1 j 1 k 1

k j 1
a   N    a x

   m l

 

  

  
   

 
    

elde ederiz. Böylece;  

j

k-m
1/p

k

k 1 j 1

k j 1
  a  N

   m l



 

  
 

 
    

serisi yakınsak olur. Bu [10] daki Sonuç 2’den;  

j

n-m
1/p

n

j 1

n j 1
lim R  N  0

   m ln


  
 

 
  
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olmasını gerektirir.  

Şimdi      pDpDa ββm

  l  olsun. O halde;  

j1/p
lm-k

11k

k N
2m   

1jk
  R 




















 j

 

 serisi ıraksak yani,  























j1/p
lm-k

11k

k N
2m   

1jk
  R 

j

 

dır. Her k için ak > 0 ya da her k için ak < 0 olmak üzere  kx = x  dizisini 































mk     ,       N
2m   

1jv
 Rsgn 

mk     ,                                                    0

x
j1/p

lm-v

1

v

1-k

1v

k

j

 

şeklinde tanımlayalım.  

   m

kx = x D pl   olduğu açıktır. Bu taktirde n > m için  

n n-m

k k k m-1 k m-1 n n

k 1 k 1

 a x  R   x R x 

 

      

 yazabiliriz. 













































































 l

j

1

1/p
m-n

1j

1/p
lm-v

1

v

1-n

1v

jj N
1m   

1jn
  N

2m   

1jv
 Rsgn  

olduğundan n  için limit alırsak; 

 




























k

1j

1/p

1-mk 

1k

kk

1k

 N
2m     

2j-mk
  R xa j  

 

elde ederiz. Bu da   βm pDΔa  l  olması ile çelişir. Buradan  pDa β
  olur.  

  

ii) [10] daki Sonuç 1 kullanılarak yukarıdakine benzer bir yolla gösterilebilir.  

 

 Lemma 3.4:[3] βη  ve  için  

    
η η

m mDΔ p DΔ c pl        

dır.  
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Lemma 3.5:[3]  

 i)    
η η

m mΔ p DΔ pl l 
        

ii)    
η η

m mΔ c p DΔ c p       , βη  ve   

 

Sonuç 3.6:[3]  X yerine l veya c alalım. Bu taktirde 
k v

v k 1

R  a


 

  olmak üzere  

i) 

  j j

k m k-m l
β 1/p 1/pm

k k

k 1 j 1 k 1 1N 1

k j 1 k j 1
Δ X p a w :  a  N  yakınsak ve R   N  

   m 1    m 2j

   

   

       
                

     

ii) 

  j j

k m k-m l
1/p 1/pm

k k
n k 1 j 1 k 1 1N 1

k j 1 k j 1
Δ X p a w :sup  a  N , R   N  

   m 1    m 2

n

j


  

   

       
                 

     

dir. 
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