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OZET

Bu tez caligmasi diferansiyel operatorlerin kararhlik teorisine onemli katkilar
saglayacaktir. Bu caligmada ele alinan problemler i¢in sonlu sayida ¢zdegerler ¢akistiginda
spektral fonksiyonlar ve ¢zfonksiyonlar fark: icin sonlu smirlar elde edilmesi amaclan-
mugtir. Kullandigimiz yontem ilk olarak T.I. Ryabushko tarafindan [60] regiiler Sturm-
Liouville probleminin kararlhiligini géstermek icin uygulanmigtir.

Bu tez yedi boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde regiiler ve singiiler Sturm-Liouville operatorii, Dirac ve Difiizyon
operatorlerinin spektral teorisinin (ters ve diiz problemler) tarihgesi verilmistir.

Ikinci boliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan baz
temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde diferansiyel operatorler icin doniisiim operatériiniin énemli uygu-
lamalar1 verilmigtir.

T.I. Ryabushko tarafindan verilen yéntem bu tez ¢aligmasinin orjinal boliimleri olan
dordiincii, besinci ve altinci boliimlerde farkli denklemlere uygulanmig olup sirasiyla
bu bolumler asagida agiklanmistir.

Dordiincii boliimde Dirac operatorii icin kararhlik problemi tanimlanip, iki spek-
truma gore normlastirict sayilarinin formiilii verilerek kararlilik teoremleri ispatlan-
magtir.

Besinci boliimde Bessel tipli singiilerlige sahip Sturm-Liouville operatorleri icin
Dirichlet sinir gsartlarina sahip problem ele alinmigtir. Bu problem icin iki spektruma
gore kararlilik teoremleri verilmigtir.

Altina boliimde ise ayrik sinir sartlarina sahip Difiizyon denklemi incelenmistir.
Bu problemin normlagtirict sayilarinin iki spektruma gore ifadesi verilip, kararlilik teo-
remleri ispatlanmigtr.

Yedinci boliimde ise tez ¢alismasinin sonuclar: degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, Normlastirici sayilar, Spektral fonksiyon,

Dirac operatorii, Difiizyon denklemi, Singiiler Sturm-Liouville.
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SUMMARY

The Stability Problems in Spectral Theory of Differential Operators

This thesis will provide important contributions to the theory of the stability of
differential operators. For the problems considered in this thesis, when the eigenvalues
coincide the finite numbers, it is aimed to obtain the finite bounds for the difference
between the spectral functions and eigenfunctions. The method which used was applied
firstly by T.I. Ryabushko [60] to demonstrate the stability of regular Sturm-Liouville
problems. This thesis consists of seven chapters.

In the first chapter, the history of the spectral theory of regular and singular Sturm-
Liouville operator, Dirac and Diffusion operators is given.

In the second chapter, some basic definations and theorems which are frequently
used in spectral theory of differential operators are given.

In the third chapter, important applications of the transformation operator for the
differential operators are given.

This method was applied in the fourth, fifth and sixth sections which are the original
parts. Following results were obtained respectively.

In the fourth chapter the problem of stability for Dirac operators is defined and the
formula explaining the norming constants respect to two spectra is given. The stability
theorems have been proved.

In the fifth chapter the problem for Sturm-Liouville operators with Bessel type
singularity with Dirichlet boundary conditions have been considered. The stability
theorem according to two spectra is given for this problem.

In the sixth chapter, Diffusion equation with discrete boundary conditions is con-
sidered. The formula explaining the norming constants of this problem respect to two
spectra is given. The stability theorems have been proved.

In the seventh chapter the results of the thesis are evaluated.

Keywords: Stability, Norming constant, Spectral function, Dirac Operator,

Diffusion equation, Singular Sturm-Liouville.



SEMBOLLER LISTESIi

Bu ¢alismada kullanilan baz simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Lo [a,b] : Karesiintegrallenebilen fonksiyonlar uzay:
H :  Hilbert uzay1

NG . n— boyutlu Oklid uzay

C :  Kompleks sayilar kiimesi

O : Swmurh degerler

0 : Sonsuz kiiciik degerler

an, : n. normlagtirici say1

O : n. dzfonksiyon

An : n. Ozdeger

K (z,y) : Cekirdek fonksiyonu
p () : Spektral fonksiyon

Var : Total salinim
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1. GIRIS

Bu tezde Fransiz matematikgiler Charles-Frangois Sturm (1803-1855) ve Joseph Li-
ouville’den (1809-1882) ismini alan siir deger problemlerinin bir siifi iizerine yogun-
lagsacagiz. Bu matematikgiler 1836 ve 1837 yillarinda ¢ikarilan bir dizi makalede Sturm-
Liouville sinir deger problemlerinin pek ¢ok 6zelligini ortaya koydular. Bu kisimda sinir
deger probleminin bu sinifi hakkinda kisaca bilgi verelim.

Kuantum mekaniginin yani sira klasik fizikte de pek cok 6zdeger problemi

(p(2)y (2)) + (O (2) = q(2)y (x) =0 (1.1)

bigimindeki diferansiyel denklem simifi ve (a,b) aralig tizerindeki

ay(a) +azy’ (a) = 0,
biy (b) +bay/ (b) = 0 (1.2)

sinir kosullariyla tamimlamir.  (1.1) denklemi Sturm-Liouville diferansiyel denklemi
olarak bilinir ve (1.1) denklemi (1.2) smir kogullariyla Sturm-Liouville sinir deger prob-
lemi olarak adlandirilir.

Bir takim uygulamali bilimlerde 6zellikle de bazi fizik problemlerinde énemli bir
yere sahip olan, diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, diiz spektral problemler ve
ters spektral problemler olarak iki ana kola ayrilir.

Diiz spektral problemler, verilen operatoriin spektrumunun ve 6zfonksiyonlarinin
aranmasi ve verilen bir fonksiyonun operatoriin 6zfonksiyonlarina gére dagiliminin in-
celenmesidir. Spektral analizin ters problemleri ise spektral verilerden operatoriin olus-
turulmasi ile ilgilenmektedir. Burada spektral verilerle 6zdegerler, normlastiric: sayilar
ve spektral fonksiyon kastedilmektedir. Ters problemlerle ilgili baz1 ¢aligmalarda,
spektral karakteristiklerin operatorii tek sekilde belirledigini gosteren teklik teoremleri
verilmisg; bazilarinda ise spektral karakteristiklere gore operatoriin nasil elde edilebile-
cegi aragtirilmigtir.

Spektral analizin bir dali olan inverse (ters) problemler fizigin birgok alaninda kul-
lanilmaktadir.

Buna 6rnek olarak, klasik fizikte telin titresim denklemini ele alabiliriz. p (z), telin x

noktasindaki gerilimini; p () kiitle yogunlugunu gostermek iizere, dalga denklemindeki
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y (x) genligi
(p(2)y (@) + Ap (2)y (x) = 0 (1.3)
diferansiyel denklemini saglar ki bu klasik fizikte (1.1) bicimindeki diferansiyel
denkleme iyi bir ornektir.
Diger bir érnek ise kuantum mekaniginde bir boyutlu, zamandan bagimsiz Schrodinger
denklemi
y' (@) + (A= q(x)y(x) =0 (1.4)
seklinde olup, burada ¢ potansiyel fonksiyona, \ 6zdegere, y partikiil modunda enejiye
kargilik gelir. y (x),  noktasindaki dalga genligini ifade eder. Goriilmektedir ki (1.4)
denklemi (1.1) denkleminin p(z) = p(z) = 1 alindig1 6zel durumudur. Ashnda Li-
ouville doniigiimii kullanilarak herhangi ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem
(1.1) formuna donitistiiriilebilir [17], [26].
Diferansiyel denklemler igin ters problemler teorisinin baglangici sayilan bu alandaki
ilk galigma V.A. Ambartsumyana [2] aittir. 1929 yilinda V.A. Ambartsumyan Sturm-
Liouville operatorler igin ters problemlerle ilgili agagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 1.1. ¢(x), [0, 7] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon ve Ao, Ay, ..., Ay,
y' (@) + A —q@)y(x) =0, (0<z<7) (1.5)

y(0)=y'(m) =0 (1.6)
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, = n? (n=0,1,...) ise ¢ () = 0’dr.
Bu calismadan sonra ters problemler teorisinde farkli yontemler ve farkli problemler
ortaya ¢ikmigtir. Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuglardan birisi G. Borg’a [3] aittir.
Bu sonug agagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 1.2. X\g, A1, ..., A, (1.5) diferansiyel denklemi ve
y (0) = hy (0) =0, (1.7)
y (mr)+ Hy () =0 (1.8)
siir kogullariyla verilen problemin; i, ftq, ..., it,, (1.5) diferansiyel denklemi ve
Y (0) = hiy (0) =0, (h# M) (1.9)
y (m)+ Hy(m) =0

2



simir kosullariyla verilen problemin ozdegerleri olsun. O halde {A.}, 5o ve {t,},50
dizileri ¢ (=) fonksiyonunu ve h, hy ve H sayilarini tek olarak belirler. Burada h, hy ve H
sonlu reel sayilardir. Ayrica, Borg ayni ¢calismasinda bu tip diferansiyel operatoriin tek
olarak belirlenmesi i¢in bir tek {\, }nZO spektrumunun yeterli olmadigini gostermistir.
Bu yiizden V.A. Ambartsumyan’in sonucu istisnai bir durum olarak diisiiniilmektedir.

Ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatérler icin ters problemler teorisinde
en onemli ¢aligmalardan biri Marchenko tarafindan elde edilmistir. Marchenko 1950
yilinda yapmis oldugu ¢aligmasinda [42] ters problemlerin ¢ziimiinde Sturm-Liouville
operatoriiniin  spektral fonksiyonundan yararlanmigtir. ¢ (2, \) fonksiyonu (1.5)

diferansiyel denkleminin

e (0,\) =1, ¢ (0,A\)=h

baglangi¢ kogullarim saglayan ¢oziimii, ¢ (z,\,) fonksiyonlari ise bu operatoriin 6z-

fonksiyonlar1 olsun. Bu durumda

™

o /902 (x, \) dz

0

sayilarina verilen operatoriin normlastiric1 sayilari

PN = &i

An<X "

fonksiyonuna ise bu operatoriin spektral fonksiyonu denir. Marchenko yukarida bahsedilen
caligmasinda Borg’un ispatladig1 teoremin benzerini p () spektral fonksiyonu yardimiyla
vermigtir.  Ayrica bu galigmada p(\) fonksiyonunun Sturm-Liouville tipinde bir
diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
verilmistir.

1951 yihnda .M. Gelfand ve B.M. Levitan [14], p(A) monoton fonksiyonunun
Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli ve yeterli sart-
lar1 vermiglerdir. Ayrica bu ¢aligmada Sturm-Liouville opeartoriiniin belirlenmesi i¢in
etkili bir yontem vermislerdir.

Diger taraftan bu caligmada verilen yéntem klasik Sturm-Liouville operatoriiniin
{A\n} ve {a,,} dizilerine gére bulunmasi i¢in yani, verilen dizilerin sirasiyla klasik Sturm-

Liouville probleminin spektrumu ve normlagtirici sayilar:1 olmasi i¢in asagida verilen



klasik asimptotik formiillerin saglanmasinin gerek ve yeter sart olmasi seklindedir.

burada ag =< [ h+ H + 3 / q(t)dt | seklindedir. Eger m ¢ift say1 ise Z 12 < 0o ve

0
Z;—i‘ < 00, eger m tek say ise ZT% < 00 ve ZZ—E‘ < 00 olur.

Fakat bu caligmalarda ters problemin iki spektruma gore tam ¢oziimii verilmemistir.
Iki spektruma gore regiiler Sturm-Liouville operatériiniin belirlenmesi problemi B.M.
Levitan ve M.G. Gasymov’un [38] calisgmasinda verilmistir. Bu ¢aligmada verilen prob-

lemin {@n}nzo normlagtirici sayilarinim iki spektruma bagh oldugunu gosteren en 6nemli

formiil
hi — ha 11, % — A
o, = ; Pk < (1.10)
My — An k=0 M — An
seklinde elde edilmigtir. Burada H’ sembolii sonsuz carpimda & = n. carpanin bu-
k=0

lunmadigini gosterir. (1.10) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinii ver-
mektedir. Gergekten de, eger {\,},-, ve {f1,},>, dizileri verilmis ise (1.10) formiiliin-
den faydalanarak {O‘n}nzo sayllarinin asimptotik ifadesi bulunur ve [38] ¢alismasinin
sonuglarindan faydalanarak {\.}, .o ve {an},5, dizilerine gére ters problemin ¢oziimii
verilir. Yani bu caligmada iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii i¢in gerekli ve
yeterli kosullar asagidaki gibi verilir:

1) {A}nso Ve {n},so dizileri gaprazlagir (sirahdir), yani

Ao < g < A1 < g < Ag < ..

2) A\, ve p,, 6zdegerleri ag # ay olmak tizere

a a 1
VAn = n+—°+—§+0(—4
n n n
!/

! 1
i = n—l—@—i-ﬁ—l—O(ﬁ)

Y

n nd

asimptotik formiillerine sahiptir.



Simdi ise Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait baz 6énemli sonuclart hatir-
latalim. Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk calismalar dogal olarak fizikgiler
F. Prats, J. Toll [58] ve H.E. Moses [48] tarafindan yapilmistir. Dirac
operatorii i¢in (0, 0o) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M.G. Gasy-
mov ve B.M. Levitan [11] tarafindan ¢oziilmiigtiir. Bu galismada p(z) ve ¢(z)

fonksiyonlar [0, 00) yar1 ekseninin her sonlu araliginda siirekli, reel fonksiyonlar ve

p(x)  q(x) 0 1 yi (@, )
Qz) = , B = Y=
q(z) —plx) —-1 0 ya (z, )
olmak {izere
Ly=By +Qx)y=Xy, 0<z<o0 (1.11)
y1(0) =0, ys (7m) + Hyy () =0, (1.12)
y1(0) =0, w2 (m) + Hiyy (7) =0, (H # Hy) (1.13)
o o . ¥1 (.’L', )‘)
smir deger problemleri ele alinmigtir. Bu takdirde ¢ (x,\) = , (1.11)
P2 (.’L', )‘)

denkleminin
¥1 (07 )‘) =0, P2 (07 )‘) =-1

baglangic sartlarim saglayan ¢oziimii ve p(\) (—oo < A < oo) monoton artan
fonksiyonu (1.11)-(1.12) probleminin spektral fonksiyonu olsun. Her f (z) € Ls (0, 00)

fonksiyonu igin
B = [ @)¢ @A) do
0

olacak bicimde

tim [ (F () = Fu () dp () =0
olmak tizere - _ -
/ﬂmﬂ@m—/ﬁwmu>

Parseval esitliginin saglandigl gosterilmistir.
Teorem 1.3. (@ (x) siirekli matris fonksiyonu olmak {izere monoton artan p ()
fonksiyonunun (1.11)-(1.12) sir deger probleminin spektral fonksiyonu olmasi i¢in

agsagidaki sartlar1 saglamasi gerek ve yeterdir.



1) g(x) € Ly (0,00) sonlu keyfi vektor fonksiyon ve

o0

G(\) = /gT (x)s(x,N)dx, s(x,\) =

0

sin Az
— COS AT

olmak {izere

[& i =o
ise g () = 0 olur.
2)

matris fonksiyonu Fi; (2,0) = F; (2,0) = 0 olmak iizere ikinci mertebeden siirekli
" (z,y) = F (z,y) tiireve sahiptir.

Iki spektruma gore regiiler Dirac operatoriiniin belirlenmesi problemi M.G. Gasy-
mov ve T.T. Dzhabiev tarafindan yapilan [9] ¢aligmasinda verilmistir. Bu ¢alismada
asagidaki 6nemli teoremler ispatlanmigtir.

Teorem 1.4. {\,}> _ ve {1, }*  dizileri sirasi ile (1.11)-(1.12) ve (1.11), (1.13) prob-

lemlerinin 6zdegerleri ise

o0

H, - H,
lun_)\nk

/)\k‘_)\n

seklinde elde edilmistir. Burada H " sembolii, sonsuz carpimda k£ = n. ¢arpanin

n . (n=0,+1,%2,..)

k=—o00
bulunmadigini gosterir.

Teorem 1.5. p(z) ve ¢(x) fonksiyonlar: [0, 7] araliginda tanimh reel fonksiyonlar ve
k. mertebeden tiirevleri L? (0, w)’de olmak tizere {\,}™  ve {u,}™ dizileri siras1 ile
(1.11)-(1.12) ve (1.11), (1.13) problemlerinin spektrumlar: olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

1) {\n} ve {u,} sayillarmin gaprazlagmas: yani;

An <y < Alpg1 < oo < Ao < g <AL < e <Ay < iy, < At

) a# 5,0 <af <m, Z |04,17,.C|2 < 00, Z }ﬁnka < oo serileri yakinsak

n=—oo n=—oo
olmak {izere
(07 aq Ap—1 A k
An=n——4+—+4 ..+ -,
T n n n



_ BB Br1 | B
P =10 e T

asimptotik formiillerinin saglanmasidir.

Dirac operatorii igin 6zvektor fonksiyonlarinin tamligi, Cauchy probleminin ¢oziimii,
self-adjointlik durumunda spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilerize izin
hesaplanmasi, periyodik ve antiperiyodik problemler, acilim teoremleri, 6zvektor
fonksiyonlarinin asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi icin ters sacilma
problemi, kismen gakigmayan iki spektruma goére ters problem sirasi ile [24, 36, 54,
62-64, 69] calismalarinda incelenmistir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligskin ve diferansiyel operator-
lerin spektral teorisinde onemli bir yere sahip olan caligmalar 1949 yilinda Levitan
tarafindan yapilmigtir. Levitan bu calismalarinda spektral teoriyi esaslandirmak igin
kendine has bir yéntem vermistir. Farkl singiiler durumlarda diferansiyel operatorlerin
spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigine ve ¢zfonksiyon-
larin tamligina iligkin konular [4, 5, 7, 21-23, 57, 59, 67, 72] caligmalarinda incelenmistir.

1965 yilinda M.G. Gasymov’un yapmis oldugu ¢aligmada [10]

@)+ fal+ 1y =y (114

diferansiyel denklemi ve H; # Hs olmak iizere

y (0) =0, (1.15)
y' (m) + Hyy (7) = 0, (1.16)
y' () + Hyy () = 0 (1.17)

sinir kosullariyla verilen simir deger problemleri incelenmis ve bu problemler igin iki
spektruma gore ters problemin ¢oziimii agagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 1.6. [ pozitif tamsayl, ¢ (z) € Lo [0, 7] olmak iizere Ao, \i,.. ve [y, iy, .-
dizilerinin sirasiyla (1.14)-(1.16) ve (1.14), (1.15), (1.17) problemlerin 6zdegerleri olmasi
igin:
1) {An},=0 ve {1, },50 dizilerinin gaprazlagmas,
2) a#bve Z |a, | ve Z |b,|* serileri yakinsak olmak tizere
M= (n+ 1) +a+an,
o= (n+ 1) +b+b,



asimptotik formiillerinin saglanmasi,
3) Z |c|” serisi yakinsak olmak tizere
P — A =b—a+ =
kogullarinin saglanmasi gerekli ve yeterli sarttir.

1985 yilinda M.G. Gasymov ve R.Kh. Amirov ¢alismasimda [13]

SRR UICRE VEPY (118)
diferansiyel denklemi ve
y(0) =0, (1.19)
y' (7)) + hyy (7) = 0, (1.20)
Y () + hay (%) = 0, (I # o) (121

sinir kogullariyla verilen diferansiyel operatorii incelemis ve bu diferansiyel operator icin
iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii ile ilgili agsagidaki teoremi ispatlamiglardir.
Teorem 1.7. {\,}, -, ve {i,},, dizileri agagidaki kogullar1 saglasin:
1) {An},=0 ve {1, },50 dizileri ortak olarak sirahdr,
2\, = (n—l—é)Z—i—fln (n—l—%) + 2¢y + ay,
o = (0 + 2P+ 410 (n+3) + 2+
asimptotik formiilleri saglansin, burada co # ¢, ve {a,} ve {a],} dizileri Z lan|® ve
Z |a/,| serileri yakinsak olcak bicimindeki dizilerdir.
O halde {\,}, 5, (1.18)-(1.20) probleminin, {x,,},~, ise (1.18), (1.19), (1.21) prob-
leminin spektrumlaridir ve
hy — hy =7 (cy — cp)
esitligi saglanacak sekilde bir ¢ (z) siirekli fonksiyonu ve hy, hs reel sayilari vardir.
Literatiirde Bessel potansiyelli singiiler diferansiyel operatorlerle ilgili bir cok calisma
mevcuttur. Bu ¢aligmalardan ¢nemlilerinden biri Yurkoya [72] aittir. V.A. Yurko bu
caligmasinda ozellikle potansiyelin singiilerite noktasi, araligin herhangi bir i¢ noktasi

oldugunda bu tip operatorler igin ters problemlerin ¢oziimlerini vermistir.

@)+ {0+ 2=

diferansiyel denklemi verilmig olsun. Burada x = 7 noktasi (0,7) araligimin herhangi

}y—)\y, ()\:pQ),nggw (1.22)

bir i¢ noktasidir. (1.22) diferansiyel denklemi i¢in
y' () + hoy (m) = 0,
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y'(m) + by () =0

simir kosullarinin {irettigi operator L olsun. V.A. Yurko bazi caligmalarinda L
operatorii i¢in ters problemin ne sekilde konulacagini incelemis ve bu tip ters prob-
lemlerin ¢oziimiinde Weyl fonksiyonu kavramindan ve Z.L. Leibenzon yonteminden
yararlanarak ilgili teoremleri ispatlamigtir. Bessel tipli tekillige sahip potansiyeller icin
ters problemler farkli yontemlerle H. Koyunbakan ve E.S. Panakhov [27], Hidrojen
atomu denklemleri igin E.S. Panakhov ve R. Yilmazer [70], Dirac denklemler sistemi
icin U. I¢ [24], tekile sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorii icin E. Bag [53] ve
singiiler Dirac operatorii i¢in ters problemler M. Sat [64] tarafindan incelenmistir.

G. Sh. Guseinov [16] ¢alismasinda p () € W (0, 7), g (x) € Ly (0, ) olmak iizere

—y" () + (2xp (x) + ¢ (2)) y (v) = Ny (2)

regiiler diferansiyel denklemini ele almigtir. Guseinov bu ¢aligmasinda verilen baglangic
kogullarin1 saglayan c¢oziimler icin bir integral gosterimin varligin ispatlamis ve
integral gosterilimindeki g¢ekirdek fonksiyonun sagladigi bir takim ozellikleri elde et-
migtir. Difiizyon denklemi igin ters ve diiz problemler [12, 15, 51, 65] ¢aligmalarinda
incelenmigtir.

Yukarida bahsedildigi gibi Sturm-Liouville simir deger problemleri ya kendisinin
spektral fonksiyonundan ya da sagilim verilerinden tamamiyle elde edilebilir. Bu elde
etme stireci oldukca etkilidir. Bilhassa bu siire¢ ele alinan sinir deger probleminin
spektral fonksiyonu ve sacilim verileri igin gerek ve yeter sartlar: bulmamiz saglar. Bu
sartlar simetrik sinir deger probleminin verilen tiim ’ler igin kendisinin p (1) spektral
fonksiyonundan tek sekilde belirlenebilecegini gosterir. Bu durum sinir deger problem-
lerinin sagilim verilerinden elde edilmesi icin de aynidir.

Ayni zamanda ters problemin fiziksel anlami ne spektral fonksiyondan ne de sagihim
verilerinden tamamiyle bilinemez. Ters kuantum sagilhim probleminde bu durum acikca
goriiliir. Aslinda bu problemde A\? parametresi sistemin enerjisiyle dogru orantilidir.
Boylece sagilim verilerini elde edebilmek icin tiim A degerleri igin keyfi yiiksek ener-
jili partikiillerle caligma yapilmalidir. Fakat enerji degerleri sonlu olmasina ragmen
yeterince biiyiik enerji degerleri icin sa¢ihm siireci V' (z) = %q (x) potansiyeline sahip
Schrodinger denklemi ile daha fazla agiklanamaz. Boylece belirli bir enerjiden bagla-

yarak keyfi yiiksek enerjili partikiillerle ¢alisma yapilsa bile ancak siirecle ilgili bilgi
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elde edilebilir ki bu durumunda olusturmak istedigimiz denklemle hicbir ilgisi yoktur.
Dolayisiyla temel bir soru su sekildedir: Eger spektral fonksiyon veya sacilim veri-
leri sadece spektral parametre degerlerinin sonlu arahiginda yaklasik olarak bilinirse
q (x) fonksiyonu veya genel anlamda sinir deger problemi hakkinda ne 6lgiide bilgi elde
edilebilir? Bu soruya cevap verebilmek i¢in su soruyu cevaplamaliyiz: Ele aldigimiz
iki sinir deger probleminin spektral fonksiyonlar: veya sacilim verileri sonlu aralik iiz-
erinde degisen A\? parametresi icin ¢ok az farkli ise iki simir deger problemi birbirinden
ne dlgiide farklidir? Bu problemler hakkinda énceden higbir kogul verilmiyorsa o halde
bu problemler birbirlerinden istenildigi kadar farkhilastirilabilir. Ornegin herhangi sinir-
deger problemi igin ¢ (x) > N ve h > 0 olsun. Bu problemlere karsilik gelen spektral
fonksiyonlar © < N igin gakigsinlar. Boylece spektral fonksiyonlar (—oo, N) aralig

tizerinde cakigirlar. O halde ters problemlerin kararhihigi hakkindaki anlaml bir soru

su sekildedir: h + / lq (t)| dt igin baz1 egitliklerin 6nceden bilinmesi sartiyla eger iki
0

sinir deger problemlerinin spektral fonksiyonlar: A\* spektral parametresinin degerlerinin
verilen araliginda ¢ok az farkli olduklarinda iki sinir deger problemleri birbirinden ne
kadar farkli olabilir?

Kuantum sacilim teorisinde ters problemler icin kararlilik problemini benzer
sekilde formiile edebiliriz. Yaklagim teorisi i¢in ayni olan sorularla bu sorularin benzer-
ligine dikkat edelim. Ornegin Fourier serisinin sonlu kismi bilinen fonksiyon hakkinda
ne soyleyebiliriz veya ilk bir ka¢ Fourier katsayisi sifira egit olan fonksiyon hakkinda ne
soylenebilir? Bu soruya cevap vermek i¢in fonksiyonun bir kag tiirevinin sinirh olmasi
gibi fonksiyonun belirli bir fonksiyon sinifina ait oldugunu kabul etmek gereklidir.

Spektral teoride kararlilik problemleri giiniimiizde regiiler ve singiiler operatorler
icin [8, 45, 47, 50, 55, 60, 61, 66, 71] caligmalarinda incelenmistir.

Bu tezde spektral teoride kararlilik problemleri ile ele alinan iki sinir deger problem-
lerinin sonlu adette dzdegerleri cakistiginda bu problemlerin spektral fonksiyonlarinin
total salinimi ve 6zfonksiyonlar: farki icin sonlu sinirlar elde edilmesi amaglanmak-
tadir. T.I. Ryabushko [60] ¢alismasinda regiiler Sturm-Liouville problemi i¢in karar-
lilik teoremlerini incelemigtir. Bu galismada yazar ¢; (z), [0, 7] araligida reel degerli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere

y' (@) + a1 (@) y (2) = Ny () (1.23)

10



denklemini ve
¥ (0)=0, y(m)=0, (1.24)
Yy (0)=0, 3 (m)=0 (1.25)

siir kogullariyla olugan problemleri ele almigtir. (1.23)-(1.24) probleminin 6zdegerleri
{N,.} ve (1.23), (1.25) probleminin 6zdegerleri ise {42, } olsun.

¢ (), [0, 7] araliginda reel degerli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere

y' (@) + a2 (2) y (x) = Ny () (1.26)

denklemi (1.24) ve (1.25) smir kosullan ile ele alnsm. {A3,,} ve {43,,} srasiyla
(1.24), (1.26) ve (1.25), (1.26) problemlerinin 6zdegerleri olsun.
w (A, ) (1.23) denkleminin

w(A0)=1, w' (N\,0)=0

baglangi¢ kosullarmi saglayan ¢oziimii olsun. O halde (1.23)-(1.24) probleminin norm-

lagtiric1 sayilar:
m

) = /w2 (A1, 2)
0
ve spektral fonksiyonu

Qg
Aik<“

seklindedir. Bu ¢alismada «; j sayilarmin {)\im} ve { ,uim} ozdegerleri ile ifadesi

( :ul k o :ul n luik) ()\in - /’L%,k‘)
a1k =
~ 1

k2 (k—l— n? (n+1)°
formiilii ile verilir.
Benzer sekilde (1.24), (1.26) probleminin normlagtirici sayilart asy ve spektral

fonksiyonu

Z 2k
A3k <h

olmak {izere a j sayilarmin iki spektruma gore ifadesi

AT (N3 ) — 13 4) ﬁ (13, — 13,) (A3, — 13

I (o 3’

n=1
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seklinde verilir. Bu caligmasinda yazar yukarida verilen bilgiler 1s1¢81nda asagidaki
onemli lemma ve teoremleri vermigtir.

Lemma 1.1. Eger ¢/ () € Ly (0,7), |A| > o (z) ve Im A > 0 ise bu takdirde

, o(x)
(w (N, x) — cos Ax) ™| < ———F—
| | Al — o (2)
sin\z [ " 1)1 o? (z)
_ . 2 I Qi P
w (A, x) — cos Ax o /q(t)dt e < |)\|2 {20 1 () + 1_%

0
esitsizlikleri gecerlidir. Burada

T

7@ = [la@ld o) = [1g @)

0
seklindedir.

Lemma 1.2. n > 30 (7) i¢in

1 /q(t)dt .

)\n = = S I
oy (2n+1)7r+ n?

O/q(t)dt B

Hnty 2mn n?

asimptotik formiilleri gegerlidir. Burada gy = maxo<,<, |¢q ()| olmak iizere
1(1 )
[Mn] < 54 50-1(m) + 507 (7) ¢,

0

1 (1 1
< § {ZLJ_l (7'(') + ZQO +50'2 (7'(')}

seklindedir. Bu ¢aligmanin esas teoremi ise agagida verilmistir.
Teorem 1.8. {)\?,} ve {12} (j = 1,2) bzdegerleri N > 33 (n) iken k = 1,2,..., N +1
igin A1 = Ao g ve py p = g Olacak sekilde gakigsinlar. Bu takdirde

11 1 ,
M‘g{zﬁ_l (W)+ZQO+55 (7)}

ve

go = mmax max |g; ()
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olmak iizere k > N +1 ve N > 7V M icin

65M 1 2 331\"4! 1+2 }
max 1—&1’k < ( +N)e T
k<% gk 2N?2

ve
65M 14+ 2 331\"4! 1+2 } N2
Var {p, (1) = po (1)} < %N)e N2y (T)

esitsizlikleri gecerlidir.

Aym galigmada ¢oziim fonksiyonlarimin kararhihgina iligkin diger énemli bir teorem
asagidaki gekilde verilmigtir.
Teorem 1.9. Teorem 1.8’in kosullar1 altinda N > 7m icin ¢oziim fonksiyonlar: her

0< N < % (%)2 araliginda

wi (A, z) — wa (A, 2)* < % [H%ﬁ (%) eXp{Qﬁl (%) H

X exp {2 [ﬁl () — B (:c+ %)]}49:::]\2 (1 + %)

X exp {w} exp {26, (z)} + 480 (x) exp {4B (z) }

N2 N

esitsizligini saglarlar. Burada [ (z) azalmayan siirekli keyfi bir fonksiyon olmak iizere

Jlalar<s@). s = [pua

bagmtilarim saglar.

Bu tez calismasinda Dirac operatorii, Bessel tipli tekillige sahip Sturm-Liouville
operatorii ve Difiizyon denklemi i¢in T.I. Ryabushko [60] ve V.A. Marchenko, K.V.
Maslov’un [45] ¢aligmalarindan faydalamlarak kararhilik problemleri incelendi. Karar-
hilik problemleri ile 6zdegerler ve normlagtirict sayilar icin belirli sartlar altinda spektral
fonksiyonlar ve dzfonksiyonlar fark: i¢in sonlu sinirlar elde edildi. Ayni zamanda norm-

lagtiric1 sayilarin iki spektruma gore ifadesini veren formiiller elde edildi.
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2. GENEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, sunulan tezde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik

kullanilan 6nemli kavramlar, teoremler ve 6rnekler verilmistir.
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

4+ X xX—-X

KxX—-X

fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri saghiyorsa X kiimesine K cismi iizerinde bir vektor
(lineer) uzay1 denir. Her A\, u € K ve z,y,z € X icin,
De+y=y+x
) (x+y)+z=x+(y+2)
3) Vx € X i¢in z + 0 = z olacak sekilde bir § € X vardir.
4) Vx € X igin x + (—x) = 0 olacak gekilde bir —z € X vardir.
) le ==z
6) A
) (A+p)x= e+ px
8) A

Tamim 2.1.2. X bosg olmayan bir kiime olsun. Her z,y, z € X icin,
M1) d(z,y) =
M2) d(z,y) =0<= 2z =y
M3) d(z,y) = d(y, z)

M4) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X,d) ikilisine de metrik

xz,

xz,

uzay denir [30].

Tamim 2.1.3. Bir (X, d) metrik uzayinda bir (x,,) dizisini ele alalim. Eger her ¢ > 0

sayisina kargilik, her m,n > N igin

d(Tm,xn) <€
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olacak gekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

Tanim 2.1.4. Bir (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik
uzaya tam metrik uzay denir [30].

Ornek 2.1.5. K = Rveya K = CveVn € Niginly = {7 = (2,,) € K*| (x,) siurh}

uzayl ve & = (), Yy = (Yn) € loo olmak iizere
doo (x,y) = {sup |z — ys| : k € N}

metrigine gore bir metrik uzaydir. I, C [a,b], R" gibi uzaylar tam uzaylardir. Fakat
Q tam degildir.

Tanim 2.1.6. X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olmak {izere

I X—=K

z — =

fonksiyonu asagidaki ozellikleri saghyorsa, ||| fonksiyonu X iizerinde bir norm ve
(X, ||]]) ikilisine de bir normlu uzay denir.

N1) ||z]| > 0, (z € X)

N2) ||z]| =0 <= z =10, (z € X)

N3) [lozll = |l [lz]}, (o € K,z € X)

N4) [l +yll < [lzfl + [lyll (z,y € X) [30].

Tanim 2.1.7. Bir (X, ||-||) normlu uzayinda aldigimiz her Cauchy dizisi bu uzayn bir
noktasina yakisiyorsa bu normlu uzaya tam veya Banach uzayr adi verilir [30].
Tanim 2.1.8. (Hilbert Uzay1) Herhangi z, y, z, ... elamanlar ciimlesini H ile gostere-
lim.

1) H lineer kompleks (reel) uzaydir.

2) H’da bulunan her (z,y) eleman ¢iftine bu elemanlarin i¢ carpimu denilen ve (x, )
ile gosterilen karmagik (reel) bir say1 karsilik gelir. Bu i¢ ¢arpim agagidaki ozellikleri
saglar.

a) (z,y) = (y, ),

b) {1+ z2,y) = (z1,9) + (22, 9) ,

c) YA € C(R) igin (Az,y) = A (x,y),
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d) (z,z) >0, (z,2) =0 < 2 =0.

3) g(z,y) = ||z — yl|| olacak sekilde norm anlaminda yakinsakliga goére H uzay:
tamdir.

4) Keyfi dogal n sayisi i¢in H uzayimnda lineer bagimsiz n tane eleman mevcuttur.

Yani H sonsuz boyutludur.
(1), (2) ve (3) aksiyomlar: saglaniyorsa H uzayma iiniter Hilbert uzay: denir. (1), (2),
(3) ve (4) ozellikleri saglaniyor ise H uzayma soyut Hilbert uzay: veya kisaca Hilbert
uzay1 denir.

Bagka bir ifade ile tam i¢ ¢arpim uzayma Hilbert uzay1 denir [28].
Tamim 2.1.9. a <t < b olmak iizere L, [a, b] uzay1

b

Ly a,b) = f(t):/(f(t))zdt<oo

a

bi¢iminde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise

b
(r9) = [1 g0

seklinde tanimlamr. Burada reel durumda g (£) = g (t) seklindedir [30].
Tanim 2.1.10. (Operatér) Tanim ve deger ciimlesi bir vektor uzayi olan doniigiimlere
operator denir [30].
Tamim 2.1.11. (Lineer Operatér) E, ve E, iki reel lineer topolojik uzay olsun.
Deger bolgesi E,’de bulunan ve E,’de tanimh y = Az operatoriinii goz oniine alalim.
A operatorii igin,

1) z1, 29 € E, olmak iizere A (x1 + 23) = Az + Axy

2) A bir skaler olmak iizere Vo € E, i¢gin A (Ax) = Mz
sartlar: saglaniyorsa A operatoriine lineer operator denir [30].
Tamim 2.1.12. X ve Y birer normlu uzay ve D(L) C X olmak tizere L : D(L) — Y
bir lineer operator olsun.

[La] < cllz]

olacak bicimde bir ¢ > 0 reel sayis1 varsa, L operatoriine sinirhidir denir. Bu egitsizligi

saglayan en kiigiik ¢ sayisina ise L operatdriiniin normu denir [30].
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Tanim 2.1.13. (Siirekli Operatér) X ve Y normlu uzaylar L : X — Y bir operator
ve xg € X olsun. Ve > 0 igin ||z — x¢|| < 0 oldugunda ||Lx — Lx|| < € olacak sekilde
d > 0 sayis1 varsa L operatorii zo € X noktasinda stireklidir denir [30].

Tanim 2.1.14. (Adjoint Operatdr) H; ve H, iki Hilbert uzayr ve L : H; — H,

sinirl lineer operator olsun. Eger L* : Hy — Hs operatorii

(Lz,y) = (z, L'y)

sartini sagliyorsa L* operatoriine L’nin adjointi denir. Eger L* = L ise L’ye self-adjoint
operator denir [30].
Tanim 2.1.15. (Doniisiim Operatorii) F lineer topolojik uzay, Ave B, A: E — E,
B : E — FE geklinde tanimh iki lineer operator olsun. £ ile Fy de E lineer uzayimin
kapali alt uzaylar1 olmak iizere E uzayinin tamaminda tamimli, £y den F, 'ye doniigiim
yapan ve lineer tersi olan X operatorii,

i) X ve X~! operatorleri E uzayinda siireklidir,

ii) AX = X B operator denklemi saglanir
sartlarin1 sagliyorsa, bu operatére A ve B operatorler cifti icin doniisiim operatorii
denir ve X, p ile gosterilir [33].
Lemma 2.1.16. E uzayinda A, B ve C' lineer operatorleri ve Ey, FEs, F3 kapal alt

uzaylar1 verilmis olsun. A ve B operatorler cifti igin X4 p doniisiim operatorii
Xap: By — Ej

seklinde, B ve C' operatorler ¢ifti icin Xp o doniisiim operatorii ise
XB,C By — Ey

seklinde tammlansm. Bu durumda A ve C' operatorler cifti icin X4 o doniistim
operatorii

XA,C : El — E3

seklinde olmak tizere

Xac=XapXpe

formiilii ile ifade edilir.
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Lemma 2.1.17. (Fourier Integral Teoremi) f () pargali siirekli, pargal tiirevlenebilir

ve mutlak integrallenebilir yani / |f (z)] dz < oo olsun. Bu takdirde

—0o0

f(x)= %fdwff(t) cosw (t — x) dt

0 _
esitligi vardir. Ayrica cosw (t — z), w’nin ¢ift fonksiyonu ve sinw (t — x), w’nin tek

fonksiyonu oldugunda

f(x)—%/dw/f(t)cosw(t—x)dt
ve W 4
O—:lr/dw/f(t)sinw(t—x)dt

saglanwr [74].
Tanim 2.1.18. L — A\ operatériiniin simirh (L — A1 )_1 tersinin mevcut olmadigi \’lar
ciimlesine L operatoriiniin spektrumu denir [52].

Tamim 2.1.19. D(L) tanim bolgesi, L siirl lineer bir operator ve

olmak {izere
Ly =By +Q(z)y = Ny

esitligini saglayan y(z, ) # 0 vektor fonksiyonu mevcut ise, A sayisina L operatoriiniin
ozdegeri, y(x, \) fonksiyonuna ise A\ sayisina karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu denir
[36].

Tanim 2.1.20. {\,}’ler L operatoriiniin 6zdegerleri ve y (x, A,)’ler bu dzdegerlere

kargilik gelen 6zfonksiyonlar olmak tizere

b

sayllarina L operatoriiniin normlagtirici sayilar: denir [36].
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Tamim 2.1.21. f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin bir z, noktasmnin her-
hangi bir ¢ komgulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z
noktasinda analitiktir denir [25].

Tamim 2.1.22.  f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda

“ sinz, 2° gibi fonksiyonlar tam

analitik ise f(z)'ye tam fonksiyon denir. e
fonksiyonlardir [25].
Tanim 2.1.23. f(z), kompleks diizlemin bir W alt kiimesinde tanimli bir fonksiyon
olmak iizere, Vz € W igin | f(z)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f(z)'ye W
'de sinirhi fonksiyon denir [25].
Tamim 2.1.24. (Liouville Teoremi) Kompleks diizlemin tamaminda siirh olan tam
fonksiyon sabit fonksiyondur [25].
Tanim 2.1.25. f(z) kompleks degigkenli herhangi bir fonksiyon, z; ise f(z)nin
tanimli oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(z9) = 0 ise 2z, noktasma f(z)
fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca sifir1 denir. Eger f(zy) = 0, f'(z) = 0,
f"(20) = 0, f™ ™ (29) = 0, £ (2) # 0 ise 2, noktasi f(z) fonksiyonunun n—kath
sifir1 diye adlandirihir [25].
Tanim 2.1.26. f(z), zp noktasmin en az bir komgulugundaki her noktada diferansiyel-
lenebilir ama zy’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise zo’a f(z)'nin ayrik singiiler
(aykir1) noktasi denir [25].
Tanim 2.1.27. z,, f(z) fonksiyonunun ayrik bir singiiler noktasi olsun.
i) lim, .., f (2) limiti mevcut ve sonlu ise zy noktasina f(z)nin kaldirilabilir aykir:
noktasi denir.
ii) lim,_,,, f (2) = oo ise zp noktasina f(z)'nin kutup noktas1 (kutup yeri) denir.
iii) lim, ., f (#) limiti mevcut degilse 2, noktasina f(z)nin esas aykiri noktas denir
[25].
Teorem 2.1.28. (Riemann Lebesgue Teoremi) f sonlu veya sonsuz [ aralig

tizerinde Riemann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon olmak {iizere

A—00

lim /f (u) sin Audu = 0
T

esitligi gegerlidir [39].
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Tamim 2.1.29. f(z) bir tam fonksiyon ve

My (r) = max|f ()|

|z[=r

olmak tizere yeterince biiyiik r’ler icin
M (r) < exp (r*)

esitsizligini saglayan ;1 > 0 sayisi varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir.
Bu esitsizligi saglayan p sayilarimin infimumuna f(z)’nin mertebesi adi verilir ve p ile
gosterilir [68].

Teorem 2.1.30. (Hadamard Teoremi) Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu
= z
=(Cz™ 1——
f(z)=Cx H ( Zn)

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z)'nin orjindeki sifinnin kathhg, {2,},,
ise f(z)’nin 0’dan farkl tiim sifirlarimin kiimesidir [32].

Tanim 2.1.31. (O ve o sembolleri) a € R ve X C R kiimesinin bir limit noktas
ve f(x) X kiimesi tizerinde tanimh olsun. Buna gore z € X, 2 — a iken f (z) = 0 (1)
ise Ve > 0 icin 30 = 6 () > 0 vardir oyleki Vo € Us (a) N X i¢in |f (z)| < ¢ kalr.
lim, ., % = 0 ise f(x) = o(g(z)) seklinde yazilir. Eger Vo € Us (a) N X igin | f(z)| <
C'|g(x)| olacak sekilde bir C' sabiti varsa x € X, v — a iken f(z) = O(g(z)) seklinde
yazilir [68].

Teorem 2.1.32. (Leibniz Formiilii) Siirekli f(x,t) fonksiyonu, {(z,t) : a < 2 <
b,c <t < d} dikdortgenini kapsayan bir bolgede siirekli % kismi tiirevine sahip olsun.

Bu takdirde ¢ <t < d i¢in

b

b
%/f(x,t)dx—/%f(m,t)dm

a

dir. Bu teoremin sonucu olarak; a(t) ve b(t), (c,d) araliginda siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar ise
b(t) b

%/f(x,t)dx—/%f(x,t)dx—kb’(t)f(b(t),t)—a’(t)f(a(t),t).

a(t) a
Teorem 2.1.33. (Diizgiin Yakinsaklik) Z fr bir A kiimesi iizerinde taniml

fonksiyonlarin bir serisi olsun. E fr serisi A tizerinde diizgiin yakinsak olmasi igin
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gerek ve yeter sart Ve > 0 icin dng € N vardir 6yle ki Vn > m > ng ve her x € A igin

Z fr (z)] < € esitsizliginin saglanmasidir [25].
k=m+1
Tamim 2.1.34. (Mutlak Yakinsaklik) Terimleri Z fr serisinin terimlerinin mutlak

degerinden olusan Z | fx| serisi yakmsak ise Z f serisi mutlak yakinsaktir denir.
Mutlak yakinsak her seri yakinsaktir [25].
Tanm 2.1.35. (X, ||.||) bir normlu uzay olmak tizere Vz,y € X i¢in

(= o) < =[]y

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Cauchy-Bunjakowski esitsizligi denir [68].
Tanim 2.1.36. (Sinirli Saliniml Fonksiyon) f(z) : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] iiz-
erinde smirh salimimli omasi icin gerek ve yeter sart [a, b] araligiin her P = {x¢, x1, ..., T, }

parcalanmasi icin
Z |f (@) = f(zim)| < M
i=1

olacak sekilde bir M > 0 sabitinin mevcut olmasidir [4].
Tamim 2.1.37. (Total Salinim) Eger f(z) : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] iizerinde

sinirli salimml ise o halde f fonksiyonunun [a, b] tizerinde total salinimi [4]

Vi (a,b) = sup { Z |f (z:) = f (zi1)]| P = {x0, 21, ..., zn}, [a,b] nin bir pargalanma51d1r.}
i=1

Ornek 2.1.38. f(z) : [a,b] — R fonksiyonu monoton artan olsun. O halde [a, D]

araliginn her P = {z, z1, ..., x, } par¢alanmasi igin
DI @) = flea)l = > Af @) = f @)} = f (@) = f (w0)
= f(b)—f(a)

olur. Boylece f smirh salimmhdir ve total salimm V; (a,b) = f (b) — f (a) olur.
Tanim 2.1.39. 0 < x < oo yar ekseninde tanmimlanan f (x) fonksiyonu bazi siirh

araliklar diginda sifirlaniyorsa kompakt destege sahiptir denir [46].
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3. DONUSUM OPERATORU

Bu boliimde, tanimu ve 6zellikleri ikinci boliimde verilmisg olan Sturm-Liouville prob-

lemi i¢in doniigiim operatoriiniin teorik uygulamas: verilecektir.

3.1. Sturm-Liouville Operatérleri I¢in Doniisiim Operatérii
q () ve p(x) reel degerli integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere

2 2

A= B=_——
), S +p ()

Sturm-Liouville operatorleri goz oniine alinsin.
E, f(x) € C'[0,z], (0 < x < o) fonksiyonlarindan olusan reel degerli bir uzay, h;

ve ho sonlu reel sayilar, F; ve F5 ise sirasiyla

f"(0) = ha f (0)
sinir kogullarini saglayan fonksiyonlardan olugsan E’nin alt uzaylar: olsun.

Teorem 3.1.1. X = X, 5 : E; — E, doniigiim operatorii f (z) € E; igin

X{f@}=F@)+ [ K@t f o) d (3.1)

0

seklinde ifade edilir. Bu durumda (3.1.1) operatoriiniin K (z,t) ¢ekirdek fonksiyonu
O?K (z,t) O?K (z,t)
LA = K 1.2
Sl @K@y =T pmE@y, 1)
1 T

K (z,z) = hy— hy + 5/ (q(s) —r(s))ds, (3.1.3)

0
[8_[( _ th] =0 (3.1.4)

ot o

probleminin ¢oziimiidiir. Tersine eger K (x,t), (3.1.2)-(3.1.4) probleminin ¢oziimii ise
(3.1.1) ifadesi ile tamimh X operatorii A ve B ¢ifti igin bir doniigiim operatoriidiir.

Ayrica A operatoriinde ¢ (z) = 0 ise doniisiim operatorii agagidaki sekildedir

X {cos )\x} = cosVAr + /K (z,t) cos V/Atd.
0

22



3.2. Déniigiim Operatorii Icin Uygulamalar
q () her sonlu aralikta integrallenebilir, sonlu reel degerli keyfi bir fonksiyon olmak

tizere, 0 < x < oo yar1 ekseninde taniml

Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ele almsm. L[y] € L?(0,00) ve y(z) sonlu

fonksiyonlarindan olugan manifold iizerinde taniml bu diferansiyel ifade

y (0) = hy (0) =0

siir kogulu ile birlikte L? (0, 00) uzaymda bir L simetrik operatériinii olugturur. ¢ ()

potansiyel, h simir parametresi olmak tizere L operatorii L (h, q) ile gosterilsin.
L [w] = pw (3.2.1)

denkleminin

w(p,0) =1, w' (u,0) =h (3.2.2)

baglangi¢ kogullarim saglayan ¢oziimii w (i, x) olsun. Her f (z) € L? (0, 00) fonksiyon-

lar1 igin

Ey () = / f (@) w (u, z) da,

f(z)= / Ey (1) w (p, ) dp (1)

—0o0

acilimlar1 saglanmak tizere L operatoriine en az bir p(u), (p(—o0) =0) azalmayan
fonksiyonu kargilik geldigi bilinmektedir [73]. Bu integraller sirastyla L? (0, c0) , L2 (=00, 00)

uzaylarindaki metriklere gore yakinsaktirlar. Ayrica her f (x), g (x) € L? (0, 00) fonksiyon

cifti igin
[ @3t = [ Er ) By Gido () (3.2.3)

Parseval esitligi saglanir.  Burada p(u) fonksiyonuna L operatoriiniin spektral
fonksiyonu denir. Her spektral fonksiyon L operatoriinii bire bir olarak tanimlar. Yani
spektral fonksiyona gore ¢ (x) potansiyeli ve h parametresi bire bir olarak tanimlanir

[14], [42].
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A keyfi negatif olmayan bir say1, « (0) = 0 olmak iizere «(x) azalmayan keyfi siirekli

fonksiyon olsun. V4 ctimlesi ile
] < A, /|q(t)|dt§04(x), 0< < o0

sartlarim saglatan tiim L (h,q) operator ciimlesi gosterilsin.  L; (hj,q;) (j =1,2)
operatorleri VA ciimlesine ait olsun. Bu problemlere karsilik gelen wy (i1, ), wy (p, )

¢oziimleri doniigiim operatoriinden faydalanilarak

wy (p, ) = wy (@, x /K (x,t)wy (u,t)dt

integral denklemiyle ifade edilebilir ve tersine

wy () = w2 (@ /K (2,) wa (u, 1) dt

seklinde gosterilebilir. Daha sade bir ifadeyle sirasiyla bu doniisiim operatorlerinin
gortintisini

Wy = (I + Kzl) w1,

w; = (I + K12 ) Wa
seklinde gostermek miimkiindiir.

Burada K3 (z,t) ve K?(x,t) gekirdekleri x ve t degiskenlerine gore mutlak siirekli

fonksiyonlardir. Ayrica

K (z,2) = h; — h; +

DO | =

[ =g @)ds, Gi=12i#))
0
bagintist mevcuttur. Sadelik igin

wig (p, ) =wy (p,x) —wa (p, )5 h1o=hy —hy

Gip () = (z) — ¢ (2); P1,2 (1) = p1 (1) — po (1)

Ko (x,t) = Ky (x,t) — Ky (x,1)

gosterimleri kullanilmak {izere burada spektral fonksiyonlarin farkindan faydalanarak

w2 (1, ) ve K1 (x,x) fonksiyonlar fark: igin Lemmalar verilecektir.
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Lemma 3.2.1. Her A ve zx icin
I () = ] (1.2 dpy () fon () wn Ot) . = 1.2
integrali mevcuttur ve
wia (N, x) = — f wy (p, x) dpy 5 (1) Ofxwl (p, ) wy (A, ) dt (3.2.4)

esitligi saglanir [45].
Ispat j = 1 icin

Rha) = JwnGra)dp, o) Jun a0y w () d
+f (Kywn) (1, 2) dpy (1) Ofwl (11, t) wy (A 1) dt (3.2.5)

seklinde yazlabilir. Eg yakinsakhiga iligkin teoremden dolay1 (3.2.5)’deki birinci
integral mevcuttur ve Fourier integral teoremi ile $w; (A, z)’e esittir. (3.2.5)’deki ikinci
integralin ise

(Kywy) € L2, [wy (u,t)wy (A t)dt € L2
0

ozelliklerinden mutlak yakinsak oldugu goriiliir. (3.2.3) Parseval esitligi kullanilarak

wn ) = T (0.0) dpy ) Jo ()1 (1)

yazilabilir. Burada son esitligin her iki tarafi K3 (z,t) ile carpilip 0’dan z’e integrali
alinirsa

o0

f (K21w1) (,u,x) dp, (:u) Ofxwl (:ua t) w1 ()‘7 t) dt = (K21w1) ()‘7 :L')

—0o0

= Wy ()‘737) —w ()‘737)
elde edilir. Dolayisiyla
1

L\ z)=wy (AN x) — SW1 (A, z) (3.2.6)

esitligi elde edilir. j = 2 i¢in
I ()‘7 .’L') = f W2 (,u,x) dp, (:u) wa (:ua t) w1 ()‘7 t) dt
—00 0
+ [ ws () dpy (1) [ (KFws) (p, 1) wy (A, t) dt
—00 0
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yazilabilir. I (A, z) fonksiyonu i¢in de es yakinsakliga iligkin teoremden faydalamlarak

)\’ o0 Tt
L(\z) = M—i_ [ ws (p,x)dp, (p OfOfK (t,7) wo (p, 7) wy (A, t) drdt
B wy ()\’ l’) [e'¢] x x 5
- T + wa (,u,:c) d/OZ( )wa (/L,T) deKl (taT) wy (Aat) dt
—00 0 T
A 1/
= w +5 (fo (t,7) wy ()\,t)dt)
o w1 ()‘7 l’) :
= o= (3.2.7)

elde edilir. (3.2.6) ve (3.2.7) esitlikleri birlikte ele alindiginda Lemma 3.2.1’in ispat1
tamamlanir.

Lemma 3.2.2. Her kompleks A ve 0 < z < oo igin

T —w; (A
Wiy (\x) =hiy [ () s (“73’2_1)1\11( @) wy (A, x)

dpl,z (N)

+fq1,2 (t)dt (3.2.8)

Fwy (A 1) wa (A, 8) w (p, @) wa (p, @) — wy (A, ) wa (A, ) wa (p, £) wa (1, 1)
Xof = A

dpl,z (N)

esitligi saglanir [45].
Ispat (3.2.1) denkleminin (3.2.2) kosulunu saglayan ¢oziimii icin

; _ w Ova) e (,2) — ] () w1 ()
Ofwl(,u,t)wl()\,t)dtf P

esitligi yazilabilir. Bu ifade (3.2.4) formiiliiniin sag kisminda yerine konulursa

wia () = J s ) DD A RDNI g ) (329)

elde edilir. Benzer esitligi w1 (A, ) fonksiyonuna gore yazmak icin (3.2.9) denkleminin

sag kisminda w; ve w, fonksiyonlarmin yerlerini degistirmek ve p; , (1) fonksiyonunu

ise py 1 (1) ile degistirmek gereklidir. Fakat wo1 = —wi2 ve p; 5 = —py; oldugundan

elde edilen yeni denklem

wh () wa (A, ) — wh (A, ) wa (1, )
= A

wiaO2) = [ wi(n2) dpys () (3:2.10)

bagintisina denktir. Im A # 0 olsun. Bu durumda her 0 < z < oo i¢in

_Z: 2 (M’;f)_w; (M’x)dpj (1), (1=1,2) (3.2.11)
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integralleri mevcuttur. Gergekten wy (u, ) ve wy (u,x), 0 < x < oo igin p'ye gore
smirh fonksiyonlardir (operator doniigiimlerinin goriintiisiinden elde edilir). p < 0 i¢in
bu déniisiimlerin goriintiisiinden |w; (11, z)] < CeV I elde edilir. Burada C, y’den

bagimsiz bir sabittir fakat [34, 42] ¢aligmalarindan bilindigi {izere
} 2
Jim (pj () = ;\/ﬁ) = p; (=00) = h;
ve her = > 0 icin

fo emx dp; (1)

integrali mevcuttur. Buradan (3.2.11) integralinin varlig1 ve dolayisiyla
T wa (:ua .’L') w1 (:ua .’L')
_{O =\ dpy 2 (1)
integralinin varlig: elde edilir. Boylece (3.2.9) ve (3.2.10)’daki her terimi integrallemek

miimkiin olur. (3.2.9)’dan (3.2.10)’u ¢ikarirsak
%0 wa (p, ) Wy (p, ) wy (N, &) — wy (, x) wh (i, x
0 — wl()\,l')f 2(:“’ ) 1(1“’ ) 1( ) 1(:“’ ) 2(:u )dp1,2(:u)
—00 n—= A
2wy (p, x) wh (1, @
+wiz (N, 2) [ 1 )_ )2\( )dpl,z (1)

—0o0

(] o)~ w (o)) [ g, g (32.12)

elde edilir. (3.2.10) denklemi w; o (A, z) ile (3.2.12) denklemi ise ws (A, x) ile ¢arpilip

taraf tarafa ¢ikariirsa

wiz ()‘7 :L') =

{0 (\ ) (\2) — g )y (1)) [ “’M N

—wi (A, z) wy(A, x)

X_OO wy (:ua l‘) Wa (:ua /1 1)1\] ( )wl (,u,:c) dp172 (,u) (3.2.13)
2

elde edilir. (3.2.1) denkleminin (3.2.2) kogulundan w; ve wsy fonksiyonlar: igin
wy (A, 2) wy (A, ) —wy (A, ) wy (N, 2) = h1a+ qug (1) wy (A, 1) wa (A, 1) dt
0
esitligi saglanir. Buna gore (3.2.13) denklemini

o wy (p, ) way (p, wy (A, ) wy (A, x
T T s

s Ow ) () de g )

0
— w0 uwO0a) T P2 o 0 ) s )

dpl,z (M)
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seklinde yazabiliriz. Son esitlikte integralleme sirasini degistirerek Im A # 0 icin Lemma
3.2.2'nin ispat1 elde edilir.

Simdi ise Im A — 0 igin Lemmay1 ispatlayalim. Ayrica (3.2.4) ve (3.2.8) esitliklerinin
genellegtirilmesi olarak bilinen farkh bir formiilii w5 (A, x) igin yazalim. Bunun i¢in
I = (a,b) herhangi bir aralik C'I ise bu araligin eksene tamamlayicisi olsun. (3.2.9) ve

(3.2.10) formiillerinin yerine sirasiyla

Wi,2 ()‘737) = _fw2 (:ua'r)dp12 fwl 22 )wl (Aat)dt
T
w’ M, T , L w/ )\73: w1 (W, T
+ g () 2 ST BAD O ().
CI B
wip (N z) = —[w () dpy o (1 fwz (u, t) wo (A, t) dt
T

ws (4, )wz (A, 2) = wy (A, ) w (p, )
mw—A

+ Cfl wy (p, ) dpy 5 (11)

esitlikleri yazilabilir. Lemma 3.2.2’nin ispatinda benzer doniisiimler yapilarak

wi2 ()‘7 .’L') -

wa (A,) f1 (1) dpy g (1) o (. £) w0y (3, )

I

—wy ( fw1 [, )dplzufwz f1,t) wy (A, t) dt

) ) - )\7 )\7
+h12fw1 (1, ) wy (41, ) 1( z) wy (A, )
CI = A

+fQ12 t)dt

wy ()‘7 t) ) ()‘7 t)wl (:ua 37) Wa (:ua :L') — wl()‘a :L') wz()‘a :L') wy (:ua t) Wa (:ua t)
chz p—=A

elde edilir.

dpl,z (M)

dpl,z (M)

Simdi p,, (1) spektral fonksiyonlar farkindan faydalanarak K, (x,z) cekirdek
fonksiyonlar farkinin goriintiistine iligkin  formiilii veren asagidaki lemmay1
ispatlayalim.

Lemma 3.2.3. Her 0 < z < o0 icin

o0

Kua (o0) = (s (o) s (1. doy 1)

—0o0

esitligi saglanir.
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ispat
N

R () = [ (n.)ws (1.2 oy (1)

— 00

fonksiyonu ele alinsin. Lemma 3.2.2’nin ispatinda not edildigi gibi bu integral mevcut-

tur ve agagidaki sekilde yazilabilir.

Ry (z) = ]V wi (k@) [wn (s 2) + (Kzwi) (p,2)] dpy (1)
- ]V wa (1, @) [wa (1, ) + (BKfws) (1,2)] dpy (1)
= ]V wi () wi (4, ) dpy () — ]V wa (b, ) wa (1, ) dpy (1)
+ ]V wi (1, ) (Kyw) (p, ) dpy (1) — ]V ws (1, ) (Kfws) (p, ) dpy (). (3.2.14)

Spektral gekirdegin asimptotik davramsina iligkin [34] teoremden dolay1

/ wn (1, 2) wr (1, 2) dpy (1) — / wy (1, 2) wa (1, 2) dpy (1)

farki N — oo iken her 0 < x < oo icin sifira yakinsaktir. Es yakinsakhiga iligkin teo-
remden dolay1 (3.2.14)’lin sag tarafinda kalan iki terimde limite sahiptir ve bu limitler
srrastyla 3 K3 (z,2) ve 3 K7 (z,x) seklindedir. Bu yiizden her 0 < z < oo i¢in N — oo
iken

N

fim Ry (2) = [ n.) s 1.2 dpy 5 1)

% (K21 (z,7) — K? (3:,:1:))

esitligi gegerlidir. Ayrica

DO |

1
(KZl (z,x) — K12 (37737)) = —hip — §fq172 (t)dt = _Kl,z (2, )
0

elde edilir. Boylece Lemma 3.2.3’iin ispati tamamlanir.
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3.3. Yar1 Eksende Parseval Esitligi

Bir Sturm-Liouville operatoriiniin tanim araligi sonsuz veya yari sonlu ise ve potan-
siyel fonksiyonu ¢ (z) sonlu aralik iizerinde toplanabilir degilse bu sartlarin ikisi veya
herhangi biri saglandigi takdirde Sturm-Liouville operatoriine singiilerdir denir.

Bu kisimda singiiler Sturm-Liouville problemi igin Parseval esitligi incelenecektir.
q(x), sonlu 0 < x < b aralg tizerinde siirekli olmak iizere [0,00) araligi iizerinde
tanimlanan

"+ (A—q(@)y=0 (3.3.1)

denklemi ele alinsin. « keyfi reel say1 olmak iizere y (z, A) (3.3.1) denkleminin
y(0,\) =sina, y' (0,\) = —cosa (3.3.2)
baglangi¢ kosullarmi saglayan ¢oziimii olsun. Agiktir ki y (x, \) fonksiyonu
y(0,\) cosa+y' (0,\)sina =0 (3.3.3)

sinir sartini saglar.

b keyfi pozitif say1 ve 3 keyfi bir reel say1 olmak iizere (3.3.3) sinir sartina
y(byA)cos B+ vy (b,\)sinf =0 (3.3.4)

sartin1 da ekleyerek (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4) problemini ele alahm. Bu problem regiiler
Sturm-Liouville problemi olup A, ; bu problemin 6zdegerleri ve y,, (x) = y (z, \up)
(3.3.2) baglangi¢ sartini saglayan bu 6zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.

f(z) € L?(0,b) olsun. Bu problemin normlagtirici sayilari

b
04721,17 = fyib (z)dx
0

ve normallestirilmis 6zfonksiyonlar:

1
U () = @n,bymb (x)
seklinde olup Parseval esitligi ile
b - b 2
/ f2x)de =" &%b / F (@) Yoy (x) dz: (3.3.5)
0 n=0"""\0

formiiliine sahibiz.
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Eger monoton artan bir merdiven fonksiyonu
Y b A0
0<A, p<A P

(e}
A<, p<0 b

Py (N) =

formiilii ile verilirse (3.3.5) esitligi

olmak {izere

/ £ () de = / F2(X) dp, (\) (3.3.6)

seklinde yazilabilir.

(3.3.1), (3.3.3) singiiler problemi igin Parseval esitligi (3.3.6) esitliginde b — oo iken
elde edilir. Bu kismi sonlandirmak i¢in agagidaki lemma verilsin.

Lemma 3.3.1. Herhangi pozitif NV sayisi i¢in A’larin her sonlu araliginda

Vi = Y

2
~N<Ap p<N Qb
= pp(N)—=p, (=N)

< A (3.3.7)

olacak sekilde b’den bagimsiz porzitif sabit bir A = A () sayist mevcuttur. p, ()
fonksiyonunun total salinimi b’ye gore diizgiin sinirhdir.
Ispat Ilk olarak sina # 0 durumu ele alnsin. 3 (z, \) fonksiyonu —N < X\ < N ve
0 <z < a (a keyfi sabit pozitif say1) araliginda siirekli oldugundan ve y (0, ) = sin«
sartindan |A| < N igin )

h
l/y (x, N)dz | > % sin® a (3.3.8)

h
0

sart1 saglanacak sekilde pozitif kiiciik bir h sayis1 vardir.
Eger (3.3.6) denklemindeki fonksiyon

, 0

IN

AVARRS

h
fn (z) =

O ==

<
, r>h

seklinde secilirse o halde (3.3.8) esitsizligi kullamlarak
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h 0o h 2

[fr@ar = 5= [$5 [v@nd b an

0 —o0 0
2

/ y (N dx $ dp, (h)

AV
—
S =

“N
N
1.5
> 5sin’a dp, (h)
-N

= Zsin?a{p, (V) - py(~N)}

buradan (3.3.7) esitligi elde edilir.

sin @ = 0 durumu iginse (3.3.6) Parseval esitligindeki fonksiyonu

#, 0<z<h

0, x>h

fn (z) =

segersek buradan (3.3.7) esitligi elde edilir. Lemma 3.3.1’in ispat1 tamamlanir.

Simdi Lemma 3.3.1’i ve Stieltjes integral igareti altinda limite gegme hakkindaki teoremi
kullanarak (3.3.1)-(3.3.3) problemi icin Parseval esitligini tiiretelim.

Ik olarak f, (x) fonksiyonlari n < b igin 0 < x < b arahigimin diginda sifirlansin. f,, (z)
fonksiyonlar ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip olsun ve (3.3.3) smir kogulunu

saglasin. (3.3.6) Parseval esitligi uygulanarak

[f@de= [ F2 0o, (3:3.9)

elde edilir. Burada

seklindedir.
fn (x) ve y (x, ) fonksiyonlar: (3.3.3) sinir kogulunu sagladigindan ve f,, (x)’ler b nok-

tasinin komgulugunda sifira 6zdes oldugundan Green 6zdegligini kullanarak
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B = =3 [5@ 0 @) - @)y () da

0
b

= 3 [y @ - a@) @) do

0
bulunur. Boylece keyfi ve sonlu N > 0 igin

b 2

[ oo < o [ | [sen e -aw h@)d )| dw

[A[>N |>\|>N 0

IN

9] b 2

< //ym{f"m—q()fn()}d:c dpy (V)

- = / @)~ a (@) fu (@) do

elde edilir. (3.3.9) ve son esitsizlikten

[B@a- R0 < [ -i@h@ e (6310

oldugu goriiliir. Lemma 3.3.1’den {p, (A\)} (=N < A < N) monoton fonksiyonlar ciim-
lesi sinirhdir. Boylece p, (A) fonksiyonlarimim p () monoton fonksiyonuna yakinsamasi

icin bir {b,} dizisi segilebilir. (3.3.10) esitsizliginde b, ’lara gore limit alinirsa

[R@an= [FEoaw) <55 [ (@ - 0@ @

elde edilir. Son olarak N — oo iken

o0

/f o= [ F23)dp ()

bulunur ki bu esitlik ise yukarida verilen sartlari saglayan fonksiyonlar i¢in Parseval
esitligidir.

Simdi f () keyfi karesi integrallenebilen bir fonksiyon olsun, yani f (z) € L? (0, 00)
olsun. Yukarida verilen sartlari saglayan { f,, (x)} fonksiyonlarinin bir dizisi mevcut ol-

sun. Yani f, (z) fonksiyonlar: [0, n| araligimin diginda sifirlansin, (3.3.3) sartini saglasin
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ve siirekli ikinci mertebeden tiirevlere sahip olsunlar. O halde

o0

lim [ {f(2) = fu(@)} de =0

n—oo

0

olur. n,m — oo iken
/ (o (@) = fn )} do = 0

oldugundan

[ 15.00- B a0 /{fn ~ fn @) dz =0

esitligine sahibiz.
Boylece p(A) monoton fonksiyonuna gore karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay:

konusu tamamlaniyor. Buradan F'(\) limit fonksiyonunun varligy ve

o0

/ Payde= [FNdp(y

— 00

Parseval esitliginin saglandigy aciktir.

—/nf(ilf)y(ilj A)dx

fonksiyonlarinmin n — oo iken F' () fonksiyonuna ortalama olarak yakimsadigini goster-

Simdi son olarak

meliyiz.
g (z) karesi integrallenebilen diger bir fonksiyon olsun. G ()\) ise f’den F'(A)'nin olus-
turuldugu yolla g (x)’den olugturulsun. Dolayisiyla

o0

/ Pdr= [ (0= GO o)

oldugu agiktr.

Simdi 0 <z <nigin f (z) = g (x) ve > n icin g (x) = 0 almarak n — oo iken

/ (F () = Fu (V)2 dp () = / /(@) dz — 0

elde edilir ki bu ise F, (A\)min F (\)’a ortalama olarak yakinsak oldugunu gosterir.

Boylelikle asagida ifadesi verilen teoremi ispatlamig olduk.
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Teorem 3.3.1. f(x) € L?(0,00) olsun. f (z) ve F (\) fonksiyonlarina bagh olmayan
monoton artan bir p (\) fonksiyonu vardir 6yleki

o0

/ Payde= [ FNdp(y

esitligi saglanir.

Burada p (A) fonksiyonuna spektral fonksiyon denir. Bilinir ki p (\) tek olmak zorunda
degildir.

F (\) fonksiyonu

—/nf(ilf)y(ilj A)dx

siirekli fonksiyonlar dizisinin ortalama karesel limitidir, yani

o0

lim [ {F(\)—F,(\)}*dp()\) =0.

n—0o0
— 00

Kisalik acisindan

FO)=lm [f(@)y(e.\) do

0
ile gosterilir.

f(z), g(x) € L*(0,0) uzaymdan iki fonksiyon olsunlar. F ()\) ve G ()\) ise sirasiyla
bu fonksiyonlarin Fourier doniistimleri olsun. O halde f (z) &+ g (z) fonksiyonlarim

Fourier doniigiimiinlerinin F' (A) £ G (\) oldugu aciktir. Bu sebeple

7 )’ dz = 7(F(A)+G(A))2dp(k),
7 )’ dz = 7(F(A)—G(A))2dp(k)

yazilabilir. Burada {istteki esitlikten alttaki esitlik cikarilirsa

o0

/ (@) g (x) de = / FO)G O dp(N) (3.3.11)

— 00

genellegtirilmis Parseval egitligi elde edilir.
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Teorem 3.3.2. (Agilim Teoremi) f (z) € L?(0,00) ve 0 < z < oo arahginda siirekli

bir fonksiyon olsun. Ayrica

/ F(\)y (@A) do (M)

integrali her sonlu aralikta z’e gore diizgiin ve mutlak yakinsak olsun. Bu takdirde

o0

/() = /F(Aw(x,wpw

esitligi gecelidir.
Ispat g (z), sonlu [0, n] araligi disinda sifirlanan siirekli bir fonksiyon olsun. O halde

(3.3.11) esitligi

[t@a@de= [FO)] 9y degdoy

0 —o0 0
seklinde yazilabilir. =~ Mutlak yakinsakliktan son integraldeki integrasyon sirasi
degistirilebilir. Yani

[r@a@is= [9@{ [FOy@Ndp0) o

0 0 —00
yazilir. Siirekli g (z) fonksiyonu keyfi se¢ildiginden, f (x) fonksiyonu ve / F\)y(z,A)dp ()
ifadesi stirekli oldugundan )

F@) = [ PO d )

o0

esitligi saglanir. Burada / F (N y(x,A\)dp()) ifadesinin siirekliligi integralin diizgiin

yakinsaklik kabuliinden aznla§1hr. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.3.3. (Es Yakinsaklik Teoremi) f(x), Ls(0,00) uzaymda keyfi bir

fonksiyon olmak tizere

w (Vi) = [1@) (/R ds

Cy (u) = [ £a) cos s
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integralleri sirasiyla Li (—00,00) ve Ly (0,00) uzaylarinda norm anlaminda yakinsak-

tirlar. O halde her b > 0 igin

0

[ R f)w(ia) do ()

—0o0

integrali « € [0, b] araliginda diizgiin ve mutlak yakinsar. Ayrica

dimsup | [ (VP (Vi) do o) — 2 [€5 o) cos Rrdy| = 0
- o] 0

esitligi saglanir.

ispat
g (1) = / w (Vi f)w (/i 7) w (i, 1) dp (1) (3.3.12)

fonksiyonu
gy — ¢ (2) 1 = g — q (£)

diferansiyel denklemini ve

baslangic kosullarimi saglar. Burada

M

fur (@) = / w (/i 1) w (/i ) dp (1)

—-M

seklindedir. Boylece Rieman formiiliinii kullanilarak ve
upg (,t) = up (¢, )

esitligi dikkate alinarak W (z, ¢, u) ¢ekirdek fonksiyonu kendi degiskenlerine gore sinirl

bir fonksiyon olmak tizere uy; (z,t) fonksiyonu

fu (2 +1) = fur (Jz — 1]
2

upr (z,t) = ) + / Wz, t,u) fur (u) du (3.3.13)

|z—1|
formunda gosterilebilir. Simdi (3.3.12) esitliginin her iki tarafina w(\/ﬁ, t)

fonksiyonunu cos ,/ut’ye doniigtiiren doniisiim operatorii uygulanirsa

/w(\/ﬁ, ) w (1, x) cos \/utdp (1) = upr (x,t) + /L (t, &) ups (z,€) dE
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elde edilir. Bu son egitlikten sonsuz kere diferansiyellenebilen kompakt destege sahip

tiim ¢ift ¢ (¢) fonksiyonlar: igin

[ i pu Vo = (90§ u 0+ (L @i

(3.3.14)
esitligi elde edilir. Simdi M — oo olsun. Teorem 2.1.35 ile fy, (x) dizisi Ly [0, 00) uza-
yinda norm anlaminda f (z) fonksiyonuna yakinsak olur. Boylece (3.3.13) ve (3.3.14)

esitliklerinden

o0

[ € (Va D (Vi )

— 00
o0

- /g (1) {fM (z+?) _QfM o=t | 4, (x,t)} dt (3.3.15)

0

sonucu elde edilir. Burada
x+t

Aat) = [ Wit F©
|z—1|
t T+§
0 |z—¢&|

seklindedir. W (¢, x, &) ve L (t, ) kendi degiskenlerine gore simirli fonksiyonlar oldugun-
dan Cauchy-Bunjakowski esitsizligi ile tiim ¢ € [0, b] igin
1/2

sup |A; (z,t)] < Oyt'/? /|f )|? dé (3.3.16)

0<z<b

gecerlidir. Doniigiim operatoriiniin varhgmdan p € (—oo, 0] arahiginda
sup |w (i, z)| < Cexpby/1
0<a<b
esitsizligi diizgiin sekilde saglanir. Sonug olarak
0
o R f)w(ia) do ()
integrali = € [0, b] araliginda diizgiin ve mutlak sekilde yakinsar. Ayrica
0

Aa(at) = [ w (Vi o (Vi) los Vit~ 1 dp () (3:3.17)

—0o0
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fonksiyonu tiim ¢ € [0, 0] igin
sup |As (z,t)| < Cat (3.3.18)
0<z<b

esitsizligini saglar. Fourier integralleri i¢in konvoliisyon teoremleri ile

o0

/g (n Ll =l =) g, g/Cf (12) Cy (1) cos /fixd /1

2 T
0 0
yazilabilir. O halde (3.3.15) esitligi
o0 2 o0
e Vi pw aa o -2 (¢ €, () cos g
0+ 0
o+

40, 0) [ w (Vi) w (Vi a) do ()

—0o0
o0

= /g (t) Az (z,t) dt (3.3.19)
0
seklinde yeniden yazilabilir. Burada As (x,t) = A; (z,t) — A (2, 1) seklindedir. Ayrica

(3.3.16) ve (3.3.18) esitliklerinden

sup |Asz (z,t)] < Cst¥2, (0 <t < b) (3.3.20)

0<a<b
oldugu agiktir. (3.3.19) esitliginde

90 =y () =220 (1) 0 <asy

T 1

alimirsa

[ o iz dp () = 2 [ €5 ) cos iy

= (1= Cpy (0) [0 (VR Py (Vi) do () +

—0o0
a

1 {sinN
+—/Sm Ly (3) Ay (z, 1) dt
™ t a

0

o0

~ [ (VR 0 (V) 1S, (Vi + V) = S, a (Vi = N))}dp 1)

o+
o]

+2 [ €5 (w)cos e[S, (a (Vi + N)) = S, (a (Vi = V)] dV

0
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elde edilir. Burada

o0

1 -1
Sy (1) = ;/% sin ptdt

seklindedir. Bu esitligin sag tarafindaki her bir terimi ayr1 ayri inceleyelim. ¢ (z)

fonksiyonu sonsuz kere diferansiyellenebilen ¢ (0) = 1 sartin1 saglayan fonksiyon olmak

lizere

2 OOsinNt 2 OOsinNt t
1-C,.(0) = — dt — — — | dt
-G 0) = 2 [ 2 [, (1)

0 0

2 T1—(a!

= —/Msinj\ftdt
s t

0

esitliginden Riemann-Lebesque teoremi ile limy ., (1 — C,,, (0)) = 0 elde edilir. Sonug

gN

olarak birinci terim N — oo iken 2 € [0, b] araliginda sifira gider. Ugiincii ve dordiincii

terimlerde
&
sup |w (y/p, z)| < 00, |cos/ux| <1, S, (p)] < T3
0<z<b + W
0<pu<oco
esitsizlikleri dikkate alinarak = € [0, b] araliginda sifira yakinsar.
Son olarak ikinci terimde (3.3.20) esitsizliginin yardimiyla
1 [sinNt [t Cy
sup _/sm © (—) As(z,t)dt| < —3/t_1/2dt
0<z<b|TT t a s
0 0
 a0ya
B s

elde edilir. Boylece

N2 N
) 2 2C5+/a
]\}lm sup /w (Vi fw (Vi x) dp (1) — —/Cf (1) cos /pxdy/| < 2Cs/a
—00<z<b 7TO ™
burada a yeterince kiiciik secilirse
N2 N
. 2
am sup /w(\/ﬁ, Hw () dp (1) — ;/Cf (1) cos \/pzdy/p| = 0
== oo 0

elde edilir ki buda elde etmek istedigimiz sonuctur.
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4. DIiRAC OPERATORUNUN iKi SPEKTRUMA GORE
TANIMLANMASININ KARARLILIGI

Bu kisimda Dirac operatorii i¢in ayrik sinir kosullariyla tanimlanmig kararhilik prob-
lemi ele alinacaktir. Dirac operatoriiniin spektral teorisi hakkinda kisa bir 6zet verile-
cek olup detayh bilgiye [36] kaynagimdan ulagilabilir. Bu kisimda Dirac denkleminden
tiiretilen sinir deger problemi i¢in normlagtirict sayilarinin iki spektruma gore ifadesi
ve kararlilik teoremleri verilecektir.

4.1. Bir Boyutlu Dirac Operatorii

pik (i, k =1,2) [0, 7] araliginda tanimh reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak tizere

L(z) = Pu(@) pi (@) , D2 (x) =pa (x)
P21 (7)  p(x)

bir matris operatorii olsun. y (z) iki bilegenli bir vektor fonksiyonu

T 0 1 10
Yy = v (@) ve B = , I =
Yo (2) -1 0 0 1
olmak {izere
d
B—+L(z)—X|y=0 4.1.1
(B +2@-r)y (a.11)

denklemi iki adet birinci mertebeden

Yo () + 1 () y1 () + 12 (2) v () = Ay (2),
—y (@) + pa1 () 1 () +p22 () 2 () = Ay (2)

adi diferansiyel denklem sistemine denktir.

Burada V (z) potansiyel fonksiyon, m parcacigin kiitlesi olmak iizere pjs () =
po1(x) = 0 ve p1y(z) = V(z) + m, pea(xz) = V (x) — m iken relavistik kuantum
teorisinde (4.1.1) sistemi 1-boyutlu stasyoner Dirac sistemi olarak bilinmektedir.

2-boyutlu uzayin her diizgiin ortogonal doniistimii

cosp (r) —sine(r
- [P @ —sme
sinp(x) cosp ()
seklinde bir matris ile tanmimlamir. y = Hz olacak sekilde (4.1.1) denklemine baz

islemler uygulanirsa
dz 15 d 1
B—+|H B—H+H 'LH|z= M2 (4.1.2)
dx dx
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denklemi elde edilir. Burada Q = H'B d%H + H~'LH matrisi hesaplanirsa

_1 arctan 212 ()
P ) = g arctan e b (@)
Q="
0 7r(z)

seklinde elde edilir. Buna gore (4.1.1) denklemi

0 1 T 0
%—l— P() z2= Az (4.1.3)

1 0 ) dx 0 r(x)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin 1. kanonik formu denir.
Simdi izQ (z) = p(x) + r (x) = 0 olacak sekilde bir bir ¢ () fonksiyonu segilsin. Bazi

islemler yapilarak

elde edilir. Buna gore (4.1.2) denklemi

0 11)dz [pr@) g

= = 414
~10 )dv N .

q(x) —p(z)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin 2. kanonik formu denir. (4.1.3) ve
(4.1.4) denklemlerine (4.1.1) sisteminin kanonik formlar1 denir. (4.1.1) denklem sistem-
lerinin spektral teorisinin gesitli sorunlarini incelerken bu veya diger kanonik formlardan
faydalanmak bize kolaylik saglar. Ornegin, dzdegerlerin ve dzvektor fonksiyonlarimim
asimptotik davrams: aragtirilirken ve keyfi vektor fonksiyonunun (0 ve 7 noktalarinda
homojen smur sartlar saglandiginda) (4.1.1) denklem sisteminin 6zvektor fonksiyon-
larina gore agilimu incelenirken, (4.1.3) kanonik denkleminden faydalanmak kolaylik
saglar. Sonsuz aralikta verilmis (4.1.1) denklem sisteminin 6zdegerlerinin asimptotik
davranigt ve ters problem incelenirken de (4.1.4) kanonik denkleminden faydalanmak
kolayhk saglar.

(4.1.3) kanonik denklem sistemi igin p (z) ve r (z) [0, 7] araliginda tanimlanmig reel

degerli siirekli fonksiyonlar olmak {izere

Yo+ (p(r) =Ny = 0,
yi—(r(@) =Ny = 0, (4.1.5)



Y2 (0)cosa+y; (0)sina = 0,

Yo (m)cos S+ y; (m)sinfg = 0 (4.1.6)

sinir problemi ele alinsin. Herhangi bir A; degeri i¢in bu problemin sifirdan farkl

R Y1 (2, M) o
¢oziimii y (x, A1) = olsun. Bu durumda \;’e 6zdeger, buna karsilik

Y2 (37 ) )‘1)
gelen y (z, \;)’e 6zvektor fonksiyon denir.

Lemma 4.1.1. \; # Ay olmak iizere \; ve Ay 6zdegerlerine karsihik gelen y (z, A1) ve
z (z, Ag) Ozvektor fonksiyonlar: ortoganaldir. Yani

™

/y1 (2, A1) 21 (2, Ao) + 2 (2, A1) 22 (2, Ag) dx =0
0

olur.

Lemma 4.1.2. (4.1.5)-(4.1.6) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

4.2. Normlastirici Sayilarin Iki Spektruma Gére Ifadesi

pi (z) ve ¢; (z) (i = 1,2) fonksiyonlar1 C* [0, 7] simfindan, reel degerli fonksiyonlar

Qi(z) = pi(z) @ (x) B= 0 1 = Y1 ’
gi () —pi(z) -1 0 Yo

ve A spektral parametre olmak iizere

Ly = By + Qu(z)y = Ay, (4.2.1)
Dirac denklemiyle [0, 7| kapali aralig1 tizerinde

0)cosa+ y2(0)sina = 0,
(0) s+ 15(0) 22
yi(m) =0

ve
y1(0) cos B + y2(0) sin 8 = 0,

yi(m) =0

sinir sartlariyla tamimlanan 6zdeger problemleri ele alimsin. Burada 0 < o < 7 ve

(4.2.3)

0 < B <, a# [ sartiyla alinan reel sabitlerdir.
(4.2.1)-(4.2.2) probleminin 6zdegerleri {1 ,,} ™ ve (4.2.1), (4.2.3) probleminin 6zdeger-

.o . o0 o . .
leri ise { y ”}—oo dizileri olsun.
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(4.2.2) ve (4.2.3) sinir kosullar ile

Loy = By + Q2(z)y = My (4.2.4)

denklemini ele alalim. (4.2.2), (4.2.4) probleminin 6zdegerlerini {A,,}™  ile (4.2.3),
(4.2.4) probleminin dzdegerlerini { MZ,n}iooo ile gosterelim.

(4.2.1) ve (4.2.4) denklemlerinin

©1 (A, 0) =sina, @y (A,0) = —cosa (4.2.5)
o v ae . ¥1 ()‘7 .’L')
baglangic kogullarmi saglayan c¢oziimleri sirasiyla ¢ (A, x) = ve
P2 ()\7 x
D1 (A x
o\ x)= P (%) fonksiyonlar1 olsun.
@2 ()‘7 .’L')
a1, By, as ve B, reel sabitler olmak tizere 6zdegerler igin asimptotik formiiller
1
Mn=n——+22 40 (—2) (n=+1,42,.), (4.2.6)
T n n
B B 1
=n——+—+4+0|— =+1,42, ... 4.2.7
Hin n . + n + n2 )’ (TL ) ) )7 ( )
1
Agn—n—9+%+0(—2), (n=+1,+2,..), (4.2.8)
T n n
B, B 1
—n-2+220(= — 41,42, ... 42.9
pon=n-"4 20 (L) ) (4.29)

formundadir [11].
(4.2.1)-(4.2.2) probleminin normlagtiric1 sayilar1 ve spektral fonksiyonu sirasiyla n € Z

olmak {izere

L A>0
A >\1n A arn
A1,n = f {90? ()‘1,717 ) + 902 )‘1 iy L }dl' P1 ()\) "= 1
0 - > o= ,A<0
A<M "

seklindedir.
Benzer sekilde (4.2.2), (4.2.4) probleminin normlagtirict sayilar1 ve spektral

fonksiyonu sirasiyla n € Z olmak tizere

~ Ao p <A
{2 N, @) 4+ @2 My ) b d, py () = "

A2.n =

O—5
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seklindedir.
Spektral verilere gore potansiyel fonksiyonun elde edilmesi problemi ters problem
olarak adlandirilir. Kanonik Dirac operatorii icin ters problemin iki spektruma gore
¢oziimii Gasymov and Dzhabiev tarafindan [9] ¢aligmasinda verilmigtir. O halde bu
calismadan faydalanarak (4.2.1)-(4.2.2) ve (4.2.2), (4.2.4) problemlerinin normlagtirici
sayllarinin iki spektruma gore ifadesi sirasiyla
sin(a— ) 1 Ak — A

, (n=41,£2,.),
Mn — Al oo M1k — Al

a1.pn =

sin(a = f) 1Ak = 4y g )

A2.n = )
Hon — A2 e oo M2k — Azn

formiilleri ile verilir [9]. Burada H/ sembolii k& = n. terimin sonsuz ¢carpimdan ¢ikarildigini

gostermektedir.

4.3. Iki Spektruma Gore Kararlilik Problemlerinin Tanimlanmasi

Bu kisimda hem (4.2.1)-(4.2.2); (4.2.2), (4.2.4) problemlerinin 6zdegerleri hem de
(4.2.1), (4.2.3); (4.2.3), (4.2.4) problemlerinin 6zdegerleri kendi aralarinda 2N +2 sayida
cakigtiginda L, ve Ly operatorlerinin farki icin bazi egitsizlikler elde etmeye ¢alisacagiz.
Ik kararhlik teoremini asagidaki sekilde verelim.
Teorem 4.3.1. {\;;.} ve {1} (j = 1,2) 6zdegerleri 2N + 2 adette cakissmlar dyleki
srasiyla k = 1,2, .., N + 1 igin A x = Aok iy = Hoy ve k= —1,-2,...,—N — 1 i¢in
ALk = Aok 3 g g = Moy Olsun. O halde sirasiyla A > 0igin k > N+ 1, n < % ve A <0
icmk<—-N-1,n> —% sartlar1 altmda N > 2K, N > 2K iken

Vi {mM-my <] 200G A0 (4.1

—co <A< Aelpy (3) A <0

—%<)\<oo

esitsizlikleri s6z konusudur. Burada

K_km;aﬂ+0(i)’R_U%—ﬁﬂ+0(i)’
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ve ~
(2 +2K) (1+ %)
N

A=
seklindedir.
Ispat Spektral fonksiyonlar arasindaki fark

Z (alln_a;n) ’)\20

>\1,n<)\

Z (a;n_alln) ’)\<0

)\<)\1,n

p1(A) = py(N) =

seklindedir. = Burada spektral fonksiyonlar farkinin total salinimi igin sirasiyla

)\0 < )\N+2 ve A\_ny_a2 < )\6 IQIH

max 1—2221p (X)) ,A>0
Var {p(A) —pa (N} < e | _ % \ 3\ <0 (4.3.2)
—00<A<A0 /{?fﬁ oL P2 (Ag) A<

Ag<A<oo
esitsizliklerine sahibiz. Spektral fonksiyonlar arasindaki farki degerlendirmek igin (4.3.2)
denkleminin sag tarafindaki mutlak degeri hesaplamaliyiz. Bu teoremi iki agamada is-
patlayacagiz. Ik olarak pozitif 6zdegerler icin yani \g < Aypo icin k > N+1ven < %

kogullar1 altinda spektral fonksiyonlarin total salimimini hesaplayacagiz. Ao < Ani2

igin
o (Me— Ain — Ao
max |1 — Ym = max |l — H (A1 L )(Mz,k 2 ) (4.3.3)
n<% az n n<% k—=N12 ()\Z,k — )\2771) (,ulvk — )\Ln)
esitligine sahibiz.  Bu durumda sadece pozitif o6zdegerler cakismaktadir, yani
k=1,2,..,N+1igin Ay, = Ay Ve iy ) = pl, olur. Burada
1 (e = Aa) (o — A2
k—N12 ( 2.k — 2,n) (Ml,k - 1,n)
sonsuz carpimi ele alinsin. O halde
- )\1 k )\1 n
Inv, (\,) = In | ———
¥, (\n) k% n (AM e
o0 )\ n
Y (e
k=Np2  NHLET ALn
ve
- A2k — ALk
Inv, (A\,)| < In(1—-—=
o)) £ P (1o M
k=N+2 ,
+ Y | (1 - M) ' (4.3.4)
k=N-+2 Fag = Ao




esitsizliginin saglandig1 kolayca goriiliir. Burada £ > N + 1, n < % igin

Aok — A —
2.k 1,k 1, M1 — Mok <1
Aok — Ain M1k — A2

esitsizligi agikca goriilmektedir. |z| < 1 igin

2
In(l1—-2)<
R e

esitsizligi gegerlidir. O halde (4.3.4) denklemi i¢in

oo §\\2,k_i1,k
2,k—\l,n
1 _ A2 k—ALk
k=N+2 A2,k —A1n
00 M1,k—l)\i2,k
M1, —A2,
+ ) . (4.3.5)
1— M1,k —H2 K
k=N+2 “1,k_>‘2,n
esitsizligine sahibiz.

(4.2.6), (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) 6zdegerlerin asimptotik deger-
lerinden £ > N +1, n < % i¢in

Aok — Ak
)\Z,k - )\l,n

5 10 ()
e
)\Z,k (1 B >\2,[J[V+]2])

D) NG

ve

it | PEEO(E) | K(+5) (43.7)
Hrse = dam LAY | NGy )
'ul’k 1 N M1, N+42

esitsizlikleri saglamir. (4.3.6) ve (4.3.7) esitsizlikleri (4.3.5) denkleminde yerine konu-
lursa

_Kgy) _RQtgy)
Iy (A)] < (+4N+2N2> . (+4N+2N2>
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elde edilir. Burada N > 2K, N > 2K icin

2K (145 ) 2K (145% )
In ¥ = —
@ (Aa)] - < L 1;%) + - 2K(1;%)
2K (145%) 2K (145%)
N N
< 1 2K (1+5%) + 1_ 2f<(1f%)
2K 2K
2 (K + f() (14 5%)
<

elde edilir. O halde (4.3.3) esitliginden

2(K+K) (1+3%)
< exp N -1

1_ %m
a2,n

max
n<%

yazilabilir. Ustel fonksiyonun seriye acilimi kullamlarak veya e* —1 < ze? esitsizliginden

2(K+K) (1+5%) wcm(igh
< N e N (4.3.8)

al,n

max |1 —

N
n<sg

a2,n

esitsizligi gecerlidir. (4.3.2) ve (4.3.8) denklemleri birlikte incelenirse A > 0 i¢in

Var y {01 (N) = p2a (N} <y

—OO<>\<5

N 2 (K+ f() (1+35%) 20ci) (e gk
&)
denklemi elde edilir. Boylece teoremin birinci kisminin ispati tamamlandi.

Ikinci asamada benzer iglemleri 6zdegerlerin negatif oldugu durum icin yapacagiz. O

halde A < 0 i¢in spektral fonksiyonlar farkini ele alalim. Burada k = —1, -2, ..., =N —1

igin A\ = Aok Ve [y = [y Olsun. (4.3.2) denkleminden

a2,n

A1.n

~N-2
Aok = Aan) (111 = M)

- : : : ’ 4.3.9

H (A e = Ain) (lu27/f - )\27”) ( |

max
n>—%

= Imax
n>—%

k=—o00

yazilabilir. Burada

_N-2
Aok — o) (Hyg — A1n)

W, (A,) = : : ’ :
? ( ) H ()\l,k - )\l,n) (Mz,k - )\Z,n)

fonksiyonu tanimlansin. Eger pozitif ozdegerler i¢in yukarida yaptigimiz iglemlerin
W, (X)) < >

A — Ao k) '
In{1—-———
= ( ALk — A2

~N-2 I
n (1 Mok l,k) '
Ho g — Al

k=—o00

benzerleri tekrarlanirsa
_N-2




bulunur. k < —-N —-1ven > —% i¢in

AL — Ao L Pk T Pkl
)
ALk — A2 Po g — An
gecerli olup buradan
_N—2 Al,k_)\2,k _N—2 Mo k—H1k
)\1’13—)\2, M2,k_)‘17
In ¥y (\,)] < § L+ § - (4.3.10)
1_ AL k—A2,k 1 — | H2eFak
k=—o0 >\1,k_)\2,n k=—o0 M2,k_>‘1,n

esitsizligi agikca goriiliir. Simdi 6zdegerlerin asimptotik formiilii ile

Ak — Aok et + 0 (#)
_ o A
T I (e
. K(1+5) B K(1+5%)
(=k=3)(F+3) NGE+4&+e)
ve
Haw = | _ | BF2 40 () . K(+5y)
Ho g — An

A 1 13 3
MZk(l_ LH]]) N (3 +ix + o)

H2 N+2
esitsizlikleri saglanir. Bu egitsizlikler (4.3.10)’da yerine konulursa

K(l-&-%) i<(1+%)

V33 i) V33 )

In¥, (\,)] <
|n 2( )| o K(1+%) + - f<(1+%)
VA es) VIR
2K (1+5% ) 2K (1+5% )
< N i N
1_ 2K(1;%) 1_ 2K 1;%
elde edilir. Son esitsizlikte N > 2K, N > 2K icin
2K (1+45% ) 2K (1455 )
N N
|1n \IJZ ()\n)| < - 2K(1+%) + L 2]2(1—&-%)
2K 2K
< (25 +2) (1+ %)
N

yazilabilir. Burada iistel fonksiyonun seriye agilimindan faydalanilarak

(2 +2K) (1+ %)
N

a2,n

max |1 —

N
n>—=5

< exp

A1n

<2K + 2[() (1 + %) (2K +2K) (145
< N e N
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esitsizligi gegerli olur. (4.3.2) denklemi ve son egitsizlikten (4.3.1) denklemi A < 0

durumu i¢in elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.4. Coziim Fonksiyonlarimin Kararhlig:

(4.2.1)-(4.2.2) probleminin ¢oziimiinii ¢ (A, x) ve (4.2.3), (4.2.4) probleminin ¢oziimiini
¥ (A, x) ile gosterelim. Bu kisimda ¢oziim fonksiyonlar: arasindaki farkin toplamimin
normu i¢in bir sinir elde ettigimiz teoremin ifade ve ispatini agagidaki sekilde verecegiz.
Teorem 4.4.1. Teorem 4.3.1’in sartlar1 altinda ve pozitif 6zdegerler icin 0 < \ < %

ve negatif ozdegerler icin —% < A < 0 durumunda sirasiyla

}(901 (Az) — 1 (A, 37))2 + (2 (A, 2) =y (A, 5’7))2} <

esitsizlikleri gegerlidir. Burada

0 (z) = fdf 1p; (s)+ 45 (3)|ds, (j=1,2)

seklindedir. Teorem 4.4.1’in ispatin1 vermeden 6nce ispat siirecinde kullanilacak olan

gerekli bilgi ve Lemmalar1 verelim.

AT AT
o(\x)= #1(02) ve ¢ (A, x) = v (Aa) fonksiyonlar1 sirasiyla (4.2.1) ve

P2 ()‘7 .’L') 1/}2 ()‘737)
(4.2.4) denklemlerinin

v (A, 0) =sina, ¢y (A,0) = —cosa, (4.4.1)

¥y (A, 0) =sinf, 1y (A, 0) = —cos 3 (4.4.2)

baglangi¢ kogullarini saglayan ¢oziimleri olsun. K (z,t) ve H (z,t), 2 X 2 boyutlu ve

siirekli diferansiyellenebilir karesel matrisler olmak iizere doniistim operatorii yardimiyla

T

v (A ) :¢(A,x)+0fK(x,t)w(M)dt,

b (A x) =9 \a)+ [H(z,t)p(At)dt
0
esitlikleri yazilabilir [39]. Yukarida i (A, z) ve ¢ (A, x) ¢oziimlerini birbirine doniigtiiren

operatorii kisaca [ + K ve I + H ile gosterelim. Yani

p=I+K)y,
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v=0U+H)g

olsun. K (z,t) cekirdegi
BK. (z,t) — Q1 (z) K (z,t) = K (2,t) Q2 (t) — K| (x,t) B

denklemini ve

Q1 () + BK (z,2) = Qs () + K (z,2) B,
K (2,0) B (A, 0) = 0

sinir kogullarim saglar.

BK (z,z) — K (z,2) B= Q1 () — Q2 (),
BH (z,x) — H (z,2) B= Qs (z) — Q1 (x)

oldugu kolaylikla goriiliir.

I\ z
Lemma 4.4.1. I;(\,z) = ; (o) , (7=1,2), 2 x 1 boyutlu matris olmak
17 (N x)

tizere ImA\ # 0 olacak sekilde tiim \’lar i¢in

T

I (A, ) —_71/1 (1, ) dp; (1) OfsoT Nt o (p,t)dt, (j=1,2)

esitligi saglamir. Oyleki py 5 (1) = py (1) — py (1) olmak tizere ¢oziim fonksiyonlar: fark:

igin
T

) = () = = [V () dpyy () [ D eyt (443)

esitligi gecerlidir.
Ispat Ilk olarak j = 1 icin

T

L(Ax) = _joso(u,x)dpl (1) OfsoT(A,t)sO(u,t)dt

+_7O (He) () dpy (1) Of el () @ (p,t) dt (4.4.4)

integralleri gz 6niine alinsin. Eg yakimsaklik teoremleri ile (4.4.4) denklemindeki ilk in-
tegral mevcuttur ve o (\x) esittir. Burada (Hyp) € L2 ve
fxgoT (A t) @ (p,t)dt € L2 seklindedir. O halde Dirac Denklemi i¢in Parseval esitligin-
?ien f(xz) = ¢ (A x) alinarak

p(A\z)= _70 o (1, ) dpy (1) OfsoT (A1) (p,t) dt
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yazilabilir. Burada son esitligin her iki tarafi H (z,t) ¢arpihp 0’dan z’e integral alinirsa
(4.4.4)’te ikinci integral ¢ (A, z) — ¢ (A, x) esittir. Bu durum [; (A, z) fonksiyonunun

varlhigini ve

1
esitligini dogrular. I (A, x) fonksiyonuna tiim M’lar i¢in es yakinsaklik teoremi uygu-
lanirsa
—00 0
+ [ (pax)dpy (1) [ (A1) (K) (i, 1) dt
—00 0
1

o0

+_f Y (1, ) dpy (1) OfoftgoT (At K (t,7) 9 (u, 7) drdt

= %gp (A, z) —i—% (jgoT (A ) K (t,7) dt) h

= %gp (\, ) (4.4.6)

elde edilir. Burada (4.4.5) ve (4.4.6) denklemleri birlikte degerlendirilirse Lemma
4.4.1’in ispat1 elde edilir.

Lemma 4.4.2. pis(x) = p1(z) — pa(x) ve q12(z) = ¢1 (z) — ¢2 (x) olmak tizere
Im\ # 0 olacak sekildeki tiim N'lar ve 0 < < oo igin

(o1 (A, ) — 2y ()\ 37))2 + (2 (A, ) — s (A, 5’7))2
_ sin(5— fso )Y (o) + et (A x)Y (M)
= A

dpl,z (M)

{fpu ) {1 O 1) (A t) — 0 (M £) 4 (A 1))

a0 (0 Out) 2 0) + 6 Out) 6 0 t>}dt}

x f 7 1/;\( ’x)dﬂl,z (1)
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{jplg ) {r (1 1)ty (1, 0) — 03 (1, 0) by (s 1))

s () (01 0 )wzvut)+@%(u,ﬂva(u,ﬂ}dt} (44.7)

esitligi gecerlidir.
Ispat Lemma 4.4.1’in yardimiyla tiim \’lar icin
Lz = [ o) dp; () [¢7 (A1) (p,t)dt, (j=1,2)
—00 0
ve

V) ~ o () = = ] @ () dpng () [T (0 0) % ()

esitliklerine sahibiz. (4.2.1) denklemi (4.4.1) siir kosullariyla ele alinirsa

f@T O\ t) o (u,t) dt = @1 (1, @) @ ()‘737))\ : /9172 (@) o1 (A, ) (4.4.8)

denklemi elde edilir. (4.4.8) denklemini (4.4.3)’te yerine koyarak

90()‘737) _1/}()‘737) =
7" (1, 2) {1 (1, @) 0 (N, @)
o w—A

—e Do MDYy (44)

formiiliine sahibiz. Benzer esitlik ¢ (A, x) igin

@ (A, 3?) V(A )=
f @ (1, ) {thy (1, ) ¥y (A, @) — by () by (A, @) }
= A

dpy 5 (1) (4.4.10)

seklinde yazilabilir. Burada (4.4.9) denkleminden (4.4.10) esitligi ¢ikarilirsa

0 o O x)_j" (1, ) 1 (1, xA)L : s: (ks @) by (p, @) dpy» (1)

+{oy (A7) — z)} f 1/11)\(/% )dpl,z (1)

_901()\’1,)_701/1(/17 )902(:u7 2:)\( 737)1/12(%37)

(:ua l‘) 1/}2 (,u T
0

dpl,z (M)

) e Oy JEEDEID 0, ) )
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sonucuna ulagihr. (4.4.10) ve (4.4.11) denklemlerini sirasiyla (¢ (A, ) — ¢ (A, z))" ve

YT (X, z) soldan carpihirsa

{eva) =y )} {o (N 2) —p (A o)} =
T ) o) — 0 (0 ()
X 1hy (1, ) hy (A @) — by (1, 2) g (A @) }dpy 5 (1) (4.4.12)

ve

0 = wT(}\’x)SOZ()\’x)_jo ('u’x)%(M’x/i:f(ﬂ’x)wl('u’x)dpl,z(ﬂ)

0 () L ) = v )} T 2 )91 (1 0) )

nw—A
_wT()\,l')gOl()\,l')_}ow('u’ )@2(:“7/1 9)\0( )1/}2(:u7 )d 172(,u)
o (p, ) ¢ ( x)

‘H/JT (A z) {¥ (A, 2) — 1 (A, 2)} f dpl,z (1) (4.4.13)

o
olur. (4.4.12) denkleminden (4.4.13) denklemi gikarilirsa

(901 ()‘7 :L') - 1/}1 ()‘7 x))Z + (902 ()‘7 :L') - 1/}2 ()‘7 x))Z =
{1 (A, 2) by (N, ) — 0 (N, ) 1y (A, x)}_f % (M;L:U) Y (p,x

—A
' (A 2) Y (A )
% ® Yy (Max) 902(

— 00

)dpl,z ()

1, :LZ - 1)/\12 (1, 2) ¢y (s ) | o s (1) (4.4.14)

elde edilir. Simdi (4.2.1) denklemi (4.4.1) ve (4.4.2) sinir kogullari ile ele alinsin. (4.2.1)
ve (4.2.4) denklemleri

s+ {p1(2) = A}y + @1 () o= 0,
—o1+ @1 (@) oy — {p1 (2) + A= 0,
Yy + {pa(r) =AYby + 2 () 1hy= 0,
—n + @2 () 1y — {pa(@) + Apthy=0

seklinde yazilabilir. Burada yukaridaki denklemler sirasiyla —;, —4, ¢, o carpilip

taraf tarafa toplanirsa ve 0’dan x’e integrali alinirsa
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Yy (N ) o1 (A, @) — 0 (N, @) ¥y (A, 1) =
sin ( ) + of (@) {1 N 2) ¥y (A @) — @ (A, 2) by (N, )} da

T

+0f(Q1 () — g2 () {tby (N, ) oy (A, ) + 0y (N, 2) oy (N, ) }dx (4.4.15)

elde edilir. (4.4.15) esitligi (4.4.14) denkleminde yerine konulursa

(o) = 2))* + (02 (A7) — ¥y (A, 2))° =
f O (1, )Y (p, ) + 7 (N, 2) b (N, z)
s n— A

sin (8 —

i (001 001 Ou0) — Ot vy ) 2D g,
a2 () (6 00 )+ 0, 0y )y i [ ELD BT g
" (N )y (A @) J dili(f) Of pre () {o1 (1, 8) y (1,1) — 0o (1, 8) Wy (1, 1)}

S Oau ) L]

—00

41,2 (t) {1/}1 (:ua t) (%) (:ua t) + 1/}2 (:U" t) Y1 (:ua t)} dt

formiilii bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur. Simdi Lemma 4.4.2°’yi ImA\ —
0 iken tiim A’lar igin ispat edelim. Ciinkii (¢ (A, z) — 1 (A, z)) igin yeni bir formiile
ihtiyacimiz var. Elde edilecek olan formiiller (4.4.3) ve (4.4.7) es zamanli denklemlerinin
genellegtirilmis halleridir. I = (a,b) herhangi bir aralik ve C'I bu araligin eksene

tamamlayict araligi olsun. (4.4.9) ve (4.4.10) formiillerinin yerine sirasiyla

eNz) = (\x) =
—! O (1, ) dpy o (1) Of " (A1) @ (u, t) di

©1 (1, 7) 09 (N ) = @9 (11, 7) 91 (N, x)dpl , (1)

+Cf11/1(u,:v) Y

ve

90()‘737) _1/}()‘737) =
_!90 (1, ) dpy o (1) 0f¢T (A, ) (p,t) do

Py (1, ) 1y (A x/i : 1)/\}2 2 x)dpl,z (1)

+Cf190(u,x)
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yazilabilir. Lemma 4.4.2’nin ispatina benzer iglemler yapilarak (4.4.7) formiilii elde
edilir. Simdi bu bilgiler 1s181nda esas teoremimizin ispatini verelim.

Teorem 4.4.1’in ispatl

(4.2.1) denkleminin (4.4.1) sartin1 saglayan ¢oziimleri agagidaki integral denklemlerini

saglarlar, [36]
pr(Ax) = sin(Az+a) + Of {p1(s) @1 (5) + a1 (s) oy (5)} sin A (z — 5) ds
—l—Ofx {q1(s) o1 (s) —p1 () @y ()} cos A (z — s)ds,
vy (N\z) = —cos(Ax+ ) — f{pl () +q1(8) py(s)}cosA(x —s)ds
101961 (5) = p1 (5) 22 ()} sin (= ) s,
Bu sistemler agagidaki sekilde ardisik yaklagimlar metoduyla ¢oziilebilir. Burada
010N z) =sin(Az + ), @0 (X, x) = —cos (A + )

olmak {izere

Z@ln (A @), @ (A 2) Z@zn)‘x

n=0
seklinde olup iterasyon yardimiyla ¢oziim fonksiyonlar: igin

Crat 1) = [ a1 (5)eosA(x = 5) 4 1 ()5 A (1 = ) oy (1, ) s
+] ()50 (= 5) ~ py(5) cos X (1 = 5) 2 (. 5) .

Gona 1) = [ {=pr(s)cos A (= 5) 4 ()i A (= )} ¢, (1.5) ds
= 1 (9)sin Az = ) + 01 (5)eosA (= 5)} (A 5) ds

esitliklerine sahibiz. O halde

J?——

[Pran o)) < S o (8) + a1 ()} 0, (0v8)] ds

J?——

+ f le ) +a1(s)} o, ()\,S)}ds

+A f {p1 (s) + a1 ()} 10 (N, 8)| (2 — 5) ds

T=%

+A f {1 (5) + a1 ()} o (N, 8)| (& — 5)ds. (4.4.16)

T=%
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(4.4.16) esitsizligine Newton-Leibniz formiilii uygulanirsa

}901 n+1 (A } <A f le s)+q1(s)} {901,n (A, 8) + P (A, S)Hdsa

z—%

}901 n+1 (A ) } < )\f f Ip1 (s) + q1 (s)] }901,71 (A, s) + Pon (A, 5)} dsdt

A

elde edilir. Simdi sirasiyla n = 0, 1,2 igin ¢, ,, fonksiyonunun terimleri yazilirsa

}901,0 (A, 5’7)} <1, }902,0 ()‘75’7)} <1,

}901,1 (A, 37)} < )‘de f Ip1 () + a1 (5)] }901,0 (A, 8) 4 @90 (N, S)} ds

- (orn(e-2)

}902,1 (A, 37)} < )‘de f Ip1 () + a1 (5)] }901,0 (A, 8) 4 @90 (A, S)} ds

U ,\

_ 2)\(01(3:)—0'1 @-%))

}901,2 ()\737)} < de f Ip1 (s) + q1 (s)] }901,1 (A, s) + a1 (A, S)} ds

(1= (+3))

- f f Ip1 (8) + a1 (5)] ds

}901,71 ()‘75’7)} <

esitsizlikleri elde edilir. Boylece n — oo iken

o1 (A, )] < exp {QA (al (2) — 0y (:1: - %)) } (4.4.17)

oldugu gortiliir. Benzer sekilde

3 (A, )| < exp {QA (al (2) — 0y (x—%))} (4.4.18)

|ty (A 2)| < exp {QA (02 (2) — oy (x — %)) } , (4.4.19)
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|1y (A, 2)| < exp {QA (02 (z) — o2 (x — %)) } (4.4.20)

esitsizliklerinin saglandig acgiktir.

Lemma 4.4.2°de, I = (O, %) alinirsa
(01 (AN @) — ¥y (N, 2))? + (05 (A, ) — ¥y (N, 2))?
= T (A a) Oiw (,7) dpr (1) fso (A t) o () dt

T (A ) fw ) oy () [ (8) 6 1)
+sin (8 _fgo Sl )w(u,xj_)\ ()\’x)w()\’x)dpl,z (1)

{fpu ) {1 82y (N t) — 0 (M) s (A, 1)} dt

+fq12 ) {1 (0 ) 03 (A1) + 3 (A ) 01 (A t)}dt}

X%f ;L 7)Y (11,2) dpy 2 (1)

- A
FoT () () 2

2

{fplz ) {n (1) thy (12 7) — 0 (1, 8) sy (1 1))

- fora (006, (0.0) 23 00+ 3 1), (0.0} dt}

elde edilir. Son esitlik negatif zdegerler igin I = (—%, O) alinarak yazlabilir. (4.4.17)-

4. esitsizliklerinden 0 < A < 5 icin
(4.4.20) esitsizliklerinden 0 < X < & ici

esitsizligi yazilabilir. Teorem 4.4.1 vasitasiyla 0 < A < % i¢in

}(901 (A x) =y (A, 37))2 + (2 (A 2) =¥y (A, 5’7))2} <

8exp {4)\ (al (z) — oy (:1: — %) + 09 (z) — 09 (:c - %)) }
x Ae?p, (g)
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elde edilir. —& <\ <0 aralig icin

}(901 (A ) =1 (A, 5’7))2 + (P2 (A, ) — ¥y (A, 5’7))2}

<
Bexp {4A (al (2) + 02 () — o (”“" - %) o (x - i))}

dpl,z (N)

“—o

X

ol

esitsizligine sahibiz. Buradan Teorem 4.4.1 vasitasiyla

}(901 (A @) — by (A, 5’7))2 + (02 (A @) —1hy (A, 5’7))2} <

Sexp {4A (01 (&) + 02 (2) — o1 (””7 - %) e (x - i)) }
<, (-3)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. BESSEL TiPLI TEKILLIiGE SAHIiP STURM-LiOUVILLE PROBLEMIi
ICIN KARARLILIK TEORISI

Bu kisimda Bessel tipli tekillige sahip Sturm-Liouville operatorii i¢in Dirichlet sinir
kosullariyla tanimlanan problem ele alinacaktir. Bu problem igin 6zdegerlerin ve 6z-
fonksiyonlarin asimptotik formiilleri, normlasgtiric: sayilarim iki spektruma gore ifadesini
iceren bir formiil ve spektral fonksiyonlara ve dzfonksiyonlara gore kararlilik teoremleri

verilecektir.

5.1. Kararlilik Probleminin Tanimlanmasi

q1 (x) reel degerli fonksiyon ¢ (r) € L?(0,1) ve [ negatif olmayan tamsay1 olmak

lzere
Liy=—y" + (q1 (x) + l(l;; 1)) y=y, 0<z<1 (5.1.1)
denklemi
y(0)=0,9(1)=0 (5.1.2)

sinr kogullar: ile ele alinsin. (5.1.1)-(5.1.2) probleminin 6zdegerleri {);,} olsun. Bu

ozdegerler ¢ (A, 1) = 0 fonksiyonunun sifirlariyla cakigiktirlar. Ayrica (ain), oy, l2
uzayinda bir dizi olmak tizere
A% L
M = (n+§) ™+ [q (@) de —1(1+ 1)+ ar, (5.1.3)
0

asimptotik formiilii saglamr [22]. L; operatorii L? (0,1) uzaymda self adjointtir ve
{A1,} ayrik spektrumuna sahiptir.
Simdi potansiyel fonksiyonun ¢ = 0 oldugu yeni singiiler Sturm-Liouville denklemi

I(1+1)

Loy = —y" + 2

y=2Ay (5.1.4)

(5.1.2) Dirichlet sinir kosullar: ile ele almsm. (5.1.2), (5.1.4) smir deger probleminin

ozdegerleri { A, } olsun. {Ao,} dizisi (agy),, oy € 2 olmak tizere
1\ 2
)\0771 = (n+§) 7'('2 —l(l+1) +a07n (515)

asimptotik formiiliinii saglar [5]. Simdi normlagtiric sayilar1 tanimlamak igin (5.1.1)

denkleminin

P (M1 =0, ¢ (\1) =1 (5.1.6)
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baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimii ¢ (A, z) olsun. A = A, Dirichlet 6zdegeri ol-
madig) siirece © — 0 iken v (A, z) fonksiyonu (0, 1] iizerinde regiilerdir ve ¢ (A, x) =
O (z7") asimptotigine sahiptir. (5.1.1)-(5.1.2) probleminin normlagtiric1 sayilar1 ve

spektral fonksiyonu sirasiyla

1
Qg = f1/12 (A, z) dx
0

ve

pr(A) = Z !

a
Ain<h LM

ile gosterilsin. Her n € N,! igin a; ,, normlagtiricr sayilarinin iki spektruma gore ifadesi

(nm)% (=1) 7" i (/o) T 2= Ao

A2 (Aow — Avn) iain Aom = At

oy p =

seklindedir. Burada j; kiiresel Bessel fonksiyonunu gostermektedir [22].
b o . o jl(\/)q,n) 2 g .. jl/(\/)\o,k) .
(Baz1 k € N igin A\, = Agx oldugunda, ok —hn kesrinin yerini RENCTS limit

ifadesi almahdir.)!

Diger taraftan ¢z () reel degerli ve L? (0, 1) simfindan bir fonksiyon olmak {izere

[(l+1
Lzy——y”+(qz(x)+ (:1:2 ))y—ky,0<$<1 (5.1.7)

Sturm-Liouville denklemi (5.1.2) Dirichlet simir kogullariyla ele alinsi. (5.1.2), (5.1.7)
probleminin 6zdegerleri {\,,,} olsun. L, operatorii L? (0,1) iizerinde self-adjointtir ve

A% L
Ao = (n + 5) ™+ [go (@) de — (1 + 1)+ azy (5.1.8)
0

asimptotik formiiliinii saglayan ayrik spektruma sahiptir. Burada (as,,) [y uzayina

neN?
ait bir dizidir.

(5.1.7) denkleminin (5.1.6) baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimii ¢ (A, x) ile gosterilsin.
O halde (5.1.2), (5.1.7) probleminin normlagtirici sayilar1 ve spektral fonksiyonu sirasiyla

1
Qop = fgoz (An, ) dx
0

ve
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seklinde verilir. «,, normlagtirici sayilarmin iki spektruma gore ifadesi ise her n € N
igin
L n+1l -
(W)2( D75 (Vo) 17 A2 — Ao

Qg p =
)\ ()\On )\Zn) H)\OW_)Q”

ile gosterilir.

5.2. Kararhilik Teoremleri

Bu kisimda iki spektra gore spektral fonksiyonlar ve ¢oziim fonksiyonlar: icin karar-
lilik teoremleri verilecektir. Daha detayl ifade etmek gerekirse sirasiyla (5.1.1)—(5.1.2)
ve (5.1.2), (5.1.7) problemlerinin {\;,,} ve {2, } 6zdegerleri N +1 sayida ¢akigtiginda
bu problemlerin spektral fonksiyonlarinin total salinimi ve ¢oziim fonksiyonlar: farki
icin baz1 sinirlar elde edilir. Elde edilen sonuclar ile bu problemlerin kararli olduklar
goriiliir.  Aymi zamanda bu kisimda dzfonksiyonlarin asimptotigine iligkin bir lemma
verilecektir.

Lemma 5.2.1. ¢ (z) € Ly (0,1) olsun. ’\/X’ > o (z) ve Imv/A > 0 igin

(s 31 s

o (x)

“ A (A @)

7 (5.2.1)

ve

'(1/1()\,:U)+Sin A(1—ax) cos A(l—xfl(ql l(l—i—l))dt)ei\/x(l_x)

2 A r
1 1 o2 (z)
< —3713 | 571 (l’) + oz (522)
e 27T

esitsizlikleri saglanir. Burada
L I(I+1
T o+ LD

1(1+1))
; L L+

dt

q1

'dt o (gc)—{1

seklindedir.
Ispat (5.1.1) denkleminin (5.1.6) kosulunu saglayan v (\, z) fonksiyonu

(A )= —Sin\/x\/(;_x +f151nf\/;_x)w(A,t) (q1 (t) + l(l;r 1)) dt

integral denklemini saglar. (5.2.1) esitsizliginin saglandigini gostermek igin

T(\x) = {¢ (A, x) + w} VA1) (Im\/X > o)

VA
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fonksiyonu ele alinsin. 7 (A, z) fonksiyonunun
T(\z) = flw 7 (At e—i\/X(l—t) . w
I(1+1 A
X (Q1 (t) + @) VA=) g4

t2

psin VA (t — ) iA(t—a Ld+1)
{ 7 T (A ) eV )(ql(t)+ = )dt

11 A
_Xf sin v/ (t — z)sin VA (1—1) eVA(t—2)

x VA1) (q1 (t) + M) dt (5.2.3)

t2

integral denklemini sagladig1 aciktir. Burada

m (A, x) = max |7 (A, 1)

0<z<t

fonksiyonu tanimlansin ve

sin VA ( — ) V()

1
< (t>x20,1m\520),
VA

A

’cos VA1 —x) VA1)

esitsizlikleri gz oniine alinsin [60]. Yukaridaki esitsizliklerden (5.2.3) esitligi

1
[ lq

<1, (Im\/Xzo)

1
ql (t) l(l+1 ’dt

z(z+1 ’ dt

m(\,x) <m(\ ) ’f’ + 5 A

seklinde tekrar yazilabilir. Boylece ’\/X’ > o (x) igin (5.2.1) denklemi elde edilir.
Simdi (5.2.2) denklemini ispatlayalim. Bunun igin

Lsin VA (t — z) sin VA (1 — t) I(1+1)
—{ 7 s\ (q1 () + = )dt

integrali ele alinsi. Trigonometrik fonksiyonlarin ¢zelliginden bu integral

{COS\/_(l—x)—COS\/_(Qt—:U—l)} (q1 () + MH_l)) dt

2)\ ¢
_ COS\/;;I —x)xfl (Q1 0 + l(lt—i- 1)) 5t
—iflCOS\/X (2t — 2z —1) (ql () + ihs 1)) dt (5.2.4)
2)\; t?
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seklinde yazilabilir. Burada (5.2.4) esitliginin sag tarafindaki ikinci integrale kismi

integrasyon uygulanirsa

xflcosﬁ(Qt—x— 1) (q1 () + l(l;_ 1)) dt

- (ql i+ 1)) Smm;tf; by

1L LI+1)Y
—m!smﬁ(%—x—l) (ql(t)—i- )dt-

t2

esitligi elde edilir. Son esitlik (5.2.4)’te yerine konulursa ve baz1 diizenlemeler yapilirsa

_zsin\/x\/(;—x)sm\/x\g—t) (ql(t)Jrl(l;rl))dt
i, COS z;l_x)z(ql(t)ﬂ(lt%l))dt
_% (ql(l)—i—l(l—i—l)—i-ql(x)—l—l(l;;l))
—|—K13/2xflsin\/X(2t—:c—1) (ql(t)Jrl(l;rl))/dt
o z;l_x)z(ql(t)ﬂ(lt%l))dt

—|—K13/2xfl{sin\/X(2t—x—l)—i—sin\/X(l—x)} (ql () + l(l;_ 1))/dt

esitsizligi bulunur. Bu son esitsizlik (5.2.3) denkleminde yerine konulursa

T(\z) = fl%\/(;_x%. (A1) oIVAt—2) (Q1 () + l(l;— 1)) ”

_1sin\/X(t—x)sin\/X(1—t) V(s I(l+1)
xf \/X \/X etVA( )(ql(t)—l— 2 )dt

< fl—sm VAL 28 (A1) VA (ql (t) + l(lthr 1)) “

Wf{smﬁu_x)+sinﬁ(2t—x—1)} (q1 (1) + l(l+1))/dt

(1 — z‘\/X(l—a:) 1 It 1
+COS[( 2;)6 f(ql(t)+7( ; ))dt

oldugu goriiliir. Son olarak (5.2.1) denkleminin sonucu kullanilirsa

'{1/1()\,37)—1— sin\/X\/(Xl—x) B COS\/Zg\l—:U)xfl (Q1 () + l(l;- 1)) dt} oVA(-2)
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! l(l+1) 1 Li+1)|
)vf)f £ '“+2|P”f% g |
1 o2 (1) 1

+ -0 (2)
3/2 _ o(x) 2
AT 1A

istenen esitsizlik elde edilir. Boylece Lemma 5.2.1in ispati1 tamamlanir.
Simdi bu kismin esas teoremlerinden biri olan spektral fonksiyonlara gore kararlilik

teoreminin ifade ve ispatini verelim.

Teorem 5.2.1. (5.1.1)-(5.1.2) ve (5.1.2), (5.1.7) problemlerinin {\;,,},(j =1,2)
ozdegerleri N + 1 sayida gakigsimn, yani m = 1,2,..., N + 1 i¢gin \;,, = A2, olsun.
Ohaldem>N+1,n<%veN22\/Zigin

N\ 8A (1 + L:2)% sa(i52)’
Var 1o (V) px»}<pl(—)——L—iﬂle e

—oco<A< ¥ 2 3m2 N2

esitsizligi gecerlidir. Burada

A_Oj|q2(t) g ()] dt+0 (#)

seklindedir.

Ispat Spektral fonksiyonlar arasindaki fark

=)= — (1_2:)

a
An<A b7

seklinde olup burada

% —1_ jl (\/ )\1,71) ()\O,n - )\2,77,) = (Al,m — )\1777,) ()\077—,1 — )\27”’)
Q2n jl (\ / )\2777,) ()\0,71 - )\Ln) mn ()\Z,m - )\2,77,) ()\O,m - )\1,77,)

seklindedir. Total salmimin tanimindan Ay < Ayy2 ic¢in

1 —

A1 n 1
_ < l——
_oov<c/l\7;AO {p(A) =P, (N} < AT?XAO Q2 Ln
AL <o
p1 (Ag) max |1 — 2Ln (5.2.5)
_ - 2.
0 An <o Qg

esitsizligi yazilabilir. Boylece A\g < An.io i¢in spektral fonksiyonlarin total salinimini
degerlendirebilmek icin (5.2.5) denkleminin sag tarafindaki mutlak deger fonksiyonu

ele almmalidir. Yani A\g < Ay.o icin

Oél,n

1— ﬁ (Al,m - )\1,71) ()\O,m - )\Z,n)

1 —
()\Z,m - )\Z,n) ()\O,m - )\1,77,)

max
n<%

(5.2.6)

= Imax
n<%

o
2Zn m=N-+2
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esitligi ele alinsin. Burada W ()\,,) ile

o0

()\lm - )\171) ()\Om - )\Zn)
¥ (\,) = m — Cnl\0m —
( ) H ()\Z,m - )\Z,n) ()\O,m - )\1,77,)

m=N-+2

sonsuz carpimi gosterilsin. O halde

= )\lm_)\ln — )\Om_)\Zn
InW¥ )\n — § ] Bt L § 1 Bt ek
|n ( )| n()\Zm_)\Qn)+ n()\Om_)\ln)
m=N+2 ’ ’ m=N+2 ’ ’
= )\Zm_)\lm = )\Qn_)\ln
< E In{1—-——>2— E In(1 : 2.7
o n( )\Zm_)\ln)'+ n( )\Om_)\lnﬁ )
m=N+2 ’ ’ m=N+2 ’

oldugu kolaylikla goriilir. m > N +1ven < % icin

)\Z,m - )\1,m
)\Z,m - )\l,n

)\2,71 - )\l,n

— e
)\O,m - )\l,n

<1 ve

esitsizliklerinin saglandig1 agiktir. Diger taraftan |z| < 1 igin

||
1= 4]

In(1-2)<

esitsizliginin saglandig1 kolaylikla goriiliir. Son esitsizlik gtz oniine alinarak (5.2.7)

esitsizligi
o >\2,m_>\1,m oo >\2,n_)\1,n
>\2,m_)\1,n )‘0, _)‘17
I (A) < + ) — (5.2.8)
1 _ >\2,m—)\1,m 1 _ >\2,n_>\1,n
m=N+2 >\2,m_>\1,n m=N+2 >\O,m_>\1,n

seklinde yazilabilir. Burada (5.1.3), (5.1.5) ve (5.1.8) denklemleri ile verilen 6zdegerlerin

asimptotik formiilleri kullanilarak m > N +1 ve n < % icin

1

[ {02 (1) — 01 ()} + 02—
0

dom (1322

Ofl [ () — a1 (O} dt + azm — avm

)\Z,m - )\1,m
)\Z,m - )\l,n

) 4]
|2
()
1+3) 2
. 44 (1 + L£3)
1+13 (BI+7)(1+3)
3mN? (1"’_53?\7 + 3Nz )
44 (1 + L£3)?
< A 5y) (5.2.9)

3m2N2
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ve
1
JAa () —a ()} dt + azp — a1
0
)\1,11
)‘O,m (1 - >\O,m)

2
4A (1 +583)
3m2 N2

)\2,77, - )\l,n
)\O,m - )\l,n

< (5.2.10)

esitsizlikleri saglanir. Diger taraftan (5.2.9) ve (5.2.10) esitsizlikleri (5.2.8)’de yerine
konulursa N > 2v/A i¢in

In¥(),) < 2—3oN o SoN
3me N 3m24A
14+3)\2

8A (14 L22)
3m2 N2

elde edilir. Son esitsizlik (5.2.6) denklemiyle birlikte ele alinirsa

( tﬂf
O‘l,n 8A(1+55

max |1 — < e s3x2NZz —1]
n<% 052,71

oldugu kolaylikla goriiliir. Ustel fonksiyonun seriye acilimindan faydalanilarak son

esitsizlik
1£3)2 5a(1458)°
max |1 — X1 < 8A (1 + 2N) €3A ;;:év (5 9 11)
n<% Q2 n 37TQN2 o

seklinde tekrar yazilabilir. Son olarak (5.2.5) ve (5.2.11) denklemleri birlikte diistiniiliirse
Teorem 5.2.17in ispat1 tamamlanmig olur.

Sirastyla (5.1.1) ve (5.1.7) denklemlerinin (5.1.6) sartim saglayan ¢oztimleri ¢ (A, z)
ve ¢ (A, ) olmak iizere (5.1.1)-(5.1.2) ve (5.1.2), (5.1.7) problemlerinin ¢6ziimlerinin
kararliligini gosteren teoremin ifade ve ispat1 agagida verilmistir.

Teorem 5.2.2. Teorem 5.2.1’in sartlar1 altinda ve 0 < A < % i¢in

W}()\’:L.)_SO()\’I-HQ<%exp{al($)—01 (x+\%) + 02 () — 09 (x+%)}

x exp {B (z) + B, ()}
N 84 (14 53)? sa(148)°
X P (5) W@ N272 (5212)
esitsizligi gecerlidir. Burada
I[(l+1)

ﬁi(:c)—lfxqi(t)—i— - 'dt+)1m\/X)(1—x),(i—1,2)
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o) = [

seklindedir.
Ispat Coziim fonksiyonlarmin farkinin karesi icin

[¢(%$)—¢WAJN2—w(hx)j@@hx)mh200£¢0hﬂ¢WA¢)W
0 () [0 ) o () [ (n.8) o O 1)
+1fq12 t)dt (5.2.13)
X:TwMJMN%ﬂwWAﬂwWAZ:fﬂ&@wb&@wOMﬂwWJHWhﬂm
esitligine sahibiz ( [45], 3.21 verildi). Burada I = (a,b) arahig yerine I = (0,4) alndu.
P (A x) ve ¢ (A, ) ¢ozlimleri sirasiyla
invA(z—1) | EsinvVA(t — 1(I+1
sin VA (z )_i_xfsm \/(X :L“)w()\’t) (ql (1) + (t2 ))dt,
I(l+1)

_ sinVA(@—1)  LsinVA(t—2)
o\ x) = 7 +:[ 7 o (A1) (qz (t) + w ) dt

formundadir [67]. Bu ¢oziimler icin k (A, x) = min (a:,

vl < B s e {or ) - (a4

) olmak iizere

)},A>O (5.2.14)

S

(A :U)|§/€()\,:U)exp{02(:c)—ag (x+% } A0 (5.2.15)

esitsizlikleri saglanir.
Gergektende (5.2.14) ve (5.2.15) esitsizlikleri Picard iterasyon metoduyla elde edilebilir

W (A, @) fonksiyonu
Vo) = 3 0 ()
olsun. Burada ‘
do (A z) = VAL ﬁg =
e
o Ovr) = [Ty o) () + D ) a
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seklindedir. Tum reel A ve y’ler icin
A sinAy| < |yl ve [AT'sinAy| < [

oldugundan o halde

o (A, 2)| < k(A 2)

ve
e [(l+1
O A T (YR
1! L(l+1)
+7Xx+f% ¥, (A1) (q1 (t) + 2 ) ' dt (5.2.16)
esitsizlikleri yazilabilir. Diger taraftan
™ [ +1
1 I[(l+1)
T, [ 00 (a0
V2N
tanimlayalim. ¢, (A, z) fonksiyonu
¢, (A1) =0

baglangi¢ sartini saglasin. ¢,, (A, z) fonksiyonuna Newton-Leibniz formiilii uygulanirsa

J:—&-%
e = [ dled)

U (A1) (q1 (t) + 7) ' dt

t2

elde edilir. Son esitlik ve (5.2.16) ele alinirsa

W}n-&-l ()‘7 l‘)} S ¢n ()‘737) = fl t2

¥, (A1) (q1 (t) + Ay 1)) ' dtdr (5.2.17)

oldugu goriiliir. (5.2.17) denklemi sirasiyla n = 0,1, 2,3... i¢in yazilirsa

Yy (\2)| < fl+fW o (A1) (q1 (t)+l(l;r 1))'dtdr
< k()\,x){al(:c)—al(x—i-%)},

) < [ [ e oun) (ql(t)+l(l+1))'dtd7




1, (A, 2)| < k() ) {01 (z) — 01 <x+ﬁ)}

n!

oldugu goriiliir. Son egitsizlikten (5.2.14) formiilii elde edilir. Aymi yol ile (5.2.15)
denklemi elde edilebilir.
Ayrica ¢ (xz, ) ve ¢ (x, \) ¢oziim fonksiyonlar1 igin

exp{lf <|q | + |l(l+1|)dt+’1m\/x’ (1—:1:)}

sin VA (1 —x)
'w(:c,AH 7 'g y :
(5.2.18)
, exp 4 [ (12 ()] + 22 gt 1 |1m /3] (1 — )
so<x,A>+Smﬁ¢(;‘x) < p{1<q ) /3 }

(5.2.19)
esitsizlikleri gegerlidir [5]. Simdi (5.2.13) formiiliinde aralik I = (0,4) almrsa yani
0< A< % icin

T

@ (1, 2) dpyo (1) [ (s t) 0 (N t) dt

0

|1/}()\,:L')—g0()\,:lj')|2 < 90()‘737)

O\Mlz

T

U () dpy o (1) [0 (11, 1) o (A ) dt

0

O\Mlz

— (A, z) 5.2.20)

elde edilir [60]. Burada (5.2.14), (5.2.15), (5.2.18) ve (5.2.19) esitsizlikleri (5.2.20)

denkleminde yerine konulursa

(A 2) — ¢ (A )2
< %eXp{Ul(ﬂf)_Ul (a:JriA + 0y (2) — 03 (x+\%)}

x exp {3 (z) + B, ()} Ofdpl,Z (1)

elde edilir. Son olarak Teorem 5.2.1’in ifadesinden faydalanlarak (5.2.12) elde edilir ve

ispat tamamlanir.
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6. DIFUZYON DENKLEMI iCIN KARARLILIK PROBLEMIi

Bu kisimda ayrik sinir kogullariyla ele alinan Difiizyon denklemi igin kararlilik prob-
lemi tamimlanacaktir. Ayrica Difiizyon operatorii i¢in iki spektruma gore normlagtiric

sayilar1 ifade eden bir formiil verilecektir.

6.1. Kararlilik Probleminin Tanimlanmasi
q1 (x), p(x) reel degerli fonksiyonlar, p (z) € Wy [0, 7], q1 (x) € Ly [0, 7], hy, hy ve

H sonlu, reel sayillar ve A spektral parametre olmak {izere
—y" (#) + 2Mp (2) + 1 (1)) y (2) = Ny (2), 0< o <7 (6.1.1)

Difiizyon denklemi

y' (0) — hiy(0) = 0,

y (m)+ Hy(m) = 0 (6.1.2)
ve

y'(0) — hoy (0) = 0,

y (mr)+ Hy(r) = 0 (6.1.3)

siir kogullar1 ile ele almsm. (6.1.1)-(6.1.2) probleminin zdegerlerini {A1,}>  ile
(6.1.1), (6.1.3) sinir deger probleminin ozdegerlerini { Nl,n}iooo ile gosterelim. Burada

™

1 2 ~ 2
= d s nl < s nl < s
Co 7T/p(az:) x Z|CL | < o0 Z|CL | < o0

0 n n
1 1 [ ,
= h1+H+§ (¢ (z) + p* (x)) da
0
ve
. 1 1
€= h2+H+§/(Q1(5’7)+p (2)) dx

olmak tizere 6zdegerler icin

C1 Cin

)\1,n:71+00+—+—7
n n

61 6l,n

Pip=n+Cc+—+—
’ n n

71



asimptotik formiilleri gecerlidir [12].

Diger taraftan p (z) € Wy [0,7], g2 () € Lo [0, 7] reel degerli fonksiyonlar olmak iizere
—y" (@) + (2w (@) + @2 (2)y (2) = Ny (2), 0< o <7 (6.1.4)

denklemi (6.1.2) ve (6.1.3) siniwr kogullari ile ele alinsin. (6.1.2), (6.1.4) ve (6.1.3), (6.1.4)

sinir deger problemlerinin 6zdegerleri sirasiyla { Ay, }~  ve { MZ,n}iooo dizileri olsun. Bu

ozdegerler icin

Co Con

)\Z,n:n+co+_+—7
n n

62 62,71

Hop =N+ C+ — + ——
’ n n

asimptotik formiilleri saglanir. Burada

D eanl’ <00, Y |Eaal* < o,

ve

.1 1
&= hz‘i‘H‘i‘é/ (g2 (2) + p* (z)) da
0
seklindedir [12]. (6.1.1) denkleminin

0(0,A) =1, ¢ (0,\) =M (6.1.5)

baglangi¢ sartlarimi saglayan ¢oziimleri ¢ (z,A) fonksiyonu olsun. ¢ (z,A,), A,
ozdegerine karsilik gelen (6.1.1)-(6.1.2) probleminin 6zfonksiyonudur ve kisaca ¢, ()
ile gosterilsin.

(6.1.1)-(6.1.2) probleminin normlagtiric1 sayilar1 ve spektral fonksiyonu sirasiyla

m 1 m
o= [ @ s =5 [p@) & (@) do
0 nO

ve




seklindedir.

Benzer gekilde (6.1.4) denkleminin (6.1.5) baglangic sartini saglayan ¢oziimii @ (x, \)
olsun. )\, ozdegerine karsihik gelen 6zfonksiyonlar @ (x, \,)’ler olsun ve kisalik i¢in
®,, (v) ile gosterilsin. O halde (6.1.2), (6.1.4) probleminin normlagtirict sayilar1 ve

spektral fonksiyonu sirasiyla

71'~ 1 s i
oan = [E @ s =1 [p@) 7 @) da
0 nO

ve

formiilleri ile verilir.

6.2. Normlastirici Sayilarin Iki Spektruma Gore Ifadesi

Bu kisimda Difiizyon denkleminin iki spektrumdan elde edilmesi ic¢in bir yéntem
verilecektir. Bu yontem klasik Sturm-Liouville operatoriiniin iki spektrumdan elde
edilmesi yonteminin aynisidir. Sonrasinda ise Difiizyon denklemi igin kararhlik prob-
lemi ele alinacaktir.
Teorem 6.2.1. {\i,} ve {u,} dizileri srasiyla (6.1.1)-(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3)
problemlerinin 6zdegerleri olmak tizere o1, normlagtirici sayilari Ay ,, ve i, ,, 6zdegerleri

yardimryla

o0

he —h Ak — An
Qyp = 2 [T =552 (n=+1,+2,.)
21 (Ml,n - )\l,n) oo M1k — Al

formiilii ile tanimlanir. Burada H " sembolii sonsuz carpimda k = n. terimin mevcut
olmadigini gosterir.

Ispat (6.1.1) denkleminin
0 (0,\) =1, ¢ (0,\) = hy,

P (0,\) =1, ' (0,\) = hy
siir kogullarimi saglayan ¢oziimleri sirasiyla ¢ (x, A) ve 9 (x, ) ile gosterilsin.(6.1.1)-

(6.1.2) probleminin ¢oziim fonksiyonlarimin goriintiisii

T

o, () =9 +2 [ (A, (¢ Osina () - B, (¢ eosa () de

0
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olmak {izere

T T

o(x,\)=cos Az —a, (z))+ [A, (x,t)cosAtdt + [ B, (x,t)sin\tdt
hy hq hy
0 0

seklindedir. (6.1.1), (6.1.3) probleminin ¢oziim fonksiyonlarinin goériintiisii ise

T T

W (x,\) = cos ()\3: —a,, (3:)) + /Ah2 (x,t) cos Adtdt + /Bh2 (x,t) sin Atdt
0 0

verilir. Burada

T

0, () =290 +2 [ (A, (C.Osina () - B, (¢ eosa () de

0

seklindedir. {\;,} ve {u,,} dizilerinin sirasiyla
D (N)=¢ (m,A)+ Hep(m ), (6.2.1)
Dy (N) =o' (m, ) + H (m, \) (6.2.2)
fonksiyonlarinin kokleri ile ¢akigtig1 agikardir.
f, A) = (2, A) +m(A) g (z, )
fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon
ff(m N+ Hf (m,\) =0

kogulunu saglasin. Bu takdirde

1// (77 )‘) + de (77 )‘) _ _(I)Z ()‘)
¢ (mA) +Hp(mA)  @1())

m(\) = — (6.2.3)

elde edilir. Burada m (\) fonksiyonunun kutuplarinin ve sifirlarimin sirasiyla (6.1.1)-
(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3) siir deger problemlerinin 6zdegerleri ile ¢akigtiklar: ve mero-

morf fonksiyon oldugu goriiliir. Diger yandan Green formiiliinden

(4 = 29) [ (2. 00) £ (Do) =
= (f'(@,2) f (2, M) = [ (z, M) f (2, 22)]g
+Of £ ) f (2 0) (20 — 229) p () da
= [m (M) —m(X2)] (b1 — h2)

+ (20 — 2)) Of £l ) F (@) p (@) da (6.2.4)
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olur. (6.2.4) denkleminde A\; = A\, Ay = \ olarak almirsa

Imm (\)

2Im ARe A\ (6:2.5)

0f| (e, V[ o — —— jp VIf (2, V)2 d = (hy — hy)

elde edilir. Bu formiilde hy > hy (h1 > hs) oldugunda meromorf fonksiyon iist yari
diizlemi kendine doniigtiiriir (alt yar1 diizlemi kendine déniigtiirdiigii durumdur). Bu
takdirde m () fonksiyonunun sifirlar1 ve kutuplar1 (6.1.1)-(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3)
sinir deger problemlerinin 6zdegerleri ile cakigirlar.

Yukaridaki hesaplamalarin benzerleri yapilirsa

(A2 = A2) Off (z,\) @ (z, \,) do =

hg—h1+2()\—)\n)off(x,)\)go(x,)\n)p(x)dx

veya

(A2 =X2) ff (z,\) ¢ (z,\,) dx

0

—2()\—)\n)off(x,)\)go(x,)\n)p(x)dx—hg—hl

elde edilir. Diger taraftan f (z, A) fonksiyonu yerine yazilirsa
(A =X2) [¥ (2, A) @ (z, An) dz 4+ (A2 = X)) m(A) [ (2, ) @ (2, An) dz
0 0
—2(A=An) [V (2,0) ¢ (2, M) p (2) d
0

2 — An)m(A)Of (2, 0) ¢ (2, An) p (2) dr
— b=y

sonucuna ulagilir. Burada A — A, i¢in limit alinirsa

oy = /gpn dx——/

hy —
— 6.2.
Timy s, 20, ()\ B WEYeY (6:26)

elde edilir. Bu formiilden faydalanarak a,’lerin {\,} ve {pu,, }'ler yardimiyla goriintiisii

elde edilebilir.
Not edelim ki cos Az ve sin Az fonksiyonunu @, (A) ve @, (\) fonksiyonlarina doniistiiren

swrasiyla Ap, (z,t), By, (z,t), Ap, (z,1), Bh, (z,t) gekirdek fonksiyonlar1 mevcuttur. Bu

I6)



sebeple

oy ()‘) = 90/ (71'7 )‘) + Hep (71'7 )‘)
= (o}, (m) = A) sin (A — au, (7)) + Ay, (7, 7) cos A
+ By, (m,m)sin A\t + H cos (A — ay, (7))
i " . -
+/ HAy, (m,t) + 6%75:’) cos \tdt

=T

[ 0B t |
+/ HBy, (7, t) + % sin A\tdt
x

ve

P, ()‘) - 1/}/ (71'7 )‘) + Hip (71'7 )‘)
= (o, (m) = A) sin (AT — au, (7)) + Ay, (7, ) cos A
+ By, (m,m) sin A\t + H cos (A1 — ay, (7))
i A ;
+/ HAy, (m,t) + 8;1287;:1:,75) cos \tdt

=T

[ 0B t |
+/ HBy, (7, t) + % sin \tdt
x

esitlikleri s6z konusudur.
®; (N\) ve Py (A) fonksiyonlarr 1 mertebeli tam fonksiyonlar oldugundan ve tam
fonksiyonlarin sifirlarina dagilimindan
o0 A o0 A
<I>1()\):Cl H 1—)\— ,(I)Q()\):CQ H 1——
k=—o0 k k=—00 H

goriintiisii elde edilir. Burada C) ve Cy reel sabitlerdir. O halde m (\) fonksiyonu da

=G (5 (5

goriintiisii s6z konusudur. Son egitlikten ve (6.2.6) denkleminden

tam fonksiyondur ve

ho—hy  Cv & . ()\k_)\n)
= [ =%
2M, (:un - )\n) Cy k=—o0 Ak k=—oo \ M — An
elde edilir. Burada
Cr =
— — =1 6.2.7
C(2 k=—00 )\k ( )
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oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin ¢oéziim fonksiyonlarinin asimptotik formiiliinden

o (V)

li =1
)\—1>r—noo (I)Q ()\)
oldugu goriiliir. Yani
O B A A\
lim — 1—— 1——
A——o0 Cy HOO( )‘k) ( Mk)

olur. Burada

lim A=A g (1 + M) i (6.2.8)
- - B Hy = A

goz Oniine almsin. (6.2.8) esitliginde sonsuz carpimin yakinsakhigini gostermek icin

asagidaki seri gz oniine almir ve { A} ve {1, } 6zdegerlerinin asimptotik formiillerinden

yararlanilirsa
A — = (A — Ak — Ao —
Do Mk o 5Bk i) 2
ol A o1 \ Mk~ A P — A o — A
B o) 61;51 + Cl,k;él,k 51;61 + él,—kgcl,—k )\0 .
D> ' .
—1 P — A P — A o — A
. io: C1 — 61 ( 1 . 1 )
1 k Pe — A pop—A
Clk_clk Lk —Cl—k | Ao —
+ —i— ’ — +
Z ;k(ﬂ—k—)‘) fo — A

elde edilir. Burada son iki serinin yakinsaklig1 acik sekilde goriilmektedir.

01—61( 1 1 )
1 k Pe = A fp— A

i ¢l cl+u b= M
1k ('uk )\)

NE

olup bu son seride yakimsaktir. Bu sonuglardan (6.2.8) sonsuz ¢arpimin yakinsaklig

o0 )\ o
lim 14 267 HR) g
)\—>—ook ,uk—)\

=—00

elde edilir, yani
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Boylece (6.2.7) esitligi elde edilir. O halde (6.1.1)-(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3) smur deger

problemlerinin sirasiyla iki spektruma gore ifadesi

hy —h Ak — M

a1 = 21 'CLk g = 41,42, )
2)\1,77, (,ul,n - )\l,n) k——o0 ,ul,k - )\l,n
- Aok — Ao

. ha = I 12k BNy = 41,42, )

- 200 (Mz,n - )\Z,n) e oo M2k — Ao
seklindedir.

Simdi bu kismin esas teoremi olan iki spektruma gore operatoriin tanimlanmasinin
kararliligina iliskin teoremin ifade ve ispati verilsin.
Teorem 6.2.2. {\;;} ve {y;,} (j = 1,2) 6zdegerleri 2N + 2 sayrda cakigsinlar dyleki
k=1,2,.,N+1ig¢in A\ix = Mgk Ve iy, = figp Olsun ve k = —1,-2,.. — N — 1 igin
ALk = Aok Ve flyp = flp;, olsun. O halde sirasiyla A >0 igin &k > N +1, n < % ve
A<0igmk < —-N—-1,n> —% sartlar1 altmda N > 24 ve N > 24 iken

Ce“p, (%) ,A>0

Var {o1(A) —pa (M)} < U
Cep, (—%) ,A<O0

—oo<)\<%

—%<)\<oo

esitsizlikleri gecerlidir. Burada

_LW _ Cok — Cik
A= ooz [ @O - au @) ar o+ 22005,
0

~_L7r B Cik — Cok
A- QWk/(qg(t)  (0) db + L2,
0
(1+%)(A+A)
C:N; 7 3
(2+4N+2N2)
ve B
. (1+%)(A+A)
C =
N (3+ 4y +2n2)

seklindedir.
Ispat Spektral fonksiyonlar fark: icin

p1(A) = py (A) = iy 1 o (6.2.9)
Za2n< _aj’Z)’ A <0
A< ’



esitligi gz oniine alinsi. Burada total salinimin tanimindan pozitif ve negatif 6zdeger-

ler i¢in sirastyla Ao < Ani2 ve A_y_2 < A\g sartlar altinda

maxy, < |1 = 3;—2 Z oz1l,n’ A2 0
Var — {p;(A) —py(N)} < Ao
a2.n 1
—00<A< Ao MAXNG<An 1= ain )\z; azn’ A<0
<"
Ag<A<oo
max 1 A , A>0
< Ao (vs2) (6.2.10)
a2 n

maxy,<x, 1-— Po ()\ N— 2) A<O0

esitsizlikleri yazilabilir. Burada spektral fonksiyonlar farkini degerlendirmek icin (6.2.10)
esitsizliginin sag tarafindaki mutlak degerli ifade ele alinsin. Bu ifade pozitif ve nagatif
ozdegerler icin ayr1 ayri ele ahmmalidir.

Ik olarak pozitif zdegerler icin yani A > 0 iken

()\l,k r )\l,n) (:“2,1: — )\2771)
k=N+2 ()‘277‘? - )‘2771) (:ul,k - )\1,71)

Q1n
1 —
Q2n

< max

N
n<g

max L= (6.2.11)

N
n<g

esitsizligi incelensin. Burada

Uy (\) = ﬁ O = M) (2 = ) (6.2.12)

k=N+2 ()‘277‘? - )‘2771) (:ul,k - )\l,n)

fonksiyonu tanmimlansin. (6.2.12) denkleminde her iki tarafin logaritmas1 alnip gerekli

diizenleme yapilirsa

. ALk — A - Pok — A2n
) = | 3 (PSR ) 3 (A
k;—Z )\Z,k - )\2,77, k;&—Z 'ul,k — )\Ln
N )‘2k_)‘1k)' . ( Mlk‘ﬂQk)a
< > ln(l—% + ) (1S 2E(2.13)
k=N+2 A2k = ALn KN 42 P — A2m

elde edilir. k> N+1,n< % i¢in

Aok — Ak

M1 — Mok
Aok — Ain

Hig — A2.n

esitsizliklerinin saglandig) agiktir. Diger taraftan |z| < 1 igin

<1 <1

Y

||
1=

In(l1—-2)<

esitlsizligi saglanir. Son esitsizlik goz oniine almarak (6.2.13) denklemi

00 A2k —A1k Bik—Hak
A2k —A1n B1e—A2,n
o )< > 4 § ) (6.2.14)
1_ A2 k=AM k | Pie—Hok
k=N+2 Ao - A1 n k=N+2 Ml,k_AZn
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seklinde yeniden yazilabilir.

Ek>N+1,n< % icin baz1 hesaplamalar yapilirsa

Burada ozdegerlerin asimptotik formiilleri kullanilarak

| (@2 () — qu (1)) dt + =4
Azl — Ak )
Aok — Al ror (1 - :\\;:)
A
(k=3) (1 % Ll)
A1+
< - ( - 2N)3 (6.2.15)
ve
L"“/(%( — g2 (1)) dt + 52
P — K
H g 0 1 >‘2 [ﬂ]
=3 (1 . T)
A1+
1 ( 3 2N)3 (6.2.16)
elde edilir. (6.2.15) ve (6.2.16) esitsizlikleri (6.2.14) denkleminde yerine konulursa

N >2A ve N > 24 icin

e (1+2N) (A(H%) )

+an+3 N2) N l-&-ﬁ-&-Q—]‘O\’ﬂ

|h’l \Ifl ()\n)| < A;1+2§’V: A;1+2§’V:
N(3 +4N+2N2) N(3+ax+5az)

(1+%){<A+A) ﬁ}

<
1,1, 3y ) (e )(A+4) AA(145% )’
N(2+4N+2N2) {1 ( +4N+2N2) +N2(%+ﬁ+2_32)2
(1+5%) (a+4)
< 6.2.17
NGt o) o2

elde edilir.

(6.2.17) ve (6.2.11) denklemleri birlikte ele alinirsa
oL (1+5%) (A+A)
max 1-— < exp T - 3 -1
n<f | Q2n (z v + )
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yazilabilir. Burada iistel fonksiyonun seriye agilimindan

3 1 1453 ) (A+A)
ara|  (1+3y) <A+A) Lo
J N(2+4N+ 2)
max |1 — < I = 3 2N
n<fg a2.n N (5 tav T 2N2)

esitsizligi yazilabilir. Bu son esitsizlik ve (6.2.10) denklemi birlikte incelenirse Teorem
6.2.2'nin pozitif 6zdegerler i¢in ispat1 tamamlanir.

Ikinci ve son olarak benzer islemleri negatif 6zdegerler durumunda, inceleyelim.

1_ _ﬁ2 ()\2,k - )\Q,n) (Ml,k - )\l,n)

ax |1 — a2
2t Ak = M) (o — A2n)

n>—% Oél,n

< max (6.2.18)

N
n>—=5

goz Oniine alinsin.

—N-2
L | e

o Ak = M) (o — Aon)

sonsuz carpimi ele alinsin. Burada her iki tarafin logaritmasi alinip diizenleme yapilirsa

- Aok — Ao S M1 — Al
InW, (A,)| = kz_:oo In (7)\% y Al,n) + kz_:oo In (ﬁm - )‘2,71)
&= Ak — Aok o’ Mo — Mg
< kz_:oo In (1 T AM) ' + kz_:oo In (1 S )#2.19)
elde edilir. k< —N —1,n > — i¢in
ﬁ <1, % <1
esitsizligi agiktir. Diger taraftan |z| < 1 i¢in
z
In(l1—-2)< 1|—||z|

esitlsizliginden (6.2.19) denklemi

~N-2 W ~N-2 F2k— ’;M

seklinde yeniden yazilabilir. Ozdegerlerin asimptotik formiilii kullanilarak k < —N —1,
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N o .
n > —3 i¢in

?lk/ (g2 (t) — qu (t)) dt + 22k
ALk = Aok )
()
A
- 1 >\2 _N
(—k—3) (1 — A1’_N_2)
A1+ %)
T NG s ) (6.2.21)
2 4N 2N2
ve
?1%/(% (t) — go (1)) dt + 222k
Mo — M1k 9
m ) 3]
(h=3) (1 - ﬁ)
A1+
y e (6.2.22)

17

N ( Tav Tt 2N2)
elde edilir. (6.2.21) ve (6.2.22) denklemleri (6.2.20) esitsizliginde yerine yazilirsa
N > 24 ve N > 24 i¢in

A(14+5% A(14+5%
N(Lly1lr 4 15 N(Lly1T 4 15
InWs (A\,)| < (2—2](\71—:212)) (2+2N1—:2i2))
1 2N 1 2N
) R
5 ~ 2A/1(1+%)
(1+3%) {(A +A) =S
1yoar a5y J g (tsx)(A+4) AA(14+5%)"
NGy e {1 N R) T MG drran)
(1+5) (a+4)
< (6.2.23)

NG +av +ave)
elde edilir. Benzer sekilde (6.2.23) denklemi (6.2.18) birlikte incelenip ve iistel

fonksiyonun seriye agilimi kullanilarak negatif dzdegerler icin Teorem 6.2.2'nin ispati

tamamlanir.
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7. SONUC

Bu tez caligmasinin ilk béliimiinde regiiler ve singiiler Sturm-Liouville problem-
lerinin, Dirac ve Difiizyon denklemlerinin spektral teorisi hakkinda kisa bir literatiir
ozeti verildi. Ayrica spektral teoride kararlilik probleminin tanimi ve éneminden bahsedildi.

Ikinci boliimde tezde kullanilan temel tamm ve teoremler verildi.

Uciincii bsliimde Sturm-Liouville problemleri icin déniisiim operatériiniin tanimi ve
bir takim 6zellikleri verildi. Bu kisimda spektral fonksiyonlar sonlu aralikta cakigtiginda
ozfonksiyonlar arasindaki farkin degerlendirilmesine iligkin Marchenko ve Maslov'un
[45] galigmasinda bulunan teorem detayh bir sekilde incelendi.

Dérdiincii boliimde regiiler Sturm-Liouville problemi i¢in Ryabushko’nun ispatlamig
oldugu kararhilik teoremleri [60] Dirac denklem sistemi ile ele alinan probleme uygu-
landi. Burada kararlilik problemleri ile farkli potansiyellere sahip problemlerin ilk
N + 1 sayida spektrumlar ¢akistiginda spektral fonksiyonlar ve 6zfonksiyonlar arasin-
daki farklar i¢in sonlu sinirlar elde edildi.

Besinci boliimde kararhilik problemi Dirichlet sartlari ile incelen Bessel tipli singiiler-
lige sahip Sturm-Liouville problemine uygulandi. Spektral fonksiyona ve c¢oziim
fonksiyonlarina gore kararlilik teoremleri ifade ve ispat edildi.

Altina boliimde ise ayrik siir kogullari ile ele alinan Difiizyon denklemine kararlilik
teoremleri uygulandi. Ayrica normlagtirici sayilarin iki spektruma gore ifadesini igeren
formiiller verildi.

Kisacasi ele alinan farkli problemler igin iki spektruma gore operatorlerin tanim-
lanmasinin kararlilig1 igeren orjinal sonuclar elde edildi. Bu tez caligmasinin diferan-
siyel operatorlerin spektral teorisinde kararlilik problemlerine 6nemli katkilar saglamasi

amaclanmigtir.
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