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ÖZET

Bu tez çal¬̧smas¬ diferansiyel operatörlerin kararl¬l¬k teorisine önemli katk¬lar

sa¼glayacakt¬r. Bu çal¬̧smada ele al¬nan problemler için sonlu say¬da özde¼gerler çak¬̧st¬¼g¬nda

spektral fonksiyonlar ve özfonksiyonlar fark¬ için sonlu s¬n¬rlar elde edilmesi amaçlan-

m¬̧st¬r. Kulland¬¼g¬m¬z yöntem ilk olarak T.I. Ryabushko taraf¬ndan [60] regüler Sturm-

Liouville probleminin kararl¬l¬¼g¬n¬ göstermek için uygulanm¬̧st¬r.

Bu tez yedi bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde regüler ve singüler Sturm-Liouville operatörü, Dirac ve Difüzyon

operatörlerinin spektral teorisinin (ters ve düz problemler) tarihçesi verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan baz¬

temel tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde diferansiyel operatörler için dönüşüm operatörünün önemli uygu-

lamalar¬ verilmi̧stir.

T.I. Ryabushko taraf¬ndan verilen yöntem bu tez çal¬̧smas¬n¬n orjinal bölümleri olan

dördüncü, beşinci ve alt¬nc¬ bölümlerde farkl¬ denklemlere uygulanm¬̧s olup s¬ras¬yla

bu bölümler a̧sa¼g¬da aç¬klanm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde Dirac operatörü için kararl¬l¬k problemi tan¬mlan¬p, iki spek-

truma göre normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n¬n formülü verilerek kararl¬l¬k teoremleri ispatlan-

m¬̧st¬r.

Beşinci bölümde Bessel tipli singülerli¼ge sahip Sturm-Liouville operatörleri için

Dirichlet s¬n¬r şartlar¬na sahip problem ele al¬nm¬̧st¬r. Bu problem için iki spektruma

göre kararl¬l¬k teoremleri verilmi̧stir.

Alt¬nc¬ bölümde ise ayr¬k s¬n¬r şartlar¬na sahip Difüzyon denklemi incelenmi̧stir.

Bu problemin normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n¬n iki spektruma göre ifadesi verilip, kararl¬l¬k teo-

remleri ispatlanm¬̧st¬r.

Yedinci bölümde ise tez çal¬̧smas¬n¬n sonuçlar¬ de¼gerlendirilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Kararl¬l¬k, Normlaşt¬r¬c¬ say¬lar, Spektral fonksiyon,

Dirac operatörü, Difüzyon denklemi, Singüler Sturm-Liouville.
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SUMMARY

The Stability Problems in Spectral Theory of Di¤erential Operators

This thesis will provide important contributions to the theory of the stability of

di¤erential operators. For the problems considered in this thesis, when the eigenvalues

coincide the …nite numbers, it is aimed to obtain the …nite bounds for the di¤erence

between the spectral functions and eigenfunctions. The method which used was applied

…rstly by T.I. Ryabushko [60] to demonstrate the stability of regular Sturm-Liouville

problems. This thesis consists of seven chapters.

In the …rst chapter, the history of the spectral theory of regular and singular Sturm-

Liouville operator, Dirac and Di¤usion operators is given.

In the second chapter, some basic de…nations and theorems which are frequently

used in spectral theory of di¤erential operators are given.

In the third chapter, important applications of the transformation operator for the

di¤erential operators are given.

This method was applied in the fourth, …fth and sixth sections which are the original

parts. Following results were obtained respectively.

In the fourth chapter the problem of stability for Dirac operators is de…ned and the

formula explaining the norming constants respect to two spectra is given. The stability

theorems have been proved.

In the …fth chapter the problem for Sturm-Liouville operators with Bessel type

singularity with Dirichlet boundary conditions have been considered. The stability

theorem according to two spectra is given for this problem.

In the sixth chapter, Di¤usion equation with discrete boundary conditions is con-

sidered. The formula explaining the norming constants of this problem respect to two

spectra is given. The stability theorems have been proved.

In the seventh chapter the results of the thesis are evaluated.

Keywords: Stability, Norming constant, Spectral function, Dirac Operator,

Di¤usion equation, Singular Sturm-Liouville.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ simgeler, aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuştur.

L2 [ ] : Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay¬

H : Hilbert uzay¬

R : ¡ boyutlu Öklid uzay

C : Kompleks say¬lar kümesi

 : S¬n¬rl¬ de¼gerler

 : Sonsuz küçük de¼gerler

 :  normlaşt¬r¬c¬ say¬

 :  özfonksiyon

 :  özde¼ger

 ( ) : Çekirdek fonksiyonu

 () : Spektral fonksiyon

  : Total sal¬n¬m
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1. G·IR·IŞ

Bu tezde Frans¬z matematikçiler Charles-François Sturm (1803-1855) ve Joseph Li-

ouville’den (1809-1882) ismini alan s¬n¬r de¼ger problemlerinin bir s¬n¬f¬ üzerine yo¼gun-

laşaca¼g¬z. Bu matematikçiler 1836 ve 1837 y¬llar¬nda ç¬kar¬lan bir dizi makalede Sturm-

Liouville s¬n¬r de¼ger problemlerinin pek çok özelli¼gini ortaya koydular. Bu k¬s¬mda s¬n¬r

de¼ger probleminin bu s¬n¬f¬ hakk¬nda k¬saca bilgi verelim.

Kuantum mekani¼ginin yan¬ s¬ra klasik …zikte de pek çok özde¼ger problemi

( () 0 ())
0
+ ( ()¡  ())  () = 0 (1.1)

biçimindeki diferansiyel denklem s¬n¬f¬ ve ( ) aral¬¼g¬ üzerindeki

1 () + 2
0 () = 0

1 () + 2
0 () = 0 (1.2)

s¬n¬r koşullar¬yla tan¬mlan¬r. (1.1) denklemi Sturm–Liouville diferansiyel denklemi

olarak bilinir ve (1.1) denklemi (1.2) s¬n¬r koşullar¬yla Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger prob-

lemi olarak adland¬r¬l¬r.

Bir tak¬m uygulamal¬ bilimlerde özellikle de baz¬ …zik problemlerinde önemli bir

yere sahip olan, diferansiyel operatörlerin spektral teorisi, düz spektral problemler ve

ters spektral problemler olarak iki ana kola ayr¬l¬r.

Düz spektral problemler, verilen operatörün spektrumunun ve özfonksiyonlar¬n¬n

aranmas¬ ve verilen bir fonksiyonun operatörün özfonksiyonlar¬na göre da¼g¬l¬m¬n¬n in-

celenmesidir. Spektral analizin ters problemleri ise spektral verilerden operatörün oluş-

turulmas¬ ile ilgilenmektedir. Burada spektral verilerle özde¼gerler, normlaşt¬r¬c¬ say¬lar

ve spektral fonksiyon kastedilmektedir. Ters problemlerle ilgili baz¬ çal¬̧smalarda,

spektral karakteristiklerin operatörü tek şekilde belirledi¼gini gösteren teklik teoremleri

verilmi̧s; baz¬lar¬nda ise spektral karakteristiklere göre operatörün nas¬l elde edilebile-

ce¼gi ara̧st¬r¬lm¬̧st¬r.

Spektral analizin bir dal¬ olan inverse (ters) problemler …zi¼gin birçok alan¬nda kul-

lan¬lmaktad¬r.

Buna örnek olarak, klasik …zikte telin titreşim denklemini ele alabiliriz.  (), telin 

noktas¬ndaki gerilimini;  () kütle yo¼gunlu¼gunu göstermek üzere, dalga denklemindeki

1



 () genli¼gi

( () 0 ())
0
+  ()  () = 0 (1.3)

diferansiyel denklemini sa¼glar ki bu klasik …zikte (1.1) biçimindeki diferansiyel

denkleme iyi bir örnektir.

Di¼ger bir örnek ise kuantummekani¼ginde bir boyutlu, zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger

denklemi

00 () + (¡  ())  () = 0 (1.4)

şeklinde olup, burada  potansiyel fonksiyona,  özde¼gere,  partikül modunda enejiye

kaŗs¬l¬k gelir.  (),  noktas¬ndaki dalga genli¼gini ifade eder. Görülmektedir ki (1.4)

denklemi (1.1) denkleminin  () =  () = 1 al¬nd¬¼g¬ özel durumudur. Asl¬nda Li-

ouville dönüşümü kullan¬larak herhangi ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem

(1.1) formuna dönüştürülebilir [17], [26].

Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin başlang¬c¬ say¬lan bu alandaki

ilk çal¬̧sma V.A. Ambartsumyana [2] aittir. 1929 y¬l¬nda V.A. Ambartsumyan Sturm-

Liouville operatörler için ters problemlerle ilgili a̧sa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r.

Teorem 1.1.  (), [0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli sürekli fonksiyon ve 0 1  

00 () + (¡  ())  () = 0 (0    ) (1.5)

0 (0) = 0 () = 0 (1.6)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger  = 2 ( = 0 1 ) ise  () ´ 0’d¬r.

Bu çal¬̧smadan sonra ters problemler teorisinde farkl¬ yöntemler ve farkl¬ problemler

ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu problemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi G. Borg’a [3] aittir.

Bu sonuç aşa¼g¬daki teoremle verilmi̧stir.

Teorem 1.2. 0 1   (1.5) diferansiyel denklemi ve

0 (0)¡  (0) = 0 (1.7)

0 () + () = 0 (1.8)

s¬n¬r ko̧sullar¬yla verilen problemin; 0 1   (1.5) diferansiyel denklemi ve

0 (0)¡ 1 (0) = 0 ( 6= 1) (1.9)

0 () + () = 0
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s¬n¬r koşullar¬yla verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde fg¸0 ve fg¸0
dizileri  () fonksiyonunu ve  1 ve say¬lar¬n¬ tek olarak belirler. Burada  1 ve

sonlu reel say¬lard¬r. Ayr¬ca, Borg ayn¬ çal¬̧smas¬nda bu tip diferansiyel operatörün tek

olarak belirlenmesi için bir tek fg¸0 spektrumunun yeterli olmad¬¼g¬n¬ göstermi̧stir.

Bu yüzden V.A. Ambartsumyan’¬n sonucu istisnai bir durum olarak düşünülmektedir.

·Ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde

en önemli çal¬̧smalardan biri Marchenko taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Marchenko 1950

y¬l¬nda yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smas¬nda [42] ters problemlerin çözümünde Sturm-Liouville

operatörünün spektral fonksiyonundan yararlanm¬̧st¬r.  ( ) fonksiyonu (1.5)

diferansiyel denkleminin

 (0 ) = 1 0 (0 ) = 

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü,  ( ) fonksiyonlar¬ ise bu operatörün öz-

fonksiyonlar¬ olsun. Bu durumda

 =

Z

0

2 ( ) 

say¬lar¬na verilen operatörün normla̧st¬r¬c¬ say¬lar¬

 () =
X



1



fonksiyonuna ise bu operatörün spektral fonksiyonu denir. Marchenko yukar¬da bahsedilen

çal¬̧smas¬nda Borg’un ispatlad¬¼g¬ teoremin benzerini  () spektral fonksiyonu yard¬m¬yla

vermi̧stir. Ayr¬ca bu çal¬̧smada  () fonksiyonunun Sturm-Liouville tipinde bir

diferansiyel operatörün spektral fonksiyonu olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul

verilmi̧stir.

1951 y¬l¬nda I.M. Gelfand ve B.M. Levitan [14],  () monoton fonksiyonunun

Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olmas¬ için gerekli ve yeterli şart-

lar¬ vermi̧slerdir. Ayr¬ca bu çal¬̧smada Sturm-Liouville opeartörünün belirlenmesi için

etkili bir yöntem vermi̧slerdir.

Di¼ger taraftan bu çal¬̧smada verilen yöntem klasik Sturm-Liouville operatörünün

fg ve fg dizilerine göre bulunmas¬ için yani, verilen dizilerin s¬ras¬yla klasik Sturm-

Liouville probleminin spektrumu ve normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ olmas¬ için aşa¼g¬da verilen

3



klasik asimptotik formüllerin sa¼glanmas¬n¬n gerek ve yeter şart olmas¬ şeklindedir.

p
 = +

0


+ +
[2 ]

2[

2 ]+1

+


2[

2 ]+1



 =


2
+

0
2

+ +
[2 ]

2[

2 ]+1

+


2[

2 ]+1

burada 0 =
1


0
@+ + 1

2

Z

0

 () 

1
A şeklindedir. E¼ger  çift say¬ ise

X
2 1 ve

X
2
2

1, e¼ger  tek say¬ ise
X

 2 1 ve
X

2
2

1 olur.

Fakat bu çal¬̧smalarda ters problemin iki spektruma göre tam çözümü verilmemi̧stir.

·Iki spektruma göre regüler Sturm-Liouville operatörünün belirlenmesi problemi B.M.

Levitan ve M.G. Gasymov’un [38] çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Bu çal¬̧smada verilen prob-

lemin fg¸0 normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n¬n iki spektruma ba¼gl¬ oldu¼gunu gösteren en önemli

formül

 =
1 ¡ 2
 ¡ 

1Y

=0

0 ¡ 
 ¡ 

(1.10)

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada
1Y

=0

0 sembolü sonsuz çarp¬mda  =  çarpan¬n bu-

lunmad¬¼g¬n¬ gösterir. (1.10) formülü iki spektruma göre ters problemin çözümünü ver-

mektedir. Gerçekten de, e¼ger fg¸0 ve fg¸0 dizileri verilmi̧s ise (1.10) formülün-

den faydalanarak fg¸0 say¬lar¬n¬n asimptotik ifadesi bulunur ve [38] çal¬̧smas¬n¬n

sonuçlar¬ndan faydalanarak fg¸0 ve fg¸0 dizilerine göre ters problemin çözümü

verilir. Yani bu çal¬̧smada iki spektruma göre ters problemin çözümü için gerekli ve

yeterli koşullar aşa¼g¬daki gibi verilir:

1) fg¸0 ve fg¸0 dizileri çaprazlaş¬r (s¬ral¬d¬r), yani

0  0  1  1  2  

2)  ve  özde¼gerleri 0 6= 00 olmak üzere

p
 = +

0


+
1
3

+

µ
1

4

¶


p
 = +

00


+
01
3

+

µ
1

4

¶

asimptotik formüllerine sahiptir.
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Şimdi ise Dirac operatörünün spektral teorisine ait baz¬ önemli sonuçlar¬ hat¬r-

latal¬m. Dirac operatörünün spektral analizi ile ilgili ilk çal¬̧smalar do¼gal olarak …zikçiler

F. Prats, J. Toll [58] ve H.E. Moses [48] taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Dirac

operatörü için (01) yar¬ ekseninde spektral fonksiyona göre ters problem M.G. Gasy-

mov ve B.M. Levitan [11] taraf¬ndan çözülmüştür. Bu çal¬̧smada () ve ()

fonksiyonlar¬ [01) yar¬ ekseninin her sonlu aral¬¼g¬nda sürekli, reel fonksiyonlar ve

() =

0
@ () ()

 () ¡()

1
A   =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A   =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A

olmak üzere

 = 0 +() =  0   1 (1.11)

1 (0) = 0 2 () +1 () = 0 (1.12)

1 (0) = 0 2 () +11 () = 0 ( 6= 1) (1.13)

s¬n¬r de¼ger problemleri ele al¬nm¬̧st¬r. Bu takdirde  ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A, (1.11)

denkleminin

1 (0 ) = 0 2 (0 ) = ¡1

başlang¬ç şartlar¬n¬ sa¼glayan çözümü ve  () (¡1   1) monoton artan

fonksiyonu (1.11)-(1.12) probleminin spektral fonksiyonu olsun. Her  () 2 2 (01)

fonksiyonu için

 () =

Z

0

 () ( ) 

olacak biçimde

lim
!1

1Z

¡1

( ()¡  ())
2  () = 0

olmak üzere
1Z

0

 ()  ()  =

1Z

¡1

 2 ()  ()

Parseval eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ gösterilmi̧stir.

Teorem 1.3.  () sürekli matris fonksiyonu olmak üzere monoton artan  ()

fonksiyonunun (1.11)-(1.12) s¬n¬r de¼ger probleminin spektral fonksiyonu olmas¬ için

a̧sa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glamas¬ gerek ve yeterdir.
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1)  () 2 2 (01) sonlu key… vektör fonksiyon ve

 () =

1Z

0

 ()  ( )   ( ) =

0
@ sin 

¡ cos 

1
A

olmak üzere 1Z

¡1

2 ()  () = 0

ise  () ´ 0 olur.

2)

 ( ) =

1Z

¡1

 ( )  ( ) 

µ
 ()¡ 



¶
  ( ) =

0
@ (1¡ cos ) 

sin 

1
A

matris fonksiyonu 11 ( 0) = 21 ( 0) = 0 olmak üzere ikinci mertebeden sürekli

 00 ( ) ´  ( ) türeve sahiptir.

·Iki spektruma göre regüler Dirac operatörünün belirlenmesi problemi M.G. Gasy-

mov ve T.T. Dzhabiev taraf¬ndan yap¬lan [9] çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Bu çal¬̧smada

a̧sa¼g¬daki önemli teoremler ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 1.4. fg1¡1 ve fg
1
¡1 dizileri s¬ras¬ ile (1.11)-(1.12) ve (1.11), (1.13) prob-

lemlerinin özde¼gerleri ise

 =
1 ¡2

 ¡ 

1Y

=¡1

0 ¡ 
 ¡ 

 ( = 0§1§2 )

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada
1Y

=¡1

0 sembolü, sonsuz çarp¬mda  =  çarpan¬n

bulunmad¬¼g¬n¬ gösterir.

Teorem 1.5. () ve () fonksiyonlar¬ [0 ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ reel fonksiyonlar ve

 mertebeden türevleri 2 (0 )’de olmak üzere fg1¡1 ve fg
1
¡1 dizileri s¬ras¬ ile

(1.11)-(1.12) ve (1.11), (1.13) problemlerinin spektrumlar¬ olmas¬ için gerek ve yeter

şart

1) fg ve fg say¬lar¬n¬n çaprazlaşmas¬ yani;

¡  ¡  ¡+1    0  0  1        +1

2)  6=  0    
1X

=¡1
jj2  1

1X

=¡1

¯̄


¯̄2
 1 serileri yak¬nsak

olmak üzere

 = ¡ 


+

1


+ +

¡1

¡1
+





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 = ¡ 


+

1


+ +

¡1
¡1

+



asimptotik formüllerinin sa¼glanmas¬d¬r.

Dirac operatörü için özvektör fonksiyonlar¬n¬n taml¬¼g¬, Cauchy probleminin çözümü,

self-adjointlik durumunda spektrumun diskretli¼gi ve süreklili¼gi, regülerize izin

hesaplanmas¬, periyodik ve antiperiyodik problemler, aç¬l¬m teoremleri, özvektör

fonksiyonlar¬n¬n asimptoti¼gi, 2 mertebeli Dirac denklemler sistemi için ters saç¬lma

problemi, k¬smen çak¬̧smayan iki spektruma göre ters problem s¬ras¬ ile [24, 36, 54,

62–64, 69] çal¬̧smalar¬nda incelenmi̧stir.

Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ili̧skin ve diferansiyel operatör-

lerin spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çal¬̧smalar 1949 y¬l¬nda Levitan

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Levitan bu çal¬̧smalar¬nda spektral teoriyi esasland¬rmak için

kendine has bir yöntem vermi̧stir. Farkl¬ singüler durumlarda diferansiyel operatörlerin

spektral teorisi, özellikle özde¼gerlerin, özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gine ve özfonksiyon-

lar¬n taml¬¼g¬na ili̧skin konular [4, 5, 7, 21-23, 57, 59, 67, 72] çal¬̧smalar¬nda incelenmi̧stir.

1965 y¬l¬nda M.G. Gasymov’un yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smada [10]

¡00 () +
½
 () +

 (+ 1)

2

¾
 =  (1.14)

diferansiyel denklemi ve 1 6= 2 olmak üzere

 (0) = 0 (1.15)

0 () +1 () = 0 (1.16)

0 () +2 () = 0 (1.17)

s¬n¬r koşullar¬yla verilen s¬n¬r de¼ger problemleri incelenmi̧s ve bu problemler için iki

spektruma göre ters problemin çözümü a̧sa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Teorem 1.6.  pozitif tamsay¬,  () 2 2 [0 ] olmak üzere 0 1  ve 0 1 

dizilerinin s¬ras¬yla (1.14)-(1.16) ve (1.14), (1.15), (1.17) problemlerin özde¼gerleri olmas¬

için:

1) fg¸0 ve fg¸0 dizilerinin çaprazlaşmas¬,

2)  6=  ve
X
jj2 ve

X
jj2 serileri yak¬nsak olmak üzere

 =
¡
+ 

2

¢2
+ + ,

 =
¡
+ 

2

¢2
+ + 
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asimptotik formüllerinin sa¼glanmas¬,

3)
X
jj2 serisi yak¬nsak olmak üzere

 ¡  = ¡ + 


koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬ gerekli ve yeterli şartt¬r.

1985 y¬l¬nda M.G. Gasymov ve R.Kh. Amirov çal¬̧smas¬nda [13]

¡00 () +
½
 () +





¾
 =  (1.18)

diferansiyel denklemi ve

 (0) = 0 (1.19)

0 () + 1 () = 0 (1.20)

0 () + 2 () = 0 (1 6= 2) (1.21)

s¬n¬r koşullar¬yla verilen diferansiyel operatörü incelemi̧s ve bu diferansiyel operatör için

iki spektruma göre ters problemin çözümü ile ilgili aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧slard¬r.

Teorem 1.7. fg¸0 ve fg¸0 dizileri a̧sa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glas¬n:

1) fg¸0 ve fg¸0 dizileri ortak olarak s¬ral¬d¬r,

2)  =
¡
+ 

2

¢2
+ 


ln
¡
+ 1

2

¢
+ 20 + ,

 =
¡
 + 

2

¢2
+ 


ln
¡
+ 1

2

¢
+ 200 + 0

asimptotik formülleri sa¼glans¬n, burada 0 6= 00 ve fg ve f0g dizileri
X
jj2 ve

X
j0j

2 serileri yak¬nsak olcak biçimindeki dizilerdir.

O halde fg¸0 (1.18)-(1.20) probleminin, fg¸0 ise (1.18), (1.19), (1.21) prob-

leminin spektrumlar¬d¬r ve

1 ¡ 2 =  (00 ¡ 0)

eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde bir  () sürekli fonksiyonu ve 1 2 reel say¬lar¬ vard¬r.

Literatürde Bessel potansiyelli singüler diferansiyel operatörlerle ilgili bir çok çal¬̧sma

mevcuttur. Bu çal¬̧smalardan önemlilerinden biri Yurkoya [72] aittir. V.A. Yurko bu

çal¬̧smas¬nda özellikle potansiyelin singülerite noktas¬, aral¬¼g¬n herhangi bir iç noktas¬

oldu¼gunda bu tip operatörler için ters problemlerin çözümlerini vermi̧stir.

¡00 () +
½
 () +

2 ¡ 14

(¡ )2

¾
 = 

¡
 = 2

¢
 0 ·  ·  (1.22)

diferansiyel denklemi verilmi̧s olsun. Burada  =  noktas¬ (0 ) aral¬¼g¬n¬n herhangi

bir iç noktas¬d¬r. (1.22) diferansiyel denklemi için

0 () + 0 () = 0
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0 () + 1 () = 0

s¬n¬r koşullar¬n¬n üretti¼gi operatör  olsun. V.A. Yurko baz¬ çal¬̧smalar¬nda 

operatörü için ters problemin ne şekilde konulaca¼g¬n¬ incelemi̧s ve bu tip ters prob-

lemlerin çözümünde Weyl fonksiyonu kavram¬ndan ve Z.L. Leibenzon yönteminden

yararlanarak ilgili teoremleri ispatlam¬̧st¬r. Bessel tipli tekilli¼ge sahip potansiyeller için

ters problemler farkl¬ yöntemlerle H. Koyunbakan ve E.S. Panakhov [27], Hidrojen

atomu denklemleri için E.S. Panakhov ve R. Y¬lmazer [70], Dirac denklemler sistemi

için Ü. ·Iç [24], tekile sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatörü için E. Baş [53] ve

singüler Dirac operatörü için ters problemler M. Şat [64] taraf¬ndan incelenmi̧stir.

G. Sh. Guseinov [16] çal¬̧smas¬nda  () 2 1
2 (0 ),  () 2 2 (0 ) olmak üzere

¡00 () + (2 () +  ())  () = 2 ()

regüler diferansiyel denklemini ele alm¬̧st¬r. Guseinov bu çal¬̧smas¬nda verilen başlang¬ç

koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümler için bir integral gösterimin varl¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧s ve

integral gösterilimindeki çekirdek fonksiyonun sa¼glad¬¼g¬ bir tak¬m özellikleri elde et-

mi̧stir. Difüzyon denklemi için ters ve düz problemler [12, 15, 51, 65] çal¬̧smalar¬nda

incelenmi̧stir.

Yukar¬da bahsedildi¼gi gibi Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemleri ya kendisinin

spektral fonksiyonundan ya da saç¬l¬m verilerinden tamamiyle elde edilebilir. Bu elde

etme süreci oldukça etkilidir. Bilhassa bu süreç ele al¬nan s¬n¬r de¼ger probleminin

spektral fonksiyonu ve saç¬l¬m verileri için gerek ve yeter şartlar¬ bulmam¬z¬ sa¼glar. Bu

şartlar simetrik s¬n¬r de¼ger probleminin verilen tüm ’ler için kendisinin  () spektral

fonksiyonundan tek şekilde belirlenebilece¼gini gösterir. Bu durum s¬n¬r de¼ger problem-

lerinin saç¬l¬m verilerinden elde edilmesi için de ayn¬d¬r.

Ayn¬ zamanda ters problemin …ziksel anlam¬ ne spektral fonksiyondan ne de saç¬l¬m

verilerinden tamamiyle bilinemez. Ters kuantum saç¬l¬m probleminde bu durum aç¬kça

görülür. Asl¬nda bu problemde 2 parametresi sistemin enerjisiyle do¼gru orant¬l¬d¬r.

Böylece saç¬l¬m verilerini elde edebilmek için tüm  de¼gerleri için key… yüksek ener-

jili partiküllerle çal¬̧sma yap¬lmal¬d¬r. Fakat enerji de¼gerleri sonlu olmas¬na ra¼gmen

yeterince büyük enerji de¼gerleri için saç¬l¬m süreci  () = 2

2
 () potansiyeline sahip

Schrödinger denklemi ile daha fazla aç¬klanamaz. Böylece belirli bir enerjiden ba̧sla-

yarak key… yüksek enerjili partiküllerle çal¬̧sma yap¬lsa bile ancak süreçle ilgili bilgi
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elde edilebilir ki bu durumunda oluşturmak istedi¼gimiz denklemle hiçbir ilgisi yoktur.

Dolay¬s¬yla temel bir soru şu şekildedir: E¼ger spektral fonksiyon veya saç¬l¬m veri-

leri sadece spektral parametre de¼gerlerinin sonlu aral¬¼g¬nda yaklaş¬k olarak bilinirse

 () fonksiyonu veya genel anlamda s¬n¬r de¼ger problemi hakk¬nda ne ölçüde bilgi elde

edilebilir? Bu soruya cevap verebilmek için şu soruyu cevaplamal¬y¬z: Ele ald¬¼g¬m¬z

iki s¬n¬r de¼ger probleminin spektral fonksiyonlar¬ veya saç¬l¬m verileri sonlu aral¬k üz-

erinde de¼gi̧sen 2 parametresi için çok az farkl¬ ise iki s¬n¬r de¼ger problemi birbirinden

ne ölçüde farkl¬d¬r? Bu problemler hakk¬nda önceden hiçbir koşul verilmiyorsa o halde

bu problemler birbirlerinden istenildi¼gi kadar farkl¬laşt¬r¬labilir. Örne¼gin herhangi s¬n¬r-

de¼ger problemi için  () ¸  ve   0 olsun. Bu problemlere kaŗs¬l¬k gelen spektral

fonksiyonlar    için çak¬̧ss¬nlar. Böylece spektral fonksiyonlar (¡1 ) aral¬¼g¬

üzerinde çak¬̧s¬rlar. O halde ters problemlerin kararl¬l¬¼g¬ hakk¬ndaki anlaml¬ bir soru

şu şekildedir:  +

Z

0

j ()j  için baz¬ eşitliklerin önceden bilinmesi şart¬yla e¼ger iki

s¬n¬r de¼ger problemlerinin spektral fonksiyonlar¬ 2 spektral parametresinin de¼gerlerinin

verilen aral¬¼g¬nda çok az farkl¬ olduklar¬nda iki s¬n¬r de¼ger problemleri birbirinden ne

kadar farkl¬ olabilir?

Kuantum saç¬l¬m teorisinde ters problemler için kararl¬l¬k problemini benzer

şekilde formüle edebiliriz. Yaklaş¬m teorisi için ayn¬ olan sorularla bu sorular¬n benzer-

li¼gine dikkat edelim. Örne¼gin Fourier serisinin sonlu k¬sm¬ bilinen fonksiyon hakk¬nda

ne söyleyebiliriz veya ilk bir kaç Fourier katsay¬s¬ s¬f¬ra eşit olan fonksiyon hakk¬nda ne

söylenebilir? Bu soruya cevap vermek için fonksiyonun bir kaç türevinin s¬n¬rl¬ olmas¬

gibi fonksiyonun belirli bir fonksiyon s¬n¬f¬na ait oldu¼gunu kabul etmek gereklidir.

Spektral teoride kararl¬l¬k problemleri günümüzde regüler ve singüler operatörler

için [8, 45, 47, 50, 55, 60, 61, 66, 71] çal¬̧smalar¬nda incelenmi̧stir.

Bu tezde spektral teoride kararl¬l¬k problemleri ile ele al¬nan iki s¬n¬r de¼ger problem-

lerinin sonlu adette özde¼gerleri çak¬̧st¬¼g¬nda bu problemlerin spektral fonksiyonlar¬n¬n

total sal¬n¬m¬ ve özfonksiyonlar¬ fark¬ için sonlu s¬n¬rlar elde edilmesi amaçlanmak-

tad¬r. T.I. Ryabushko [60] çal¬̧smas¬nda regüler Sturm-Liouville problemi için karar-

l¬l¬k teoremlerini incelemi̧stir. Bu çal¬̧smada yazar 1 (), [0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere

00 () + 1 ()  () = 2 () (1.23)
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denklemini ve

0 (0) = 0  () = 0 (1.24)

0 (0) = 0 0 () = 0 (1.25)

s¬n¬r koşullar¬yla oluşan problemleri ele alm¬̧st¬r. (1.23)-(1.24) probleminin özde¼gerleri
©
21

ª
ve (1.23), (1.25) probleminin özde¼gerleri ise

©
2
1

ª
olsun.

2 (), [0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere

00 () + 2 ()  () = 2 () (1.26)

denklemi (1.24) ve (1.25) s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬ns¬n.
©
22

ª
ve
©
22

ª
s¬ras¬yla

(1.24), (1.26) ve (1.25), (1.26) problemlerinin özde¼gerleri olsun.

 ( ) (1.23) denkleminin

 ( 0) = 1 0 ( 0) = 0

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü olsun. O halde (1.23)-(1.24) probleminin norm-

laşt¬r¬c¬ say¬lar¬

1 =

Z

0

2 (1 )

ve spektral fonksiyonu

1 () =
X

21

1

1

şeklindedir. Bu çal¬̧smada 1 say¬lar¬n¬n
©
21

ª
ve
©
2
1

ª
özde¼gerleri ile ifadesi

1 =
4
¡
21 ¡ 21

¢

2
¡
 + 1

2

¢2
1Y

=1

0

¡
21 ¡ 2

1

¢ ¡
21 ¡ 21

¢

2
¡
+ 1

2

¢2

formülü ile verilir.

Benzer şekilde (1.24), (1.26) probleminin normla̧st¬r¬c¬ say¬lar¬ 2 ve spektral

fonksiyonu

2 () =
X

22

1

2

olmak üzere 2 say¬lar¬n¬n iki spektruma göre ifadesi

2 =
4
¡
22 ¡ 22

¢

2
¡
 + 1

2

¢2
1Y

=1

0

¡
22 ¡ 2

2

¢ ¡
22 ¡ 22

¢

2
¡
+ 1

2

¢2

11



şeklinde verilir. Bu çal¬̧smas¬nda yazar yukar¬da verilen bilgiler ¬̧s¬¼g¬nda a̧sa¼g¬daki

önemli lemma ve teoremleri vermi̧stir.

Lemma 1.1. E¼ger 0 () 2 1 (0 )  jj   () ve Im ¸ 0 ise bu takdirde

¯̄
( ( )¡ cos ) 

¯̄
·  ()

jj ¡  ()


¯̄
¯̄
¯̄

0
@ ( )¡ cos¡ sin

2

Z

0

 () 

1
A 

¯̄
¯̄
¯̄ ·

1

jj2

(
1

2
¡1 () +

2 ()

1¡ ()
jj

)

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada

 () =

Z

0

j ()j  ¡1 () =

Z

0

j0 ()j 

şeklindedir.

Lemma 1.2.   3 () için

+1 = +
1

2
+

Z

0

 () 

(2+ 1)
+



2


+1 = +

Z

0

 () 

2
+

~

2

asimptotik formülleri geçerlidir. Burada 0 = max0·· j ()j olmak üzere

jj ·
1

3

½
1

2
¡1 () + 52 ()

¾


¯̄
¯ ~

¯̄
¯ · 1

3

½
1

4
¡1 () +

1

4
0 + 52 ()

¾

şeklindedir. Bu çal¬̧sman¬n esas teoremi ise aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 1.8.
©
2
ª
ve
©
2
ª
( = 1 2) özde¼gerleri   3 () iken  = 1 2  +1

için 1 = 2 ve 1 = 2 olacak şekilde çak¬̧ss¬nlar. Bu takdirde

~ =
1

3

½
1

4
¡1 () +

1

4
0 + 52 ()

¾

ve

0 = max
=12

max
0··

j ()j

12



olmak üzere    + 1 ve  ¸ 7
p

~ için

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄  65 ~

¡
1 + 2



¢

22

33 ~(1+ 2

 )
2

ve

  f1 ()¡ 2 ()g 
65 ~

¡
1 + 2



¢

22

33 ~(1+ 2

 )
2 1

µ
2

4

¶

eşitsizlikleri geçerlidir.

Ayn¬ çal¬̧smada çözüm fonksiyonlar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬na ili̧skin di¼ger önemli bir teorem

a̧sa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Teorem 1.9. Teorem 1.8’in koşullar¬ alt¬nda  ¸ 7
p

~ için çözüm fonksiyonlar¬ her

0 · 2 · 1
2

¡

2

¢2
aral¬¼g¬nda

j1 ( )¡ 2 ( )j2 
1



·
1 +

2




µ
2



¶
exp

½
21

µ
2



¶¾¸

£ exp

½
2

·
1 ()¡ 1

µ
+

1



¶¸¾
49 ~

µ
1 +

2



¶

£ exp

(
33 ~

¡
1 + 2



¢

2

)
exp f21 ()g+ 48 () exp

½
4 ()



¾

eşitsizli¼gini sa¼glarlar. Burada  () azalmayan sürekli key… bir fonksiyon olmak üzere

Z

0

j ()j  ·  ()  1 () =

Z

0

 () 

ba¼g¬nt¬lar¬n¬ sa¼glar.

Bu tez çal¬̧smas¬nda Dirac operatörü, Bessel tipli tekilli¼ge sahip Sturm-Liouville

operatörü ve Difüzyon denklemi için T.I. Ryabushko [60] ve V.A. Marchenko, K.V.

Maslov’un [45] çal¬̧smalar¬ndan faydalan¬larak kararl¬l¬k problemleri incelendi. Karar-

l¬l¬k problemleri ile özde¼gerler ve normlaşt¬r¬c¬ say¬lar için belirli şartlar alt¬nda spektral

fonksiyonlar ve özfonksiyonlar fark¬ için sonlu s¬n¬rlar elde edildi. Ayn¬ zamanda norm-

laşt¬r¬c¬ say¬lar¬n iki spektruma göre ifadesini veren formüller elde edildi.

13



2. GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, sunulan tezde diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k

kullan¬lan önemli kavramlar, teoremler ve örnekler verilmi̧stir.

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1.  boş olmayan bir küme ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olsun.

+ :  £ ! 

¢ :  £ ! 

fonksiyonlar¬ a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa  kümesine  cismi üzerinde bir vektör

(lineer) uzay¬ denir. Her   2  ve    2  için,

1) +  =  + 

2) (+ ) +  = + ( + )

3) 8 2  için +  =  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

4) 8 2  için + (¡) =  olacak şekilde bir ¡ 2  vard¬r.

5) 1 = 

6)  (+ ) = + 

7) ( + )  = + 

8) () = ()  [30].

Tan¬m 2.1.2.  boş olmayan bir küme olsun. Her    2  için,

M1) ( ) ¸ 0

M2) ( ) = 0()  = 

M3) ( ) = ( )

M4) ( ) · ( ) + ( )

özelliklerine sahip  :  £  ! R fonksiyonuna metrik ve () ikilisine de metrik

uzay denir [30].

Tan¬m 2.1.3. Bir ( ) metrik uzay¬nda bir () dizisini ele alal¬m. E¼ger her   0

say¬s¬na kaŗs¬l¬k, her    için

 ( )  

14



olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ bulunabiliyorsa, () dizisine bir Cauchy

dizisi denir.

Tan¬m 2.1.4. Bir ( ) metrik uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir [30].

Örnek 2.1.5.  = R veya = C ve 8 2 N için 1 = f = () 2 1j () s¬n¬rl¬g

uzay¬ ve  = ()   = () 2 1 olmak üzere

1 ( ) = fsup j ¡ j :  2 Ng

metri¼gine göre bir metrik uzayd¬r. 1  [ ]  R gibi uzaylar tam uzaylard¬r. Fakat

Q tam de¼gildir.

Tan¬m 2.1.6.   cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere

k¢k :  ! 

 ! kk

fonksiyonu a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, k¢k fonksiyonu  üzerinde bir norm ve

( k¢k) ikilisine de bir normlu uzay denir.

N1) kk ¸ 0 ( 2 )

N2) kk = 0 ()  =  ( 2 )

N3) kk = jj kk  ( 2   2 )

N4) k+ k · kk+ kk  (  2 ) [30].

Tan¬m 2.1.7. Bir ( k¢k) normlu uzay¬nda ald¬¼g¬m¬z her Cauchy dizisi bu uzay¬n bir

noktas¬na yak¬ns¬yorsa bu normlu uzaya tam veya Banach uzay¬ ad¬ verilir [30].

Tan¬m 2.1.8. (Hilbert Uzay¬) Herhangi     elamanlar cümlesini  ile göstere-

lim.

1)  lineer kompleks (reel) uzayd¬r.

2) ’da bulunan her ( ) eleman çiftine bu elemanlar¬n iç çarp¬m¬ denilen ve h i

ile gösterilen karmaş¬k (reel) bir say¬ karş¬l¬k gelir. Bu iç çarp¬m aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glar.

a) h i = h i 

b) h1 + 2 i = h1 i + h2 i 

c) 8 2 C (R) için h i =  h i 
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d) h i ¸ 0, h i = 0,  = 0

3) ( ) = k¡ k olacak şekilde norm anlam¬nda yak¬nsakl¬¼ga göre  uzay¬

tamd¬r.

4) Key… do¼gal  say¬s¬ için  uzay¬nda lineer ba¼g¬ms¬z  tane eleman mevcuttur.

Yani  sonsuz boyutludur.

(1), (2) ve (3) aksiyomlar¬ sa¼glan¬yorsa H uzay¬na üniter Hilbert uzay¬ denir. (1), (2),

(3) ve (4) özellikleri sa¼glan¬yor ise  uzay¬na soyut Hilbert uzay¬ veya k¬saca Hilbert

uzay¬ denir.

Başka bir ifade ile tam iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay¬ denir [28].

Tan¬m 2.1.9.      olmak üzere 2 [ ] uzay¬

2 [ ] =

8
<
: () :

Z



( ())2  1

9
=
;

biçiminde tan¬mlan¬r. Bu uzayda iç çarp¬m ise

h i =
Z



 () ¹ () 

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada reel durumda  () =  () şeklindedir [30].

Tan¬m 2.1.10. (Operatör)Tan¬m ve de¼ger cümlesi bir vektör uzay¬ olan dönüşümlere

operatör denir [30].

Tan¬m 2.1.11. (Lineer Operatör)  ve  iki reel lineer topolojik uzay olsun.

De¼ger bölgesi ’de bulunan ve ’de tan¬ml¬  =  operatörünü göz önüne alal¬m.

 operatörü için,

1) 1 2 2  olmak üzere  (1 + 2) = 1 +2

2)  bir skaler olmak üzere 8 2  için  () = 

şartlar¬ sa¼glan¬yorsa  operatörüne lineer operatör denir [30].

Tan¬m 2.1.12.  ve  birer normlu uzay ve () ½  olmak üzere  : () ! 

bir lineer operatör olsun.

kk ·  kk

olacak biçimde bir   0 reel say¬s¬ varsa,  operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir. Bu eşitsizli¼gi

sa¼glayan en küçük  say¬s¬na ise  operatörünün normu denir [30].
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Tan¬m 2.1.13. (Sürekli Operatör)  ve  normlu uzaylar  :  !  bir operatör

ve 0 2  olsun. 8  0 için k¡ 0k   oldu¼gunda k¡ 0k   olacak şekilde

  0 say¬s¬ varsa  operatörü 0 2  noktas¬nda süreklidir denir [30].

Tan¬m 2.1.14. (Adjoint Operatör) 1 ve 2 iki Hilbert uzay¬ ve  : 1 ! 2

s¬n¬rl¬ lineer operatör olsun. E¼ger ¤ : 1 ! 2 operatörü

h i = h ¤i

şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa ¤ operatörüne ’nin adjointi denir. E¼ger ¤ =  ise ’ye self-adjoint

operatör denir [30].

Tan¬m 2.1.15. (Dönüşüm Operatörü)  lineer topolojik uzay,  ve,  :  ! 

 :  !  şeklinde tan¬ml¬ iki lineer operatör olsun. 1 ile 2 de  lineer uzay¬n¬n

kapal¬ alt uzaylar¬ olmak üzere  uzay¬n¬n tamam¬nda tan¬ml¬, 1 den 2 ’ye dönüşüm

yapan ve lineer tersi olan  operatörü,

i)  ve ¡1 operatörleri  uzay¬nda süreklidir,

ii)  =  operatör denklemi sa¼glan¬r

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, bu operatöre  ve  operatörler çifti için dönüşüm operatörü

denir ve  ile gösterilir [33].

Lemma 2.1.16.  uzay¬nda   ve  lineer operatörleri ve 1 2 3 kapal¬ alt

uzaylar¬ verilmi̧s olsun.  ve  operatörler çifti için  dönüşüm operatörü

 : 2 ! 3

şeklinde,  ve  operatörler çifti için  dönüşüm operatörü ise

 : 1 ! 2

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda  ve  operatörler çifti için  dönüşüm

operatörü

 : 1 ! 3

şeklinde olmak üzere

 = 

formülü ile ifade edilir.
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Lemma 2.1.17. (Fourier ·Integral Teoremi)  () parçal¬ sürekli, parçal¬ türevlenebilir

ve mutlak integrallenebilir yani

1Z

¡1

j ()j  1 olsun. Bu takdirde

 () =
1



1Z

0



1Z

¡1

 () cos (¡ ) 

eşitli¼gi vard¬r. Ayr¬ca cos (¡ )  ’nin çift fonksiyonu ve sin (¡ )  ’nin tek

fonksiyonu oldu¼gunda

 () =
1

2

1Z

¡1



1Z

¡1

 () cos (¡ ) 

ve

0 =
1



1Z

¡1



1Z

¡1

 () sin (¡ ) 

sa¼glan¬r [74].

Tan¬m 2.1.18. ¡ operatörünün s¬n¬rl¬ (¡ )¡1 tersinin mevcut olmad¬¼g¬ ’lar

cümlesine  operatörünün spektrumu denir [52].

Tan¬m 2.1.19. () tan¬m bölgesi,  s¬n¬rl¬ lineer bir operatör ve

() =

0
@ ()  ()

() ¡()

1
A   =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A   =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A

olmak üzere

 ´ 0 +() = 

eşitli¼gini sa¼glayan ( ) 6= 0 vektör fonksiyonu mevcut ise,  say¬s¬na  operatörünün

özde¼geri, ( ) fonksiyonuna ise  say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen özvektör fonksiyonu denir

[36].

Tan¬m 2.1.20. fg’ler  operatörünün özde¼gerleri ve  ( )’ler bu özde¼gerlere

kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olmak üzere

 =

Z



©
21 ( ) + 22 ( )

ª


say¬lar¬na  operatörünün normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ denir [36].
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Tan¬m 2.1.21.  () kompleks fonksiyonu kompleks düzlemin bir 0 noktas¬n¬n her-

hangi bir  komşulu¼gunun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse, () fonksiyonuna 0

noktas¬nda analitiktir denir [25].

Tan¬m 2.1.22. () kompleks fonksiyonu kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda

analitik ise ()’ye tam fonksiyon denir.  sin  2 gibi fonksiyonlar tam

fonksiyonlard¬r [25].

Tan¬m 2.1.23. (), kompleks düzlemin bir  alt kümesinde tan¬ml¬ bir fonksiyon

olmak üzere, 8 2 için j()j · olacak şekilde bir   0 say¬s¬ varsa ()’ye 

’de s¬n¬rl¬ fonksiyon denir [25].

Tan¬m 2.1.24. (Liouville Teoremi) Kompleks düzlemin tamam¬nda s¬n¬rl¬ olan tam

fonksiyon sabit fonksiyondur [25].

Tan¬m 2.1.25. () kompleks de¼gi̧skenli herhangi bir fonksiyon, 0 ise ()’nin

tan¬ml¬ oldu¼gu herhangi bir nokta olsun. E¼ger  (0) = 0 ise 0 noktas¬na  ()

fonksiyonunun bir s¬f¬r yeri veya k¬saca s¬f¬r¬ denir. E¼ger  (0) = 0,  0 (0) = 0

 00 (0) = 0,  (¡1) (0) = 0,  () (0) 6= 0 ise 0 noktas¬  () fonksiyonunun ¡katl¬

s¬f¬r¬ diye adland¬r¬l¬r [25].

Tan¬m 2.1.26. (), 0 noktas¬n¬n en az bir komşulu¼gundaki her noktada diferansiyel-

lenebilir ama 0’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise 0’a ()’nin ayr¬k singüler

(ayk¬r¬) noktas¬ denir [25].

Tan¬m 2.1.27. 0, () fonksiyonunun ayr¬k bir singüler noktas¬ olsun.

i) lim!0  () limiti mevcut ve sonlu ise 0 noktas¬na ()’nin kald¬r¬labilir ayk¬r¬

noktas¬ denir.

ii) lim!0  () =1 ise 0 noktas¬na ()’nin kutup noktas¬ (kutup yeri) denir.

iii) lim!0  () limiti mevcut de¼gilse 0 noktas¬na ()’nin esas ayk¬r¬ noktas¬ denir

[25].

Teorem 2.1.28. (Riemann Lebesgue Teoremi)  sonlu veya sonsuz  aral¬¼g¬

üzerinde Riemann anlam¬nda integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere

lim
!1

Z



 () sin = 0

eşitli¼gi geçerlidir [39].
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Tan¬m 2.1.29. () bir tam fonksiyon ve

 () = max
jj=
j ()j

olmak üzere yeterince büyük ’ler için

 ()  exp ()

eşitsizli¼gini sa¼glayan   0 say¬s¬ varsa, () tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir.

Bu eşitsizli¼gi sa¼glayan  say¬lar¬n¬n in…mumuna ()’nin mertebesi ad¬ verilir ve  ile

gösterilir [68].

Teorem 2.1.30. (Hadamard Teoremi) Mertebesi  2 (0 1) olan her bir () tam

fonksiyonu

 () = 
1Y

=1

µ
1¡ 



¶

şeklinde bir gösterime sahiptir. Burada   ()’nin orjindeki s¬f¬r¬n¬n katl¬l¬¼g¬, fg¸1
ise  ()’nin 0’dan farkl¬ tüm s¬f¬rlar¬n¬n kümesidir [32].

Tan¬m 2.1.31. (O ve o sembolleri)  2 ¹R ve  ½ R kümesinin bir limit noktas¬

ve  ()  kümesi üzerinde tan¬ml¬ olsun. Buna göre  2 , !  iken  () =  (1)

ise 8  0 için 9 =  ()  0 vard¬r öyleki 8 2 [ () \  için j ()j   kal¬r.

lim!0
 ()
()

= 0 ise () = (()) şeklinde yaz¬l¬r. E¼ger 8 2 [ ()\ için j()j ·

 j()j olacak şekilde bir  sabiti varsa  2  ,  !  iken () = (()) şeklinde

yaz¬l¬r [68].

Teorem 2.1.32. (Leibniz Formülü) Sürekli ( ) fonksiyonu, f( ) :  ·  ·

  ·  · g dikdörtgenini kapsayan bir bölgede sürekli 


k¬smi türevine sahip olsun.

Bu takdirde  ·  ·  için





Z



 ( )  =

Z






 ( ) 

dir. Bu teoremin sonucu olarak; () ve () ( ) aral¬¼g¬nda sürekli türevlere sahip

fonksiyonlar ise





()Z

()

 ( )  =

Z






 ( ) + 0 ()  ( ()  )¡ 0 ()  ( ()  ) 

Teorem 2.1.33. (Düzgün Yak¬nsakl¬k)
X

 bir  kümesi üzerinde tan¬ml¬

fonksiyonlar¬n bir serisi olsun.
X

 serisi  üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬ için
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gerek ve yeter şart 8  0 için 90 2 N vard¬r öyle ki 8   ¸ 0 ve her  2  için¯̄
¯̄
¯

X

=+1

 ()

¯̄
¯̄
¯   eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r [25].

Tan¬m 2.1.34. (Mutlak Yak¬nsakl¬k) Terimleri
X

 serisinin terimlerinin mutlak

de¼gerinden oluşan
X
jj serisi yak¬nsak ise

X
 serisi mutlak yak¬nsakt¬r denir.

Mutlak yak¬nsak her seri yak¬nsakt¬r [25].

Tanm 2.1.35. ( kk) bir normlu uzay olmak üzere 8  2  için

jh ij · kk kk

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizli¼ge Cauchy-Bunjakowski eşitsizli¼gi denir [68].

Tan¬m 2.1.36. (S¬n¬rl¬ Sal¬n¬ml¬ Fonksiyon)  () : [ ]! R fonksiyonu [ ] üz-

erinde s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ omas¬ için gerek ve yeter şart [ ] aral¬¼g¬n¬n her = f0 1  g

parçalanmas¬ için
X

=1

j ()¡  (¡1)j ·

olacak şekilde bir   0 sabitinin mevcut olmas¬d¬r [4].

Tan¬m 2.1.37. (Total Sal¬n¬m) E¼ger () : [ ] ! R fonksiyonu [ ] üzerinde

s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ ise o halde  fonksiyonunun [ ] üzerinde total sal¬n¬m¬ [4]

 ( ) = sup

(
X

=1

j ()¡  (¡1)j
¯̄
¯̄
¯ = f0 1  g  [ ] ’nin bir parçalanmas¬d¬r.

)

Örnek 2.1.38. () : [ ] ! R fonksiyonu monoton artan olsun. O halde [ ]

aral¬¼g¬n¬n her  = f0 1  g parçalanmas¬ için
X

=1

j ()¡  (¡1)j =
X

=1

f ()¡  (¡1)g =  ()¡  (0)

=  ()¡  ()

olur. Böylece  s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬d¬r ve total sal¬n¬m¬  ( ) =  ()¡  () olur.

Tan¬m 2.1.39. 0 ·  · 1 yar¬ ekseninde tan¬mlanan  () fonksiyonu baz¬ s¬n¬rl¬

aral¬klar d¬̧s¬nda s¬f¬rlan¬yorsa kompakt deste¼ge sahiptir denir [46].
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3. DÖNÜŞÜM OPERATÖRÜ

Bu bölümde, tan¬m¬ ve özellikleri ikinci bölümde verilmi̧s olan Sturm-Liouville prob-

lemi için dönüşüm operatörünün teorik uygulamas¬ verilecektir.

3.1. Sturm-Liouville Operatörleri ·Için Dönüşüm Operatörü

 () ve  () reel de¼gerli integrallenebilir fonksiyonlar olmak üzere

 ´ ¡ 2

2
+  ()   ´ ¡ 2

2
+  ()

Sturm-Liouville operatörleri göz önüne al¬ns¬n.

,  () 2 1 [0 ]  (0 ·  1) fonksiyonlar¬ndan oluşan reel de¼gerli bir uzay, 1

ve 2 sonlu reel say¬lar, 1 ve 2 ise s¬ras¬yla

 0 (0) = 1 (0) 

 0 (0) = 2 (0)

s¬n¬r ko̧sullar¬n¬ sa¼glayan fonksiyonlardan oluşan ’nin alt uzaylar¬ olsun.

Teorem 3.1.1.  =  : 1 ! 2 dönüşüm operatörü  () 2 1 için

 f ()g =  () +

Z

0

 ( )  ()  (3.1.1)

şeklinde ifade edilir. Bu durumda (3.1.1) operatörünün  ( ) çekirdek fonksiyonu

2 ( )

2
¡  () ( ) =

2 ( )

2
¡  () ( )  (3.1.2)

 ( ) = 2 ¡ 1 +
1

2

Z

0

( ()¡  ())  (3.1.3)

·



¡ 1

¸¯̄
¯̄
=0

= 0 (3.1.4)

probleminin çözümüdür. Tersine e¼ger  ( ), (3.1.2)-(3.1.4) probleminin çözümü ise

(3.1.1) ifadesi ile tan¬ml¬  operatörü  ve  çifti için bir dönüşüm operatörüdür.

Ayr¬ca  operatöründe  () = 0 ise dönüşüm operatörü aşa¼g¬daki şekildedir


n
cos
p

o
= cos

p
+

Z

0

 ( ) cos
p

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3.2. Dönüşüm Operatörü ·Için Uygulamalar

 () her sonlu aral¬kta integrallenebilir, sonlu reel de¼gerli key… bir fonksiyon olmak

üzere, 0   1 yar¬ ekseninde tan¬ml¬

 [] = ¡
2

2
+  () 

Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ele al¬ns¬n.  [] 2 2 (01) ve  () sonlu

fonksiyonlar¬ndan oluşan manifold üzerinde tan¬ml¬ bu diferansiyel ifade

0 (0)¡  (0) = 0

s¬n¬r ko̧sulu ile birlikte 2 (01) uzay¬nda bir  simetrik operatörünü oluşturur.  ()

potansiyel,  s¬n¬r parametresi olmak üzere  operatörü  ( ) ile gösterilsin.

 [] =  (3.2.1)

denkleminin

 ( 0) = 1 0 ( 0) =  (3.2.2)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü  ( ) olsun. Her  () 2 2 (01) fonksiyon-

lar¬ için

 () =

1Z

0

 () ( ) 

 () =

1Z

¡1

 () ( )  ()

aç¬l¬mlar¬ sa¼glanmak üzere  operatörüne en az bir  (), ( (¡1) = 0) azalmayan

fonksiyonu karş¬l¬k geldi¼gi bilinmektedir [73]. Bu integraller s¬ras¬yla 2 (01)  2
 (¡11)

uzaylar¬ndaki metriklere göre yak¬nsakt¬rlar. Ayr¬ca her  ()   () 2 2 (01) fonksiyon

çifti için
1Z

0

 ()  () =

1Z

¡1

 () () () (3.2.3)

Parseval eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada  () fonksiyonuna  operatörünün spektral

fonksiyonu denir. Her spektral fonksiyon  operatörünü bire bir olarak tan¬mlar. Yani

spektral fonksiyona göre  () potansiyeli ve  parametresi bire bir olarak tan¬mlan¬r

[14], [42].
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 key… negatif olmayan bir say¬,  (0) = 0 olmak üzere  () azalmayan key… sürekli

fonksiyon olsun.  
 cümlesi ile

jj  

Z

0

j ()j  ·  ()  0   1

şartlar¬n¬ sa¼glatan tüm  ( ) operatör cümlesi gösterilsin.  ( ) ( = 1 2)

operatörleri  
 cümlesine ait olsun. Bu problemlere kaŗs¬l¬k gelen 1 ( )  2 ( )

çözümleri dönüşüm operatöründen faydalan¬larak

2 ( ) = 1 ( ) +

Z

0

1
2 ( )1 ( ) 

integral denklemiyle ifade edilebilir ve tersine

1 ( ) = 2 ( ) +

Z

0

2
1 ( )2 ( ) 

şeklinde gösterilebilir. Daha sade bir ifadeyle s¬ras¬yla bu dönüşüm operatörlerinin

görüntüsünü

2 =
¡
 +1

2

¢
1

1 =
¡
 +2

1

¢
2

şeklinde göstermek mümkündür.

Burada 1
2 ( ) ve 2

1 ( ) çekirdekleri  ve  de¼gi̧skenlerine göre mutlak sürekli

fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca


 ( ) =  ¡  +

1

2

1Z

0

( ()¡  ())  (  = 1 2  6= )

ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur. Sadelik için

12 ( ) = 1 ( )¡ 2 ( ) ; 12 = 1 ¡ 2

12 () = 1 ()¡ 2 () ; 12 () = 1 ()¡ 2 ()

12 ( ) = 1 ( ) ¡2 ( )

gösterimleri kullan¬lmak üzere burada spektral fonksiyonlar¬n fark¬ndan faydalanarak

12 ( ) ve 12 ( ) fonksiyonlar fark¬ için Lemmalar verilecektir.
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Lemma 3.2.1. Her  ve  için

 ( ) =
1R
¡1

2 ( )  ()
R
0

1 ( )1 ( )   ( = 1 2)

integrali mevcuttur ve

12 ( ) = ¡
1R
¡1

2 ( ) 12 ()
R
0

1 ( )1 ( )  (3.2.4)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [45].

·Ispat  = 1 için

1 ( ) =
1R
¡1

1 ( ) 1 ()
R
0

1 ( )1 ( ) 

+
1R
¡1

¡
1

21

¢
( ) 1 ()

R
0

1 ( )1 ( )  (3.2.5)

şeklinde yaz¬labilir. Eş yak¬nsakl¬¼ga ili̧skin teoremden dolay¬ (3.2.5)’deki birinci

integral mevcuttur ve Fourier integral teoremi ile 1
2
1 ( )’e eşittir. (3.2.5)’deki ikinci

integralin ise
¡
1

21

¢
2 2

1


R
0

1 ( )1 ( )  2 2
1

özelliklerinden mutlak yak¬nsak oldu¼gu görülür. (3.2.3) Parseval eşitli¼gi kullan¬larak

1 ( ) =
1R
¡1

1 ( ) 1 ()
R
0

1 ( )1 ( ) 

yaz¬labilir. Burada son eşitli¼gin her iki taraf¬ 1
2 ( ) ile çarp¬l¬p 0’dan ’e integrali

al¬n¬rsa

1R
¡1

¡
1

21

¢
( ) 1 ()

R
0

1 ( )1 ( )  =
¡
1

21

¢
( )

= 2 ( ) ¡1 ( )

elde edilir. Dolay¬s¬yla

1 ( ) = 2 ( )¡
1

2
1 ( ) (3.2.6)

eşitli¼gi elde edilir.  = 2 için

2 ( ) =
1R
¡1

2 ( ) 2 ()
R
0

2 ( )1 ( ) 

+
1R
¡1

2 ( ) 2 ()
R
0

¡
2

12

¢
( )1 ( ) 
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yaz¬labilir. 2 ( ) fonksiyonu için de eş yak¬nsakl¬¼ga ili̧skin teoremden faydalan¬larak

2 ( ) =
1 ( )

2
+

1R
¡1

2 ( ) 2 ()
R
0

R
0

2
1 ( )2 ( )1 ( ) 

=
1 ( )

2
+

1R
¡1

2 ( ) 2 ()
R
0

2 (  ) 
R


2
1 ( )1 ( ) 

=
1 ( )

2
+

1

2

µ
R


2
1 (  )1 ( ) 

¶

=

=
1 ( )

2
(3.2.7)

elde edilir. (3.2.6) ve (3.2.7) eşitlikleri birlikte ele al¬nd¬¼g¬nda Lemma 3.2.1’in ispat¬

tamamlan¬r.

Lemma 3.2.2. Her kompleks  ve 0   1 için

2
12 ( ) = 12

1R
¡1

1 ( )2 ( )¡ 1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

+
R
0

12 ()  (3.2.8)

£
1R
0

1 ( )2 ( )1 ( )2 ( )¡1 ( )2 ( )1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

eşitli¼gi sa¼glan¬r [45].

·Ispat (3.2.1) denkleminin (3.2.2) ko̧sulunu sa¼glayan çözümü için

R
0

1 ( )1 ( )  =
01 ( )1 ( )¡ 01 ( )1 ( )

¡ 

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu ifade (3.2.4) formülünün sa¼g k¬sm¬nda yerine konulursa

12 ( ) =
1R
¡1

2 ( )
01 ( )1 ( )¡ 01 ( )1 ( )

¡ 
12 () (3.2.9)

elde edilir. Benzer eşitli¼gi 21 ( ) fonksiyonuna göre yazmak için (3.2.9) denkleminin

sa¼g k¬sm¬nda 1 ve 2 fonksiyonlar¬n¬n yerlerini de¼gi̧stirmek ve 12 () fonksiyonunu

ise 21 () ile de¼gi̧stirmek gereklidir. Fakat 21 = ¡12 ve 12 = ¡21 oldu¼gundan

elde edilen yeni denklem

12 ( ) =
1R
¡1

1 ( )
02 ( )2 ( )¡ 02 ( )2 ( )

¡ 
12 () (3.2.10)

ba¼g¬nt¬s¬na denktir. Im 6= 0 olsun. Bu durumda her 0   1 için

1R
¡1

2 ( )1 ( )

¡ 
 ()  ( = 1 2) (3.2.11)
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integralleri mevcuttur. Gerçekten 2 ( ) ve 1 ( )  0 ·   1 için ’ye göre

s¬n¬rl¬ fonksiyonlard¬r (operatör dönüşümlerinin görüntüsünden elde edilir).   0 için

bu dönüşümlerin görüntüsünden j ( )j  
p
jj elde edilir. Burada  ’den

ba¼g¬ms¬z bir sabittir fakat [34, 42] çal¬̧smalar¬ndan bilindi¼gi üzere

lim
!1

µ
 ()¡

2



p


¶
=  (¡1)¡ 

ve her  ¸ 0 için
0R

¡1

p
jj  ()

integrali mevcuttur. Buradan (3.2.11) integralinin varl¬¼g¬ ve dolay¬s¬yla
1R
¡1

2 ( )1 ( )

¡ 
12 ()

integralinin varl¬¼g¬ elde edilir. Böylece (3.2.9) ve (3.2.10)’daki her terimi integrallemek

mümkün olur. (3.2.9)’dan (3.2.10)’u ç¬kar¬rsak

0 = 1 ( )
1R
¡1

2 ( )01 ( )1 ( )¡ 1 ( )02 ( )

¡ 
12 ()

+12 ( )
1R
¡1

1 ( )
0
2 ( )

¡ 
12 ()

¡ (01 ( )¡ 02 ( ))
1R
¡1

2 ( )1 ( )

¡ 
12 () (3.2.12)

elde edilir. (3.2.10) denklemi 12 ( ) ile (3.2.12) denklemi ise 2 ( ) ile çarp¬l¬p

taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

2
12 ( )=

f01 ( )2 ( )¡ 02 ( )1 ( )g
1R
¡1

1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

¡1( )2( )

£
1R
¡1

01 ( )2 ( ) ¡02 ( )1 ( )

¡ 
12 () (3.2.13)

elde edilir. (3.2.1) denkleminin (3.2.2) ko̧sulundan 1 ve 2 fonksiyonlar¬ için

01 ( )2 ( )¡02 ( )1 ( ) = 12 +
R
0

12 ()1 ( )2 ( ) 

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Buna göre (3.2.13) denklemini

2
12 ( ) = 12

1R
¡1

1 ( )2 ( )¡ 1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

+
R
0

12 ()1( )2( ) 
1R
¡1

1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

¡1( )2( )
1R
¡1

12 ()

¡ 

R
0

12 ()1 ( )2 ( ) 
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şeklinde yazabiliriz. Son eşitlikte integralleme s¬ras¬n¬ de¼gi̧stirerek Im 6= 0 için Lemma

3.2.2’nin ispat¬ elde edilir.

Şimdi ise Im ! 0 için Lemmay¬ ispatlayal¬m. Ayr¬ca (3.2.4) ve (3.2.8) eşitliklerinin

genelleştirilmesi olarak bilinen farkl¬ bir formülü 12 ( ) için yazal¬m. Bunun için

 = ( ) herhangi bir aral¬k  ise bu aral¬¼g¬n eksene tamamlay¬c¬s¬ olsun. (3.2.9) ve

(3.2.10) formüllerinin yerine s¬ras¬yla

12 ( ) = ¡
R


2 ( ) 12 ()
R
0

1 ( )1 ( ) 

+
R


2 ( )
01 ( )1 ( )¡ 01 ( )1 ( )

¡ 
12 () 

12 ( ) = ¡
R


1 ( ) 12 ()
R
0

2 ( )2 ( ) 

+
R


1 ( )
02 ( )2 ( )¡ 02 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

eşitlikleri yaz¬labilir. Lemma 3.2.2’nin ispat¬nda benzer dönüşümler yap¬larak

2
12 ( ) =

2 ( )
R


2 ( ) 12 ()
R
0

1 ( )1 ( ) 

¡1 ( )
R


1 ( ) 12 ()
R
0

2 ( )2 ( ) 

+12
R


1 ( )2 ( )¡ 1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

+
R
0

12 () 

£
R


1 ( )2 ( )1 ( )2 ( )¡ 1( )2( )1 ( )2 ( )

¡ 
12 ()

elde edilir.

Şimdi 12 () spektral fonksiyonlar fark¬ndan faydalanarak 12 ( ) çekirdek

fonksiyonlar fark¬n¬n görüntüsüne ili̧skin formülü veren a̧sa¼g¬daki lemmay¬

ispatlayal¬m.

Lemma 3.2.3. Her 0   1 için

12 ( ) =

1Z

¡1

1 ( )2 ( ) 12 ()

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat

 () =

Z

¡1

1 ( )2 ( ) 12 ()

fonksiyonu ele al¬ns¬n. Lemma 3.2.2’nin ispat¬nda not edildi¼gi gibi bu integral mevcut-

tur ve aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir.

 () =

Z

¡1

1 ( )
£
1 ( ) +

¡
1

21

¢
( )

¤
1 ()

¡
Z

¡1

2 ( )
£
2 ( ) +

¡
2

12

¢
( )

¤
2 ()

=

Z

¡1

1 ( )1 ( ) 1 ()¡
Z

¡1

2 ( )2 ( ) 2 ()

+

Z

¡1

1 ( )
¡
1

21

¢
( ) 1 ()¡

Z

¡1

2 ( )
¡
2

12

¢
( ) 2 ()  (3.2.14)

Spektral çekirde¼gin asimptotik davran¬̧s¬na ili̧skin [34] teoremden dolay¬

Z

¡1

1 ( )1 ( ) 1 ()¡
Z

¡1

2 ( )2 ( ) 2 ()

fark¬  ! 1 iken her 0    1 için s¬f¬ra yak¬nsakt¬r. Eş yak¬nsakl¬¼ga ili̧skin teo-

remden dolay¬ (3.2.14)’ün sa¼g taraf¬nda kalan iki terimde limite sahiptir ve bu limitler

s¬ras¬yla 1
2
1

2 ( ) ve
1
2
2

1 ( ) şeklindedir. Bu yüzden her 0   1 için  ! 1

iken

lim () =

Z

¡1

1 ( )2 ( ) 12 ()

=
1

2

¡
1

2 ( )¡2
1 ( )

¢

eşitli¼gi geçerlidir. Ayr¬ca

1

2

¡
1

2 ( )¡2
1 ( )

¢
= ¡12 ¡

1

2

R
0

12 ()  = ¡12 ( )

elde edilir. Böylece Lemma 3.2.3’ün ispat¬ tamamlan¬r.
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3.3. Yar¬ Eksende Parseval Eşitli¼gi

Bir Sturm-Liouville operatörünün tan¬m aral¬¼g¬ sonsuz veya yar¬ sonlu ise ve potan-

siyel fonksiyonu  () sonlu aral¬k üzerinde toplanabilir de¼gilse bu şartlar¬n ikisi veya

herhangi biri sa¼gland¬¼g¬ takdirde Sturm-Liouville operatörüne singülerdir denir.

Bu k¬s¬mda singüler Sturm-Liouville problemi için Parseval eşitli¼gi incelenecektir.

 ()  sonlu 0     aral¬¼g¬ üzerinde sürekli olmak üzere [01) aral¬¼g¬ üzerinde

tan¬mlanan

¡00 + (¡  ())  = 0 (3.3.1)

denklemi ele al¬ns¬n.  key… reel say¬ olmak üzere  ( ) (3.3.1) denkleminin

 (0 ) = sin 0 (0 ) = ¡ cos (3.3.2)

başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ sa¼glayan çözümü olsun. Aç¬kt¬r ki  ( ) fonksiyonu

 (0 ) cos+ 0 (0 ) sin = 0 (3.3.3)

s¬n¬r şart¬n¬ sa¼glar.

 key… pozitif say¬ ve  key… bir reel say¬ olmak üzere (3.3.3) s¬n¬r şart¬na

 ( ) cos  + 0 ( ) sin = 0 (3.3.4)

şart¬n¬ da ekleyerek (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4) problemini ele alal¬m. Bu problem regüler

Sturm-Liouville problemi olup  bu problemin özde¼gerleri ve  () =  ( )

(3.3.2) başlang¬ç şart¬n¬ sa¼glayan bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olsun.

 () 2 2 (0 ) olsun. Bu problemin normla̧st¬r¬c¬ say¬lar¬

2
 =

R
0

2 () 

ve normalleştirilmi̧s özfonksiyonlar¬

 () =
1



 ()

şeklinde olup Parseval eşitli¼gi ile

Z

0

2 ()  =
1X

=0

1

2


0
@

Z

0

 ()  () 

1
A

2

(3.3.5)

formülüne sahibiz.
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E¼ger monoton artan bir merdiven fonksiyonu

 () =

8
>><
>>:

P
0

1
2

   0

¡
P

0

1
2

  · 0

formülü ile verilirse (3.3.5) eşitli¼gi

 () =

Z

0

 ()  ( ) 

olmak üzere
Z

0

2 ()  =

1Z

¡1

 2 ()  () (3.3.6)

şeklinde yaz¬labilir.

(3.3.1), (3.3.3) singüler problemi için Parseval eşitli¼gi (3.3.6) eşitli¼ginde  ! 1 iken

elde edilir. Bu k¬sm¬ sonland¬rmak için aşa¼g¬daki lemma verilsin.

Lemma 3.3.1. Herhangi pozitif  say¬s¬ için ’lar¬n her sonlu aral¬¼g¬nda

 
¡ f ()g =

X

¡

1

2


=  ()¡  (¡)

  (3.3.7)

olacak şekilde ’den ba¼g¬ms¬z pozitif sabit bir  =  ( ) say¬s¬ mevcuttur.  ()

fonksiyonunun total sal¬n¬m¬ ’ye göre düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat ·Ilk olarak sin 6= 0 durumu ele al¬ns¬n.  ( ) fonksiyonu ¡ ·  ·  ve

0 ·  ·  ( key… sabit pozitif say¬) aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gundan ve  (0 ) = sin

şart¬ndan jj   için 0
@1



Z

0

 ( ) 

1
A

2


1

2
sin2  (3.3.8)

şart¬ sa¼glanacak şekilde pozitif küçük bir  say¬s¬ vard¬r.

E¼ger (3.3.6) denklemindeki fonksiyon

 () =

8
<
:

1

 0 ·   

0  ¸ 

şeklinde seçilirse o halde (3.3.8) eşitsizli¼gi kullan¬larak
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Z

0

2 ()  =
1


=

1Z

¡1

8
<
:

1



Z

0

 ( ) 

9
=
;

2

 ()

¸
Z

¡

8
<
:
1



Z

0

 ( ) 

9
=
;

2

 ()


1

2
sin2 

Z

¡

 ()

=
1

2
sin2  f ( )¡  (¡)g

buradan (3.3.7) eşitli¼gi elde edilir.

sin = 0 durumu içinse (3.3.6) Parseval eşitli¼gindeki fonksiyonu

 () =

8
<
:

1
2
 0 ·   

0  ¸ 

seçersek buradan (3.3.7) eşitli¼gi elde edilir. Lemma 3.3.1’in ispat¬ tamamlan¬r.

Şimdi Lemma 3.3.1’i ve Stieltjes integral i̧sareti alt¬nda limite geçme hakk¬ndaki teoremi

kullanarak (3.3.1)-(3.3.3) problemi için Parseval eşitli¼gini türetelim.

·Ilk olarak  () fonksiyonlar¬    için 0 ·  ·  aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rlans¬n.  ()

fonksiyonlar¬ ikinci mertebeden sürekli türevlere sahip olsun ve (3.3.3) s¬n¬r koşulunu

sa¼glas¬n. (3.3.6) Parseval eşitli¼gi uygulanarak

Z

0

2 ()  =

1Z

¡1

 2
 ()  () (3.3.9)

elde edilir. Burada

 () =

Z

0

 ()  ( ) 

şeklindedir.

 () ve  ( ) fonksiyonlar¬ (3.3.3) s¬n¬r koşulunu sa¼glad¬¼g¬ndan ve  ()’ler  nok-

tas¬n¬n komşulu¼gunda s¬f¬ra özdeş oldu¼gundan Green özdeşli¼gini kullanarak
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 () = ¡1



Z

0

 () f00 ( )¡  ()  ( )g 

= ¡1



Z

0

 ( ) f 00 ()¡  ()  ()g 

bulunur. Böylece key… ve sonlu   0 için

Z

jj

 2
 ()  () ·

1

2

Z

jj

0
@

Z

0

 ( ) f 00 ()¡  ()  ()g 

1
A

2

 ()


1

2

1Z

¡1

0
@

Z

0

 ( ) f 00 ()¡  ()  ()g 

1
A

2

 ()

=
1

2

Z

0

f 00 ()¡  ()  ()g2 

elde edilir. (3.3.9) ve son eşitsizlikten
¯̄
¯̄
¯̄

Z

0

 2
 () ¡

Z

¡

 2
 ()  ()

¯̄
¯̄
¯̄ 

1

2

Z

0

f 00 ()¡  ()  ()g2  (3.3.10)

oldu¼gu görülür. Lemma 3.3.1’den f ()g (¡ ·  · ) monoton fonksiyonlar cüm-

lesi s¬n¬rl¬d¬r. Böylece  () fonksiyonlar¬n¬n  () monoton fonksiyonuna yak¬nsamas¬

için bir fg dizisi seçilebilir. (3.3.10) eşitsizli¼ginde ’lara göre limit al¬n¬rsa
¯̄
¯̄
¯̄

Z

0

2 () ¡
Z

¡

 2
 ()  ()

¯̄
¯̄
¯̄ ·

1

2

Z

0

f 00 ()¡  ()  ()g2 

elde edilir. Son olarak  !1 iken
Z

0

 2
 ()  =

1Z

¡1

 2
 ()  ()

bulunur ki bu eşitlik ise yukar¬da verilen şartlar¬ sa¼glayan fonksiyonlar için Parseval

eşitli¼gidir.

Şimdi  () key… karesi integrallenebilen bir fonksiyon olsun, yani  () 2 2 (01)

olsun. Yukar¬da verilen şartlar¬ sa¼glayan f ()g fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi mevcut ol-

sun. Yani  () fonksiyonlar¬ [0 ] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rlans¬n, (3.3.3) şart¬n¬ sa¼glas¬n
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ve sürekli ikinci mertebeden türevlere sahip olsunlar. O halde

lim
!1

1Z

0

f ()¡  ()g2  = 0

olur. !1 iken
1Z

0

f ()¡  ()g2 ! 0

oldu¼gundan

1Z

¡1

f ()¡  ()g2  () =
1Z

0

f ()¡  ()g2 ! 0

eşitli¼gine sahibiz.

Böylece  () monoton fonksiyonuna göre karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay¬

konusu tamamlan¬yor. Buradan  () limit fonksiyonunun varl¬¼g¬ ve

1Z

0

 2 ()  =

1Z

¡1

 2 ()  ()

Parseval eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Şimdi son olarak

 () =

Z

0

 ()  ( ) 

fonksiyonlar¬n¬n !1 iken  () fonksiyonuna ortalama olarak yak¬nsad¬¼g¬n¬ göster-

meliyiz.

 () karesi integrallenebilen di¼ger bir fonksiyon olsun.  () ise  ’den  ()’n¬n oluş-

turuldu¼gu yolla  ()’den oluşturulsun. Dolay¬s¬yla

1Z

0

( ()¡  ())2  =

1Z

¡1

( () ¡ ())2  ()

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi 0 ·  ·  için  () =  () ve    için  () = 0 al¬narak !1 iken

1Z

¡1

( ()¡  ())
2  () =

1Z



2 () ! 0

elde edilir ki bu ise  ()’n¬n  ()’a ortalama olarak yak¬nsak oldu¼gunu gösterir.

Böylelikle aşa¼g¬da ifadesi verilen teoremi ispatlam¬̧s olduk.
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Teorem 3.3.1.  () 2 2 (01) olsun.  () ve  () fonksiyonlar¬na ba¼gl¬ olmayan

monoton artan bir  () fonksiyonu vard¬r öyleki

1Z

0

 2 ()  =

1Z

¡1

 2 ()  ()

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Burada  () fonksiyonuna spektral fonksiyon denir. Bilinir ki  () tek olmak zorunda

de¼gildir.

 () fonksiyonu

 () =

Z

0

 ()  ( ) 

sürekli fonksiyonlar dizisinin ortalama karesel limitidir, yani

lim
!1

1Z

¡1

f ()¡  ()g2  () = 0

K¬sal¬k aç¬s¬ndan

 () = lim
!1

Z

0

 ()  ( ) 

ile gösterilir.

 (),  () 2 2 (01) uzay¬ndan iki fonksiyon olsunlar.  () ve  () ise s¬ras¬yla

bu fonksiyonlar¬n Fourier dönüşümleri olsun. O halde  () §  () fonksiyonlar¬n¬n

Fourier dönüşümünlerinin  ()§ () oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu sebeple

1Z

0

( () +  ())2  =

1Z

¡1

( () + ())2  () 

1Z

0

( ()¡  ())2  =

1Z

¡1

( () ¡ ())2  ()

yaz¬labilir. Burada üstteki eşitlikten alttaki eşitlik ç¬kar¬l¬rsa

1Z

0

 ()  ()  =

1Z

¡1

 () ()  () (3.3.11)

genelleştirilmi̧s Parseval eşitli¼gi elde edilir.
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Teorem 3.3.2. (Aç¬l¬m Teoremi)  () 2 2 (01) ve 0 ·  1 aral¬¼g¬nda sürekli

bir fonksiyon olsun. Ayr¬ca
1Z

¡1

 ()  ( )  ()

integrali her sonlu aral¬kta ’e göre düzgün ve mutlak yak¬nsak olsun. Bu takdirde

 () =

1Z

¡1

 ()  ( )  ()

eşitli¼gi geçelidir.

·Ispat  ()  sonlu [0 ] aral¬¼g¬ d¬̧s¬nda s¬f¬rlanan sürekli bir fonksiyon olsun. O halde

(3.3.11) eşitli¼gi

1Z

0

 ()  ()  =

1Z

¡1

 ()

8
<
:

Z

0

 ()  ( ) 

9
=
;  ()

şeklinde yaz¬labilir. Mutlak yak¬nsakl¬ktan son integraldeki integrasyon s¬ras¬

de¼gi̧stirilebilir. Yani

1Z

0

 ()  ()  =

Z

0

 ()

8
<
:

1Z

¡1

 ()  ( )  ()

9
=
; 

yaz¬l¬r. Sürekli  () fonksiyonu key… seçildi¼ginden,  () fonksiyonu ve

1Z

¡1

 ()  ( )  ()

ifadesi sürekli oldu¼gundan

 () =

1Z

¡1

 ()  ( )  ()

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada

1Z

¡1

 ()  ( )  () ifadesinin süreklili¼gi integralin düzgün

yak¬nsakl¬k kabulünden anla̧s¬l¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.3.3. (Eş Yak¬nsakl¬k Teoremi)  (), 2 (01) uzay¬nda key… bir

fonksiyon olmak üzere

 (
p
  ) =

1Z

0

 () (
p
 ) 

ve

 () =

1Z

0

 () cos
p

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integralleri s¬ras¬yla 2
 (¡11) ve 2 (01) uzaylar¬nda norm anlam¬nda yak¬nsak-

t¬rlar. O halde her   0 için

0Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 )  ()

integrali  2 [0 ] aral¬¼g¬nda düzgün ve mutlak yak¬nsar. Ayr¬ca

lim
!1

sup
0··

¯̄
¯̄
¯̄

Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 )  ()¡ 2



Z

0

 () cos
p

p


¯̄
¯̄
¯̄ = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat

 ( ) =

Z

¡

 (
p
  ) (

p
 ) (

p
 )  () (3.3.12)

fonksiyonu

 ¡  ()  =  ¡  ()

diferansiyel denklemini ve

 ( 0) =  () ,  ( 0) =  ()

başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ sa¼glar. Burada

 () =

Z

¡

 (
p
  ) (

p
 )  ()

şeklindedir. Böylece Rieman formülünü kullan¬larak ve

 ( ) =  ( )

eşitli¼gi dikkate al¬narak  (  ) çekirdek fonksiyonu kendi de¼gi̧skenlerine göre s¬n¬rl¬

bir fonksiyon olmak üzere  ( ) fonksiyonu

 ( ) =
 (+ )¡  (j¡ j)

2
+

+Z

j¡j

 (  )  ()  (3.3.13)

formunda gösterilebilir. Şimdi (3.3.12) eşitli¼ginin her iki taraf¬na 
¡p

 
¢

fonksiyonunu cos
p
’ye dönüştüren dönüşüm operatörü uygulan¬rsa

Z

¡

 (
p
 ) (

p
 ) cos

p
 () =  ( ) +

Z

0

 ( ) ( ) 
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elde edilir. Bu son eşitlikten sonsuz kere diferansiyellenebilen kompakt deste¼ge sahip

tüm çift  () fonksiyonlar¬ için

Z

¡

 () (
p
 ) (

p
 )  () =

1Z

0

 ()

8
<
: ( ) +

Z

0

 ( ) ( ) 

9
=
; 

(3.3.14)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi  !1 olsun. Teorem 2.1.35 ile  () dizisi 2 [01) uza-

y¬nda norm anlam¬nda  () fonksiyonuna yak¬nsak olur. Böylece (3.3.13) ve (3.3.14)

eşitliklerinden
1Z

¡1

 () (
p
 ) (

p
 )  ()

=

1Z

0

 ()

½
 (+ )¡  (j¡ j)

2
+1 ( )

¾
 (3.3.15)

sonucu elde edilir. Burada

1 ( ) =

+Z

j¡j

 (  )  () 

+

Z

0

 ( )

8
><
>:
 (+ )¡  (j¡ j)

2
+

+Z

j¡j

 (  )  () 

9
>=
>;



şeklindedir.  (  ) ve  ( ) kendi de¼gi̧skenlerine göre s¬n¬rl¬ fonksiyonlar oldu¼gun-

dan Cauchy-Bunjakowski eşitsizli¼gi ile tüm  2 [0 ] için

sup
0··

j1 ( )j · 1
12

8
<
:

1Z

0

j ()j2 

9
=
;

12

(3.3.16)

geçerlidir. Dönüşüm operatörünün varl¬¼g¬ndan  2 (¡1 0] aral¬¼g¬nda

sup
0··

j (
p
 )j ·  exp 

p


eşitsizli¼gi düzgün şekilde sa¼glan¬r. Sonuç olarak
0Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 )  ()

integrali  2 [0 ] aral¬¼g¬nda düzgün ve mutlak şekilde yak¬nsar. Ayr¬ca

2 ( ) =

0Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 ) [cos

p
¡ 1] () (3.3.17)
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fonksiyonu tüm  2 [0 ] için

sup
0··

j2 ( )j · 2 (3.3.18)

eşitsizli¼gini sa¼glar. Fourier integralleri için konvolüsyon teoremleri ile
1Z

0

 ()
 (+ )¡  (j¡ j)

2
 =

2



1Z

0

 () () cos
p

p


yaz¬labilir. O halde (3.3.15) eşitli¼gi
1Z

0+

 () (
p
 ) (

p
 )  ()¡ 2



1Z

0

 () () cos
p

p


+ (0)

0+Z

¡1

 (
p
  ) (

p
 )  ()

=

1Z

0

 ()3 ( )  (3.3.19)

şeklinde yeniden yaz¬labilir. Burada 3 ( ) = 1 ( )¡2 ( ) şeklindedir. Ayr¬ca

(3.3.16) ve (3.3.18) eşitliklerinden

sup
0··

j3 ( )j · 3
12, (0 ·  · ) (3.3.20)

oldu¼gu aç¬kt¬r. (3.3.19) eşitli¼ginde

 () =  () =
2



sin




µ




¶
 (0    )

al¬n¬rsa

2Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 )  ()¡ 2



2Z

0

 () cos
p

p


= (1¡ (0))

0+Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 )  () +

+
1



Z

0

sin




µ




¶
3 ( ) 

¡
1Z

0+

 (
p
 ) (

p
 ) [ ( (

p
+ ))¡  ( (

p
¡ ))] ()

+
2



1Z

0

 () cos
p
 [ ( (

p
+))¡  ( (

p
¡))] 

p

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elde edilir. Burada

 () =
1



1Z

¡1

 ()¡ 1


sin

şeklindedir. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki her bir terimi ayr¬ ayr¬ inceleyelim.  ()

fonksiyonu sonsuz kere diferansiyellenebilen  (0) = 1 şart¬n¬ sa¼glayan fonksiyon olmak

üzere

(1¡  (0)) =
2



1Z

0

sin


¡ 2



1Z

0

sin




µ




¶


=
2



1Z

0

1¡  (¡1)


sin

eşitli¼ginden Riemann-Lebesque teoremi ile lim!1 (1¡ (0)) = 0 elde edilir. Sonuç

olarak birinci terim  !1 iken  2 [0 ] aral¬¼g¬nda s¬f¬ra gider. Üçüncü ve dördüncü

terimlerde

sup
0··
0·1

j (
p
 )j · 1 jcospj  1 j ()j ·



1 + 2

eşitsizlikleri dikkate al¬narak  2 [0 ] aral¬¼g¬nda s¬f¬ra yak¬nsar.

Son olarak ikinci terimde (3.3.20) eşitsizli¼ginin yard¬m¬yla

sup
0··

¯̄
¯̄
¯̄
1



Z

0

sin




µ




¶
3 ( ) 

¯̄
¯̄
¯̄ ·

3



Z

0

¡12

=
23

p




elde edilir. Böylece

lim
!1

sup
0··

¯̄
¯̄
¯̄
2Z

¡1

 (
p
  ) (

p
 )  ()¡ 2



Z

0

 () cos
p

p


¯̄
¯̄
¯̄ ·

23

p




burada  yeterince küçük seçilirse

lim
!1

sup
0··

¯̄
¯̄
¯̄
2Z

¡1

 (
p
 ) (

p
 )  ()¡ 2



Z

0

 () cos
p

p


¯̄
¯̄
¯̄ = 0

elde edilir ki buda elde etmek istedi¼gimiz sonuçtur.
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4. D·IRAC OPERATÖRÜNÜN ·IK·I SPEKTRUMA GÖRE

TANIMLANMASININ KARARLILI¼GI

Bu k¬s¬mda Dirac operatörü için ayr¬k s¬n¬r koşullar¬yla tan¬mlanm¬̧s kararl¬l¬k prob-

lemi ele al¬nacakt¬r. Dirac operatörünün spektral teorisi hakk¬nda k¬sa bir özet verile-

cek olup detayl¬ bilgiye [36] kayna¼g¬ndan ulaş¬labilir. Bu k¬s¬mda Dirac denkleminden

türetilen s¬n¬r de¼ger problemi için normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n¬n iki spektruma göre ifadesi

ve kararl¬l¬k teoremleri verilecektir.

4.1. Bir Boyutlu Dirac Operatörü

 (  = 1 2) [0 ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ reel de¼gerli sürekli fonksiyonlar olmak üzere

() =

0
@ 11() 12 ()

21 () 22()

1
A  12 () =21 ()

bir matris operatörü olsun.  () iki bileşenli bir vektör fonksiyonu

 =

0
@ 1 ()

2 ()

1
A ve  =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A   =

0
@ 1 0

0 1

1
A

olmak üzere µ





+  ()¡ 

¶
 = 0 (4.1.1)

denklemi iki adet birinci mertebeden

02 () + 11 () 1 () + 12 () 2 () = 1 () 

¡01 () + 21 () 1 () + 22 () 2 () = 2 ()

adi diferansiyel denklem sistemine denktir.

Burada  () potansiyel fonksiyon,  parçac¬¼g¬n kütlesi olmak üzere 12 () =

21 () ´ 0 ve 11 () =  () +  22 () =  () ¡  iken relavistik kuantum

teorisinde (4.1.1) sistemi 1-boyutlu stasyoner Dirac sistemi olarak bilinmektedir.

2-boyutlu uzay¬n her düzgün ortogonal dönüşümü

 () =

0
@ cos () ¡ sin ()

sin () cos ()

1
A

şeklinde bir matris ile tan¬mlan¬r.  =  olacak şekilde (4.1.1) denklemine baz¬

i̧slemler uygulan¬rsa





+

µ
¡1




 +¡1

¶
 =  (4.1.2)
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denklemi elde edilir. Burada  = ¡1 

 +¡1 matrisi hesaplan¬rsa

 () =
1

2
arctan

212 ()

11 ()¡ 22 ()

ve

 () =

0
@  () 0

0  ()

1
A

şeklinde elde edilir. Buna göre (4.1.1) denklemi
0
@ 0 1

¡1 0

1
A 


+

0
@  () 0

0  ()

1
A  =  (4.1.3)

şeklinde yaz¬labilir. Bu denkleme Dirac denkleminin 1. kanonik formu denir.

Şimdi  () =  () +  () = 0 olacak şekilde bir bir  () fonksiyonu seçilsin. Baz¬

i̧slemler yap¬larak

 () = ¡1
2

Z

0

(11 () + 22 ()) 

elde edilir. Buna göre (4.1.2) denklemi
0
@ 0 1

¡1 0

1
A 


+

0
@  ()  ()

 () ¡ ()

1
A  =  (4.1.4)

şeklinde yaz¬labilir. Bu denkleme Dirac denkleminin 2. kanonik formu denir. (4.1.3) ve

(4.1.4) denklemlerine (4.1.1) sisteminin kanonik formlar¬ denir. (4.1.1) denklem sistem-

lerinin spektral teorisinin çeşitli sorunlar¬n¬ incelerken bu veya di¼ger kanonik formlardan

faydalanmak bize kolayl¬k sa¼glar. Örne¼gin, özde¼gerlerin ve özvektör fonksiyonlar¬n¬n

asimptotik davran¬̧s¬ araşt¬r¬l¬rken ve key… vektör fonksiyonunun (0 ve  noktalar¬nda

homojen s¬n¬r şartlar¬ sa¼gland¬¼g¬nda) (4.1.1) denklem sisteminin özvektör fonksiyon-

lar¬na göre aç¬l¬m¬ incelenirken, (4.1.3) kanonik denkleminden faydalanmak kolayl¬k

sa¼glar. Sonsuz aral¬kta verilmi̧s (4.1.1) denklem sisteminin özde¼gerlerinin asimptotik

davran¬̧s¬ ve ters problem incelenirken de (4.1.4) kanonik denkleminden faydalanmak

kolayl¬k sa¼glar.

(4.1.3) kanonik denklem sistemi için  () ve  () [0 ] aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s reel

de¼gerli sürekli fonksiyonlar olmak üzere

02 + ( ()¡ ) 1 = 0

01 ¡ ( ()¡ ) 2 = 0 (4.1.5)
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2 (0) cos+ 1 (0) sin = 0

2 () cos  + 1 () sin  = 0 (4.1.6)

s¬n¬r problemi ele al¬ns¬n. Herhangi bir 1 de¼geri için bu problemin s¬f¬rdan farkl¬

çözümü  ( 1) =

0
@ 1 ( 1)

2 ( 1)

1
A olsun. Bu durumda 1’e özde¼ger, buna kaŗs¬l¬k

gelen  ( 1)’e özvektör fonksiyon denir.

Lemma 4.1.1. 1 6= 2 olmak üzere 1 ve 2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen  ( 1) ve

 ( 2) özvektör fonksiyonlar¬ ortoganaldir. Yani

Z

0

1 ( 1) 1 ( 2) + 2 ( 1) 2 ( 2)  = 0

olur.

Lemma 4.1.2. (4.1.5)-(4.1.6) s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri reeldir.

4.2. Normlaşt¬r¬c¬ Say¬lar¬n ·Iki Spektruma Göre ·Ifadesi

 () ve  () ( = 1 2) fonksiyonlar¬ 1 [0 ] s¬n¬f¬ndan, reel de¼gerli fonksiyonlar

() =

0
@ ()  ()

 () ¡()

1
A   =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A   =

0
@ 1

2

1
A 

ve  spektral parametre olmak üzere

1 = 0 +1() =   (4.2.1)

Dirac denklemiyle [0 ] kapal¬ aral¬¼g¬ üzerinde

1(0) cos+ 2(0) sin = 0

1() = 0
(4.2.2)

ve
1(0) cos  + 2(0) sin = 0

1() = 0
(4.2.3)

s¬n¬r şartlar¬yla tan¬mlanan özde¼ger problemleri ele al¬ns¬n. Burada 0 ·  ·  ve

0 ·  · ,  6=  şart¬yla al¬nan reel sabitlerdir.

(4.2.1)-(4.2.2) probleminin özde¼gerleri f1g1¡1 ve (4.2.1), (4.2.3) probleminin özde¼ger-

leri ise
©
1

ª1
¡1 dizileri olsun.

43



(4.2.2) ve (4.2.3) s¬n¬r koşullar¬ ile

2 = 0 +2() =  (4.2.4)

denklemini ele alal¬m. (4.2.2), (4.2.4) probleminin özde¼gerlerini f2g1¡1 ile (4.2.3),

(4.2.4) probleminin özde¼gerlerini
©
2

ª1
¡1 ile gösterelim.

(4.2.1) ve (4.2.4) denklemlerinin

1 ( 0) = sin 2 ( 0) = ¡ cos (4.2.5)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri s¬ras¬yla  ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A ve

~ ( ) =

0
@ ~1 ( )

~2 ( )

1
A fonksiyonlar¬ olsun.

1, 1, 2 ve 2 reel sabitler olmak üzere özde¼gerler için asimptotik formüller

1 = ¡ 


+

1


+

µ
1

2

¶
 ( = §1§2 )  (4.2.6)

1 = ¡ 


+

1


+

µ
1

2

¶
 ( = §1§2 )  (4.2.7)

2 = ¡ 


+

2


+

µ
1

2

¶
 ( = §1§2 )  (4.2.8)

2 = ¡ 


+

2


+

µ
1

2

¶
 ( = §1§2 ) (4.2.9)

formundad¬r [11].

(4.2.1)-(4.2.2) probleminin normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ ve spektral fonksiyonu s¬ras¬yla  2 Z

olmak üzere

1 =
R
0

©
2
1 (1 ) + 2

2 (1 )
ª
 1 () =

8
>><
>>:

P
1

1
1

  ¸ 0

¡
P

1

1
1

   0

şeklindedir.

Benzer şekilde (4.2.2), (4.2.4) probleminin normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ ve spektral

fonksiyonu s¬ras¬yla  2 Z olmak üzere

2 =
R
0

©
~2
1 (1 ) + ~2

2 (1 )
ª
 2 () =

8
>><
>>:

P
2

1
2

  ¸ 0

¡
P

2

1
2

   0
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şeklindedir.

Spektral verilere göre potansiyel fonksiyonun elde edilmesi problemi ters problem

olarak adland¬r¬l¬r. Kanonik Dirac operatörü için ters problemin iki spektruma göre

çözümü Gasymov and Dzhabiev taraf¬ndan [9] çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. O halde bu

çal¬̧smadan faydalanarak (4.2.1)-(4.2.2) ve (4.2.2), (4.2.4) problemlerinin normla̧st¬r¬c¬

say¬lar¬n¬n iki spektruma göre ifadesi s¬ras¬yla

1 =
sin (¡ )

1 ¡ 1

1Y

=¡1

01 ¡ 1
1 ¡ 1

 ( = §1§2 ) 

2 =
sin (¡ )

2 ¡ 2

1Y

=¡1

02 ¡ 2
2 ¡ 2

 ( = §1§2 )

formülleri ile verilir [9]. Burada
Q0

sembolü  =  terimin sonsuz çarp¬mdan ç¬kar¬ld¬¼g¬n¬

göstermektedir.

4.3. ·Iki Spektruma Göre Kararl¬l¬k Problemlerinin Tan¬mlanmas¬

Bu k¬s¬mda hem (4.2.1)-(4.2.2); (4.2.2), (4.2.4) problemlerinin özde¼gerleri hem de

(4.2.1), (4.2.3); (4.2.3), (4.2.4) problemlerinin özde¼gerleri kendi aralar¬nda 2+2 say¬da

çak¬̧st¬¼g¬nda 1 ve 2 operatörlerinin fark¬ için baz¬ eşitsizlikler elde etmeye çal¬̧saca¼g¬z.

·Ilk kararl¬l¬k teoremini aşa¼g¬daki şekilde verelim.

Teorem 4.3.1. fg ve
©


ª
( = 1 2) özde¼gerleri 2 + 2 adette çak¬̧ss¬nlar öyleki

s¬ras¬yla  = 1 2   + 1 için 1 = 2; 1 = 2 ve  = ¡1¡2 ¡ ¡ 1 için

1 = 2 ; 1 = 2 olsun. O halde s¬ras¬yla   0 için    + 1   
2
ve   0

için   ¡ ¡ 1   ¡
2
şartlar¬ alt¬nda  ¸ 2  ¸ 2 ~ iken

 

¡1    
2

¡
2
  1

f1 ()¡ 2 ()g 

8
<
:

1
¡

2

¢
   0

~
~2
¡
¡

2

¢
   0

(4.3.1)

eşitsizlikleri söz konusudur. Burada

 =
j2 ¡ 1j


+

µ
1

2

¶
 ~ =

j1 ¡ 2j


+

µ
1

2

¶


 =
2
³
 + ~

´ ¡
1 + 3

2

¢


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ve

~ =

³
2 + 2 ~

´ ¡
1 + 5

2

¢



şeklindedir.

·Ispat Spektral fonksiyonlar aras¬ndaki fark

1 ()¡ 2 () =

8
>><
>>:

P
1

³
1

1
¡ 1

2

´
  ¸ 0

P
1

³
1

2
¡ 1

1

´
   0

şeklindedir. Burada spektral fonksiyonlar fark¬n¬n total sal¬n¬m¬ için s¬ras¬yla

0  +2 ve ¡¡2  0 için

 

¡10

01

f1 ()¡ 2 ()g ·

8
><
>:

max
0

¯̄
¯1¡ 1

2

¯̄
¯ 1 (0)   ¸ 0

max
0

¯̄
¯1¡ 2

1

¯̄
¯ 2 (0)    0

(4.3.2)

eşitsizliklerine sahibiz. Spektral fonksiyonlar aras¬ndaki fark¬ de¼gerlendirmek için (4.3.2)

denkleminin sa¼g taraf¬ndaki mutlak de¼geri hesaplamal¬y¬z. Bu teoremi iki aşamada is-

patlayaca¼g¬z. ·Ilk olarak pozitif özde¼gerler için yani 0  +2 için    +1 ve   
2

koşullar¬ alt¬nda spektral fonksiyonlar¬n total sal¬n¬m¬n¬ hesaplayaca¼g¬z. 0  +2

için

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ = max


2

¯̄
¯̄
¯1¡

1Y

=+2

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢
¯̄
¯̄
¯ (4.3.3)

eşitli¼gine sahibiz. Bu durumda sadece pozitif özde¼gerler çak¬̧smaktad¬r, yani

 = 1 2   + 1 için 1 = 2 ve 1 = 2 olur. Burada

ª1 () =
1Y

=+2

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢

sonsuz çarp¬m¬ ele al¬ns¬n. O halde

ln ª1 () =
1X

=+2

ln

µ
1 ¡ 1
2 ¡ 2

¶

+
1X

=+2

ln

µ
2 ¡ 2

1 ¡ 1

¶

ve

jlnª1 ()j ·
1X

=+2

¯̄
¯̄ln
µ
1¡ 2 ¡ 1

2 ¡ 1

¶¯̄
¯̄

+

1X

=+2

¯̄
¯̄ln
µ
1¡

1 ¡ 2
1 ¡ 2

¶¯̄
¯̄ (4.3.4)
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eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ kolayca görülür. Burada    + 1   
2
için

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄  1,

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄  1

eşitsizli¼gi aç¬kça görülmektedir. jj  1 için

ln (1¡ ) · jj
1¡ jj

eşitsizli¼gi geçerlidir. O halde (4.3.4) denklemi için

jln ª1 ()j 
1X

=+2

¯̄
¯ 2¡12¡1

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 2¡12¡1

¯̄
¯
´

+
1X

=+2

¯̄
¯1¡21¡2

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 1¡21¡2

¯̄
¯
´ (4.3.5)

eşitsizli¼gine sahibiz. (4.2.6), (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) özde¼gerlerin asimptotik de¼ger-

lerinden    + 1,   
2
için

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2¡1


+
¡

1
2

¢

2

µ
1¡


1[[2 ]]
2+2

¶

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯



¡
 + 3

2

¢
¡
 ¡ 1

2

¢ ¡

2
+ 1
¢  

¡
1 + 3

2

¢


¡
1
2
+ 5

4
+ 1

22

¢ (4.3.6)

ve

¯̄
¯̄1 ¡ 2

1 ¡ 2

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1¡2


+
¡

1
2

¢

1

µ
1¡


2[[2 ]]
1+2

¶

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯


~
¡
1 + 3

2

¢


¡
1
2
+ 5

4
+ 1

22

¢ (4.3.7)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. (4.3.6) ve (4.3.7) eşitsizlikleri (4.3.5) denkleminde yerine konu-

lursa

jlnª1 ()j 

(1+ 3
2 )

(12+
5
4

+ 1
22 )µ

1¡ (1+ 3
2 )

( 12+
5
4

+ 1
22 )

¶ +

~(1+ 3
2 )

( 12+
5
4

+ 1
22 )µ

1¡
~(1+ 3

2 )
(12+

5
4

+ 1
22 )

¶
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elde edilir. Burada  ¸ 2  ¸ 2 ~ için

jlnª1 ()j 

2(1+ 3
2 )



1¡ 2(1+ 3
2 )



+

2 ~(1+ 3
2 )



1¡ 2 ~(1+ 3
2 )





2(1+ 3
2 )



1¡ 2(1+ 3
2 )

2

+

2 ~(1+ 3
2 )



1¡ 2 ~(1+ 3
2 )

2 ~


2
³
 + ~

´ ¡
1 + 3

2

¢



elde edilir. O halde (4.3.3) eşitli¼ginden

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄  exp

2
³
 + ~

´ ¡
1 + 3

2

¢


¡ 1

yaz¬labilir. Üstel fonksiyonun seriye aç¬l¬m¬ kullan¬larak veya ¡1   eşitsizli¼ginden

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ 

2
³
 + ~

´ ¡
1 + 3

2

¢



2(+ ~)(1+ 3

2 )
 (4.3.8)

eşitsizli¼gi geçerlidir. (4.3.2) ve (4.3.8) denklemleri birlikte incelenirse  ¸ 0 için

 
¡1

2

f1 ()¡ 2 ()g  1

µ


2

¶ 2
³
 + ~

´ ¡
1 + 3

2

¢



2(+ ~)(1+ 3

2 )


denklemi elde edilir. Böylece teoremin birinci k¬sm¬n¬n ispat¬ tamamland¬.

·Ikinci aşamada benzer i̧slemleri özde¼gerlerin negatif oldu¼gu durum için yapaca¼g¬z. O

halde   0 için spektral fonksiyonlar fark¬n¬ ele alal¬m. Burada  = ¡1¡2 ¡¡1

için 1 = 2 ve 1 = 2 olsun. (4.3.2) denkleminden

max
¡

2

¯̄
¯̄1¡ 2

1

¯̄
¯̄ = max

¡
2

¯̄
¯̄
¯1¡

¡¡2Y

=¡1

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢
¯̄
¯̄
¯ (4.3.9)

yaz¬labilir. Burada

ª2 () =
¡¡2Y

=¡1

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢

fonksiyonu tan¬mlans¬n. E¼ger pozitif özde¼gerler için yukar¬da yapt¬¼g¬m¬z i̧slemlerin

benzerleri tekrarlan¬rsa

jlnª2 ()j ·
¡¡2X

=¡1

¯̄
¯̄ln
µ
1¡ 1 ¡ 2

1 ¡ 2

¶¯̄
¯̄

+

¡¡2X

=¡1

¯̄
¯̄ln
µ
1¡

2 ¡ 1
2 ¡ 1

¶¯̄
¯̄
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bulunur.   ¡ ¡ 1 ve   ¡
2
için

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄  1

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄  1

geçerli olup buradan

jln ª2 ()j 
¡¡2X

=¡1

¯̄
¯ 1¡21¡2

¯̄
¯

1¡
¯̄
¯ 1¡21¡2

¯̄
¯
+
¡¡2X

=¡1

¯̄
¯2¡12¡1

¯̄
¯

1¡
¯̄
¯ 2¡12¡1

¯̄
¯

(4.3.10)

eşitsizli¼gi aç¬kça görülür. Şimdi özde¼gerlerin asimptotik formülü ile

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

2¡1


+
¡

1
2

¢

1

µ
1¡


2[[2 ]]

1¡¡2

¶

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯



¡
1 + 5

2

¢
¡
¡ ¡ 1

2

¢ ¡

2
+ 3
¢  

¡
1 + 5

2

¢


¡
1
2
+ 13

4
+ 3

22

¢

ve

¯̄
¯̄2 ¡ 1

2 ¡ 1

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1¡2


+
¡

1
2

¢

2

µ
1¡


1[[2 ]]
2+2

¶

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯


~
¡
1 + 5

2

¢


¡
1
2
+ 13

4
+ 3

22

¢

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Bu eşitsizlikler (4.3.10)’da yerine konulursa

jln ª2 ()j 

(1+ 5
2 )

( 12+
13
4

+ 3
22 )µ

1¡ (1+ 5
2 )

( 12+
13
4

+ 3
22 )

¶ +

~(1+ 5
2 )

( 12+
13
4

+ 3
22 )µ

1¡
~(1+ 5

2 )
( 12+

13
4

+ 3
22 )

¶



2(1+ 5
2 )



1¡ 2(1+ 5
2 )



+

2 ~(1+ 5
2 )



1¡ 2 ~(1+ 5
2 )



elde edilir. Son eşitsizlikte  ¸ 2  ¸ 2 ~ için

jlnª2 ()j 

2(1+ 5
2 )



1¡ 2(1+ 5
2 )

2

+

2 ~(1+ 5
2 )



1¡ 2 ~(1+ 5
2 )

2 ~



³
2 + 2 ~

´ ¡
1 + 5

2

¢



yaz¬labilir. Burada üstel fonksiyonun seriye aç¬l¬m¬ndan faydalan¬larak

max
¡

2

¯̄
¯̄1¡ 2

1

¯̄
¯̄  exp

8
<
:

³
2 + 2 ~

´ ¡
1 + 5

2

¢



9
=
;¡ 1



³
2 + 2 ~

´ ¡
1 + 5

2

¢



(2+2 ~)(1+ 5

2 )

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eşitsizli¼gi geçerli olur. (4.3.2) denklemi ve son eşitsizlikten (4.3.1) denklemi   0

durumu için elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

4.4. Çözüm Fonksiyonlar¬n¬n Kararl¬l¬¼g¬

(4.2.1)-(4.2.2) probleminin çözümünü  ( ) ve (4.2.3), (4.2.4) probleminin çözümünü

 ( ) ile gösterelim. Bu k¬s¬mda çözüm fonksiyonlar¬ aras¬ndaki fark¬n toplam¬n¬n

normu için bir s¬n¬r elde etti¼gimiz teoremin ifade ve ispat¬n¬ aşa¼g¬daki şekilde verece¼giz.

Teorem 4.4.1. Teorem 4.3.1’in şartlar¬ alt¬nda ve pozitif özde¼gerler için 0 ·  · 
2

ve negatif özde¼gerler için ¡
2
·   0 durumunda s¬ras¬yla

¯̄
(1 ( )¡ 1 ( ))

2 + (2 ( )¡ 2 ( ))
2
¯̄
·8

<
:

8exp
©
4 (1 () + 2 ())¡ 4

¡
1
¡
¡ 1



¢
+ 2

¡
¡ 1



¢¢ª
1

¡

2

¢
   0

8exp
©
4 (1 () + 2 ())¡ 4

¡
1

¡
¡ 1



¢
+ 2

¡
¡ 1



¢¢ª
~

~2
¡
¡

2

¢
   0

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada

 () =
R
0


R
0

j () +  ()j  ( = 1 2)

şeklindedir. Teorem 4.4.1’in ispat¬n¬ vermeden önce ispat sürecinde kullan¬lacak olan

gerekli bilgi ve Lemmalar¬ verelim.

 ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A ve  ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A fonksiyonlar¬ s¬ras¬yla (4.2.1) ve

(4.2.4) denklemlerinin

1 ( 0) = sin 2 ( 0) = ¡ cos (4.4.1)

1 ( 0) = sin 2 ( 0) = ¡ cos  (4.4.2)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri olsun.  ( ) ve  ( ), 2 £ 2 boyutlu ve

sürekli diferansiyellenebilir karesel matrisler olmak üzere dönüşüm operatörü yard¬m¬yla

 ( ) =  ( ) +
R
0

 ( ) ( ) 

 ( ) =  ( ) +
R
0

 ( ) ( ) 

eşitlikleri yaz¬labilir [39]. Yukar¬da  ( ) ve  ( ) çözümlerini birbirine dönüştüren

operatörü k¬saca  + ve  + ile gösterelim. Yani

 = ( +)
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 = ( +)

olsun.  ( ) çekirde¼gi

 0
 ( )¡1 () ( ) =  ( )2 ()¡ 0

 ( )

denklemini ve

1 () + ( ) = 2 () + ( )

 ( 0) ( 0) = 0

s¬n¬r ko̧sullar¬n¬ sa¼glar.

 ( )¡ ( )= 1 ()¡2 () 

 ( )¡ ( )= 2 ()¡1 ()

oldu¼gu kolayl¬kla görülür.

Lemma 4.4.1.  ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A, (  = 1 2)  2 £ 1 boyutlu matris olmak

üzere  6= 0 olacak şekilde tüm ’lar için

 ( ) =
1R
¡1

 ( )  ()
R
0

 ( ) ( )   ( = 1 2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Öyleki 12 () = 1 ()¡2 () olmak üzere çözüm fonksiyonlar¬ fark¬

için

 ( )¡  ( ) = ¡
1R
¡1

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( )  (4.4.3)

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat ·Ilk olarak  = 1 için

1 ( ) =
1R
¡1

 ( ) 1 ()
R
0

 ( ) ( ) 

+
1R
¡1

() ( ) 1 ()
R
0

 ( ) ( )  (4.4.4)

integralleri göz önüne al¬ns¬n. Eş yak¬nsakl¬k teoremleri ile (4.4.4) denklemindeki ilk in-

tegral mevcuttur ve 1
2
 ( ) eşittir. Burada () 2 2

1
ve

R
0

 ( ) ( )  2 2
1
şeklindedir. O halde Dirac Denklemi için Parseval eşitli¼gin-

den  () =  ( ) al¬narak

 ( ) =
1R
¡1

 ( ) 1 ()
R
0

 ( ) ( ) 
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yaz¬labilir. Burada son eşitli¼gin her iki taraf¬  ( ) çarp¬l¬p 0’dan ’e integral al¬n¬rsa

(4.4.4)’te ikinci integral  ( ) ¡  ( ) eşittir. Bu durum 1 ( ) fonksiyonunun

varl¬¼g¬n¬ ve

1 ( ) =  ( )¡ 1

2
 ( ) (4.4.5)

eşitli¼gini do¼grular. 2 ( ) fonksiyonuna tüm ’lar için eş yak¬nsakl¬k teoremi uygu-

lan¬rsa

2 ( ) =
1R
¡1

 ( ) 2 ()
R
0

 ( ) ( ) 

+
1R
¡1

 ( ) 2 ()
R
0

 ( ) () ( ) 

=
1

2
 ( )

+
1R
¡1

 ( ) 2 ()
R
0

R
0

 ( ) ( ) ( ) 

=
1

2
 ( ) +

1

2

µ
R


 ( ) ( ) 

¶

=

=
1

2
 ( ) (4.4.6)

elde edilir. Burada (4.4.5) ve (4.4.6) denklemleri birlikte de¼gerlendirilirse Lemma

4.4.1’in ispat¬ elde edilir.

Lemma 4.4.2. 12 () = 1 () ¡ 2 () ve 12 () = 1 () ¡ 2 () olmak üzere

 6= 0 olacak şekildeki tüm ’lar ve 0   1 için

(1 ( )¡ 1 ( ))
2 + (2 ( )¡ 2 ( ))

2

= sin ( ¡ )
1R
¡1

 ( ) ( ) +  ( ) ( )

¡ 
12 ()

+

½
R
0

12 () f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g 

+
R
0

12 () f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g 
¾

£
1R
¡1

 ( ) ( )

¡ 
12 ()
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+ ( ) ( )
1R
¡1

12 ()

¡ 

£
½

R
0

12 () f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g 

+
R
0

12 () f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g 
¾

(4.4.7)

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat Lemma 4.4.1’in yard¬m¬yla tüm ’lar için

 ( ) =
1R
¡1

 ( )  ()
R
0

 ( ) ( )   ( = 1 2)

ve

 ( )¡  ( ) = ¡
1R
¡1

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

eşitliklerine sahibiz. (4.2.1) denklemi (4.4.1) s¬n¬r ko̧sullar¬yla ele al¬n¬rsa

R
0

 ( ) ( )  =
1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )

¡ 
(4.4.8)

denklemi elde edilir. (4.4.8) denklemini (4.4.3)’te yerine koyarak

 ( )¡  ( ) =
1R
¡1

 ( ) f1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )g
¡ 

12 () (4.4.9)

formülüne sahibiz. Benzer eşitlik  ( ) için

 ( )¡  ( ) =
1R
¡1

 ( ) f1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )g
¡ 

12 () (4.4.10)

şeklinde yaz¬labilir. Burada (4.4.9) denkleminden (4.4.10) eşitli¼gi ç¬kar¬l¬rsa

0 = 2 ( )
1R
¡1

 ( )1 ( )¡  ( )1 ( )

¡ 
12 ()

+ f2 ( )¡ 2 ( )g
1R
¡1

 ( )1 ( )

¡ 
12 ()

¡1 ( )
1R
¡1

 ( )2 ( )¡  ( )2 ( )

¡ 
12 ()

+ f1 ( )¡ 1 ( )g
1R
¡1

 ( )2 ( )

¡ 
12 () (4.4.11)
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sonucuna ulaş¬l¬r. (4.4.10) ve (4.4.11) denklemlerini s¬ras¬yla ( ( )¡  ( )) ve

 ( ) soldan çarp¬l¬rsa

f ( )¡  ( )g f ( )¡  ( )g =
1

¡ 

1R
¡1

©
 ( ) ( )¡  ( ) ( )

ª

£f1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )g 12 () (4.4.12)

ve

0 =  ( )2 ( )
1R
¡1

 ( )1 ( )¡  ( )1 ( )

¡ 
12 ()

+ ( ) f2 ( )¡ 2 ( )g
1R
¡1

 ( )1 ( )

¡ 
12 ()

¡ ( )1 ( )
1R
¡1

 ( )2 ( )¡  ( )2 ( )

¡ 
12 ()

+ ( ) f1 ( )¡ 1 ( )g
1R
¡1

 ( )2 ( )

¡ 
12 () (4.4.13)

olur. (4.4.12) denkleminden (4.4.13) denklemi ç¬kar¬l¬rsa

(1 ( )¡ 1 ( ))
2 + (2 ( )¡ 2 ( ))

2 =

f1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )g
1R
¡1

 ( ) ( )

¡ 
12 ()

+ ( ) ( )

£
1R
¡1

1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )

¡ 
12 () (4.4.14)

elde edilir. Şimdi (4.2.1) denklemi (4.4.1) ve (4.4.2) s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬ns¬n. (4.2.1)

ve (4.2.4) denklemleri


0

2 + f1()¡ g1 + 1 ()2= 0

¡01 + 1()1 ¡ f1 () + g2= 0


0

2 + f2()¡ g1 + 2 ()2= 0

¡01 + 2 ()1 ¡ f2() + g2= 0

şeklinde yaz¬labilir. Burada yukar¬daki denklemler s¬ras¬yla ¡1, ¡2, 1, 2 çarp¬l¬p

taraf tarafa toplan¬rsa ve 0’dan ’e integrali al¬n¬rsa
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2 ( )1 ( )¡ 2 ( )1 ( ) =

sin ( ¡ ) +
R
0

(1 ()¡ 2 ()) f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g 

+
R
0

(1 ()¡ 2 ()) f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g  (4.4.15)

elde edilir. (4.4.15) eşitli¼gi (4.4.14) denkleminde yerine konulursa

(1 ( )¡ 1 ( ))
2 + (2 ( )¡ 2 ( ))

2 =

sin ( ¡ )
1R
¡1

 ( ) ( ) +  ( ) ( )

¡ 
12 ()

+
R
0

12 () f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g
1R
¡1

 ( ) ( )

¡ 
12 ()

+
R
0

12 () f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g 
1R
¡1

 ( ) ( )

¡ 
12 ()

+ ( ) ( )
1R
¡1

12 ()

¡ 

R
0

12 () f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g

+ ( ) ( )
1R
¡1

12 ()

¡ 

R
0

12 () f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g 

formülü bulunur. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur. Şimdi Lemma 4.4.2’yi  !

0 iken tüm ’lar için ispat edelim. Çünkü ( ( )¡  ( )) için yeni bir formüle

ihtiyac¬m¬z var. Elde edilecek olan formüller (4.4.3) ve (4.4.7) eş zamanl¬ denklemlerinin

genelleştirilmi̧s halleridir.  = ( ) herhangi bir aral¬k ve  bu aral¬¼g¬n eksene

tamamlay¬c¬ aral¬¼g¬ olsun. (4.4.9) ve (4.4.10) formüllerinin yerine s¬ras¬yla

 ( )¡  ( ) =

¡
R


 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

+
R


 ( )
1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )

¡ 
12 ()

ve

 ( )¡  ( ) =

¡
R


 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

+
R


 ( )
1 ( )2 ( )¡ 2 ( )1 ( )

¡ 
12 ()
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yaz¬labilir. Lemma 4.4.2’nin ispat¬na benzer i̧slemler yap¬larak (4.4.7) formülü elde

edilir. Şimdi bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬nda esas teoremimizin ispat¬n¬ verelim.

Teorem 4.4.1’in ·Ispat¬

(4.2.1) denkleminin (4.4.1) şart¬n¬ sa¼glayan çözümleri a̧sa¼g¬daki integral denklemlerini

sa¼glarlar, [36]

1 ( ) = sin (+ ) +
R
0

f1 ()1 () + 1 ()2 ()g sin  (¡ ) 

+
R
0

f1 ()1 ()¡ 1 ()2 ()g cos (¡ ) 

2 ( ) = ¡ cos (+ )¡
R
0

f1 ()1 () + 1 ()2 ()g cos (¡ ) 

+
R
0

f1 ()1 ()¡ 1 ()2 ()g sin  (¡ ) 

Bu sistemler aşa¼g¬daki şekilde ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar metoduyla çözülebilir. Burada

10 ( ) = sin (+ )  20 ( ) = ¡ cos (+ )

olmak üzere

1 ( ) =
1X

=0

1 ( )  2 ( ) =
1X

=0

2 ( )

şeklinde olup iterasyon yard¬m¬yla çözüm fonksiyonlar¬ için

1+1 ( ) =
R
0

f1 () cos (¡ ) + 1 () sin  (¡ )g1 ( ) 

+
R
0

f1 () sin (¡ )¡ 1 () cos (¡ )g2 ( ) 

2+1 ( ) =
R
0

f¡1 () cos  (¡ ) + 1 () sin (¡ )g1 ( ) 

¡
R
0

f1 () sin  (¡ ) + 1 () cos (¡ )g2 ( ) 

eşitliklerine sahibiz. O halde

¯̄
1+1 ( )

¯̄
·

¡ 1
R

0

¯̄
f1 () + 1 ()g1 ( )

¯̄


+
¡ 1

R
0

¯̄
f1 () + 1 ()g2 ( )

¯̄


+
R

¡ 1


¯̄
f1 () + 1 ()g1 ( )

¯̄
(¡ ) 

+
R

¡ 1


¯̄
f1 () + 1 ()g2 ( )

¯̄
(¡ )  (4.4.16)
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(4.4.16) eşitsizli¼gine Newton-Leibniz formülü uygulan¬rsa

¯̄
01+1 ( )

¯̄
· 

R
¡ 1



¯̄
f1 () + 1 ()g

©
1 ( ) + 2 ( )

ª¯̄


¯̄
1+1 ( )

¯̄
· 

R
0

R
¡ 1



j1 () + 1 ()j
¯̄
1 ( ) + 2 ( )

¯̄


elde edilir. Şimdi s¬ras¬yla  = 0 1 2 için 1 fonksiyonunun terimleri yaz¬l¬rsa

¯̄
10 ( )

¯̄
· 1

¯̄
20 ( )

¯̄
· 1

¯̄
11 ( )

¯̄
· 

R
0


R

¡ 1


j1 () + 1 ()j
¯̄
10 ( ) + 20 ( )

¯̄


= 2

µ
1 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶¶


¯̄
21 ( )

¯̄
· 

R
0


R

¡ 1


j1 () + 1 ()j
¯̄
10 ( ) + 20 ( )

¯̄


= 2

µ
1 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶¶


¯̄
12 ( )

¯̄
·

R
0


R

¡ 1


j1 () + 1 ()j
¯̄
11 ( ) + 21 ( )

¯̄


= (2)2
R
0


R

¡ 1


j1 () + 1 ()j
¯̄
¯̄
µ
1 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶¶¯̄
¯̄ 

=
(2)2

¡
1 ()¡ 1

¡
¡ 1



¢¢2

2



¯̄
1 ( )

¯̄
·

(2)
©
1 ()¡ 1

¡
¡ 1



¢ª

!

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece !1 iken

j1 ( )j · exp

½
2

µ
1 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶¶¾
(4.4.17)

oldu¼gu görülür. Benzer şekilde

j2 ( )j · exp

½
2

µ
1 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶¶¾
 (4.4.18)

j1 ( )j · exp

½
2

µ
2 ()¡ 2

µ
¡ 1



¶¶¾
 (4.4.19)
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j2 ( )j · exp

½
2

µ
2 ()¡ 2

µ
¡ 1



¶¶¾
(4.4.20)

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Lemma 4.4.2’de,  =
¡
0 

2

¢
al¬n¬rsa

(1 ( )¡ 1 ( ))
2 + (2 ( )¡ 2 ( ))

2

=  ( )


2R
0

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

¡ ( )


2R
0

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

+sin ( ¡ )
1R

2

 ( ) ( ) +  ( ) ( )

¡ 
12 ()

+

½
R
0

12 () f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g 

+
R
0

12 () f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g 
¾

£
1R

2

 ( ) ( )

¡ 
12 ()

+ ( ) ( )
1R

2

12 ()

¡ 

£
½

R
0

12 () f1 ( )1 ( )¡ 2 ( )2 ( )g 

+
R
0

12 () f1 ( )2 ( ) + 2 ( )1 ( )g 
¾

elde edilir. Son eşitlik negatif özde¼gerler için  =
¡
¡

2
 0
¢
al¬narak yaz¬labilir. (4.4.17)-

(4.4.20) eşitsizliklerinden 0 ·  · 
2
için

¯̄
(1 ( )¡ 1 ( ))

2 + (2 ( )¡ 2 ( ))
2
¯̄
·

8exp

½
4

µ
1 () ¡ 1

µ
¡ 1



¶
+ 2 () ¡ 2

µ
¡ 1



¶¶¾

£

2R
0

12 ()

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Teorem 4.4.1 vas¬tas¬yla 0 ·  · 
2
için

¯̄
(1 ( )¡ 1 ( ))

2 + (2 ( )¡ 2 ( ))
2
¯̄
·

8exp

½
4

µ
1 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶
+ 2 ()¡ 2

µ
¡ 1



¶¶¾

£1
µ


2

¶
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elde edilir. ¡
2
·  · 0 aral¬¼g¬ için

¯̄
(1 ( )¡ 1 ( ))

2 + (2 ( )¡ 2 ( ))
2
¯̄
·

8exp

½
4

µ
1 () + 2 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶
¡ 2

µ
¡ 1



¶¶¾

£
0R

¡
2

12 ()

eşitsizli¼gine sahibiz. Buradan Teorem 4.4.1 vas¬tas¬yla

¯̄
(1 ( )¡ 1 ( ))

2 + (2 ( )¡ 2 ( ))
2
¯̄
·

8exp

½
4

µ
1 () + 2 ()¡ 1

µ
¡ 1



¶
¡ 2

µ
¡ 1



¶¶¾

£ ~
~2

µ
¡

2

¶

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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5. BESSEL T·IPL·I TEK·ILL·I¼GE SAH·IP STURM-L·IOUV·ILLE PROBLEM·I

·IÇ·IN KARARLILIK TEOR·IS·I

Bu k¬s¬mda Bessel tipli tekilli¼ge sahip Sturm-Liouville operatörü için Dirichlet s¬n¬r

koşullar¬yla tan¬mlanan problem ele al¬nacakt¬r. Bu problem için özde¼gerlerin ve öz-

fonksiyonlar¬n asimptotik formülleri, normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n iki spektruma göre ifadesini

içeren bir formül ve spektral fonksiyonlara ve özfonksiyonlara göre kararl¬l¬k teoremleri

verilecektir.

5.1. Kararl¬l¬k Probleminin Tan¬mlanmas¬

1 () reel de¼gerli fonksiyon 1 () 2 2 (0 1) ve  negatif olmayan tamsay¬ olmak

üzere

1 = ¡00 +
µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶
 =  0    1 (5.1.1)

denklemi

 (0) = 0  (1) = 0 (5.1.2)

s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬ns¬n. (5.1.1)-(5.1.2) probleminin özde¼gerleri f1g olsun. Bu

özde¼gerler  ( 1) = 0 fonksiyonunun s¬f¬rlar¬yla çak¬̧s¬kt¬rlar. Ayr¬ca (1)2N  2

uzay¬nda bir dizi olmak üzere

1 =

µ
 +



2

¶2

2 +
1R
0

1 () ¡  (+ 1) + 1 (5.1.3)

asimptotik formülü sa¼glan¬r [22]. 1 operatörü 2 (0 1) uzay¬nda self adjointtir ve

f1g ayr¬k spektrumuna sahiptir.

Şimdi potansiyel fonksiyonun  ´ 0 oldu¼gu yeni singüler Sturm-Liouville denklemi

0 = ¡00 +  ( + 1)

2
 =  (5.1.4)

(5.1.2) Dirichlet s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬ns¬n. (5.1.2), (5.1.4) s¬n¬r de¼ger probleminin

özde¼gerleri f0g olsun. f0g dizisi (0)2N 2 2 olmak üzere

0 =

µ
 +



2

¶2

2 ¡  (+ 1) + 0 (5.1.5)

asimptotik formülünü sa¼glar [5]. Şimdi normla̧st¬r¬c¬ say¬lar¬ tan¬mlamak için (5.1.1)

denkleminin

 ( 1) = 0 0 ( 1) = 1 (5.1.6)
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başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü  ( ) olsun.  =  Dirichlet özde¼geri ol-

mad¬¼g¬ sürece  ! 0 iken  ( ) fonksiyonu (0 1] üzerinde regülerdir ve  ( ) =


¡
¡
¢
asimptoti¼gine sahiptir. (5.1.1)-(5.1.2) probleminin normla̧st¬r¬c¬ say¬lar¬ ve

spektral fonksiyonu s¬ras¬yla

1 =
1R
0

2 ( ) 

ve

1 () =
X

1

1

1

ile gösterilsin. Her  2 N1 için 1 normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n¬n iki spektruma göre ifadesi

1 =
()


2 (¡1)¡+1 

¡p
1

¢



2 (0 ¡ 1)

Y

6=

1 ¡ 1
0 ¡ 1

şeklindedir. Burada  küresel Bessel fonksiyonunu göstermektedir [22].

(Baz¬  2 N için  = 0 oldu¼gunda
(
p

1)
0¡ kesrinin yerini ¡ 0(

p
0)

2
p

0
limit

ifadesi almal¬d¬r)1

Di¼ger taraftan 2 () reel de¼gerli ve 2 (0 1) s¬n¬f¬ndan bir fonksiyon olmak üzere

2 = ¡00 +
µ
2 () +

 (+ 1)

2

¶
 =   0    1 (5.1.7)

Sturm-Liouville denklemi (5.1.2) Dirichlet s¬n¬r koşullar¬yla ele al¬ns¬n. (5.1.2), (5.1.7)

probleminin özde¼gerleri f2g olsun. 2 operatörü 2 (0 1) üzerinde self-adjointtir ve

2 =

µ
 +



2

¶2

2 +
1R
0

2 () ¡  (+ 1) + 2 (5.1.8)

asimptotik formülünü sa¼glayan ayr¬k spektruma sahiptir. Burada (2)2N, 2 uzay¬na

ait bir dizidir.

(5.1.7) denkleminin (5.1.6) başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ sa¼glayan çözümü  ( ) ile gösterilsin.

O halde (5.1.2), (5.1.7) probleminin normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ ve spektral fonksiyonu s¬ras¬yla

2 =
1R
0

2 ( ) 

ve

2 () =
X

2

1

2
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şeklinde verilir. 2 normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n¬n iki spektruma göre ifadesi ise her  2 N

için

2 =
()


2 (¡1)¡+1 

¡p
2

¢



2 (0 ¡ 2)

Y

6=

2 ¡ 2
0 ¡ 2

ile gösterilir.

5.2. Kararl¬l¬k Teoremleri

Bu k¬s¬mda iki spektra göre spektral fonksiyonlar ve çözüm fonksiyonlar¬ için karar-

l¬l¬k teoremleri verilecektir. Daha detayl¬ ifade etmek gerekirse s¬ras¬yla (5.1.1)–(5.1.2)

ve (5.1.2), (5.1.7) problemlerinin f1g ve f2g özde¼gerleri +1 say¬da çak¬̧st¬¼g¬nda

bu problemlerin spektral fonksiyonlar¬n¬n total sal¬n¬m¬ ve çözüm fonksiyonlar¬ fark¬

için baz¬ s¬n¬rlar elde edilir. Elde edilen sonuçlar ile bu problemlerin kararl¬ olduklar¬

görülür. Ayn¬ zamanda bu k¬s¬mda özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gine ili̧skin bir lemma

verilecektir.

Lemma 5.2.1. 0 () 2 1 (0 1) olsun.
¯̄
¯
p

¯̄
¯   () ve Im

p
 ¸ 0 için

¯̄
¯̄
¯

Ã
 ( ) +

sin
p
 (1¡ )p


!

p
(1¡)

¯̄
¯̄
¯ ·

 ()¯̄
¯
p

¯̄
¯
³¯̄
¯
p

¯̄
¯¡  ()

´ (5.2.1)

ve
¯̄
¯̄
¯

Ã
 ( ) +

sin
p
 (1¡ )p


¡ cos
p
 (1¡ )



1R


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


!

p
(1¡)

¯̄
¯̄
¯


1

jj32

0
@1

2
¡1 () +

2 ()

1¡ ()

jpj

1
A (5.2.2)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Burada

 () =
1R


¯̄
¯̄1 () +

 (+ 1)

2

¯̄
¯̄ ¡1 () =

1R


¯̄
¯̄1 () +

 ( + 1)

2

¯̄
¯̄
0



şeklindedir.

·Ispat (5.1.1) denkleminin (5.1.6) ko̧sulunu sa¼glayan  ( ) fonksiyonu

 ( ) = ¡sin
p
 (1¡ )p


+
1R


sin
p
 (¡ )p


 ( )

µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶


integral denklemini sa¼glar. (5.2.1) eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬ göstermek için

 ( ) =

(
 ( ) +

sin
p
 (1¡ )p


)

p
(1¡)

³
Im
p
 ¸ 0

´
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fonksiyonu ele al¬ns¬n.  ( ) fonksiyonunun

 ( ) =
1R


sin
p
 (¡ )p


Ã
 ( ) ¡

p
(1¡) ¡ sin

p
 (1¡ )p


!

£
µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶

p
(1¡)

=
1R


sin
p
 (¡ )p


 ( ) 
p
(¡)

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


¡1



1R


sin
p
 (¡ ) sin

p
 (1¡ ) 

p
(¡)

£ 
p
(1¡)

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶
 (5.2.3)

integral denklemini sa¼glad¬¼g¬ aç¬kt¬r. Burada

 ( ) = max
0··

j ( )j

fonksiyonu tan¬mlans¬n ve
¯̄
¯̄
¯
sin
p
 (¡ )p



p
(¡)

¯̄
¯̄
¯ 

1¯̄
¯
p

¯̄
¯

³
   ¸ 0 Im

p
 ¸ 0

´


¯̄
¯cos
p
 (1¡ ) 

p
(1¡)

¯̄
¯  1

³
Im
p
 ¸ 0

´

eşitsizlikleri göz önüne al¬ns¬n [60]. Yukar¬daki eşitsizliklerden (5.2.3) eşitli¼gi

 ( ) ·  ( )

1R


¯̄
¯1 () + (+1)

2

¯̄
¯ 

¯̄
¯
p

¯̄
¯

+

1R


¯̄
¯1 () + (+1)

2

¯̄
¯ 

jj

şeklinde tekrar yaz¬labilir. Böylece
¯̄
¯
p

¯̄
¯   () için (5.2.1) denklemi elde edilir.

Şimdi (5.2.2) denklemini ispatlayal¬m. Bunun için

¡
1R


sin
p
 (¡ )p


sin
p
 (1¡ )p


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


integrali ele al¬ns¬n. Trigonometrik fonksiyonlar¬n özelli¼ginden bu integral

1

2

1R


n
cos
p
 (1¡ )¡ cos

p
 (2¡ ¡ 1)

oµ
1 () +

 (+ 1)

2

¶


=
cos
p
 (1¡ )

2

1R


µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶


¡ 1

2

1R


cos
p
 (2¡ ¡ 1)

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶
 (5.2.4)
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şeklinde yaz¬labilir. Burada (5.2.4) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ikinci integrale k¬smi

integrasyon uygulan¬rsa

1R


cos
p
 (2¡ ¡ 1)

µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶


=

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶
sin
p
 (2¡ ¡ 1)

2
p


¯̄
1


¡ 1

2
p


1R


sin
p
 (2¡ ¡ 1)

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶0


eşitli¼gi elde edilir. Son eşitlik (5.2.4)’te yerine konulursa ve baz¬ düzenlemeler yap¬l¬rsa

¡
1R


sin
p
 (¡ )p


sin
p
 (1¡ )p


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


=
cos
p
 (1¡ )

2

1R


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


¡sin
p
 (1¡ )

432

µ
1 (1) +  ( + 1) + 1 () +

 ( + 1)

2

¶

+
1

432

1R


sin
p
 (2¡ ¡ 1)

µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶0



cos
p
 (1¡ )

2

1R


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


+
1

432

1R


n
sin
p
 (2¡ ¡ 1) + sin

p
 (1¡ )

oµ
1 () +

 ( + 1)

2

¶0


eşitsizli¼gi bulunur. Bu son eşitsizlik (5.2.3) denkleminde yerine konulursa

 ( ) =
1R


sin
p
 (¡ )p


 ( ) 
p
(¡)

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


¡
1R


sin
p
 (¡ )p


sin
p
 (1¡ )p



p
(1¡)

µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶



1R


sin
p
 (¡ )p


 ( ) 
p
(¡)

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


+

p
(1¡)

432

R
1

n
sin
p
 (1¡ ) + sin

p
 (2¡ ¡ 1)

oµ
1 () +

 ( + 1)

2

¶0


+
cos
p
 (1¡ ) 

p
(1¡)

2

1R


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


oldu¼gu görülür. Son olarak (5.2.1) denkleminin sonucu kullan¬l¬rsa
¯̄
¯̄
¯

(
 ( ) +

sin
p
 (1¡ )p


¡ cos
p
 (1¡ )

2

1R


µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


)

p
(1¡)

¯̄
¯̄
¯
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
 ( )¯̄
¯
p

¯̄
¯

1R


¯̄
¯̄1 () +

 (+ 1)

2

¯̄
¯̄ + 1

2 jj32
1R


¯̄
¯̄1 () +

 (+ 1)

2

¯̄
¯̄
0




1

jj32

8
<
:

2 ()

1¡ ()

jpj
+

1

2
¡1 ()

9
=
;

istenen eşitsizlik elde edilir. Böylece Lemma 5.2.1’in ispat¬ tamamlan¬r.

Şimdi bu k¬sm¬n esas teoremlerinden biri olan spektral fonksiyonlara göre kararl¬l¬k

teoreminin ifade ve ispat¬n¬ verelim.

Teorem 5.2.1. (5.1.1)–(5.1.2) ve (5.1.2), (5.1.7) problemlerinin fg  ( = 1 2)

özde¼gerleri  + 1 say¬da çak¬̧ss¬n, yani  = 1 2   + 1 için 1 = 2 olsun.

O halde    + 1 ,   
2
ve  ¸ 2

p
 için

 
¡1

2

f1 ()¡ 2 ()g  1

µ


2

¶
8
¡
1 + +3

2

¢2

322

3(1+ +3

2 )
2

22

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada

 =
1R
0

j2 () ¡ 1 ()j +

µ
1

2

¶

şeklindedir.

·Ispat Spektral fonksiyonlar aras¬ndaki fark

1 ()¡ 2 () =
X



1

1

µ
1¡ 1

2

¶

şeklinde olup burada

1¡ 1

2

= 1¡

¡p

1
¢
(0 ¡ 2)


¡p

2
¢
(0 ¡ 1)

1Y

6=

(1 ¡ 1) (0 ¡ 2)

(2 ¡ 2) (0 ¡ 1)

şeklindedir. Total sal¬n¬m¬n tan¬m¬ndan 0  +2 için

 
¡10

f1 ()¡ 2 ()g · max
0

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ X

0

1

1

= 1 (0) max
0

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ (5.2.5)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Böylece 0  +2 için spektral fonksiyonlar¬n total sal¬n¬m¬n¬

de¼gerlendirebilmek için (5.2.5) denkleminin sa¼g taraf¬ndaki mutlak de¼ger fonksiyonu

ele al¬nmal¬d¬r. Yani 0  +2 için

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ = max


2

¯̄
¯̄
¯1¡

1Y

=+2

(1 ¡ 1) (0 ¡ 2)

(2 ¡ 2) (0 ¡ 1)

¯̄
¯̄
¯ (5.2.6)
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eşitli¼gi ele al¬ns¬n. Burada ª() ile

ª() =
1Y

=+2

(1 ¡ 1) (0 ¡ 2)

(2 ¡ 2) (0 ¡ 1)

sonsuz çarp¬m¬ gösterilsin. O halde

jln ª ()j =

¯̄
¯̄
¯

1X

=+2

ln

µ
1 ¡ 1
2 ¡ 2

¶
+

1X

=+2

ln

µ
0 ¡ 2
0 ¡ 1

¶¯̄
¯̄
¯

·
1X

=+2

¯̄
¯̄ln
µ
1¡ 2 ¡ 1

2 ¡ 1

¶¯̄
¯̄+

1X

=+2

¯̄
¯̄ln
µ
1¡ 2 ¡ 1

0 ¡ 1

¶¯̄
¯̄(5.2.7)

oldu¼gu kolayl¬kla görülür.    + 1 ve   
2
için

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄  1 ve

¯̄
¯̄ 2 ¡ 1
0 ¡ 1

¯̄
¯̄  1

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r. Di¼ger taraftan jj  1 için

ln (1¡ ) 
jj

1¡ jj

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ kolayl¬kla görülür. Son eşitsizlik göz önüne al¬narak (5.2.7)

eşitsizli¼gi

jlnª ()j 
1X

=+2

¯̄
¯2¡12¡1

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯2¡12¡1

¯̄
¯
´ +

1X

=+2

¯̄
¯ 2¡10¡1

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 2¡10¡1

¯̄
¯
´ (5.2.8)

şeklinde yaz¬labilir. Burada (5.1.3), (5.1.5) ve (5.1.8) denklemleri ile verilen özde¼gerlerin

asimptotik formülleri kullan¬larak    + 1 ve   
2
için

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄ 

¯̄
¯̄ 1R
0

f2 ()¡ 1 ()g + 2 ¡ 1

¯̄
¯̄

¯̄
¯2

³
1¡ 1

2

´¯̄
¯



¯̄
¯̄ 1R
0

f2 ()¡ 1 ()g + 2 ¡ 1

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄2

µ
1¡


1[[2 ]]
2+2

¶¯̄
¯̄


4
¡
1 + +3

2

¢2

322
³
1 + 5+13

3
+ (5+7)(+3)

32

´


4
¡
1 + +3

2

¢2

322
(5.2.9)
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ve

¯̄
¯̄ 2 ¡ 1
0 ¡ 1

¯̄
¯̄ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1R
0

f2 ()¡ 1 ()g + 2 ¡ 1

0

³
1¡ 1

0

´

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯


4
¡
1 + +3

2

¢2

32 2
(5.2.10)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Di¼ger taraftan (5.2.9) ve (5.2.10) eşitsizlikleri (5.2.8)’de yerine

konulursa  ¸ 2
p
 için

jlnª ()j  2

4(1+ +3
2 )

2

322

1¡ 4(1+ +3
2 )

2

322



4(1+ +3
2 )

2

322

1¡ 4(1+ +3
2 )

2

324


8
¡
1 + +3

2

¢2

322

elde edilir. Son eşitsizlik (5.2.6) denklemiyle birlikte ele al¬n¬rsa

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄  

8(1+ +3
2 )

2

322 ¡ 1

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Üstel fonksiyonun seriye aç¬l¬m¬ndan faydalan¬larak son

eşitsizlik

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄  8

¡
1 + +3

2

¢2

322

3(1+ +3

2 )
2

22 (5.2.11)

şeklinde tekrar yaz¬labilir. Son olarak (5.2.5) ve (5.2.11) denklemleri birlikte düşünülürse

Teorem 5.2.1’in ispat¬ tamamlanm¬̧s olur.

S¬ras¬yla (5.1.1) ve (5.1.7) denklemlerinin (5.1.6) şart¬n¬ sa¼glayan çözümleri  ( )

ve  ( ) olmak üzere (5.1.1)–(5.1.2) ve (5.1.2), (5.1.7) problemlerinin çözümlerinin

kararl¬l¬¼g¬n¬ gösteren teoremin ifade ve ispat¬ aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 5.2.2. Teorem 5.2.1’in şartlar¬ alt¬nda ve 0 ·  · 
2
için

j ( )¡  ( )j 2 4


exp

½
1 ()¡ 1

µ
+

1p


¶
+ 2 ()¡ 2

µ
+

1p


¶¾

£ exp f1 () + 2 ()g

£ 1

µ


2

¶
8
¡
1 + +3

2

¢2

322

3(1+ +3

2 )
2

22 (5.2.12)

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada

 () =
R
1

¯̄
¯̄ () +

 (+ 1)

2

¯̄
¯̄ +

¯̄
¯Im
p

¯̄
¯ (1¡ )  ( = 1 2)
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ve

 ( ) =
1R


1R


¯̄
¯̄
µ
 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄   ( = 1 2)

şeklindedir.

·Ispat Çözüm fonksiyonlar¬n¬n fark¬n¬n karesi için

[ ( )¡  ( )]2 = ( )


2R
0

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

¡ ( )


2R
0

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

+
R
0

12 ()  (5.2.13)

£
1R

2

f ( ) ( ) ( ) ( )¡  ( ) ( ) ( ) ( )g
¡ 

12 ()

eşitli¼gine sahibiz ( [45], 3.21 verildi). Burada  = ( ) aral¬¼g¬ yerine  =
¡
0 

2

¢
al¬nd¬.

 ( ) ve  ( ) çözümleri s¬ras¬yla

 ( ) =
sin
p
 (¡ 1)p


+
1R


sin
p
 (¡ )p


 ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶


 ( ) =
sin
p
 (¡ 1)p


+
1R


sin
p
 (¡ )p


 ( )

µ
2 () +

 ( + 1)

2

¶


formundad¬r [67]. Bu çözümler için  ( ) = min
³
 1p



´
olmak üzere

j ( )j ·  ( ) exp

½
1 ()¡ 1

µ
+

1p


¶¾
   0 (5.2.14)

j ( )j ·  ( ) exp

½
2 ()¡ 2

µ
+

1p


¶¾
   0 (5.2.15)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

Gerçektende (5.2.14) ve (5.2.15) eşitsizlikleri Picard iterasyon metoduyla elde edilebilir.

 ( ) fonksiyonu

 ( ) =
1P
=0

 ( )

olsun. Burada

0 ( ) =
sin
p
 (¡ 1)p


ve

+1 ( ) =
1R


sin
p
 (¡ )p


 ( )

µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶

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şeklindedir. Tüm reel  ve ’ler için

¯̄
¡1 sin 

¯̄
· jj ve

¯̄
¡1 sin 

¯̄
· jj

oldu¼gundan o halde

j0 ( )j ·  ( )

ve

¯̄
+1 ( )

¯̄
·

+ 1p
R



¯̄
¯̄(¡ ) ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄ 

+
1p


1R
+ 1p



¯̄
¯̄ ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄  (5.2.16)

eşitsizlikleri yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

 ( ) =

+ 1p
R



¯̄
¯̄(¡ ) ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄ 

+
1p


1R
+ 1p



¯̄
¯̄ ( )

µ
1 () +

 (+ 1)

2

¶¯̄
¯̄ 

tan¬mlayal¬m.  ( ) fonksiyonu

 ( 1) = 0

başlang¬ç şart¬n¬ sa¼glas¬n.  ( ) fonksiyonuna Newton-Leibniz formülü uygulan¬rsa

0 ( ) =

+ 1p
R



¯̄
¯̄ ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄ 

elde edilir. Son eşitlik ve (5.2.16) ele al¬n¬rsa

¯̄
+1 ( )

¯̄
·  ( ) =

1R


+ 1p
R



¯̄
¯̄ ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄  (5.2.17)

oldu¼gu görülür. (5.2.17) denklemi s¬ras¬yla  = 0 1 2 3 için yaz¬l¬rsa

j1 ( )j ·
1R


+ 1p
R



¯̄
¯̄0 ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄ 

·  ( )

½
1 () ¡ 1

µ
+

1p


¶¾


j2 ( )j ·
1R


+ 1p
R



¯̄
¯̄1 ( )

µ
1 () +

 ( + 1)

2

¶¯̄
¯̄ 

·  ( )

n
1 ()¡ 1

³
+ 1p



´o2

2

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





j ( )j ·  ( )

n
1 ()¡ 1

³
+ 1p



´o

!

oldu¼gu görülür. Son eşitsizlikten (5.2.14) formülü elde edilir. Ayn¬ yol ile (5.2.15)

denklemi elde edilebilir.

Ayr¬ca  ( ) ve  ( ) çözüm fonksiyonlar¬ için

¯̄
¯̄
¯ ( ) +

sin
p
 (1¡ )p


¯̄
¯̄
¯ ·

exp

½
R
1

³
j1 ()j+ j(+1)j

2

´
+

¯̄
¯Im
p

¯̄
¯ (1¡ )

¾

p




(5.2.18)
¯̄
¯̄
¯ ( ) +

sin
p
 (1¡ )p


¯̄
¯̄
¯ ·

exp

½
R
1

³
j2 ()j+ j(+1)j

2

´
+

¯̄
¯Im
p

¯̄
¯ (1¡ )

¾

p


(5.2.19)

eşitsizlikleri geçerlidir [5]. Şimdi (5.2.13) formülünde aral¬k  =
¡
0 

2

¢
al¬n¬rsa yani

0 ·  · 
2
için

j ( )¡  ( )j 2 ·
¯̄
¯̄
¯ ( )


2R
0

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

¡ ( )


2R
0

 ( ) 12 ()
R
0

 ( ) ( ) 

¯̄
¯̄
¯(5.2.20)

elde edilir [60]. Burada (5.2.14), (5.2.15), (5.2.18) ve (5.2.19) eşitsizlikleri (5.2.20)

denkleminde yerine konulursa

j ( )¡  ( )j 2

· 4


exp

½
1 ()¡ 1

µ
+

1p


¶
+ 2 ()¡ 2

µ
+

1p


¶¾

£ exp f1 () + 2 ()g

2R
0

12 ()

elde edilir. Son olarak Teorem 5.2.1’in ifadesinden faydalan¬larak (5.2.12) elde edilir ve

ispat tamamlan¬r.
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6. D·IFÜZYON DENKLEM·I ·IÇ·IN KARARLILIK PROBLEM·I

Bu k¬s¬mda ayr¬k s¬n¬r koşullar¬yla ele al¬nan Difüzyon denklemi için kararl¬l¬k prob-

lemi tan¬mlanacakt¬r. Ayr¬ca Difüzyon operatörü için iki spektruma göre normla̧st¬r¬c¬

say¬lar¬ ifade eden bir formül verilecektir.

6.1. Kararl¬l¬k Probleminin Tan¬mlanmas¬

1 ()   () reel de¼gerli fonksiyonlar,  () 2  1
2 [0 ]  1 () 2 2 [0 ]  1 2 ve

 sonlu, reel say¬lar ve  spektral parametre olmak üzere

¡00 () + (2 () + 1 ())  () = 2 ()  0 ·  ·  (6.1.1)

Difüzyon denklemi

0 (0)¡ 1 (0) = 0

0 () + () = 0 (6.1.2)

ve

0 (0)¡ 2 (0) = 0

0 () + () = 0 (6.1.3)

s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬ns¬n. (6.1.1)-(6.1.2) probleminin özde¼gerlerini f1g1¡1 ile

(6.1.1), (6.1.3) s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerlerini
©
1

ª1
¡1 ile gösterelim. Burada

0 =
1



Z

0

 () 
X



j1j2 1
X



j~1j2 1

1 =
1



0
@1 + +

1

2

Z

0

¡
1 () + 2 ()

¢


1
A

ve

~1 =
1



0
@2 + +

1

2

Z

0

¡
1 () + 2 ()

¢


1
A

olmak üzere özde¼gerler için

1 =  + 0 +
1

+

1




1 = + 0 +
~1

+

~1

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asimptotik formülleri geçerlidir [12].

Di¼ger taraftan  () 2 1
2 [0 ]  2 () 2 2 [0 ] reel de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere

¡00 () + (2 () + 2 ())  () = 2 ()  0 ·  ·  (6.1.4)

denklemi (6.1.2) ve (6.1.3) s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬ns¬n. (6.1.2), (6.1.4) ve (6.1.3), (6.1.4)

s¬n¬r de¼ger problemlerinin özde¼gerleri s¬ras¬yla f2g1¡1 ve
©
2

ª1
¡1 dizileri olsun. Bu

özde¼gerler için

2 =  + 0 +
2

+

2




2 = + 0 +
~2

+

~2


asimptotik formülleri sa¼glan¬r. Burada

X



j2j2 1
X



j~2j2 1

2 =
1



0
@1 + +

1

2

Z

0

¡
2 () + 2 ()

¢


1
A

ve

~2 =
1



0
@2 + +

1

2

Z

0

¡
2 () + 2 ()

¢


1
A

şeklindedir [12]. (6.1.1) denkleminin

 (0 ) = 1 0 (0 ) = 1 (6.1.5)

başlang¬ç şartlar¬n¬ sa¼glayan çözümleri  ( ) fonksiyonu olsun.  ( )  

özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen (6.1.1)-(6.1.2) probleminin özfonksiyonudur ve k¬saca  ()

ile gösterilsin.

(6.1.1)-(6.1.2) probleminin normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ ve spektral fonksiyonu s¬ras¬yla

1 =

Z

0

2
 () ¡

1



Z

0

 ()2
 () 

ve

1 () =

8
>>><
>>>:

X

1

1
1

  ¸ 0

¡
X

1

1
1

   0
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şeklindedir.

Benzer şekilde (6.1.4) denkleminin (6.1.5) başlang¬ç şart¬n¬ sa¼glayan çözümü ~ ( )

olsun.  özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar ~ ( )’ler olsun ve k¬sal¬k için

~ () ile gösterilsin. O halde (6.1.2), (6.1.4) probleminin normla̧st¬r¬c¬ say¬lar¬ ve

spektral fonksiyonu s¬ras¬yla

2 =

Z

0

~2
 () ¡

1



Z

0

 () ~2
 () 

ve

2 () =

8
>>><
>>>:

X

2

1
2

  ¸ 0

¡
X

2

1
2

   0

formülleri ile verilir.

6.2. Normlaşt¬r¬c¬ Say¬lar¬n ·Iki Spektruma Göre ·Ifadesi

Bu k¬s¬mda Difüzyon denkleminin iki spektrumdan elde edilmesi için bir yöntem

verilecektir. Bu yöntem klasik Sturm-Liouville operatörünün iki spektrumdan elde

edilmesi yönteminin ayn¬s¬d¬r. Sonras¬nda ise Difüzyon denklemi için kararl¬l¬k prob-

lemi ele al¬nacakt¬r.

Teorem 6.2.1. f1g ve
©
1

ª
dizileri s¬ras¬yla (6.1.1)-(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3)

problemlerinin özde¼gerleri olmak üzere 1 normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬ 1 ve 1 özde¼gerleri

yard¬m¬yla

1 =
2 ¡ 1

21
¡
1 ¡ 1

¢
1Y

=¡1

01 ¡ 1
1 ¡ 1

 ( = §1§2 )

formülü ile tan¬mlan¬r. Burada
Y 0

sembolü sonsuz çarp¬mda  =  terimin mevcut

olmad¬¼g¬n¬ gösterir.

·Ispat (6.1.1) denkleminin

 (0 ) = 1 0 (0 ) = 1

 (0 ) = 1 0 (0 ) = 2

s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) ile gösterilsin.(6.1.1)-

(6.1.2) probleminin çözüm fonksiyonlar¬n¬n görüntüsü


1
() =  (0) + 2

Z

0

³
1 ( ) sin ()¡

1
( ) cos ()

´

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olmak üzere

 ( ) = cos
³
¡ 

1
()
´
+

Z

0


1
( ) cos +

Z

0


1
( ) sin

şeklindedir. (6.1.1), (6.1.3) probleminin çözüm fonksiyonlar¬n¬n görüntüsü ise

 ( ) = cos
³
¡ 

2
()
´
+

Z

0


2
( ) cos +

Z

0


2
( ) sin

verilir. Burada


2
() =  (0) + 2

Z

0

³
2 ( ) sin ()¡

2
( ) cos ()

´


şeklindedir. f1g ve
©
1

ª
dizilerinin s¬ras¬yla

©1 () = 0 ( ) + ( )  (6.2.1)

©2 () = 0 ( ) + ( ) (6.2.2)

fonksiyonlar¬n¬n kökleri ile çak¬̧st¬¼g¬ a̧sikard¬r.

 ( ) =  ( ) + () ( )

fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon

 0 ( ) + ( ) = 0

koşulunu sa¼glas¬n. Bu takdirde

 () = ¡
0 ( ) + ( )

0 ( ) + ( )
= ¡©2 ()

©1 ()
(6.2.3)

elde edilir. Burada  () fonksiyonunun kutuplar¬n¬n ve s¬f¬rlar¬n¬n s¬ras¬yla (6.1.1)-

(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3) s¬n¬r de¼ger problemlerinin özde¼gerleri ile çak¬̧st¬klar¬ ve mero-

morf fonksiyon oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan Green formülünden

¡
21 ¡ 22

¢ R
0

 ( 1)  ( 2)  =

= ( 0 ( 2)  ( 1)¡  0 ( 1)  ( 2))j0
+

R
0

 ( 1)  ( 2) (21 ¡ 22)  () 

= [ (1)¡ (2)] (1 ¡ 2)

+ (21 ¡ 22)
R
0

 ( 1)  ( 2)  ()  (6.2.4)
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olur. (6.2.4) denkleminde 1 =  2 = ¹ olarak al¬n¬rsa

R
0

j ( )j2 ¡ 1

Re

R
0

 () j ( )j2  = (1 ¡ 2)
 ()

2 ImRe
(6.2.5)

elde edilir. Bu formülde 2  1 (1  2) oldu¼gunda meromorf fonksiyon üst yar¬

düzlemi kendine dönüştürür (alt yar¬ düzlemi kendine dönüştürdü¼gü durumdur). Bu

takdirde  () fonksiyonunun s¬f¬rlar¬ ve kutuplar¬ (6.1.1)-(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3)

s¬n¬r de¼ger problemlerinin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬rlar.

Yukar¬daki hesaplamalar¬n benzerleri yap¬l¬rsa

¡
2 ¡ 2

¢ R
0

 ( ) ( )  =

2 ¡ 1 + 2 (¡ )
R
0

 ( ) ( )  () 

veya

¡
2 ¡ 2

¢ R
0

 ( ) ( ) 

¡2 (¡ )
R
0

 ( ) ( )  ()  = 2 ¡ 1

elde edilir. Di¼ger taraftan  ( ) fonksiyonu yerine yaz¬l¬rsa

¡
2 ¡ 2

¢ R
0

 ( ) ( ) +
¡
2 ¡ 2

¢
 ()

R
0

 ( ) ( ) 

¡2 (¡ )
R
0

 ( ) ( )  () 

¡2 (¡ ) ()
R
0

 ( ) ( )  () 

= 2 ¡ 1

sonucuna ulaş¬l¬r. Burada !  için limit al¬n¬rsa

 =

Z

0

2
 () ¡

1



Z

0

 ()2
 () 

=
2 ¡ 1

lim! 2 (¡ ) ()
(6.2.6)

elde edilir. Bu formülden faydalanarak ’lerin fg ve fg’ler yard¬m¬yla görüntüsü

elde edilebilir.

Not edelim ki cos ve sin fonksiyonunu©1 () ve ©2 () fonksiyonlar¬na dönüştüren

s¬ras¬yla 1 ( ), 1 ( ), 2 ( ), 2 ( ) çekirdek fonksiyonlar¬ mevcuttur. Bu
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sebeple

©1 () = 0 ( ) + ( )

=
¡
01 ()¡ 

¢
sin ( ¡ 1 ()) +1 ( ) cos 

+1 ( ) sin + cos ( ¡ 1 ())

+

Z

0

·
1 ( ) +

1 ( )



¯̄
¯̄
=

¸
cos 

+

Z

0

·
1 ( ) +

1 ( )



¯̄
¯̄
=

¸
sin

ve

©2 () = 0 ( ) + ( )

=
¡
02 ()¡ 

¢
sin ( ¡ 2 ()) +2 ( ) cos 

+2 ( ) sin + cos ( ¡ 2 ())

+

Z

0

·
2 ( ) +

2 ( )



¯̄
¯̄
=

¸
cos 

+

Z

0

·
2 ( ) +

2 ( )



¯̄
¯̄
=

¸
sin

eşitlikleri söz konusudur.

©1 () ve ©2 () fonksiyonlar¬ 1 mertebeli tam fonksiyonlar oldu¼gundan ve tam

fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬na da¼g¬l¬m¬ndan

©1 () = 1

1Q
=¡1

µ
1¡ 



¶
 ©2 () = 2

1Q
=¡1

µ
1¡ 



¶

görüntüsü elde edilir. Burada 1 ve 2 reel sabitlerdir. O halde  () fonksiyonu da

tam fonksiyondur ve

 () =
1

2

1Q
=¡1

µ
1¡ 



¶µ
1¡ 



¶¡1

görüntüsü söz konusudur. Son eşitlikten ve (6.2.6) denkleminden

=
2 ¡ 1

2 ( ¡ )

1

2

1Q
=¡1




10Q
=¡1

µ
 ¡ 
 ¡ 

¶

elde edilir. Burada
1

2

1Q
=¡1




= 1 (6.2.7)
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oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun için çözüm fonksiyonlar¬n¬n asimptotik formülünden

lim
!¡1

©1 ()

©2 ()
= 1

oldu¼gu görülür. Yani

lim
!¡1

1

2

1Y

=¡1

µ
1¡ 



¶µ
1¡ 



¶¡1

=
1

2

1Y

=¡1




lim
!¡1

1Y

=¡1

 ¡ 

 ¡ 
= 1

olur. Burada

lim
!¡1

1Y

=¡1

 ¡ 

 ¡ 
= lim

!¡1

1Y

=¡1

µ
1 +

 ¡ 
 ¡ 

¶
= 1 (6.2.8)

göz önüne al¬ns¬n. (6.2.8) eşitli¼ginde sonsuz çarp¬m¬n yak¬nsakl¬¼g¬n¬ göstermek için

a̧sa¼g¬daki seri göz önüne al¬n¬r ve fg ve fg özde¼gerlerinin asimptotik formüllerinden

yararlan¬l¬rsa

1X

=¡1

 ¡ 
 ¡ 

=

1X

=1

µ
 ¡ 
 ¡ 

+
¡ ¡ ¡
¡ ¡ 

¶
+

0 ¡ 0
0 ¡ 

=

1X

=1

Ã
1¡~1


+
1¡~1



 ¡ 
+

~1¡1


+
~1¡¡1¡



¡ ¡ 

!
+

0 ¡ 0
0 ¡ 

=
1X

=1

1 ¡ ~1


µ
1

 ¡ 
¡ 1

¡ ¡ 

¶

+
1X

=1

1 ¡ ~1
 ( ¡ )

+
1X

=1

~1¡ ¡ 1¡


¡
¡ ¡ 

¢ +
0 ¡ 0
0 ¡ 

elde edilir. Burada son iki serinin yak¬nsakl¬¼g¬ aç¬k şekilde görülmektedir.

1X

=1

1 ¡ ~1


µ
1

 ¡ 
¡ 1

¡ ¡ 

¶

=
1X

=1

1 ¡ ~1 + ¡ ¡ 
 ( ¡ )

¡
¡ ¡ 

¢

olup bu son seride yak¬nsakt¬r. Bu sonuçlardan (6.2.8) sonsuz çarp¬m¬n yak¬nsakl¬¼g¬

elde edilir, yani

lim
!¡1

1Y

=¡1

µ
1 +

 ¡ 
 ¡ 

¶
= 1
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Böylece (6.2.7) eşitli¼gi elde edilir. O halde (6.1.1)-(6.1.2) ve (6.1.1), (6.1.3) s¬n¬r de¼ger

problemlerinin s¬ras¬yla iki spektruma göre ifadesi

1 =
2 ¡ 1

21
¡
1 ¡ 1

¢
1Y

=¡1

01 ¡ 1
1 ¡ 1

 ( = §1§2 )

2 =
2 ¡ 1

22
¡
2 ¡ 2

¢
1Y

=¡1

02 ¡ 2
2 ¡ 2

 ( = §1§2 )

şeklindedir.

Şimdi bu k¬sm¬n esas teoremi olan iki spektruma göre operatörün tan¬mlanmas¬n¬n

kararl¬l¬¼g¬na ili̧skin teoremin ifade ve ispat¬ verilsin.

Teorem 6.2.2. fg ve
©


ª
( = 1 2) özde¼gerleri 2 +2 say¬da çak¬̧ss¬nlar öyleki

 = 1 2   + 1 için 1 = 2 ve 1 = 2 olsun ve  = ¡1¡2  ¡  ¡ 1 için

1 = 2 ve 1 = 2 olsun. O halde s¬ras¬yla   0 için    + 1   
2
ve

  0 için   ¡ ¡ 1   ¡
2
şartlar¬ alt¬nda   2 ve   2 ~ iken

 

¡1    
2

¡
2
  1

f1 ()¡ 2 ()g 

8
<
:

1
¡

2

¢
   0

~
~2

¡
¡

2

¢
   0

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada

 =

¯̄
¯̄
¯̄
1

2

Z

0

(2 ()¡ 1 ()) +
2 ¡ 1



¯̄
¯̄
¯̄ 

~ =

¯̄
¯̄
¯̄
1

2

Z

0

(2 ()¡ 1 ()) +
~1 ¡ ~2



¯̄
¯̄
¯̄ 

 =

¡
1 + 3

2

¢ ³
+ ~

´


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢

ve

~ =

¡
1 + 5

2

¢ ³
+ ~

´


¡
1
2
+ 17

4
+ 15

22

¢

şeklindedir.

·Ispat Spektral fonksiyonlar fark¬ için

1 ()¡ 2 () =

8
>>><
>>>:

X



1
1

³
1¡ 1

2

´
  ¸ 0

X



1
2

³
1¡ 2

1

´
   0

(6.2.9)
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eşitli¼gi göz önüne al¬ns¬n. Burada total sal¬n¬m¬n tan¬m¬ndan pozitif ve negatif özde¼ger-

ler için s¬ras¬yla 0  +2 ve ¡¡2  ~0 şartlar¬ alt¬nda

 

¡10

01

f1 ()¡ 2 ()g ·

8
>>><
>>>:

max0

¯̄
¯1¡ 1

2

¯̄
¯
X

0

1
1

  ¸ 0

max~0

¯̄
¯1¡ 2

1

¯̄
¯
X

~0

1
2

   0

·

8
<
:

max0

¯̄
¯1¡ 1

2

¯̄
¯ 1 (+2)   ¸ 0

max~0

¯̄
¯1¡ 2

1

¯̄
¯ 2 (¡¡2)    0

(6.2.10)

eşitsizlikleri yaz¬labilir. Burada spektral fonksiyonlar fark¬n¬ de¼gerlendirmek için (6.2.10)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki mutlak de¼gerli ifade ele al¬ns¬n. Bu ifade pozitif ve nagatif

özde¼gerler için ayr¬ ayr¬ ele al¬nmal¬d¬r.

·Ilk olarak pozitif özde¼gerler için yani  ¸ 0 iken

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ · max


2

¯̄
¯̄
¯1¡

1Y

=+2

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢
¯̄
¯̄
¯ (6.2.11)

eşitsizli¼gi incelensin. Burada

ª1 () =
1Y

=+2

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢ (6.2.12)

fonksiyonu tan¬mlans¬n. (6.2.12) denkleminde her iki taraf¬n logaritmas¬ al¬n¬p gerekli

düzenleme yap¬l¬rsa

jlnª1 ()j =

¯̄
¯̄
¯

1X

=+2

ln

µ
1 ¡ 1
2 ¡ 2

¶
+

1X

=+2

ln

µ
2 ¡ 2

1 ¡ 1

¶¯̄
¯̄
¯

·
1X

=+2

¯̄
¯̄ln
µ
1¡ 2 ¡ 1

2 ¡ 1

¶¯̄
¯̄+

1X

=+2

¯̄
¯̄ln
µ
1¡

1 ¡ 2

1 ¡ 2

¶¯̄
¯̄(6.2.13)

elde edilir.    + 1   
2
için

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄  1

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄  1

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬ aç¬kt¬r. Di¼ger taraftan jj  1 için

ln (1¡ ) 
jj

1¡ jj
eşitlsizli¼gi sa¼glan¬r. Son eşitsizlik göz önüne al¬narak (6.2.13) denklemi

jlnª1 ()j 
1X

=+2

¯̄
¯2¡12¡1

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 2¡12¡1

¯̄
¯
´ +

1X

=+2

¯̄
¯1¡21¡2

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 1¡21¡2

¯̄
¯
´ (6.2.14)
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şeklinde yeniden yaz¬labilir. Burada özde¼gerlerin asimptotik formülleri kullan¬larak

   + 1   
2
için baz¬ hesaplamalar yap¬l¬rsa

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1
2

Z

0

(2 ()¡ 1 ()) +
2¡1



2

³
1¡ 1

2

´

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄




¡
 ¡ 1

2

¢µ
1¡


1[2 ]

2+2

¶



¡
1 + 3

2

¢


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢ (6.2.15)

ve

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1
2

Z

0

(1 ()¡ 2 ()) +
~1¡~2



¡
 ¡ 1

2

¢µ
1¡


2[2 ]

1+2

¶

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


~
¡
1 + 3

2

¢


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢ (6.2.16)

elde edilir. (6.2.15) ve (6.2.16) eşitsizlikleri (6.2.14) denkleminde yerine konulursa

  2 ve   2 ~ için

jlnª1 ()j 

(1+ 3
2 )

(12+
7
4

+ 3
2
2)

1¡ (1+ 3
2 )

(12+
7
4

+ 3
22 )

+

~(1+ 3
2 )

( 12+
7
4

+ 3
22 )

1¡
~(1+ 3

2 )
( 12+

7
4

+ 3
22 )



¡
1 + 3

2

¢½³
+ ~

´
¡ 2 ~(1+ 3

2 )
( 12+

7
4

+ 3
22 )

¾


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢ ½
1¡ (1+ 3

2 )(+ ~)
( 12+

7
4

+ 3
22 )

+
 ~(1+ 3

2 )
2

2( 12+
7
4

+ 3
22 )

2

¾



¡
1 + 3

2

¢ ³
+ ~

´


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢ (6.2.17)

elde edilir.

(6.2.17) ve (6.2.11) denklemleri birlikte ele al¬n¬rsa

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ · exp

8
<
:

¡
1 + 3

2

¢ ³
+ ~

´


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢

9
=
;¡ 1

80



yaz¬labilir. Burada üstel fonksiyonun seriye aç¬l¬m¬ndan

max


2

¯̄
¯̄1¡ 1

2

¯̄
¯̄ 

¡
1 + 3

2

¢ ³
+ ~

´


¡
1
2
+ 7

4
+ 3

22

¢ 
(1+ 3

2 )(+ ~)

( 12+ 7
4+ 3

22 )

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu son eşitsizlik ve (6.2.10) denklemi birlikte incelenirse Teorem

6.2.2’nin pozitif özde¼gerler için ispat¬ tamamlan¬r.

·Ikinci ve son olarak benzer i̧slemleri negatif özde¼gerler durumunda inceleyelim.

max
¡

2

¯̄
¯̄1¡ 2

1

¯̄
¯̄ · max

¡
2

¯̄
¯̄
¯1¡

¡¡2Y

=¡1

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢
¯̄
¯̄
¯ (6.2.18)

göz önüne al¬ns¬n.

ª2 () =
¡¡2Y

=¡1

(2 ¡ 2)
¡
1 ¡ 1

¢

(1 ¡ 1)
¡
2 ¡ 2

¢

sonsuz çarp¬m¬ ele al¬ns¬n. Burada her iki taraf¬n logaritmas¬ al¬n¬p düzenleme yap¬l¬rsa

jlnª2 ()j =

¯̄
¯̄
¯
¡¡2X

=¡1

ln

µ
2 ¡ 2
1 ¡ 1

¶
+
¡¡2X

=¡1

ln

µ
1 ¡ 1

2 ¡ 2

¶¯̄
¯̄
¯

·
¡¡2X

=¡1

¯̄
¯̄ln
µ
1¡ 1 ¡ 2

1 ¡ 2

¶¯̄
¯̄+

¡¡2X

=¡1

¯̄
¯̄ln
µ
1¡

2 ¡ 1
2 ¡ 1

¶¯̄
¯̄(6.2.19)

elde edilir.   ¡ ¡ 1   ¡
2
için

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄  1

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄  1

eşitsizli¼gi aç¬kt¬r. Di¼ger taraftan jj  1 için

ln (1¡ ) 
jj

1¡ jj

eşitlsizli¼ginden (6.2.19) denklemi

jlnª2 ()j 
¡¡2X

=¡1

¯̄
¯1¡21¡2

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 1¡21¡2

¯̄
¯
´ +

¡¡2X

=¡1

¯̄
¯2¡12¡1

¯̄
¯

³
1¡

¯̄
¯ 2¡12¡1

¯̄
¯
´ (6.2.20)

şeklinde yeniden yaz¬labilir. Özde¼gerlerin asimptotik formülü kullan¬larak   ¡¡1
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  ¡
2
için

¯̄
¯̄1 ¡ 2
1 ¡ 2

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1
2

Z

0

(2 ()¡ 1 ()) +
2¡1



1

³
1¡ 2

1

´

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄




¡
¡ ¡ 1

2

¢µ
1¡


2[¡

2 ]
1¡¡2

¶



¡
1 + 5

2

¢


¡
1
2
+ 17

4
+ 15

22

¢ (6.2.21)

ve

¯̄
¯̄2 ¡ 1
2 ¡ 1

¯̄
¯̄ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1
2

Z

0

(1 ()¡ 2 ()) +
~1¡~2



¡
¡ ¡ 1

2

¢µ
1¡


1[2 ]

2¡¡2

¶

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


~
¡
1 + 5

2

¢


¡
1
2
+ 17

4
+ 15

22

¢ (6.2.22)

elde edilir. (6.2.21) ve (6.2.22) denklemleri (6.2.20) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

  2 ve   2 ~ için

jlnª2 ()j 

(1+ 5
2 )

( 12+
17
4

+ 15
22 )

1¡ (1+ 5
2 )

(12+
17
4

+ 15
22 )

+

~(1+ 5
2 )

( 12+
17
4

+ 15
22 )

1¡
~(1+ 5

2 )
( 12+

17
4

+ 15
22 )

¡
1 + 5

2

¢½³
+ ~

´
¡ 2 ~(1+ 5
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elde edilir. Benzer şekilde (6.2.23) denklemi (6.2.18) birlikte incelenip ve üstel

fonksiyonun seriye aç¬l¬m¬ kullan¬larak negatif özde¼gerler için Teorem 6.2.2’nin ispat¬

tamamlan¬r.
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7. SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n ilk bölümünde regüler ve singüler Sturm-Liouville problem-

lerinin, Dirac ve Difüzyon denklemlerinin spektral teorisi hakk¬nda k¬sa bir literatür

özeti verildi. Ayr¬ca spektral teoride kararl¬l¬k probleminin tan¬m¬ ve öneminden bahsedildi.

·Ikinci bölümde tezde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde Sturm-Liouville problemleri için dönüşüm operatörünün tan¬m¬ ve

bir tak¬m özellikleri verildi. Bu k¬s¬mda spektral fonksiyonlar sonlu aral¬kta çak¬̧st¬¼g¬nda

özfonksiyonlar aras¬ndaki fark¬n de¼gerlendirilmesine ili̧skin Marchenko ve Maslov’un

[45] çal¬̧smas¬nda bulunan teorem detayl¬ bir şekilde incelendi.

Dördüncü bölümde regüler Sturm-Liouville problemi için Ryabushko’nun ispatlam¬̧s

oldu¼gu kararl¬l¬k teoremleri [60] Dirac denklem sistemi ile ele al¬nan probleme uygu-

land¬. Burada kararl¬l¬k problemleri ile farkl¬ potansiyellere sahip problemlerin ilk

 +1 say¬da spektrumlar¬ çak¬̧st¬¼g¬nda spektral fonksiyonlar ve özfonksiyonlar aras¬n-

daki farklar için sonlu s¬n¬rlar elde edildi.

Beşinci bölümde kararl¬l¬k problemi Dirichlet şartlar¬ ile incelen Bessel tipli singüler-

li¼ge sahip Sturm-Liouville problemine uyguland¬. Spektral fonksiyona ve çözüm

fonksiyonlar¬na göre kararl¬l¬k teoremleri ifade ve ispat edildi.

Alt¬nc¬ bölümde ise ayr¬k s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬nan Difüzyon denklemine kararl¬l¬k

teoremleri uyguland¬. Ayr¬ca normlaşt¬r¬c¬ say¬lar¬n iki spektruma göre ifadesini içeren

formüller verildi.

K¬sacas¬ ele al¬nan farkl¬ problemler için iki spektruma göre operatörlerin tan¬m-

lanmas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬ içeren orjinal sonuçlar elde edildi. Bu tez çal¬̧smas¬n¬n diferan-

siyel operatörlerin spektral teorisinde kararl¬l¬k problemlerine önemli katk¬lar sa¼glamas¬

amaçlanm¬̧st¬r.
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